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1. INTRODUCAO

Motivagao. Sistemas continuos, discretos e complexos. Sistemas em dimensao finita, em
variedades e em dimensao infinita (EDPs e equagdoes com delay). Exemplos simples em 1D
e 2D. Comportamento Qualitativo. Trajetdrias, curvas integrais e orbitas. Espago de fase e
Diagrama de fase. [9, 14]

O nosso objetivo é estudar o comportamento e as propriedades das solugoes de equacoes diferenciais
ordinarias. Equagoes desse tipo modelam uma ampla gama de fenémenos fisicos, biolégicos, quimicos e
econdmicos, entre outros. Em aplicagoes, equagoes diferenciais expressam leis envolvendo variagoes de certas
quantidades modeladas em relagao a outras, leis estas que sdo encontradas fartamente na natureza, sejam a
partir de principios béasicos de fisica e de quimica, ou a partir de modelagens mais simplificadas, heuristicas
ou empiricas. O entendimento dessas equacgoes é, portanto, fundamental em ciéncia e tecnologia, além de ser
fascinante do ponto de vista matematico. Muitos conceitos desenvolvidos nesse estudo podem ser naturalmente
estendidos ao estudo de equagoes a derivadas parciais, com uma gama de aplicacoes ainda maior.

Estudaremos equagées diferenciais da forma

du
a = (u)7
u(0) = uyo,

(1.1)

onde f: U C R™ — R™, m € N, e ug pertencente ao subconjunto U de R™. Essa é uma forma vetorial sucinta
de escrever um sistema de m equacoes diferenciais ordinédrias de primeira ordem. Sistemas de equagoes de
ordem mais alta também podem ser escritas como sistemas de primeira ordem, como veremos adiante.

Temos, no caso acima, um estado inicial ug de um certo “sistema”, digamos temperatura ou posicao de
um objeto, ou de varios objetos, e uma lei, representada pelo sistema de equagoes diferenciais, de como o
estado do sistema varia com o tempo. A solu¢do da equacdo acima é uma fungdo u = u(t) = u(t;ug), que
indica o estado do sistema no instante t, a partir do estado inicial ug no instante ¢t = 0. Uma equacao do tipo
(1.1), com f = f(u) ndo envolvento a varidvel temporal ¢ explicitamente, é dita auténoma. O mapeamento
(t,up) — u(t;up) é dito um sistema dindmico ou fluzo. Um sistema dinamico ou fluxo pode ser global ou
local, dependendo se as solugoes u = u(t; ug) estdo definidas para todo t € R, ou apenas em um certo intervalo
contendo t = 0.

Estudaremos, também, equagoes com f dependendo explicitamente da variavel temporal t. Equagoes desse
tipo modelam, por exemplo, fenémenos sob a influéncia externa de algum fator sazonal, como a radiagao solar
que varia com a época do ano e a hora do dia. Consideraremos, mais precisamente, f : W C R x R"™ — R™,
m € N, definida em algum subconjunto W de R x R™ e as equagbes tomam a forma

du
FrREAR (1.2)
’u(to) = Uo,

com (tg,up) € W. Uma equagdo da forma (1.2), com f dependente da varidvel temporal ¢, é dita ndo-
auténoma. A solugdo da equagdo acima é uma fungio u = u(t) = u(t;to, uo), que indica o estado do sistema
no instante ¢, a partir do estado inicial ug no instante ¢ = to. O mapeamento (¢,tg,ug) — u(t;to, ug) é dito
um processo, que também pode ser global ou local, como no caso de fluxos .

O nosso estudo de equagoes diferenciais serd dividido em trés partes principais: (i) a parte de existéncia,
unicidade e regularidade das solugbes, que requer uma boa base de andlise real; (ii) a parte de sistemas
lineares, que requer uma boa base de dlgebra linear; e (iii) a parte do comportamento qualitativo de equagoes
nao-lineares, cujo tratamento é um pouco mais geométrico, mas que também requer bastante analise real.

Antes desse estudo, veremos uma parte inicial com uma série de modelos envolvendo equagoes diferenciais.
Veremos, também, como utilizar ferramentas numéricas para nos ajudar a visualizar o comportamento das
solugoes. Essa ferramentas podem ser diversas, desde linguagens de programagao como fortran e c++, até
ferramentas de mais alto nivel, como matlab, maple e octave. A ferramenta utilizada aqui é o scilab, um
pacote bastante parecido com o matlab e igualmente poderoso para os nossos interesses. Além disso, esta é uma



ferramenta de distribuicao gratuita e de cédigo livre, disponivel em varias plataformas, como windows, 1inux, e
sun, entre outras. Para maiores informagoes e para a instalacao desse pacote, veja http://www.scilab.org/.
As implementacoes feitas aqui em scilab podem ser facilmente modificadas para o matlab visto que os dois
pacotes sao bem parecidos. Essa parte numérica, no entanto, nao sera explorada a exaustao, nem serd estudada
com rigor; a énfase serd no estudo analitico.

Conforme indicado acima, em diversas aplicagoes, ¢t representa o tempo e u, o estado do sistema que
estd sendo modelado e que se supoe evoluir com o tempo segundo uma certa lei representada pela equagao
diferencial. Nesse caso, dado um estado “inicial” ug do sistema em um tempo ¢y, buscamos o estado u(¢; to, uo)
do sistema no tempo t posterior, ou mesmo anterior, a to. Isso nos leva a buscar as solugées u(t; to, up) do
sistema de equacoes diferenciais e as questoes de existéncia e unicidade das solugoes. E claro que devemos
ter vérias solugoes diferentes, pois podemos variar as condigoes iniciais tg e ug, mas para cada par (to,uo)
esperamos ter apenas uma solugao. E nesse sentido que buscamos estabelecer a unicidade das solugoes.

Geometricamente, podemos visualizar uma solugao u(t) = u(t; to, ug) como sendo uma curva parametrizada
o(t) = (t,u(t)) em W C R x R™. A equagdo du(t)/dt = f(¢,u(t)) indica que a tangente & curva, do(t)dt =
(1,du(t)/dt), tem que coincidir com o vetor (1, f(t,u(t))), em cada instante de tempo ¢. Assim, podemos
visualizar o campo de vetores (1, f(¢,u)) para todo (t,u) € W e exigir que a solucdo seja uma curva tangente
a esse campo em todos os seus pontos. A Figura 1, por exemplo, mostra o campo de vetores (1, (t/4 —
x)sen(x — t)/6), no plano tx, no caso m = 1, com v = x. Essa figura mostra, ainda, duas solugbes da
equagdo correspondente dz/dt = (¢/4 — x) sen(z —t)/6, uma com a condi¢ao inicial 2(0) = —0.4 e a outra com
2(0) = 0.4. Cada condigao inicial seleciona um ponto pelo qual a curva deve passar. Sem essa condigdo, hd
uma infinidade de curvas tangentes ao campo em questao.

Podemos imaginar que o campo de vetores representa a correnteza de um rio e que a condicao inicial
representa um ponto do rio no qual deixamos cair uma bolinha de papel. Esta bolinha, entao, segue o seu
curso ao longo do rio, conforme o campo de vetores da equagao diferencial. H& assim, uma infinidade de
caminhos possiveis, dependendo do ponto inicial em que jogamos a bolinha de papel.
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Ficura 1. Campo de vetores (1, (t/4 — z)sen(z — t)/6) e solugbes da equagao dz/dt =
(t/4 — x)sen(xz — t)/6, com condigbes iniciais £(0) = —0.4 e z(0) = 0.4.



Vamos considerar, agora, um sistema de duas equacoes lineares,

d_x =—x—by

dt (1.3)
dy

dt - y7

onde b é um certo parametro real. Em forma vetorial, podemos escrever

)= 6)

que é um sistema autéonomo du/dt = f(u), em u = (x,y) € R?, com f(u) = Au, onde A é a matriz 2 x 2
acima.

O sistema acima pode ser resolvido explicitamente passando-se para coordenadas polares 76, i.e. £ = r cos 6,
y = rsend. Cada solucio u(t) = (z(t),y(t)) é dada em coordenadas polares por?

r(t) = r(0)e", 0(t) = 6(0) + bt.

Os valores de r(0) e 6(0) podem ser facilmente obtidos das condices iniciais x(0) e y(0) nas coordenadas
cartesianas.

Como no exemplo anterior, hd uma infinidade de solucées desse sistema, dependo das condigGes iniciais. A
Figura 2 mostra a solugdo correspondente a 2(0) = 1.2, y(0) = 1.2, quando b = —10. Observe que & medida
que o tempo passa, a solugao espirala em direcao a origem, com velocidade angular constante b, no sentido
trigonométrico, e com o raio decaindo exponencialmente.
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FiGura 2.

O campo de vetores (1, f(¢,u)), no entanto, é, em geral, mais complicado de se visualizar, quando m > 1.
No caso do sistema ser auténomo, i.e. f(t,u) = f(u), esse campo (1, f(u)) de vetores ndo depende de ¢. Assim,
é interessante enxergar as solugoes nao como curvas o(t) = (¢, u(t)) em R x R™, mas como curvas u = u(t) em
R™. Neste caso, a curva deve ser tangente ao campo u — f(u), que ndo depende explicitamente da varidvel

IDerivando-se implicitamente a relagio 72 = x2 + y2, temos 2rr’ = 2zz’ + 2yy’ = —222 — 2bxy + 2bxy — 2y% = —2r2, logo
r’ = —r. Derivando-se, agora, a relacio x = r cosf obtemos —z +by =z’ =1/ cos — 70’ sen = —rcosf — rf’ sen = —x — 0'y,
que nos d4 6’ = b. Resolvendo-se cada equagao r’ = —r e 8’ = b, obtemos o resultado desejado.



t. No caso m = 2, como no exemplo (1.3), essa reducdo é bastante util. A Figura 3 mostra os campos de
vetores u — f(u) do sistema (1.3), quando b = 10 e b = —2, respectivamente. Podemos ver, ainda, a solugao
corresponde & condigéo inicial (2(0),y(0)) = (1.2,1.2). Nos dois casos, a solugao espirala em direcao & origem,
primeiro no sentido anti-horario, segundo, no sentido horario.
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Em alguns poucos casos, vamos poder obter férmulas explicitas para as solu¢oes, como feito acima. Mas,
em geral, uma férmula explicita nao estard disponivel. Felizmente, em muitas situagoes serd suficiente tentar
entender o comportamento “qualitativo” das solucoes. Por exemplo, no caso acima é bastante revelador saber
apenas que as solugoes espiralam em direcao a origem. Na pratica, casos particulares com solugoes explicitas
serao uteis, também, no estudo de casos mais complicados. Estes poderao ser estudados como perturbagoes
de casos mais simples, de maneira similar ao do estudo do grafico de fungoes através de suas retas tangentes
e de expansoes de Taylor de ordem mais alta. Essa idéia de se entender “qualitativamente” o comportamente
das solugoes, sem conhecermos uma férmula explicita para elas, que pode nao estar disponivel, é a tonica do
estudo de sistemas dinamicos.

Vamos ver, por exemplo, que em um sistema bidimensional du/dt = f(u), f : R?> — R?, onde f(0) = 0
e Df(0) = A, o comportamento das solugbes préximas & origem é semelhante ao do sistema linear (1.3). A
Figura 4 ilustra o campo de vetores e uma solucao do sistema nao linear

d
d—f = —x — by + 2zy + 297,
d
d_gtJ =bx —y—2° — day?,
nos casos b = 10 e b = —2, com a condicdo inicial £(0) = 1.2, y(0) = —1.2. As solugdes também espiralam

em direcao a origem. Vamos ver resultados analiticos que garantem isso de maneira geral. Mas observe na
figura que um pouco mais afastado da origem, onde a coordenada y se aproxima do valor 1.3 em médulo (no
caso b = 10), o campo de vetores parece indicar que as solugoes devem se afastar da origem. Isso se deve
ao fato de que os termos quadréticos e cibicos na equagao sao significativos longe da origem e modificam
completamente o comportamento do sistema. Para se entender melhor o que acontece, serd necessario um
estudo mais aprofundado, principalmente em dimensées maiores (m > 2).
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Em um sistema auténomo associado a um campo f: U C R™ — R™, o conjunto U ¢é dito o espago de fase
do sistema. Cada curva t — u(t; ug) é dita uma solugdo ou trajetdria, o conjunto de pontos y(ug) = {u(t; ug) }+
de uma trajetéria é dita uma drbita do sistema. A curva ¢ — (¢, u(t;ug)) é chamada de curva integral. A
Figura 2 exibe uma curva integral do sistema linear (1.3), ao passo que as curvas na Figura 3 ilustram 6rbitas
do sistema.

O conjunto de todas as érbitas e de suas respectivas orientagdes segundo o sentido de crescimento de ¢
é o chamado diagrama de fase do sistema, cujo estudo serd grande parte do nosso objetivo. Vamos, em
particular, tentar esbogar esse diagrama, tragando solugoes tipicas do sistema e indicando suas diregoes de
maneira apropriada. Por exemplo, a Figura 5 mostra uma érbita “orientada” tipica do sistema linear (1.3),
nos casos b = 10 e b = —2. E ela ilustra qualitativamente o comportamento de todas as possiveis érbitas do
sistema, junto com a orbita associada & solugao trivial u(t) = (x(t),y(¢)) = 0, que é a origem.

Outras questoes envolvem a regularidade das solucoes em relagao a tg e ug e, também, em relagao a algum
parametro extra do sistema, como a massa de um objeto, o comprimento de uma barra, o coeficiente de atrito
de um material, o coeficiente de restituicao de uma mola, o coeficiente de viscosidade de um fluido, etc.

H4, também, a questao da existéncia global das solugdes, i.e., se cada solugao u(t;tg, ug) estd definida para
todo tempo t € R, ou, pelo menos, para todo tempo posterior ¢ > to. Em relacao as solugoes globais, temos
questoes a respeito do comportamento “assintotico” das solucgoes, i.e., para que tipo de estados particulares
elas vao de aproximar a medida que ¢ — 0o, tais como se uma mola vai tender a um estado de repouso, se vai
oscilar periodicamente, ou se vai oscilar de uma forma mais complicada, cadtica em algum sentido.

Um outro tipo de sistema bastante relacionado a equagoes diferenciais sao os sistemas dinamicos discretos,
nos quais a variavel temporal assume valores discretos. Por exemplo, podemos efetuar medidas de temperatura
de um certo sistema a intervalos discretos, digamos, uma vez a cada hora, e, por exemplo, obter leis que
relacionem a temperatura em um certo instante com a temperatura no instante anterior. Isso nos leva a estudar
mapeamentos em um certo conjunto U de R™. Assim, o estado do sistema serd descrito pela temperatura u,,
em instantes discretos, com uma lei de evolugao

un+1:f(un)7 TLZO,l,...,
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com f : U — U. Se f for um difeomorfismo, podemos considerar, também, instantes “passados”, n =
—-1,-2,....
Caso a lei de evolugao varie com o tempo, teremos uma familia {f,}, de fungoes f,, : U — U, com

un-l—l:fn(un), n=20,1,....

A énfase nao serd em sistemas discretos. Porém, mesmo em modelos continuos, o estudo de sistemas
discretos aparece naturalmente. Por exemplo, a partir da existéncia de 6rbitas periddicas em um sistema
continuo, é 1til estudarmos o que acontece com o sistema continuo a intervalos discretos coincidindo com o
periodo dessa érbita.

Sistemas dinamicos complexos, da forma

du(z)
4= f(zu(z)),

onde z€ Ce f: W CCxC™— C™ é um campo vetorial analitico (suas coordenadas sdo fungdes analiticas)
também sao de grande valia como ferramenta no estudo de sistemas reais, além de serem interessantes por si
s6.

Outros sistemas dinamicos importantes sao os associados a equagoes a derivadas parciais. Nesses sistemas,
porém, o subconjunto U do R™ é substituido por um espago de fungdes (e.g. o conjunto das fungoes Holder
continuas, o conjunto das fungoes continuamente diferencidveis, o conjunto das funcoes de quadrado integravel,
etc.). Nesse caso, o estudo se torna bastante mais complicado e ainda mais fascinante.

Em outras extensoes de sistemas dinamicos, o conjunto U pode ser generalizado para uma variedade dife-
renciavel arbitraria, nao necessariamente um dominio em R™. Por exemplo, podemos ter sistemas dinamicos
em uma esfera, modelando algum fenémeno na superficie terrestre, ou sistemas em uma superficie modelando
um coragao. QOutras sistemas em variedades aparecem naturalmente a partir de restrigoes em um sistema
cartesiano. Por exemplo, em sistemas mecéanicos cuja energia é preservada ao longo das dérbitas, cada dérbita
estd restrita a uma superficie de nivel da fungao que representa a energia.

Em todos os casos de sistemas dinamicos mencionados acima, podemos, ainda, considerar sistemas com
retardamento, i.e. nos quais a lei de evolucdo em um certo instante de tempo ¢ nao depende somente do
estado do sistema nesse instante ¢, mas de um ou mais instantes anteriores, ou até mesmo de um intervalo
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de tempos anteriores. Sao fendmenos com “memoria”, ou, em casos de controle, com algum retardamento na
execucao de um algoritmo de controle.

Para efeito de andlise, normalmente utilizaremos a norma em R x R™ como sendo a norma da soma
|(t,u)] = |t| + |u|, com |u| indicando a norma Euclidiana em R™, mas isso nao serd crucial, pois todas normas
em RxR™ sao equivalentes. O produto escalar em R™ serd denotado por u-v ou (u,v). Nao nos preocuparemos
em usar diferentes notagdes para normas | - | em espagos diferentes, exceto que usaremos || - || para normas
de operadores lineares e de certos espagos de fungoes. Utilizaremos, ainda, a notagdo L£(R™) para indicar o
espaco das transformagoes lineares em R™ munido da norma de operadores induzida pela norma em R™.
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2. EXEMPLOS

Vejamos alguns exemplos de equagoes diferenciais e de mapeamentos.

2.1. Mecanica Newtoniana. Uma classe de problemas dos mais notaveis é formada por equagoes baseadas
na segunda lei de Newton, F' = m X a, ou seja, “forca = massa vezes aceleragdo”. Se x = z(t) denota a posigao
no espaco de um objeto de massa m, entao a aceleracao desse objeto é dzx(t)/dt2, e a segunda lei de Newton
implica na equagao de movimento ,
md—f =F.

dt
Observe que a forca, F, pode, em geral, ser funcao da posigdo x, assim como da velocidade, dz/dt, i.e.,
F = F(z,dz/dt). Podemos escrever essa equagao como um sistema ampliado de equagdes de primeira ordem,
introduzindo a velocidade y = dz/dt do objeto como uma nova varidvel:

dr _
dt - ya
dy 1
— =—F .
3~ @y

Note que se o objeto variar livremente no espaco, serao necessarias trés coordenadas para representar a sua
posicdo, i.e. = = (x1,72,23) € R?, e mais trés coordenadas para a velocidade, y = (y1,¥2,¥3), dando um
sistema de seis equagoes de primeira ordem. O “estado” do sistema é dado por u = (x,y) € R3 x R3.

Sistemas conservativos — energia cinética e energia potencial

Um principio béasico em mecanico é o da conservagao de energia. Tal principio vale para sistemas “fechados”,
que, a grosso modo, levam em consideragao todas as quantidades fisicas relevantes. Nesse caso, a energia nao
se perde, se transforma, passando de um quantidade fisica para outra, como, por exemplo, de energia cinética
para energia térmica. Quando nem todas as quantidades fisicas sao levadas em consideracao, pode haver uma
“perda” de energia para fora do sistema, como é comumente modelado em sistemas com atritos. Temos, nesse
caso, sistemas dissipativos. No momento, porém, estamos interessados em sistemas conservativos.

No caso de sistemas conservativos, temos, em geral, uma for¢ca F' = F'(z), dependendo das coordenadas
x = (z1,22,23), que pode ser escrita com o gradiente de uma fungdo que ganha o nome de energia potencial:

F(z) = -VV(x).
A energia cinética esta associada a quantidade de movimento, e toma a forma
1
K(y) = 5mlyl?

onde y = dx/dt. A energia total do sistema u = (z,y) é a soma da energia cinética com a potencial:
E(u) = E(z,y) = K(y) + V(=)
que é uma quantidade conservada pelo sistema. Em outras palavras, para uma solugao u(t) = (z(t), y(t)) do
sistema, temos
CB((t) = VK(y) - + YV (@) o' =y Fla) ~ F(x) -y =0,
Isso é verdade nao apenas para um sistema tridimensional como acima, mas para qualquer sistema vetorial
da forma

dgq B

% =P

dp

T _F

It (),

com (p,q) € R x R3" representando um sistema de n-corpos sofrendo um conjunto de forcas F' = F(q), com
a funcdo F' dependendo apenas de ¢ e sendo o gradiente de um potencial, F(¢g) = —VV(q). A forca pode ser,
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por exemplo, gravitacional, entre n corpos celestes, eletrodinamica, entre n particulas carregadas positiva ou
negativamente, ou de outra natureza. As coordenadas p = (p!,...,p"), com p* € R3 representam o momento
(gravitacional ou eletrodinamico) de cada um dos corpos e as coordenadas ¢ = (¢',...,¢") represendas as
posicoes generalizadas.

Assim, a energial total

E(p,q) =K()+V(g), K(p) = %Ipl2,

é conservada. Um sistema de n corpos celestes sob a agao gravitacional pode ser colocado nessa forma
considerando-se as coordenadas generalizadas, formadas pelos momentos p’ = m;y’ e pela posigdes general-
izadas ¢ = m;z7 (veja abaixo).

A conservacao de energia implica em que cada drbita pertence a uma “hiper-superficie” de nivel (ndo é
uma superficie no sentido cldssico, i.e. um objeto bidimensional suave em um espago tridimensional, mas sim
o que chamamos de variedade; nesse caso, uma variedade de dimensao 6n — 1 em um espaco ambiente de 6n
coordenadas). Assim, o nimero de graus de liberdade (coordenadas) do sistema é reduzido de uma dimensao.
Outras leis podem ser usadas para se reduzir ainda mais o sistema, como leis de conservagao de momento
linear e de momento angular. Essas leis sao, na verdade, consequéncias de propriedades de simetria da energia
potencial do sistema.

O sistema de dois corpos celestes

Um exemplo simples é o de dois corpos celestes sob a atracao gravitacional mutua. Sejam m; e mo as
massas dos dois corpos. Consideramos como sistema de referéncia coordenadas x1xox3 em referencial inercial
(isso faz parte da lei de Newton). Assumimos que a forga gravitacional aja apenas no centro de massa de

cada objeto. Assim, se o centro de massa dos dois corpos se encontram nas coordenadas z/ = ( 1 wh, ),

onde j = 1,2, a forca gravitacional agindo neles tem magnitute Gmymz/|z* — 2%|?, onde |o! — 22| é a norma
euclidiana do vetor x = a! — 22, |z| = \/2? + 23 + 22, ¢ G é a constante gravitacional universal. A forca
gravitacional, no entanto, é vetorial, com a forca em um corpo apontando do centro de massa deste corpo
para o centro de massa do outro corpo. Em forma vetorial, podemos escrever que a forga agindo nos corpos
i=1,2, tem a forma

mimsa mimsa

_ 1 2 _ 2 1
Observe que
Fi+ F, =0.
Aplicando a lei de Newton, chegamos as equagoes diferenciais
d2a7 mims ; ; .
m? = —Gm(l’] - ‘T,L)a J= 1725

ondei=2,se j=1,ei=1,sej=2. Naforma de sistema de equagoes de primeira ordem, temos

dz? o

dt - y ’

dy? m; . -
7 G (2 — ).
dt |t —x2|3(x )

Como temos trés coordenadas para representar os vetores-posicdo z!' e 22 e os vetores-velocidade y' e 2,

entao temos um sistema de 12 equagoes.

Felizmente, este sistema pode ser bastante reduzido, gragas a propriedades de simetria do campo potencial
gravitacional. Essas simetrias sao interpretadas na forma de leis fisicas. As mais 6bvias sao as de conservagao
de centro de massa e de momento linear. O centro de massa do sistema é dado pelo vetor

mlzzrl + m2:172
OM =-———
mi1 + mo
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Esta quantidade varia com o tempo, assim como o centro de massa de cada corpo. Derivando essa relacao
duas vezes em relagao ao tempo, obtemos

d2Cyy 1 d?z? N d?z? 1
m m =
a2 2 q¢2

F Fy) =0.
dt? mi + mo ( 1+ 2)

mi + mo

Assim, o centro de massa é da forma
CM(t) = co + c1t,

para constante vetoriais Cy, C7. Em linguagem fisica, o centro de massa também est4 em movimento inercial.
Assim, podemos considerar um novo sistema de coordenadas com a origem exatamento no centro de massa
7
do sistema, equivalendo as hipdteses ¢g = ¢; = 0 = (0,0,0). Assim, temos que o centro de massa é uma
) ) ) b
quantidade conservada do sistema, o que pode ser escrito matematicamente pela relagao

mlxl + m2:172

mi + meo

Da mesma forma, a derivada de Cj(t) é zero, o que nos leva & conservagdo de momento linear, valendo a
relagao
1 2
m1y + moy” = 0.

As equacgoes acima formam um sistema de 6 equagoes algébricas que impoe restrigoes ao movimento dos corpos.
As quantidades conservadas sdo chamadas de integrais do sistema. Cada uma delas implica em uma relacao de
uma das varidveis do sistema de equagoes diferenciais em fungao das outras, diminuindo o niimero de variaveis
do problema. O sistema original de 12 equagoes fica, assim, reduzido a um sistema de 6 equagoes. Isso pode
ser visto mais explicitamente pelas relagoes

gﬂ:—ﬂxl, yzz_ﬂyl
ma m2
que seguem das relagoes acima.
Na verdade, devido & forma do potencial gravitacional, a segunda relagao nao precisa ser utilizada explici-
tamente nessa reducdo. De fato, utilizando-se apenas a relacdo entre ' e 2, vemos que as equacdes para
cada corpo se tornam independentes entre si (desacopladas). Assim, as equagoes de Newton para o corpo de

massa m; se tornam

dad .
B
dt Yy,
dy’ M. .
i Ao Bhcktal/ B
dt i3
onde
m?

i T %
(m; +m;)?
Temos, assim, sistemas independentes de seis equacoes para cada corpo.
Uma outra forma de reduzir o sistema para seis equacoes €, simplesmente, introduzindo as varidveis

— 2 1 _ .2 1
=T =T, Yy=yv -y,

que dao as posigoes e velocidades relativas entre os dois corpos. Assim, temos

do _
dt - y7

dy M
= - _q—
dt EE

onde
M = mi + mo
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¢é a massa total do sistema. Nesse referencial, a origem estd no corpo de massa m1, que nao estd em movimento
inercial. Mas independentemente disso, reduzimos o problema ao sistema de seis equagoes acima. A quantidade
conservada correspondente & energia desse sistema é

1, 5, GM
De fato, pode-se verificar diretamente que dF/dt = 0.

Esse sistema pode ser reduzido a um sistema de quatro coordenadas se observarmos outras simetrias nos
termos do lado direito do sistema. De fato, qualquer plano que passa pela origem é invariante. Mais precisa-
mente, se escrevermos o sistema na forma du/dt = f(u), onde u = (x,y) € RS e f(z,y) = (y, F(z)), entdo
se IT é um plano em R3 que passa pela origem e se x € II, segue que F(z) € II. Logo, se u € II x II, entdo
F(u) = (y, f(z)) pertence a IT x II. (Em linguagem matemdtica mais precisa, se v € M = II x II, entao
F(u) pertence ao plano tangente a M em wu, que, neste caso, pode ser identificado com o préprio II x II,
mas que no caso de uma superficie qualquer, seria a generalizagdo correta.) Assim, escolhendo o plano inicial
de acordo com as condigdes iniciais (o plano contendo a posicao inicial (x1(0),z2(0),23(0)) e a velocidade
inicial (y1(0),y2(0),y3(0)), a menos que eles sejam coincidentes, nesse caso o sistema pode ser reduzido a duas
varidveis), a Orbita estard sempre neste plano, sendo necessédrias apenas quatro varidveis para representar o
estado do satélite, duas para a posicao e duas para o vetor velocidade.

Além disso, o sistema de referéncias pode ser escolhido de forma que o plano zjxs coincida com o plano
determinado pelas condigOes iniciais. Assim, obtemos o sistema

T1 =y1,
Tg = Yo,
. GM:vl
. GM$2

onde, para simplificar, utilizamos #; e y; para denotar as derivadas temporais dessas quantidades. Temos,
assim, um sistema de quatro equagoes.

Essa redugao para para um plano estd associada a lei de conservacdo de momento angular (é uma parte
dela). Essa lei expressa o fato de que o momento angular h, dado pelo produto vetorial

h=xx My,
é constante. Isso pode ser verificado diretamente da equacao e da derivacao

h=Mixy+Mexg=Myxy—GM2ax — =0.

||

A dltima igualdade segue do fato do produto vetorial ser nulo para vetores colineares. A conservacao do

momento angular leva a um sistema algébrico de trés equagoes, reduzindo o sistema diferencial de trés equagoes.

Duas delas foram reduzidas assumindo-se que x e y pertencem a um mesmo plano, o que é, de fato, conseqiiéncia

da conservagdo de momento angular. A redugao da terceira coordenada pode ser feita da seguinte forma.
Passamos para coordenadas polares (r,6). Assim, considerarmos

x1 = rcosb, T9 = rsend,
e suas respectivas derivadas temporais.
Y1 =7 cosf — rfsenb, Yo = 7send + r cos b,
i1 = 7 cosf — (270 + r0) sen  + 16> cos 0, 2 = i*sen @ + (270 + r6) cos 0 — rf* sen 6.
Observe que o vetor derivada ¢ pode ser escrito como

y= (t + 92) x4+ 1(27‘6‘ +rf)at,
T r
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onde z1 é o vetor perpendicular a x, segundo a regra da mao direita. Mas, pela lei de Newton, 7 aponta para
a origem, i.e. é colinear a z e perpendicular a z. Logo, o coeficiente multiplicando z deve se anular, i.e.
210 + 16 = 0.
Essa é a terceira simetria que segue da lei de conservagao de momento angular. De fato, em coordenadas
polares, e assumindo a reducao para o plano, temos
h:zxMy:Mrzé,
logo,
h=0=M2ri0 + Mr?0 = Mr(2/0 + r0).
Utilizando-se a a relagao 270 + 1 = 0 na equagao vetorial para y, chegamos, também, a equagao
GM

P+ rf? = >

r
Essas duas equagoes formam um sistema de duas equacoes de segunda ordem. Introduzindo-se as varidveis
s =71 e = 6, temos o seguinte sistema de quatro equagoes de primeira ordem, que é a versao em coordenadas

polares do sistema de primeira ordem anterior:

r =35,
0 =1,
GM
s = —T—2—7’1/)2,
. 2s
p=-22
r

Na verdade, o sistema pode ser parcialmente desacoplado, pois 6 nao aparece do lado direito do sistema.
Assim, podemos considerar apenas o sistema tridimensional

r=s,
GM
S = _’]"—2 —7’1/)2,
251
N r

Uma vez resolvido esse sistema, podemos achar 6 a partir da equagao 6= .
Da lei de conservacao de energia na forma polar e lembrando que € = 1, tiramos a relagao

M2y = constante = p,

para alguma constante nao-negativa .

Essa é uma relacgao valida para cada solugao do sistema. A constante p depende, assim, da solugédo, e pode
ser determinada a partir das condigoes iniciais. O conjunto de todas as solugoes varia no espago de dimensao
quatro (r,s,0,1). Porém, cada solugao estd restrita a um conjunto menor, dado pela relacio Mr2y = pu,
para uma certa constante pu > 0. Esse conjunto pode ser interpretado como uma “hiper-superficie” de nivel.
Variando p, percorremos todas as possiveis solugoes. Observe, ainda, que em cada “hiper-superficie” de nivel,
que tem dimensao trés, hd infinitas solugoes, pois cada solugao tem dimensdo um (parametrizada pela varidvel
temporal).

Levando em consideracio que 1) = u/Mr?, chegamos a familia de sistemas bilineares

=38,
GM w2
2 M2p3°

As quantidades 6 e ¥ podem ser recuperadas posteriormente, a partir de r e s.

§=—
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Finalmente, temos a lei de conservacao de energia total. Apés a “eliminac¢do” de um dos corpos no sistema
e passando-se para coordenadas polares, utilizando-se de |y|? = s2 + (r¢)? e ¢ = u/rM, temos

2 M?2y2

Como cada érbita tem sua energia total preservada, cada orbita deve pertencer a uma curva de nivel da
fungéo energia total E = E(r,s). Em cada curva de nivel E(r,s) = Ey, obtemos uma relagido entre s e r.
Substituindo essa relagao na segunda equacao do sistema, obtemos uma dnica equagao de primeira ordem em
r. Apds resolvermos essa equagdo, podemos encontrar s a partir da primeira equacao do sistema.

Porém, vamos prosseguir de maneira um pouco diferente. Observe que a relagao de conservagao de momento
angular, Mr21y = p, implica em ¢ = 0 ser positivo (a menos no caso degenerado r = 0). Assim, é possivel
inverter a fungdo 6 = 6(t) e escrever, pelo menos em teoria, ¢t em funcdo de . Com isso, qualquer uma das
outras coordenadas, r,s,, também pode ser escrita em funcao de 6. Vamos, assim, considerar # como a
varidvel independente e escrever a solugdo em funcao dela. A idéia é obter uma equagao diferencial, a mais
simples possivel, que nos permita uma integracao explicita. Com esse objetivo, vamos considerar a a nova
variavel

1 2 1
E_—(52+ o >+GM;.

1
w= -,
r

e procurar uma equagao diferencial de w em relagao a . Para isso, podemos calcular
dwdwdtd(1>1 Pl wr w?s
de dt d§  dt

Como p = Mr*yp = M /w?, obtemos

A=l R BT

r

dw M
a9 - 4’
Derivando em relagao a t, temos
_op ddw p d*w do L uédzw_ 7 d2w_ w2 2d2w
TMatd T M@ M - mVae - Y ae
Da segunda equagao do sistema, temos
. GM w2
S vErs
Logo, temos a identidade ,
2 ,d'w GM 2 2
%uﬁm =3 + ]\;21"3 = GMuw?* + %wg.
Simplificando,
dP*w  GM?
W = 7 + w.

Esta é uma equacao linear de segunda ordem, cuja solugao pode ser obtida explicitamente.

Orbita de um satélite - sistema restrito

Um outro exemplo simplificado é o de um satélite de massa m, orbitando um corpo celeste de massa M > m.
Consideramos como sistema de referéncia coordenadas zjzox3 com a origem no centro de massa do corpo
celeste de massa M. Desprezamos a influéncia do satélite no corpo celeste, assumindo, como aproximagao,
que o corpo celeste esteja em movimento inercial e que, em particular, nao sofra a influéncia do satélite.
Assumimos, ainda, que a forga gravitacional aja apenas no centro de massa de cada objeto. Assim, se o centro
de massa do satélite se encontra nas coordenadas x = (x1,x2,23), a forga gravitacional agindo nele tem a
forma F = —GmMuz/|z|?, |z| = \/23 + 23 + 2% é a norma euclidiana e G é a constante gravitacional universal.
Em forma vetorial, temos

d’z mM

m—s = —G—=u.
dt’ |3
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Na forma de sistema de equagdes de primeira ordem, temos

dz

dt =Y

dy M
-~ - G
at FE

Em coordenadas = (z1,22,23) e y = (y1,¥2,Y3), temos um sistema de seis coordenadas. Esse sistema é
exatamente o tratado anteriormente e as solugoes, ou seja, as possiveis 6rbitas do satélite, sao as conicas.

O sistema de n-corpos celestes

Podemos ter, ainda, varios corpos celestes, com a forga em cada um deles dependendo das posicoes relativas
dos varios corpos, segundo a lei da gravitacao universal. Se o nimero de objetos for n, precisaremos de 6n
coordenadas para representar a configuragao de todos os corpos no espaco, dando um sistema de 6n equagoes
de primeira ordem na varidvel u = (z,y) € R3" x R3",

Denotando por 7 = (xl,x2,3:3) Y = (yl,y2,y3) €R3, j=1,...,n, as posicdes e as velocidades do centro
de massa de cada um dos n corpos, em relagao a um referenmal mercial, a forca de atracao gravitacional no
j-ésimo corpo tem a forma

G — il MMy (g _ i
Fi(z)=F'(z,..., Z|xﬂ—zl|3 x*).
1¢J
Assim, temos o sistema de equagoes
d?z7
m; =Fl(z), j=1,...n.
I )

que pode ser escrito como um sistema de 6n equacoes de primeira ordem:

a _

dt ’

dy? 1 .

=~ Fi(g

dt mj ( )

No caso de n corpos, temos que o campo F = (F!,... F") se escreve como o gradiente de uma funcio em
r=(zt,...,2"):
G~ mm " mym
k ik
F(x) =-VV(x), — =G _
() () 2;; .’,Ek—CCZ| .kzl |:Z?k—.171|
—1 ik=

A fungdo V(z) é a energia potencial gravitacional. A energia cinética estd associada a quantidade de movi-
mento, e toma a forma

1 dad |?
K;=— )
’ dt
para cada corpo celeste. Usando a notacdo y = (y*,...,y"), v’ = da’ /dt para a velocidade do centro de massa

de cada corpo celeste, temos que a energia cinética do sistema é a soma da energia cinética de cada corpo,
n
_Ish 12
= 5 j Y .
Jj=1

A energia total do sistema u = (z,y) é a soma da energia cinética com a potencial:

E(u) = E(z,y) = K(y) + V(2),
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que é uma quantidade conservada pelo sistema. Em outras palavras, para uma solugao u(t) = (z(t), y(t)) do
sistema, temos

4 But)) = VK@) -y + V(@) -2/ = y- Fla) — F(z) -y =0,

dt
O sistema de n-corpos pode ser colocado na forma geral
dg
dt b,
dp
— = F(q).
()

considerando-se as coordenadas generalizadas, formadas pelo momento p? = m;y’ e pela posi¢ao generalizada
¢’ = mjal. Assim,

As leis de conservagao do centro de massa, de momento linear e de momento angular reduzem o sistema de
nove dimensoes (trés cada uma). Assim, em um sistema de n-corpos, temos 6n—9 coordenadas. A conservagao
da energia total reduz de mais uma dimensao, nos levando a 6n — 10 dimensoes. Outras duas dimensoes podem
ser dispensadas gracas a simetrias extras (simetria de nédulo), nos dando 6n — 12. Ainda assim, para trés
ou mais corpos, temos um numero de graus de liberdade alto o suficiente para complicar extremamente o
problema.

O sistema restrito planar de trés corpos

Nesta simplificagao, assumimos que um dos corpos tem massa muito inferior a dos outros dois e desprezamos
a agao gravitacional que ele exerce nos outros dois. Dessa maneira, o sistema fica parcialmente “desacoplado”,
com o movimento dos corpos de massa maior independente do corpo de massa menor. O sub-sistema para os
corpos de massa maior é um sistema de dois corpos e pode ser resolvido separadamente.

Uma outra simplificagao passa por assumir que o movimento é planar, ou seja, o plano formado pelos trés
corpos nao varia ao longo do movimento. Assim, precisamos de apenas duas coordenadas para representar

a posigao de cada corpo, digamos 27 = (24,23), j = 1,2,3. Denotamos as velocidades correspondentes por

i (0] ]
¥ = (y1,2)-
Em seguida, supomos resolvido o sub-sistema de dois corpos, conhecendo, digamos, as suas posicoes x

22(t) e 23 = 23(t). Isso nos leva a um sistema nao-auténomo com quatro incégnitas z = ' = (x1,72) e

y=y" = (y1,92):

2:

dz _
dt =Y,
dy 1
— = —F(z,t
dt mia (1'7 )’
onde i i
- 1Mm2 2 1773 3

Corpo em queda livre
No caso de um corpo em queda livre na superficie da terra, a forga gravitacional pode ser aproximada por
F = —mg, onde m denota a massa do corpo e h, a sua altitude. Assim, temos a equagao

h// — _g
A energia potencial neste caso é V(h) = gh. Se considerarmos a resisténcia do ar, obteremos a equagao
h" = —gh — a(h)?.

Ambas equagdes podem ser colocadas na forma de sistemas de primeira ordem, porém, o sistema com atrito
nao esta na forma em que a energia total é preservada.

Equagoes da mola
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x<0 x=0 x>0

Figura 6. Mola comprimida, em repouso e esticada, respectivamente.

Imagine uma mola com uma extremidade presa a uma parede e com a outra extremidade presa a um objeto
de massa m, como mostrado na Figura 6. Suponha que esse objeto possa se deslocar apenas em uma direcao,
conforme ilustrado, e seja x uma varidvel escalar representando o deslocamento desse objeto ao longo dessa
direcao, com x = 0 sendo a posicao de repouso. Desprezando o peso da mola e o atrito do objeto com o chao,
a lei de Hooke diz que a forca agindo sobre a mola é proporcional ao deslocamento em relagao a posicao de

repouso. Nesse caso, F' = —kx, onde k > 0 representa um coeficiente de resisténcia. Quanto maior o coeficiente
k, maior a resisténcia da mola a perturbagoes. Assim, a lei de Newton nos leva & equacao da mola,
" = —kx, (2.1)

onde z” = d*z/dt. Na forma de sistema de equacdes de primeira ordem, podemos escrever

' =y,
2.2
{y/ = —kx. (22)

Em certas situacoes, a mola pode apresentar leis de resisténcia diferentes, por exemplo, F = —kx + kox3,
com k1 > 0 e ky # 0. No caso ks > 0, temos uma mola dura, e no caso ko < 0, temos uma mola macia. No
caso de considerarmos atrito, teremos uma contribuigdo da forma —ax’ & forga. Assim, a equacao da mola
com atrito pode ser escrita na forma

2’ +g(z) + ax’ =0, (2.3)

onde g(z) = kz ou g(z) = k1 + koz?. Na forma de sistemas,

{ x: - (2.4)

Y =—g(z) - ay.

Equacao do péndulo

Considere uma haste “sem peso” de comprimento [/, com uma extremidade fixa e a outra segurando um
objeto pontual de massa m (veja Figura 7) que se desloca ao longo de um arco de uma circunferéncia (de raio
1). Seja g a aceleragdo da gravidade e seja 8 = 6(t) o angulo que a haste faz com o eixo vertical no instante de
tempo t.

A componente tangencial ao movimento da forca gravitacional exercida no objeto é —mgsen . A velocidade
angular do objeto é 6’ e a sua velocidade tangencial é 16’. A sua aceleragao tangencial é 10”. Pela segunda lei
de Newton temos, entao, que —mgsen = mlf”, logo

0 (t) = _% sen(t).

Fazendo ¥(t) = 0'(t), podemos escrever a equagdo acima como um sistema de equagdes de primeira ordem:
(o
Y = —9send.

Péndulo com atrito
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Ficura 7. Péndulo

Se levarmos em consideragao um atrito existente na extremidade fixa da haste, obtemos uma forga propor-
cional a —6’ se opondo ao sentido de movimento e levando & equagao

9" =0 — Lseno,
ml l

onde ¢ é o coeficiente de atrito. Para simplificar, podemos mudar a escala de tempo introduzindo a funcao

n(t) = 6(\/1/gt) e chegando a
"__

n" = —kn' —senn,

para uma constante k > 0. Fazendo z = n e y = 1’ chega-se ao sistema bidimensional

=y
y = —senz — ky,

2.2. Modelagem molecular e de proteinas. A segunda lei de Newton pode ser aplicada, também, para
se determinar a estrutura geométrica de moléculas e, em particular, de proteinas. Essa estrutura é dada pela
posicao relativa dos diversos atomos que formam uma molécula.

2.3. Sistemas de vortices bidimensionais.

2.4. Decaimento radioativo. Um outro exemplo classico é o da lei do decaimento radioativo, descoberta
pelo fisico neozelandés Rutherford. Essa lei diz respeito a dtomos de certos elementos, ditos radioativos, que
se desintegram espontaneamente em atomos de outros elementos.

Para uma certa unidade de tempo 7, hd uma certa probabilidade p de decaimento por unidade de tempo,
que depende do material radioativo. Durante um intervalo At, essa probabilidade de decaimento se torna
pAt/T. Se a massa total do material radioativo em um instante ¢ for z(t), entdo, em média, a quantidade de
massa que deverd decair durante esse intervalo At de tempo é dada por (pAt/7)z(t). Denotando por Az a
variacao de massa nesse intervalo de tempo, temos a relagao

Az = —Ba:(t)At.
T

Fazendo At tender a zero, obtemos a equagao diferencial para o decaimento radioativo:

dx
== ka(t
dt .'L'( )’

onde k = p/T é uma constante positiva que depende do elemento radioativo em questéo (e.g. rddio, polonio,
carbono 14, urdnio 235). Essa lei expressa que a taxa de decaimento da massa de um material radioativo em
relagao ao tempo é proporcional & massa do material.

Para uma quantidade inicial xy de material radioativo, a quantidade restante apds um tempo ¢ é a solucao

z(t) = zpe M
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da equacdo diferencial. A meia-vida do elemento radioativo é o tempo 71/ para o qual exp(—k7i/2) = 1/2.
Com a medida da massa de uma amostra de um material radioativo em dois instantes diferentes, é possivel
determinar a constante k e a meia-vida do material. Em seguida, dado uma porcao do mesmo material
encontrada em um objeto de idade indeterminada, é possivel, através do exame da massa dessa porgao de
material, de uma estimativa da quantidade de material existente inicialmente e da férmula de decaimento de
massa, estimar a idade do objeto.

2.5. Sistemas populacionais. H4, ainda, “leis” obtidas “heuristicamente”, sem tanto embasamento em leis
fisicas ou quimicas fundamentais como a lei de Newton. Exemplos desse tipo s@o comuns em ecologia, por
exemplo, em relacao ao crescimento de uma populagao segundo taxas de natalidade e mortalidade, ou em
relagao as populagoes de uma ou mais espécies interagindo de alguma forma.

No caso de uma tunica populacdo, em certo intervado de tempo At, a taxa de crescimento da populagao
pode ser expressa por Az/At, onde z indica o nimero de habitantes e Az a variagdo da populagdo nesse
intervalo de tempo. Uma hipdtese natural é de que essa taxa de crescimento seja proporcional ao niimero de
habitantes, ou seja

Az
— = kuz.
At
Assumindo que essa propor¢ao nao varie com o tempo e fazendo At — 0, obtemos a lei
dzx
— = kux.
dt

Dada uma populagao xg em um instante ¢g, a populac¢do no instante ¢ serd, segundo essa lei, z(t) = xo exp(k(t—
to)).

Fatores ambientais e sociais, porém, podem fazer com que a taxa de crescimento nao seja diretamento
proporcional ao nimero de habitantes. Um modelo classico é k = ky — apx, onde o indica que a taxa de
crescimento médio diminuiu conforme a populacao aumenta, indicando, por exemplo, escassez de recursos e
problemas sociais.

No caso de duas populagoes interagindo entre si, se uma populagio tem z(t) individuos e outra tem y(t)
individuos, podemos ter uma relagao da forma

{ ' = (a— by — \xr)x,
y' = (c—dr — py)y,
com a,b,c,d, \,u > 0ex,y>0.

2.6. Reacoes quimicas e bioquimicas.
2.7. Modelos em fisiologia.
2.8. Modelos em economia.

2.9. Circuitos elétricos.
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PARTE 2

EQUA(;()ES DIFERENCIAIS ORDINARIAS -
EXISTENCIA, UNICIDADE E REGULARIDADE
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4. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES DE EDOS

Teorema de Picard-Lindeldf. Unicidade e nao-unicidade. Teorema de Peano. Solug¢ao maxi-
mal. [9, 13]

4.1. Teorema de Picard-Lindelo6f.

Definigio 4.1. Lip,(W) = {f € COV,R™); 3L > 0,|f(t,y) — f(t,2)| < Lly — 2|, Y(t,2), (t,y) € W},YW C
R x R™.

Definigao 4.2. Lip,,. (W) ={f € CW,R™); f € Lip,(K),VK CW compacto },¥YW C R x R™.

Teorema 4.3 (Picard-Lindel6f). Sejam (tg,z0) ER xR™ e W = {(t,x) € Rx R™; |z — x| < 1, [t — to] <
§},7,8 > 0. Se f € Lip, (W), entdo existe um tnico x € C*([to—e, to+e], R™), tal que (t,z(t)) € W, 2’ = f(t,x)
e 2(ty) = xo, onde ¢ = min{d,r/M} e M = mazw|f|.

Dem.: (Existéncia) Seja I = [t — €,t9 + €] e defina em I a seqiiéncia de fungoes
t
xo(t) = Zo, xn(t) :I0+/ f(57l‘n71(5)) dS, n= 172a""
to
Por inducao, obtemos
t
fon(t) = 0] < [ 1£(s,zmr(s))] ds < Mt ~ta] < ML =7
to M
de modo que (¢,z,(t)) € W,Vt € I. Agora,

|[21(t) — 2o (t)] < M|t —tol,

e, por indugao,

I%@—MJMS/M%4®—%%M%S

Ln—lM /t|8_t0|n—l s < Ln—1M|t_t0|n < Ln—lM&_n

t (n—1)! n! - n! ’
n LJEJ ML
= |[Znm(t) — 2n(t)] < Z |5 (t) — ;-1 ()] < — Z = e,
L T L
n+1 n+1
= xn, — x € C(I,R™) uniformemente.
No limite: .
x(t) =z + | f(s,2(s)) ds,
to
de modo que z é C* em I, 2’ = f(t,z),z(ty) = xo e, como W é fechado, (t,z(t)) €
(Unicidade) Se y € CY(I,R™) também é tal que (t,y(t)) € W,y = f(t,y) e y(to) = xp, entdo, em

[to, to + €], w(t) = |y(t) — x(t)| satisfaz

w(t) < /t Lw(s) ds.

to
Integrando em t de tg a t1, com tg < t; < to + €, obtemos

/t ) dt < L/tl / ) dsdt = / /tl ) dtds = /ttl w(s)(t; — s) ds < L(ty — to) /ttl w(t) dt,

de modo que para 0 < t —ty < L~ temos w(t) = 0. E f4cil continuar esse argumento para concluir que em
todo o intervalo [tg,to + €], w = 0, ou seja, y(t) = z(t). A demonstracao é andloga em [to — ¢, o] (ou apenas
inverta o tempo). Uma outra demonstragdo da unicidade pode ser obtida através do lema de Gronwall, que
veremos depois para a continuidade das solugoes em relacao a condigao inicial xg. O
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Corolério 4.4. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lipy,. . (W). Entdo para qualquer (to,x0) € W, existe
e >0 e um tnico x € C'([to — €,t0 + €], R™) tal que (t,z(t)) € W, 2’ = f(t,z) e z(ty) = zo.

Observagao 4.5. A unicidade (e existéncia) pode ser garantida também se a continuidade Lipschitz for
relazada para |f(t,y) — f(t,2)] < Lp(ly — x|) com ¢ : (0,1) — (0,1) continua, nao decrescente e tal que
fol 1/¢(r) dr = oo [5, 8]. A forma de ©(r) para r > 1 ndo importa pois o resultado € local. Um caso particular
éo(r)=r(1+Inr=1),0 <r < 1, que tem aplicacdo na equacio de Euler, uma EDP que modela o movimento
de fluidos incompressiveis nao-viscosos. Note que para 0 < r < e~1, temos r(1 + Inr~1) < 2rlnr~! e uma
primitiva de 1/(rlnr=1) é —Inlnr~1 de forma que a integral acima diverge.

Observagao 4.6. A continuidade de f em t pode ser relaxada para incluir termos independentes de x que
sejam descontinuos ou até distribuigées. [8]

4.2. Teorema de Peano.

Exemplo 4.7. f(x) = 22/3 ¢ C' longe da origem, entio Vao # 0,3 > 0 e uma tnica solugio de x’ = x2/3

em (—e,e), com xz(0) = z9. Mas se xg = 0, o Teorema de Picard ndo garante a existéncia de solu¢do pois
x2/3 ¢ apenas Holder e nio Lipschitz-continua em qualquer vizinhanga da origem.

Teorema 4.8 (Peano). Seja (tg, xo) € RxR™ e seja W = {(t,z) € RxR™; |[x—xo| < 7, |t—to| < 0},7,0 > 0.
Se f € COW,R™), entao existe x € C*((to — €,to + €), R™), tal que (t,z(t)) € W,2' = f(t,x) e x(ty) = o,
onde ¢ = min{d,r/M} e M = maxw|f|.

Dem.: Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, 3 polinémios p,, — f uniformemente em W (que podemos tomar
tais que maxyy |f — p,| < 1/n). Entdo, pelo Teorema de Picard, existe uma solugdo x, € C(I,,R™) de
zl, = pu(t, ), xn(to) = z0, com (t,x,(t)) € W, onde I, = [to — en,to + &n) € €, = min{d,r/(M +n~=1)}.
Como W é limitado, {z,}, é uniformemente limitada. Além disso,

|2n(t) — 2n(s)] S/ [P (7, 2 (7))] dr < (M +n7 Y[t — 5| < (M +1)Jt — s,

ou seja, {xy, }n € eqilicontinua. O Teorema de Arzela-Ascoli nos diz que existe x € C(I,R) e uma subseqiiéncia
Tn; — & pontualmente em I = (tg —€,tp + €) = Upl, e uniformemente em qualquer subintervalo compacto
de I. No limite quando j7 — oo, obtemos

x(t) = xo —|—/t f(s,2(s)) ds,

de modo que z € C}(I,R™),2' = f(t,z) e z(ty) = zo. O

Observacao 4.9. O Teorema de Peano néio garante a unicidade. De fato, a equagio ' = /3 com a condi¢io

2(0) = 0 possui a solugdo x(t) = 0, assim como a solugio T(t) = (t/3)% e uma infinidade de outras solugoes
Tap,a <0< b, comzap(t)=((t—a)/3)3, set <a,xap(t) =0, sea<t<bezup(t)=((t—0)/3)3 set>b.

Observacgao 4.10. Os Teoremas de Picard e de Peano ndao garantem um intervalo mdximo de existéncia da
solugdo. Por exemplo, f(z) =1+ 2% éC' em R e € globalmente Lipschitz em cada intervalo limitado [—r,7],
com M = max(_,, |f| = M(r) =1+7r% Como r/M(r) =r/(14r?) alcanga o valor mdzimo 1/2, o Teorema
de Picard garante, no mdzimo, a existéncia (e unicidade) de solugcdo do problema x' = 1+ x2,2(0) = 0, no
intervalo [—1/2,1/2]. Mas a solugao € explicitamente x(t) = tgt, que estd definida em (—7m/2,m7/2).

Observagao 4.11. No caso de uma equagdo escalar da forma x' = f(x), como acima, com f(x) diferente

de zero na regido de interesse, a solug¢ao pode ser obtida integrando-se a relagdo dx/f(x) = dt, que nos dd
f;o 1/f(s) ds =t — tg. Analogamente, podemos obter a solugdo da equagao escalar ' = f(x)/g(t), com f(x)

e g(t) diferentes de zero na regido de interesse, integrando-se dx/f(x) = dt/g(t), que leva a f;ﬂ 1/f(s) ds =

ftto 1/g(s) ds. A relagdo dz/f(x) = dt/g(t) é, na verdade, uma relagéo entre formas diferenciais no plano xt
e as trajetorias sao “solugées” da equagio w = 0, onde w = dx/f(x) — dt/g(t). Como dzx/f(x) € uma forma
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exata e nao contém dt, a integral de dz/ f(x) ao longo de uma trajetdria € igual a integral ao longo da projecdao
dessa trajetdria no eizo x. Algo andlogo pode se dizer de dt/g(t), o que nos leva a equagao integral acima para
achar x = x(t). [1]

4.3. Solugoes maximais.

Definigao 4.12 (Solugao maximal). Seja W C R xR™ aberto e seja f € Lipy,. . (W). Para cada (to,z0) €
W, defina o intervalo I, (tg,xo9) como sendo a unido de todos os intervalos I C R contendo to tais que existe
x € CHI,R™) com (t,x(t)) € W,2' = f(t,x) e x(ty) = zo. (Note que pelo Teorema de Picard existe pelo
menos um intervalo I dessa forma.) Pela unicidade de solugées, garantida pelo Teorema de Picard, duas
solugoes definidas respectivamente em intervalos I e J como acima coincidem na intersecao INJ e, portanto,
podemos concluir que hd uma tnica solu¢ao definida em todo o intervalo aberto I, (to, zo), que denotamos por
x(t; to, o).
Definigao 4.13. Denotamos por T} (to, z0) e T, (to, o) 0 supremo e o infimo, respectivamente, do intervalo
I (to, o). Entdo I, (to, x0) = (T, (to, o), Tt (to, 20)), com —oo < T (to, z0) < to < Tt (to, xg) < +o00. Além
disso, definimos I (to,zo) = [to, T (to,x0)) e I, (to,x0) = (T}, (to, o), to]. No caso auténomo, definimos
I (w0) = Im (0, 20), T}, (x0) = T (0, 20), Ty, (w0) = T, (0, w0), I, (wo) = [0, T3 (w0)) e I, (o) = (T7; (20), 0]
Teorema 4.14. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lip,. .(W). Seja (to,r0) € W. Entdo

(t, z(t;t0, 20)) — OW, quando t /" T)} (to,x0) et \, T}, (to, 7o),

no sentido de que VK C W compacto, existe I C I, (to,xo) compacto tal que (t,z(t;tg,x0)) € W\ K,Vt €
Im(fo, LL‘Q) \ 1.
Dem.: Se o resultado fosse falso, terfamos T (tg, ) < +00 e existiriam um compacto K C W e uma seqiiéncia
tj / T (to, o) tais que (tj,z(t;)) € K,Vj, onde z(t;) = z(t;,t0,20). (Ou entdo teriamos algo andlogo para
T7; (fo, ,To))

Sendo K compacto, entdo dist(w, W) > ¢,Vw € K, para algum £ > 0. Considerando, entdo, a familia de

equagoes
{ y; = f(t7yj)7
y;(t5) = x(t;),
terfamos, pelo Teorema de Picard, solugdes tnicas y; definidas, respectivamente, em intervalos [t; — 75, t; + 7],
onde 7; = min{d;,r;/M;}, com d;,7; > /2 e Mj < maxp_,(x)|f|. Com isso, 7; > 7 para algum 7 > 0 e
existiria um J € N tal que )} — 7 < t; < T,} onde T} = T} (to, o), de forma que t; +7 > T,}.
Basta agora mostrar que
=) — { z(t), T (to,zo) <t <ty,
B(t) =
yJ(t), ty<t<ty+r,
seria solugao de ' = f(t, %) com Z(to) = zg, pois ela estaria definida além de T} o que seria uma contradigao
com a definigao de T} .

Para t > t;,
t

yit) =ys(ts)+ [ f(s,ys(s)) ds

ty

= z(ty) + t f(s,2(s)) ds

0

o)+ [ fsale)) ds+ [ fls.i(5) ds

= a+ [ fa) ds

o que obviamente também valeria para T, (to, 7o) < t < t. Portanto, & seria C! e seria uma solugdo em
(T, (to,x0), Ty +7) com Ty +7 > T, oque completa a demonstragao. |
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Observagao 4.15. Se W = (a,+00) xU, entao o teorema acima diz que ou T, (to, xo) = +00 ou T, (to, o) <
+00 e, nesse caso, x(t;tg, v9) — OU, quandot / T} (to,x0). Em particular, seld = R™, entdo ou T} (to, o) =
+oo ou T (to, x0) < 400 e, nesse caso, |x(t,to,x0)| — +oo quando t / T, (to,x0). Analogamente para
T7; (fo, ,To).

Corolario 4.16. A demonstragio acima de que & € solugdo de &' = f(t,&) com Z(ty) = mo mostra que
x(t;t1, x(t1; to, xo)) = x(t;t0, o), V(to, xo) € W,Vt, t1 € L (to, zo), com I (t1,x(t1;t0,x0)) = Im(to, zo).

Problemas

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8
4.9

4.10

Uma equagao ' = f(t,z) é dita homogénea se f(At, A\x) = f(t,z), YA > 0. Mostre que para qualquer
A > 0, &(1) = A lz(Ar) também é solugdo dessa equagao, i.e., dé(T)dr = f(7,&(7)). Em outras
palavras, o conjunto das érbitas de uma equagao homogénea é invariante pelo grupo de transformacoes
{Gs}s, s € R, definido por G,(t,z) = (e’t,e®z) (onde e® = 1/\ > 0, na notagdo acima, com (7,&) =
Gs(t,x)).
Mostre que a mudanga de variaveis = yt, com ¢t > 0, transforma uma equagao homogénea em uma
equagao com varidveis separaveis. Resolva a equacgao
, dxr—t

=, z(1) = 2.
Mostre que a mudanga para coordenadas polares ¢ = rcosf, r = rsenf também transforma uma
equagao homogénea =’ = f(t,x) em uma equagao com varidveis separdveis dr/dfd = g(r)h(0).
Uma equacio o’ = f(t,x) é dita quase-homogénea com pesos ae 3 se f(A“t, \Px) = N0~ f(t,z), Y\ >
0. (Note que uma equagao homogénea corresponde ao caso particular em que o = 8 = 1.) Seja x = x(t)
uma solugdo de z’ = f(t,z). Mostre que para qualquer A > 0, £(7) = APz(\%7) também é solugao
dessa equacdo, i.e., d¢(7)/dr = f(1,£(7)). Em outras palavras, o conjunto das érbitas de uma equagao
quase-homogénea com pesos « e § é invariante pelo grupo de transformacoes {Gs}s, s € R, definido
por G4(t,z) = (e**t,e’*z) (onde e* = 1/A > 0 na notagao acima, com (7,§) = G,(t, x)).
Mostre que a mudanca de coordenadas z® = t°y transforma uma equacio quase-homogénea z’ =
f(t,z) com pesos « e B em uma equagao com varidveis separaveis y'(t) = g(y)/t.
Seja f : R — R continua e seja g € R. Suponha que existam duas solucoes distintas definidas em
[0,T], T > 0, do problema 2’ = f(x), 2(0) = zp. Mostre que hd uma infinidade de solugdes distintas.
Seja U C C™ um aberto conexo e seja f : U — C™ analitica. Seja wyg € U. Mostre, adaptando o
Teorema de Picard-Lindeldf, que existe uma vizinhanga de wp em U e uma unica fungdo w = w(z)
holomorfa nessa vizinhanga que satisfaz w(0) = wg e

d
u(z) = f(w(z).
Conclua que se f é uma fungio real analitica entao as solugoes de 2’ = f(x) sdo fungdes reais analiticas
no seu dominio de definicao.
Estenda o resultado do problema anterior para o caso de uma fungao analitica f(z,w).
Sejam f,g,h: R — R continuas com f e h localmente Lipschitz. Mostre que o sistema de equagoes

{ ‘I/ = f(l’)7
y' = g(z)h(y),

tem solucoes locais Unicas.
Sejam f,g : R — R de classe C'. Adapte o método de iteraciao de Picard para mostrar a existéncia e
a unicidade de solugoes locais das seguinte equacoes diferenciais integrais:

{ 20— stat0) + fols)ds {2010 S g(a(s)) ds
x(0) = xo; x(0) = xo,
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5. DEPENDENCIA NAS CONDICOES INICIAIS E NOS PARAMETROS

Lema de Gronwall e continuidade Lipschitz em relacdo das condi¢oes iniciais. Teorema do
ponto fixo uniforme. (Teoremas da fungdo implicita e da fungdo inversa.) Dependéncia nas
condigdes iniciais e nos parametros. [4, 8, 13]

5.1. Dependéncia Lipschitz.

Lema 5.1 (Gronwall). Sejam &, : [to, t1] — R continuas tais que >0 e

€@§&+A6®ﬂ@@ Vit € [to, 1),

para algum & € R. Entao,
§t) < Goel P vt e fto, ).

Dem.: Defina

n(t) =& + t B(s)E(s) ds.

= neClltoh)), €D <n®) e 7#)=H0E) < HH),
= (n(t)e* Jio B d5>’ <0 = e I B(s) ds _ n(te) <0,
= £(t)<nt) < n(to)eft; By ds _ g Y 8() ds.

O

Teorema 5.2. Seja W C R x R™ e seja f € Lip, (W) com constante de Lipschitz L. Entdo, para quaisquer
(to,x1) e (to,x2) em W temos

|x(t;to, x1) — z(t; to, x2)| < |z1 — I2|6L|t—t0\7

para todo t € Ly, (to, 1) N I (to, x2).

Dem.: Usando a forma integral da equagdo diferencial, temos que a fungéo w(t) = |x(¢;te, z1) — z(t;to, 22)]
satisfaz

t

w(t) < |z — 29| + L/ w(s) ds,

to
para todo t € [to, T, (to, 1)) N [to, T, (to,x1) Uma aplicagao do lema de Gronwall a w prova o resultado
desejado quando t > ty. O resultado para t < ty pode ser obtido invertendo-se o tempo e utilizando-se a
equagdo diferencial satisfeita por T — z(—7,tg, xo). O

Coroléario 5.3. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lip,,. . (W). Entao, para qualquer compacto K C W,
existe Li > 0 tal que para quaisquer (to,x1) e (to,x2) em K temos
|‘r(t7 th Il) - ‘T(tv tO? ‘I2)| < |JC1 - I2|€LK|t7t0|a

para todo t € I, (to, z1) N Ly (to, x2) tal que x(s;to, 1), x(s;to,x2) € K, para todo s entre ty e t.
Dem.: Basta considerar f restrita ao compacto K e aplicar o Teorema 5.2. O

Corolario 5.4. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lipy,.,(W). Dados (to, 1), (to,z2) € W e dado um
intervalo I incluido compactamente em I, (to, x1) N Ly (to, x2), existe Ly > 0 tal que

|$(t;t0,:171) - I(t,t07$2)| S |I1 — :C2|6L1|t7t0|,

para todo t € I.
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Dem.: Basta aplicar o coroldrio anterior ao conjunto (compacto em W)
K = {z(t,to,x1); t € I} U {a(t,tg, x2); t € I},
onde I é o menor intervalo que contém I, t; e ts. O

Teorema 5.5. Seja W C R x R™ e seja f € Lip, (W) limitada. Seja L a constante de Lipschitz de f em
relagdo a x e seja M o supremo de f em W. Entdo, para quaisquer (t1,21) e (t2,22) em W com t; € L, (t2,x2)
ety € I,(t1,21), temos

|o(t;t1,21) — 2(t; ta, m2)| < {21 — @2| + M|ty — to|peltminli=tillt=ta]),
para todo t € Ly, (t1,x1) N Iy (t2, 22).

Dem.: Como
t

z(titi, ) =xi+ [ f(s,2(siti, 2:)) ds, i=1,2,
ti
a diferenca w(t) = |x(t;t1, 1) — x(t; t2, x2)| satisfaz, em [t;, +00) N I (t1, x1) N I (t1, 22), para ¢ = 1 ou 2,
t ¢

fls,x(tity,25)) ds| + [ [f(s,x(sitr, 21)) = f(s, 2(E 82, 22))] ds

t;

w(t) S |.Z‘1 — I2| +

t1
t
< |$1—$2|+MK|t1—t2|+LK/ w(s) ds,
t;
onde j=1,sei=2,ej=2sei=1. O resultado para t > ty pode agora ser facilmente obtido com o uso do
lema de Gronwall. O resultado para t < tg pode ser obtido invertendo-se o tempo. [

Coroldrio 5.6. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lip,,,. . (W). Entdo, para qualquer compacto K C W,
existem constantes Ly, Mk > 0 tais que para quaisquer (t1,z1) e (to,z2) em K com t1 € I, (ta,x2) e
to € I, (t1, 1), temos

[w(t;tr, 1) — 2(t;te, m2)| < {|o1 — 22| + Mkt — to|felrminlt=trllt=ta]),
para todo t € Ly, (t1,x1) N Iy (te, 22) tal que x(s;ty, x1),2(s;t2,22) € K para todo s entre ty et e entre ta e t.
Dem.: Basta considerar f restrita ao compacto K e aplicar o Teorema 5.5. O

Corolério 5.7. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lip,..(W). Dados (t1,71), (t2,72) € W e dado um
intervalo I incluido compactamente em L, (t1, 1) N Iy (te, ), existem Ly, M > 0 tais que

lz(t;tr, 1) — x(t; ta, 20)| < {|z1 — Ta| + Mty — to|}elr(minlt—til.ft=t2]),
para todo t € I.
Dem.: Basta aplicar o coroldrio anterior ao conjunto (compacto em W)

K = {a(t,t1,x1); t € [} U {x(t,ta, x9); t € I},

onde I é o menor intervalo que contém I, t; e ts. O
Proposicao 5.8. Seja W C R x R™ aberto e seja f € Lip,.,.(W). Seja D = {(t,to,20) € R x R x
R™; (to,z0) €W et € I (to,zo)}, que € o dominio de defini¢io da solugdo x(t;to, xo) da equagdo ' = f(t,x),

x(tg) = xo. Entdo D € aberto e a transformagio (to,xo) — x(t;to,x0) € localmente Lipschitz continua onde
estiver definida.

Dem.: Pelo resultado de existéncia local de solugao é facil deduzir que qualquer ponto da forma (g, to, xo),
com (tg,zg) € W, é interior a D. Seja, agora, (T, tg,z9) € D com T # to. Vamos considerar o caso em que
T > tp, pois o outro caso é andlogo.

Como o intervalo [tg, T| é compacto e W é aberto, existe um compacto K C W que é uma vizinhanga do
conjunto compacto x([to,T],to, o). Mais precisamente, sendo x([to,T],to, o) compacto, existe um & > 0 tal
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que a bola fechada em R™ de raio € e centrada em x(t, tg, xo) estd toda contida em K para qualquer ¢ € [tg, T].
Note que com isso temos T}, (to, zo) < to —e < T + & < T} (to, xo) pelo Teorema 4.14.

Sejam Li e My como no Teorema 5.6 para o compacto K. Seja 6 > 0 suficientemente pequeno tal que
o(1+ MK)eLK(T+5_t0) < g, que implica, em particular, em ¢ < &, de modo que x(t;to, zg) estd definido para
t € [to — 0, T + ¢]. Entéo, para qualquer (¢1,21) tal que |[t1 — to| + |x1 — 20| < § < &, temos pelo Teorema 5.6
que

|£L‘(t;t1,$1) — w(t; t0,$0)| S {|.T1 - :v0| + MK|t1 - tol}eLK(mint_tl’t_to) (51)
< (14 Mg)delxTre—to) < ¢

para todo ¢ € [to— 9, T +¢| NI, (t1,21). Portanto, z(¢;¢1,21) € K paratodo t € [to— 9, T+e|N 1y, (t1,21). Pelo
Teorema 4.14, x(t; t1, 1) se “aproxima” do bordo W, e, portanto, sai do compacto K, quando ¢ se “aproxima”
dos extremos de I, (t1,z1). Logo, necessariamente [to — 9, T +¢| C I, (t1, z1). Em outras palavras, o conjunto
{(t,z1,t1); [t =T < &,|t1 —to|+|x1 —x0| < 0} estd contido em D, o que mostra que D é aberto. A continuidade
Lipschitz segue da estimativa (5.1) ]

Observagao 5.9. Note que a Proposicao 5.8 mostra que (to, zo) — T,} (to, o) € semicontinua inferior em W
e (to,xo) — T, (to, xo) € semicontinua superior em W.

Observagao 5.10. O sistema o' = 22 — ya®, y = y é um exemplo em que T\ (x0,y0) e T, (z0,y0) sdo
descontinuos. Por exemplo, T;F (xg,y0) = +00 para yo > 0 e Tor (z0,90) < +00 para yo < 0, portanto hd uma
descontinuidade em yo = 0.

5.2. Dependéncia C*.

Exemplo 5.11. Considere a equagio escalar ' = |x|. Como f(x) = |x| € Lipschitz, entdo z(t;tg, xg) estd
bem definido e é Lipschitz em (to,xo), pelo teorema acima. Nesse caso, em particular, a solugdo € analitica
em t, mas nio é C1 em xq, pelo menos perto de xg = 0. De fato, a solugio € z(t;to, z0) = woe! =%, se xg > 0,
e x(t;to, x0) = woe~ ¢71) se 29 < 0. Entdo, x4, = €%, se xg > 0, e 25, = e~ 7) se 29 < 0, que é
descontinuo em xy = 0 (t e ty estdo fizos). No caso em questio, como f(x) = |x| independe de t, entdo
x(t;to, xo) € analitica em to, também (além de em t).

Exemplo 5.12. Considere a equagdo escalar @’ = t(1+4|z|). Essa equagdo simples tem varidveis separdveis e
pode ser integrada explicitamente, mas a expressao da solucdo € complicada. Pode-se mostrar que, apesar de
f(t,x) = t(1+|z|) ser analitica emt, a solugdo x(t; to, xo) ndo é nem Ct emto nem C? emt. Mais precisamente,
para x1 ety fizos, com x1 <0 ety # 0, a transformagdo to — x(ty, +,;t0,21) nao é diferencidvel em to = t1,
onde ty, +, = \/2In(1 —z1) + 2, e a transformagdo t — x(t;t1,x1) ndo € C% em t = ty, 1. O tempo ty, 4,
indica o momento em que a solugdo x(t;t1,x1) se anula e, portanto, passa pelo ponto em que f(t,z) nao é
diferencidvel.

Para estabelecer que z(t;t9,79) é C', em mg, por exemplo, assumindo que f = f(t,z) é C! em (t,2),
podemos formalmente derivar a equagdo diferencial em relacdo a xp e obter que O,,xz(t;to,xo) satisfaz a
equagdo diferencial (Oy,x) = Dy f(t,2)0z,x, com J,,x(ty) = [Identidade em R™], no espaco de fase dos
operadores lineares em R™, que é isomorfo a R™*™. Como essa é uma equagdo linear em J,,x, basta que
f(t,x) seja C! para que a solugio exista e seja tinica. Em seguida, temos que mostrar que 9., é continua em
Zo, 0 que nao é dificil, e que é realmente a diferencial de x(¢;tg,xo) em relacdo a xg.

Contudo, preferimos outro caminho, que no fundo faz isso tudo de uma maneira implicita. Usaremos o
teorema do ponto fixo uniforme e trataremos de uma vez sé e de uma maneira mais limpa a dependéncia em
(to, o, \) da solugao x(t; to, xo, A) da equagdo

{ ' = f(t,x, N, (5.2)

,T(fo) = 2o,

onde A € R!, | € N, é um parametro (ou vérios) do problema.
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Teorema 5.13 (Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli). Seja (M,d) um espago métrico completo e T : M —
M wma contragao, i.e., 30 € [0,1), tal que d(T(y),T(x)) < 0d(y, z),Vx,y € M. Entdo, existe um tunico ponto
fizoT € M, ie., T =T(T), e, além disso, Vrg € M, T"(x¢) — T, quando n — co.
Dem.: Seja o € M e considere a seqiiéncia x,, = T"(x¢) = T(zn-1),n € N. Entao,

d(Xpt1,2n) = d(T(xn), T(xn-1)) < 0d(pn, Tn-1) < ... < 0"d(T(x0),x0).
Logo,

n+m—1 n+m n

- 0
A(Tntm, Tn) < Z d(zjt1,x5) < Z 67d(T (z0), w0) < 35 d(T (o), z0)-
J=n Jj=n

Portanto, {z,}, é uma seqiiéncia de Cauchy em M e converge para um certo T € M, pois M é completo.
Pela continuidade de T', passando ao limite na relagdo x,, = T(2,,—1) obtemos T = T(T). Se y € M é tal que
y =T(y), entdo d(T,y) = d(T(z), T(y)) < 0d(T,y), logo T = y pois § # 1. Como xg é arbitrdrio e T é unico,
as contas acima mostram que 7" (xg) — T, Vg € M. O

Corolario 5.14. Seja (M, d) um espaco métrico completo e T : M — M um operador continuo tal que T*
seja uma contragao para algum k € N. Entao existe um unico ponto fito T € M de T e para qualquer xo € M,
temos T™(xg) — T.

Dem.: Aplique o teorema anterior a T* para achar um ponto fixo T € M de T*. Tome z¢y = T(Z) de modo
que
T = limT"*(T(Z)) = im T(T"*(z)) = T(lim T"* (%)) = T'(Z),

0 que mostra que T é ponto fixo de T'. A unicidade, agora, é facil e a convergéncia segue do fato de que qualquer
subseqiiéncia da forma T™**!(xy) = T™*(T"(2¢)) converge para T, quando n — oo, onde | = 0,1,2,... k —
1. O

Teorema 5.15 (Principio da Contragao Uniforme). Sejam X e Y espagos de Banach, U C X,V C Y
abertos e T : U x V. — U uma contragdo uniforme em U, i.e., existe 0 € [0,1) tal que |T(z1,y) — T(z2,y)| <
Olz1 — x2|,Yo1,20 € U,Vy € V. Seja g(y) o tinico ponto fizo de T(-,y) em U, g : V — U. Se T €
C*{U x V,X),k €N, entdo g € C*(V,X). (T analitico = g analitico, também.)

Dem.: (Continuidade)
9(1) — 9(y2) = T(9(y1),y1) — T(9(y2),y2) = T(9(y1),y1) — T(9(y1),y2) + T(9(y1),y2) — T(9(y2),y2),
= g(y) —9(y2)| < 1T (g(w1), 1) — T(9(y1), y2)| + 0lg(y1) — g(y2)|-

Como 0 < 0 < 1eT é continuo,

l9(y1) — g9(y2)| < ﬁIT(Q(yl)a y1) — T(g(y1), y2)| — 0, (5.3)

quando y2 — y1, 0 que prova a continuidade de g = g(y).
(Diferenciabilidade) Da relagao g(y) = T'(9(y),y), temos formalmente

Dyg(y) = DT(9(y) y)Dyg(y) + DyT(9(y),y)-
Portanto Dyg(y) € L(Y, X), se existir, é ponto fixo do operador @ : L(Y, X) x Y — L(Y, X) definido por
(M, y) = D.T(9(y),y)M + DyT(9(y), v),
que é continuo quando T é C*. Note que ||D.T(g(y),y)|| < 6,Vy € V, de forma que
[@(Mi,y) — @(Ma,y)|| < 0] My — Mo|.

Sendo ® uma contragio uniforme, temos para cada y € V um ponto fixo M (y). Precisamos mostrar que M (y)
é de fato a diferencial de g(y).
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lg(y +h) —g(y) — M(y)h|

= |T(9(y+h),y+h)=T(9(y),y) — DT (9(y), y)M(y)h — DyT(g(y), y)h|
< |T(g(y+h),y+h) =T(9(y),y) — DT (9(y),y)(g9(y + ) — g(v)) — DyT(9(y),y)h|
+D:T(9(y),y)(g9(y + h) —g(y) — M(y)h)|
< |T(9(y+h),y+h)—T(9(y),y) — DT(9(y),y)(9(y + k) — g(v)) — DyT(9(y), y)h|
+0lg(y +h) — g(y) — M(y)h|.
lg(y +h) —g(y) — M(y)h|
|h|
o L [Tlgly+h)y+h) —T(g(y),y) = DaT(9(y), y)(gly+h) = 9(y)) = DyT(9(y),y)h]
= 1-9 )
< L Tly+h),y+h)—-T(g(y),y) = DT (9() y)(gly+h) — 9(y)) =Dy T(9(y), y) P lg(y+h)—g(y)|+|h]
—1-0 lg(y+h)—g(y)|+|h] Al '

Mas T é C' de modo que por continuidade existe uma constante K > 0 tal que para |h| suficientemente
pequeno temos

9y + 1)~ 9(y)] < (wsando (5.3)) < T=5IT(9(y).y+ h) — T(g(y).)| < 15 KJhl.
Com isso,
lg(y +h) —g(y) — M(y)h|
Al
L |T(g(y+h),y+h)=T(g9(y),y)—D.T(9(y),y)(g(y+h) — g(y)) =D, T(g(y),y)| (1 L K >
T 1-0 lg(y+h)—g(y)|+|h] 1-6)"

Quando |h| — 0, temos |g(y + h) — g(y)| — 0 pela estimativa acima, de modo que o quociente

T (g(y+h), y+h)=T(g(y).y) = DT (9(y), y)(9(y+h) = 9(y) =Dy T(9(y). w)Al _
lg(y+h)—g(y)|+|h]| ’
pela definigao de T'(x,y) ser diferencidvel em (z,y). Portanto,

l9(y +h) —g(y) — M(y)h|
|h
mostrando que g = g(y) é diferencidvel com D,g(y) = M (y).

(Continuidade C*) Prosseguimos por indugdo. Assim, sendo 7' de classe C*, temos que ® definido acima é
de classe C*~!, de forma que seu ponto fixo D,g(y) é C¥~! em y pela hipétese de inducio, o que implica em
g = g(y) ser de classe C*. O

Com o principio da contragao uniforme, podemos facilmente provar o teorema da funcao implicita e, con-
sequentemente, o da funcao inversa, como mostramos a seguir.

— 0, quando h — 0,

Teorema 5.16 (Funcao Implicita). Sejam X, Y e Z espa¢os de Banach, U C X eV C Y abertos e
(w0,y0) €U x V. Seja F: U xV — Z de classe C*, k > 1, com F(z0,y0) = 0 e D, f(z0,y0) inversivel com
inversa limitada. Entdo existem Uy x Vo C U XV wvizinhanga aberta de (xo,yo) e ¢ : Vo — Uy de classe C* tais
que F(p(y),y) = 0,Vy € Vy. Mais precisamente, temos que F(x,y) =0, com (x,y) € Uy x Vo, se e somente
sex = p(y). (E se F € analitica, entdo ¢ € analitica.)

Dem.: Temos

F(z,y) =0 DyF(zo,y0) ' F(z,y) =0 2 =2 — D F(20,y0) " F(z,y).
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Defina ® : U x V — Z por ®(z,y) =z — D.F(z0,y0)F(z,y). Note que ® é C*. Além disso,
D, ®(x0,90) = I — Dy F(20,y0) ' DuF(2z0,50) =T =T =0,
onde [ é o operador identidade em X. Com isso, fixando um 6 € (0,1), temos
1D, ®(x,y)|| <0 <1, V(z,y) € U x Vi,
em uma certa vizinhanga Uy x Vi C U x V de (z0, yo). Logo,
(21, y) — B(w2,y)| < Olzy — 2|, V(z1,9), (22,y) € Ur x 1.

Podemos, também, assumir, gracas & continuidade de Dy F, que nessa mesma vizinhanga Uy x Vi de (2o, yo),
temos || D, F(z,y)|| < K, para algum K > 0.

Seja agora € > 0 suficientemente pequeno tal que Ug C Uy, onde Uy = {z € U; |z — x| < €}. Seja também
d > 0 suficientemente pequeno tal que Vo = {y € V;|y — yo| < 6} e tal que Vy C V1 e § < (1 — 0)e/K. Entéo,

|®(z,y) — 20| = [®(x,y) — ®(w0,90)| < |P(2,y) — P(20,y)| + [P(70,y) — P(w0, Y0)]
< Ole—yol + Kly—wo| <Oe+ Kd<e,  V(z,y) €UyxW.

Logo, ® : Ug x Vo — Uy é de classe C* e é uma contragao uniforme. Portanto, o ponto fixo g(y) = ®(g(y),v)
é de classe C* e é a fungao procurada tal que F(g(y),y) = 0. Como o ponto fixo g(y) é unico em Uy segue que
F(z,y) =0, (z,y) € Uy x Vp se e somente se z = g(y). O

Observagao 5.17. A fun¢io ® = ®(z,y) que aparece na demonstragio do teorema da funcgdo inversa estd
associada ao método de Newton para achar zero de fungdes. De fato, sendo ®(-,y) uma contragdo, a seqiéncia
Xy = ®(xp_1,y) converge para o zero g(y) de ®(-,y). Nessa forma, esse método é apropriado para achar zero
de fungoes por continuagdo, i.e., conhecendo-se o zero xo de F(-,yo) pode-se achar o zero de F(-,y) para
y prézimo de yo. (Note que precisamos de D F~' no ponto (xo,v0).) Isso tem aplicacées em teoria das
bifurcagoes, que veremos posteriormente.

Teorema 5.18 (Fungao Inversa). Sejam X eY espacos de Banach, U C X aberto, xo € U e f: U —Y de
classe C¥, k € N, com D f(xq) inversivel e com inversa limitada. Entdo evistem Uy C U e Vy C Y, vizinhancas
abertas de xo e f(xg), respectivamente, e uma fungdo g : Vo — Uy de classe C* tal que g(f(x)) = x,VYx € Uy,
e f(g(y)) =y,Yy € V. (f analitica = g analitica.)

Dem.: Aplique o teorema da fungao implicita a fungao (z,y) — f(z)—y: UxY — X xY. Com isso, obtemos
g : Vo — Uy de classe C*, com U e Vj vizinhancas abertas de xg e f(zg), respectivamente, e tal que f(x) =y,
com (z,y) € Uy x Vj, se e somente se x = g(y). Seja, entdo, Uy = f~1(Vy)NUy, de modo que Uy C U; também
¢ uma vizinhanga aberta de z¢. Além disso, é ficil ver que f(g(y)) =v,Yy € Vo e g(f(z)) = z,Ve € Uyp. O

Observagao 5.19. E’facil ver que 08 teoremas da funcgao implicita e da fung¢do inversa sao de fato equivalentes.
Para provar o teorema da funcao implicita a partir do da fungdo inversa, note que a hipdtese de D, F(xo,yo)
ser inversivel com inversa limitada implica em X ser isomorfo a Z e que podemos construir uma fun¢do
®:UxV — X xY definida por ®(x,y) = (D F(x0,90) F(x,y),y) que é inversivel com inversa limitada
em (zg,y0), pois D®(z0,y0) tem a forma
=[5 3]

onde Ix e Iy sao os operadores identidade em X e Y, respectivamente. O teorema da func¢ao inversa garante,
entdo, a existéncia da inversa ® 1 de classe C* em uma vizinhang a de (x9,y0). Pela forma de ®(z,vy), € fdcil
ver que ®~1(x,y) tem a forma ®1(x,y) = (V(z,y),y). Temos, entio, que v = D, F(z0,y0) *F(¥(x,7),y).
Fazendo x = 0, obtemos 0 = D, F(xg,y0) ' F(¥(0,y),y), logo F(¥(0,y),y) =0, de modo que g(y) = ¥(0,y)
€ a func¢ao procurada.

Voltemos para a dependéncia das solugoes de uma equagao diferencial nas condigoes iniciais e nos parametros.
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Teorema 5.20. Sejam W C R x R™ e A C R! abertos. Seja f : W x A — R™ de classe C*, k € N. Seja
x(t;to, xo, A) a solugdo de
{ ' = f(t,z, ),
,T(fo) = X,
que estd definida em D = {(¢,t0, 20, \); (to, 2o, ) € W x At € I, (to, 2o, )}, onde I, (to, o, \) € o intervalo
mazimal de existéncia de cada solugao. Entdo D é aberto, (t,to,xo,\) — 2(t;to, 2o, A) € de classe Ck emDe
t— x(t; 20, to, \) € de classe C*T1 em I, (to, z0,\) com F  a(t;tg, z0,\) continua em D.

Dem.: A demonstragao do fato de D ser aberto segue como na demonstracao da Proposicao 5.8.

Seja V' C W aberto incluido compactamente em W. Logo, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, a
vizinhanca fechada V. de raio ¢ do compacto V estd contida em W. Seja M o méaximo de f no compacto
V. e seja L a constante de Lipschitz de f em relacdo a x em V.. Seja § > 0 suficientemente pequeno tal
que 6 < /2, 0M <e/2e dL < 1/2. Vamos mostrar, utilizando o teorema do ponto fixo uniforme, que para
qualquer (tg,x0,A) € V x A, a solucao z(t; to, xg, A) estd definida no mesmo intervalo [tg — d,t9 + 6] e é de
classe C¥ em (t,tg, o, \).

Considere a mudanga de varidveis 7 = (t — tg) e seja y(7) = z(to + 7) — o), de modo que y = y(7;to, o, \)
satisfaz a equacao

Y(7) = flto+ Ty N, y(0) = a0, (5.4)
Com isso, se z(t; to, xo, \) estd definido para to —d < t < tg + d e é tal que |z(t; to, o, \) — 20| < €/2 nesse
intervalo, entao y(7, to, o, A) estd definido em [, d], é tal que |y(7;to, o, \) — zo| < €/2 e é ponto fixo de

D(y, x0, \)(T) = o + /OT fto+ s,y(s),\) ds, V1 € [-4,4].

O dominio de definicdo de ® é ¥ x V' x A, onde
Y= {y € C([_57 6LRm)7 |y(t) - l’ol < E/Qth € [_67 5]}7

que é a bola fechada de raio ¢/2 e centro em = x do espa¢o de Banach das fungdes continuas de [—4, d]
em R™ com a norma do maximo ||y|| = max_s s |y(t)|. Note que ® estd bem definido nesse dominio pois
no integrando na definigdo de ®, temos (to + s,y(s)) € V. C W quando y € X. De fato, (to,z0) € V e
[(to + s,4(8)) — (to,xo)| < |s| + |y(s) —xo| <d+¢e/2 <e.

Sendo f de classe C¥, segue que ® também é de classe C*. Temos, também, que

[B(y.to, 20, N)(7) — w0 < Mlr| < MS <, vre[-5,0]

Logo ®(y, to, xg, A) € X. Além disso,
|q)(ylat051707)\)(7-) - (I)(y27t07$07)\)| S L '/ |y1(8) - y2(5)| ds
0

1
<O0Lllyr —y2ll < §||y1—y2|\, VT € [-4,4],
pois L < 1/2. Entao,
1
[@(y1,to, 2o, A) — @(y2, to, zo, A)|| < §Hy1 =2

o que mostra que ® : ¥ x V x A — ¥ é uma contracao uniforme. Como f é de classe C¥, entdo ® também é de
classe C*. Portanto, pelo principio da contragdo uniforme (Teorema 5.15), existe y = y(to, 20, A) : V x A — X
de classe C* que é ponto fixo de ®(-,tg,z0,)). Entdo, y(7;to,z0,)\) é solucio de (5.4) e, com isso, temos
x(t;to, 20, \) = y(t — to; to, w0, A) de classe C¥ em (tg,z0,\) € V x A.

Quanto & regularidade em #, podemos deduzir por inducdo que x é de classe C**1 em ¢, pelo menos
localmente, i.e., em [to — &,t9 + J], e é C* juntamente nas varidveis (t,tg, 2, A). De fato, como a norma
em ¥ é a norma do mdximo e y = y(to, xo, A) é continua com valores em X, segue que x = z(t;to, zo, ) é
continua juntamente em (¢, to, 2o, A). Da equagdo diferencial, segue, entdo, que 9:x é continua em (¢; tg, Zg, A).
Assumindo por indugao que x é de classe C/ em (t,tg,z0,\), para j < k, temos, pela equacao diferencial
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¥ = f(t,z), que x é de classe C’T! em ¢ com 81{“:1: dependendo continuamente em todas as varidveis
(t;to, 2o, A). Como x(t; g, 2o, A) é também de classe C*, logo C7 1, em (tg, zo, A), segue que  é C7H! juntamente
em (t;tg, g, A). Isso completa a indugao, mostrando que x é CF em (t;to, 0, A\). Da equagdo diferencial
' = f(t,z, \), concluimos, finalmente, que 81{”117 existe e é continua em (¢;tg, xo, A).

Para estender essa regularidade para t € I, (to, o) longe de tg, note que, pelo Coroldrio 4.16, podemos
dividir o intervalo [tg, t] em subintervalos de extremos tg < to+ 6 < tg+ 20 < ... <tg+nd <t e escrever

x(t;to, w0, \) = w(t;to +nd, z(to + nd;to, To, A), \)
= z(t;to + nd,x(to + nd, to + (n — 1)6, ... x(to + 0, t0, To, A), - -, A, A).

Portanto, enquanto ¢ for tal que a solugdo entre to e ¢ estd toda contida em V, temos que x(t;to, zo,d) se
escreve como uma composicao finita de fungoes com a regularidade desejada, e, portanto, também tem essa

regularidade.
Como V é aberto arbitrario incluido compactamente no aberto W, podemos estender esse resultado para
todo o W e para todo o intervalo aberto de definicao das solucoes, completando a demostracao. |

Observagao 5.21. Vimos, primeiramente, que se f = f(t,x) é continua em (t,x) e Lipschitz em x, entdo
x(t;tg, w0) €CY emt e Lipschitz em (to, o). Vimos, em sequida, que se f(t,x,\) éCF em (t,z,)), k € N, entdo
x(t;t,20) € CF em (t,tg, 10, \) e C*1 em t com 3f+1:17(t;t0,:170, A) continua em (t;tg, xo, A). Mas podemos ter
uma informagao mais precisa olhando para a demonstracao do Teorema 5.20:

A regularidade em xo depende apenas da regularidade de f(t,x,\) em x. Mais precisamente, se f(t,x,\)
é continua em (t,x) e é Ck em x, entdo x(t; to, xo, A) € Ck em xzq. Para isso, note que ® na demonstracio do
Teorema 5.20 € de classe C* em (z,x0) e os outros parametros to e A podem ser mantidos fizos na aplicacdo
do teorema do ponto fixo uniforme.

A regularidade apenas em to depende, em geral, da regqularidade de f = f(t,z,\) em (t,x) e nao apenas em
t. Mesmo que f seja C* em t, mas apenas C* em x, a solucdo x(t;to,xo, \) €, em geral, apenas C* em to, a
menos que f seja independente de t e, nesse caso, a reqularidade em to € a mesma que a em t, ou seja, CF*1,
0 que veremos em seguida.

A regularidade de x(t;to,x0,\) em A depende da regularidade de f(t,xz,\) em (x,\). Mais precisamente,
se f(t,x,\) € continua em (t,z,\) e é C¥ em (x,\), entdo z(t;ty, 0, \) € C* em (0, )). Para isso, note que
® na demonstragdo do Teorema 5.20 € de classe C* em (z,x0,)\) e o outro pardmetro ty pode ser mantido fizo
na aplicacdo do teorema do ponto fixo uniforme.

A regularidade de x(t;to,x0,\) emt € a mesma que a regqularidade de f(t,z,\) em (t,z) “mais um”. Mais
precisamente, se f(t,x,\) € C* em (t,x), entdo x(t;to, o, \) € CKT em t com 8f+13:(t;t0,3:0,)\) continua em
(t;to,x0), 0 que pode ser deduzido através da equagdo diferencial x' = f(t,x).

Nao veremos a reqularidade analitica em detalhes, mas, por exemplo, se f = f(t,x,\) € analitica em (z,\),
entdo x(t;to, xg, \) € analitica em (to,xo,N), e se f = f(t,z,\) € analitica em (t,x, ), entdo z(t;to, xo, \) €
analitica em (t,tg, 2o, A).

Finalmente, o estudo da regularidade em X\ poderia ter sido reduzido ao caso do da reqularidade em x
considerando o sistema equivalente

' = f(t,x, N\,
N =0,

I(to) = 2o,
Ato) = Xo.

5.3. Expansoes assintéticas. Com os resultados de regularidade anteriores, podemos resolver certas equa-
¢oes diferenciais escrevendo as solugoes até uma certa ordem em expansoes assintéticas. Por exemplo, considere
a equacao
2 =z+ Az,
{ z(0) = 1.
Temos f(z,A) = z + Alnx de classe C* (de fato, analitica) em (0,+00) x R, entdo a solugdo z(t; A) (com
to = 0 e zp = 1 fixos, para simplificar) também é de classe C*° (de fato, analitica) no seu dominio de defini¢ao.
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Sabemos, também, que para A = 0, a solugao é x(¢;0) = e!. Derivando a equagio em relagdo a A, temos que
O\x satisfaz
(Ohz) = Ohx +Inz+ %8,\:10,
(9)\.%'(0) =0.
Para A = 0, usando que x(¢;0) = ef, temos
(Oaz) = Orz + t, z(0;0) =0,

cuja solugao é dyxz(t;0) = et — 1 — t. Portanto, temos

z(t;A) = 2(t0) + ha(t; 00N + O(A?)
= A —1—1)+O(NP),

que é uma aproximagao de primeira ordem em A vdlida para ¢ limitado (onde podemos limitar a segunda
derivada de z(t; A) em relagao a ).

Problemas

5.1 Considere o sistema do Problema 4.9 e denote por u(t; zg, yo) a solugdo com condigdes iniciais x(0) =
xo, y(0) = yo e por In(zo,yo) o intervalo maximal de definicio dessa solucdo. Mostre que o
dominio de definicdo D = {(¢,x0,¥0); Zo,%0 € R,t € L,(x0,y0)} é aberto e que u é continuo em
D. (Sugestao: use o fato de que g é uniformemente continua em subconjuntos compactos). Seja
T (20, y0) = sup In (70, y0). Mostre, também, que se T, (z0,y0) < +00, para um certo (xg,%o) € R?,
entdo |u(t; zo,yo0)| — +oo quando t  ToF (zo,yo)-

5.2 Considere o sistema do Problema 5.1 acima. Assuma que g é localmente Hélder continua, i.e., existe
0 € (0,1] tal que para todo compacto K C R, existe C'x > 0 tal que

l9(x1) = g(x2)| < Oxler — 2|’ Vi, 20 € K.
Mostre que para todo compacto U C R?, existe uma constante Dy tal que
u(t; 21, 91) = u(t; 22, y2)| < Du(|zr = z2|” + |y1 — yo)

para todo (¢, x1,y1), (¢, z2,y2) € D tal que u(s;x1,y1), u(s;x2,y2) € U, Vs € [0,1].

5.3 Seja U C R™ aberto e seja f € C1(U,R™). Denote por x(t;z0) a solucdo da equagio ' = f(x) com
x(0) = zg € U e por I, (o) o intervalo maximal de definigao dessa solugao. Seja y(t;zo, yo) a solugdo
da equagdo y'(t) = Df(z(t;x0))y(t) com y(0;20,y0) = yo. Mostre que y(t; xo,yo) estd definida em
I, (zp). Usando o Lema de Gronwall, mostre que se zg € U e Ix é um subintervalo compacto de
I, (x0), entdo para todo € > 0, existe um ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

|z(t; 20 + h) — x(t; z0) — y(t; w0, h)| < €lh], Yt € Ik, VIh| < 0.

Deduza que zg — x(t;z9) é continuamente diferencidvel em U para todo ¢ € I, (zg). Mostre que
(t;x0) — z(t;x0) é continuamente diferencidvel no seu dominio de definigao.

5.4 Demonstre a seguinte generalizacao do Lema de Gronwall: sejam w, «, 8 : [to,t1] — R continuas tais
que B(t) > 0e

t
w(t) < a(t) +/ B(s)w(s) ds, to <t <t.
to
Entao,
t
w(t) < oft) +/ B ITB(a(s) ds,  to <t <ty
to

Se a é constante, mostre que desigualdade de Gronwall segue da desigualdade acima apds uma simples
integragao.
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5.5

5.6
5.7

5.8

5.9

Demonstre a seguinte generalizagao do Lema de Gronwall devida a R. Mané: Seja M um espago
métrico completo munido de uma relacao de ordem = reflexiva, transitiva e fechada no sentido de que
se T, — T ey, — yem M com x, < y,, entdo x < y. Seja F' : M — M uma transformacao que
preserva a ordem = e tal que uma poténcia F*, para algum k € N, é uma contracdo estrita. Entao, se
x = F(z) e F(y) 2y, segue que z < y.

Faca os detalhes do Exemplo 3.11 dessa segao.

Mostre que a solugao z(t; xg) da equagao diferencial escalar ' = 1+ |z| é continuamente diferencidvel
em relagdo a zo em todo (t,z¢) € R2.

Considere o sistema de equagoes diferenciais

{ T = —6(56/)2
y'=—g+e(y)’
que modela a trajetéria de um projétil de coordenadas (x(t), y(t)) préximo & superficie da terra (g é

a aceleragdo da gravidade assumida constante) e sob uma resisténcia do ar proporcional ao quadrado
de sua velocidade (¢ > 0). Considere as seguintes condigoes iniciais:

2(0) =0, y(0) =h, 2'(0) =wv, ¥'(0) =0,

onde h e v sdo constantes positivas. Aproxime a solucao (z(t), y(t)) = (x(¢; ), y(¢; €)) por uma fungao
linear em ¢ e use essa aproximacao para estimar o tempo de voo do projétil (¢,,, > 0 tal que y(t,,) = 0)
e o seu alcance (x(tm)).

Sejam R o raio da Terra, M a sua massa e G a constante gravitacional (tudo em unidades de medida
compativeis). Seja x a altura de um objeto a partir da superficie da Terra. Sob a agao da gravidade,

x satisfaz a equacao diferencial
d’z GM

dt? (R4 x)2
com condigdes iniciais, digamos, x(0) = 0 e 2/(0) = vy > 0. Exatamente na superficie da terra (z = 0),
obtemos a aceleracao da gravidade g = GM/R. Podemos, assim, escrever a equacao na forma
d’z _ g
a2 (14 R 12)¥
Ache valores apropriados de & > 0 e 8 > 0 e € > 0 tais que sob a mudanca de variaveis 7 = [t e
y(7) = ax(t) a equagdo se torne
d?y 1
— = 0) =0, 3/'(0) =1,
2 A1) y(0) y'(0)
Observe que a e § tém, respectivamente, as dimensoes de comprimento e tempo, de modo que y e T
sao adimensionais. (A equacdo em y é a forma adimensional da equacao em z.) Resolva a equagio em
y tomando € = 0 e ache a altura mdxima (passando o resultado para as coordenadas x e t) alcangada
pelo objeto e o seu tempo de voo (tempo que leva para retornar & superficie da Terra), segundo essa
aproximagao. (Compare os resultados obtidos com os valores de a e 8.) Ache, agora, uma aproximacao
linear em ¢ da solugao da equagao em y. Mostre que a estimativa do tempo de v6o segundo essa tltima
aproximagao é maior.
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6. SOLUGOES GLOBAIS E SISTEMAS DINAMICOS

Solugoes globais de EDQOs. Processos. Propriedade de grupo e sistemas dinamicos. Exemplos.
[9, 1, 8]

6.1. Solugoes globais.
Proposicao 6.1. Seja f € Lipy,. (R x R™) com

If(t,x)] <alz| +b,  VY(t,w) € R xR™,
onde a,b > 0. Entdo I, (to, o) =R para todo (tg, o) € R x R™.

Dem.: Temos,

[z(®)] =

20 + /t:f(s,z(s)) ds

IN

|zo| +

/ alz(s)| + b ds

to

|z(s)| ds

to

IN

|xo| + blt — to| + a

Portanto, usando o Lema de Gronwall, obtemos
()] < (|zo| + bt — tol)e !~ "0l,

logo z(t) é limitado para ¢ limitado. Entéao, pelo Teorema 4.14, segue que T (tg, o) = —oo e T, (to, To) = +00,
i.e., Im(to,xo) =R. [l

Exemplo 6.2. Qualquer equagao linear ©’' = A(t)x +b(t) com A: R — L(R™) eb: R — R™ continuas € tal
que todas as suas solugoes sao globais.

Exemplo 6.3. Qualquer equagcio ' = f(t,x) onde f € limitada ou globalmente uniformemente Lipschitz
em x, além de continua, € tal que todas as suas solugoes sao globais. Por exemplo, x' = log(1 + x?), pois
x — log(1 + x2) € globalmente Lipschitz, e x' = sen(z?), pois x — sen(x?) € limitado.

Exemplo 6.4 (Equagao do Péndulo). Na equagio do péndulo, temos o sistema

0 =
V' = —9send.

que € da forma 2’ = f(x) em R? com f globalmente Lipschitz. Logo, todas as solugdes sao globais.

Exemplo 6.5 (Péndulo com atrito). Na equacdo do péndulo com atrito, temos o sistema
=y
y = —senz — ky,

6.2. Processos. Ha outros casos em que todas as solugoes sao globais se restringirmos o espago de fase do
sistema. Por exemplo, considere 2’ = 23 — x. Se |xo| < 1, entdo a solugdo estd definida globalmente, mas se
|zo| > 1, ela explode em tempo finito. Podemos, entdo, considerar U = {z;|z| < 1} e f(z) = 2® — x restrito a
U, de modo que todas as solugdes sao globais.

Considere, entao,

cujas solugoes sao, também, todas globais.

{ v =) (6.1)

I(to) = 2o,
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onde f € Lip,. (R x U) e tal que as solugdes x(t;to, 7o) sdo todas globais, i.e., I, (to, 7o) = R, para todo
(to,x0) € R x U. Isso implica em x(¢;tp,xo) € U para todo t € R. Podemos, com isso, definir uma familia
{U(t;to)}1,t, de operadores U definida para cada ¢,to € R por
U(t;to)xo = x(t;to, x0), Vro € U.

Essa familia tem as seguintes propriedades:

i) Ult;to) : U — U é localmente Lipschitz;
) Vaog € U,Vtg € R, t — U(t;tg)zo é continuamente diferencidvel em R;
ill) U(t;tl)U(tl;to) = U(tl;to), Vto,t1,t € R;
) U(to; to) = Identidade em U, Yty € R.

1
w

Definicao 6.6. Seja U um espago métrico completo. Um processo em U € uma familia {U(t;to)}e, de
operadores em U com as seguintes propriedades:
i) U(t;to) : U — U € continua;
) Voo € U,Vtg € Rt — Ult;tg)zg € continua em R;
i) U(t; t1)U(t15t0) = Ulty;to), Vi, t1,t0 € R;
V) U(to; to) = Identidade em U, Yty € R.

1

(2%

Definicao 6.7. Os operadores Ul(t;ty), t,to € R, obtidos da equagdo (6.1) cujas solugdes sdo todas globais
sao ditos os operadores fundamentais da equagao (6.1). A famiia de operadores {U(t;t0)}it, € chamada de
processo associado a, ou gerado pela, equagao (6.1).

Exemplo 6.8. O processo associado a equagio escalar x' = 2tz é U(t,ty) = exp(t? — 3).

Observagao 6.9. Nem todos os processos sao provenientes de equagoes diferenciais ordinarias, por exemplo:
(Ut;to)f)(s) = f(s+t—tg) emU={f:R — R; f limitada e uniformemente continua} munido da norma
do mdzimo. Note que neste caso U é de dimensado infinita e t — U(t;to)f ndo é CL. Além disso, t — U(t;to)
nao é continuo; temos, apenas, a continwidade de t — U (t;to)f. Essa situag¢ao € a regra em processos gerados
por equagoes a derivadas parciais.

Exemplo 6.10. Se considerarmos U = R e U(t;ty)xg como sendo a tinica solugio de x' = x2/3, x(ty) = w0
que € estritamente crescente (veja Observagao 4.9), entao {U(t;t0)}et, € um processo.

Observagao 6.11. Sob certas condicdes de regularidade, podemos fazer o caminho inverso e associar um
processo a uma equacao diferencial ordindria. Por exemplo, se U = R™ e as trajetorias t — U(t;to)xo sao
todas diferencidveis, entdo podemos definir f(t,z) = limp_o(U(t + h;t)x — x)/h, associando o processo a
equacdo ' = f(t,x). A regularidade de f, no entanto, dependeria de mais regularidade no processo, inclusive
para a questao da unicidade das solucoes da equagdo diferencial obtida.

Observagao 6.12. Podemos estudar processos apenas através dos operadores fundamentais {Uq(t)}+ definidos
por Up(t) = U(t;0), pois podemos escrever U(t;to) = Ug(t)Uo(to) ™!, onde a inversa Uy(to)™! existe e é dada
por Ug(to) ™! = U(0;tg). De fato, seque da definicdo 6.6, propriedade iii), que U(t;tg)~1 = Ul(to;t). Por outro
lado, dada uma famiia {Uo(t)}+ de operadores continuos e inversiveis, cujas trajetdrias sejam continuas e
com Up(0) = [Identidade], entio U(t;tg) = Uo(t)Uo(to)! gera um processo. Por exzemplo, se g = g(t) é uma
fungdo escalar positiva com g(0) = 1, entio Ug(t)x = g(t)z, Yz € R™ € tal que U(t;tg)x = Up(t)Uo(to) ™! gera
um processo. Se g for diferencidvel, esse processo estd associado & equagdo diferencial ' = g'(t)x/g(t).

Considere, agora, a equacao o’ = —3t2x3 /2. Suas solucoes sdo

Zo

N I

z(t) = z(t; to, zo) =
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cujos intervalos maximais de definicao sao

1713
L (to, zo) = ([tg — —2} ,+oo> .
Lo

Quando xg aumenta, T}, (zg,to) tende a tg. Logo, os operadores U (t;tg) sé estdo bem definidos em todo o
espago de fase se t > tg. Nesse caso, os operadores U (t;tg) ndo sdo inversiveis.

Defini¢ao 6.13. Os operadores U(t;tg), t > to, obtidos da equagao (6.1) cujas solugdes estao todas definidas
em [to, +00) sdo ditos os operadores fundamentais da equagdo (6.1). A famdlia de operadores {U(t;to)}e.e, €
chamada de semiprocesso associado &, ou gerado pela, equagao (6.1).

Definicao 6.14. Seja U um espago métrico completo. Um semiprocesso em U € uma familia {U(t;t0)}i>t,
de operadores em U com as sequintes propriedades:

) U(t;to) : U — U € continua;

) Vzg € U, Vg € Rt +— U(t;to)xg € continua em [tg, +00);
i) Utt)U(tto) = Ultto), ¥t >t > to;

) U(to; to) = Identidade em U, Yty € R.

Observagao 6.15. No caso de semiprocessos, os operadores Uy(t) = U(t;0) considerados na Observagao 6.12
ndao sao inversiveis e ndo sao suficientes para descrever 0s SeMIPTocessos.

6.3. Sistemas dindmicos. Quando a fungao f em (6.1) independe de ¢, obtemos uma classe importante de
equagoes diferenciais. O estudo dessas equagoes é o nosso objetivo principal.

Definicao 6.16. Uma equacao diferencial da forma

a’ = f(x)
€ dita autbnoma e uma equacdo diferencial da forma
¥ = f(t,x)

€ dita nao-autonoma.

Proposicao 6.17. Os operadores fundamentais U (t;tg) associados a uma equagao diferencial autdnoma cujas
solugées sao iunicas e globais sdo tais que U(t;tg) = U(t — to;0), Vt, to € R. Se as solugées nio sao globais
mas estao definidas em [to, +00), temos U(t;tg) = U(t — to;0), YVt > to.

Dem.: Se z(t) = Ul(t;tg)zg e y(t) = U(t — to;0)xp, entdo =’ = f(t,z) = f(z) e vy’ = f(t — to,y) = f(y) com
x(tp) = xo = y(to). Logo, pela unicidade das solugdes, temos z(t) = y(¢). O

Para um sistema auténomo, basta considerar a familia {S(t)}+ dos operadores fundamentais S(t) = Uy(t) =
U(t;0). Nesse caso, obtemos um grupo ou um semigrupo de operadores:

Definigao 6.18. Um grupo de operadores em um espago métrico completo U é uma famiia {S(t)}+ de oper-
adores em U com as sequintes propriedades:

i) S(t): U — U € continuo;
i7) Vzo €U, t — S(t)zo € continuo em R,;
iii) S(t)S(r) =S(t+7), Vt, T € R;

) S(0) = Identidade em U.

U
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Definicao 6.19. Um semigrupo de operadores em um espago métrico completo U é uma familia {S(t)}i>0 de
operadores em U com as seguintes propriedades:

i) S(t) : U — U € continuo;

i1) Vzo €U, t — S(t)zo € continuo em RT;
i) St)S(r) =S+ ), Vt,T > 0;
i) S(0) = Identidade em U.

Definigao 6.20. Um sistema dindmico em um espago métrico completo U € um grupo ou um semigrupo de
operadores em U.

Definicao 6.21. Os operadores S(t),t € R, obtidos de uma equagdo diferencial auténoma

¥ = f(z), z(0) = zo, (6.2)
cujas solugdes sdo dnicas e globais sdo ditos operadores fundamentais associados a (6.2). A familia de oper-
adores {S(t)}+ € chamada de grupo fundamental ou grupo ou sistema dindmico associado &, ou gerado pela,
equagdo (6.2). Se as solugdes estio, em geral, definidas apenas em [0,+00), entdo {S(t)}+ € dito semigrupo
fundamental ou semigrupo ou sistema dindmico associado &, ou gerado pela, equacdo (6.2), e os operadores
S(t) ainda sao chamados de operadores fundamentais.

Observacgao 6.22. Na tentativa de extrair a esséncia dos mecanismos envolvidos na dinamica das equagoes
diferenciais, se tornou comum restringir o estudo a equagoes definidas em variedades compactas, onde as
solugoes estao sempre definidas globalmente, eliminando certos problemas técnicos. Por isso, é comum en-
contrar definicoes de sistemas dinamicos que excluem o caso de semigrupos. E comum, também, encontrar a
terminologia de fluzos, para grupos, e semifluxos, para semigrupos, e, ainda, semi-sistemas-dindmicos, para
semigrupos. Podemos, também, considerar sistemas dinamicos locais, onde o intervalo de defini¢cdo varia com
as condigdes iniciais (o que definimos por x(t;tg,x0)). Mas, ndo importando as variagdes sobre o tema e as
nomenclaturas utilizadas, o objetivo € sempre estudar a dinamica envolvida em sistemas que evoluem com um
pardametro, que pode ou nao expressar tempo.

Exemplo 6.23. O sistema dindmico associado & equagao escalar ' = ax, onde a € R, € dado por S(t) =
e vt € R.

Exemplo 6.24. Seja Q C R™ aberto limitado cujo bordo é uma variedade de classe C'. Seja v = v(x) a
normal exterior do bordo de ). Seja f de classe C* no fecho Q de Q. Se o produto escalar f(x) - v(z) < 0
para todo x € ON), entdo a equacdo diferencial x' = f(x) define um semigrupo em Q, 1.e., para todo xo € €2,
existe um tnico x = x(t) = S(t)zo definido e continuamente diferencidvel em R, tal que x’ = f(x) em R e
x(0) = zg.

Exemplo 6.25. Seja Q C R? aberto limitado cujo bordo dQ é uma érbita periédica de x' = f(x) onde f é
uma fun¢do de classe C* definida em uma vizinhanca de Q). Entdo ' = f(x) gera um grupo de operadores em

Q. Por exemplo, considere

v =z(1—2%—y?) —by

y' =yl -2®—y?) + bz,
com Q sendo a bola aberta em R? de raio 1 e centrada na origem. Passando para coordenadas polares, temos
" =r(1—7r2%) e =b, ficando fdcil ver que r = 1 é uma érbita periédica do sistema acima.

Observacao 6.26. O nosso objetivo principal é estudar sistemas dinamicos, ou, mais precisamente, equagoes
autonomas. Mas mesmo no estudo de equacdes autonomas certas equacoes nao-autonomas aparecem natu-
ralmente da sequinte forma: se v = x(t;tg, To) € solugcdo de ¥’ = f(x) (por exemplo, uma solugao periddica)
e estamos interessados em estudar o comportamento do sistema em uma vizinhanca de x, entao podemos
considerar a diferencial 0,,x = Oy, x(t;to, o) de x, que satisfaz a equagdo diferencial nao-auténoma Oy x’ =

Df(x(t))0z,x-
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Ao considerarmos sistemas dindmicos, tentaremos, sempre que possivel, representar certos aspectos da
dindmica do sistema esbogando o seu diagrama de fase, que é o conjunto de todas as orbitas do sistema
munidas do seu sentido de evolugao. Esse esbogo sera feito tracando-se algumas 6rbitas e uma seta indicando
o sentido de evolucao dessas érbitas. Esse diagrama pode ser complementado com a representagao do campo
de vetores gerado por f = f(z), que sdo tangentes as érbitas. Gragas & unicidade das solugdes, sé hd uma
orbita passando por cada ponto do espago de fase. As dérbitas ndo se cruzam! Elas definem, na verdade, uma
relagao de equivaléncia no espago de fase. Poderiamos até dar uma definicao mais formal de diagrama de fase
envolvendo relagoes de equivaléncia e algo mais para indicar o sentido de evolugao, mas nao faremos isso.

Em um sistema néo-auténomo, o campo de vetores f(x,t) varia com ¢ e o diagrama de fase como definido
acima nao tem sentido. Mas podemos transformar uma equagao nao-autonoma em uma autéonoma aumentando
a dimensao do espago em uma unidade. De fato, dada uma equacao

{ ' = f(t,x)
I(to) = 2o,

podemos considerar

y(10) =10

o(70) = oo,
cujo espaco de fase é formado por (y,0) em R™ x R. Fazendo yg = xp e 09 = to, temos o(r) = 7 e
y' (1) = f(7,y), logo y(r) = z(7). Essa técnica é mais 1til quando f = f(t,x) é periddica em t (ou, mais
geralmente, quasi-periédica ou, ainda, almost-periodic). Nesse caso, podemos considerar como espago de fase
R™ x S1. A vantagem é que S' é uma variedade compacta, e ser compacto é sempre uma boa qualidade. O
porqué disso nesse caso ficara claro mais tarde.

Nas proximas duas segoes, vamos fazer um estudo mais detalhado de sistemas gerados por equacoes lineares.

Para essas equacoes, os préximos resultados sao 6bvios.

Proposicao 6.27. Seja A: R — L(R™) continua e sejam U(t;to), t,to € R, os operadores fundamentais da

equagao linear
{ ' = At)z,
.I(to) = X,
cujas solugoes estio definidas globalmente. Entao, os operadores U (t;tg) sao lineares, i.e., U(t;to)(z1+axe) =
U(t; to)l’l + OéU(t; to)l‘g.

A versao do resultado acima para equagoes autonomas € a seguinte:

Proposicao 6.28. Seja A € L(R™) e seja {S(t)}+ o grupo gerado pela equacdo auténoma ' = Ax. Entao,
S(t) € LIR™) para todo t € R.

O

Problemas

6.1 Considere o Problema 4.9. Mostre que se f e h sao globalmente Lipschitz, entao as solugoes estao
definidas para todo ¢t € R.

6.2 Considere o Problema 4.10 e mostre que se f e g sao globalmente Lipschitz, entao as solugoes estao
definidas para todo t € R.

6.3 Sejam f,g: R — R de classe C! com f globalmente Lipschitz e g ndo-negativa. Mostre que as solucoes
da equagao

o' = f(z) - zg(x)

geram um semigrupo de transformagoes em R.

6.4 Convenca-se das afirmacoes feitas nos Exemplos 4.24 e 4.25.
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6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Seja f: R™ — R™ localmente Lipschitz. Mostre que se

lim sup f(z)2 I

< +o00,

entao as solugoes de 2’ = f(x) estdo definidas globalmente.

Seja f : R™ — R™ uma fungao localmente Lipschitz e homogénea de grau maior que um, i.e., existe
r > 1 tal que f(sz) = s"f(x) para todo x € R™ e todo s > 0. Mostre que se f(x) é um multiplo
positivo de z para algum 2 € R™ nao-nulo, entdo alguma solucdo da equacao diferencial o’ = f(x)
explode em tempo finito, i.e., nao esta definida para todo ¢ > 0.

Dos sistemas bidimensionais abaixo, com x(0) = z¢ e y(0) = yo, determine quais tém todas as suas
solugoes definidas para todo t > O:

= —y?, { x = xy?, { 2’ = xseny,
a b c
) { y' = zy; Iy = v — o2 I\ v = y(2 —at);

Considere a equacao diferencial integral

{ (1) = Fa(®) + [ gla(s)) ds
.I(to) = Xp.

onde f e g sdo globalmente Lipschitz em R. Como no Problema 6.2 acima, as solugdes x(t; to, zo), onde
to,zo € R, est@o definidas para todo ¢t € R. Verifique se a familia de funges {U(t,¢0) }1,t9, t,t0 € R,
dada por U(t;to)xo = (t;to, o) é um processo em R.

Considere as equagoes do Problema 6.2. Considere a varidvel auxiliar ' = g(x) e mostre que as
equagoes em questdo podem ser transformadas (imersas, na verdade) em sistemas dindmicos bidimen-
sionais.



PARTE 3

SISTEMAS LINEARES
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7. SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS cOM COEFICIENTES CONSTANTES

Fungao exponencial. Classificacdo de pontos fizos. [9, 1, 8, 5]
Considere a equagao

{ ((; A i (71)

onde A € L(R™). Para resolver essa equacao e estudar a sua dindmica, vamos utilizar a forma candnica de
Jordan de A, achando coordenadas apropriadas no espaco de fase para simplificar a equagido. Note que se B
é uma transformacao similar a A, entdo existe P inversivel tal que P"'AP = B. Logo, se x = z(t) é solucdo
de (7.1), entdao y = P~ 'x satisfaz

y' =P 2’ = P 'Az = P"'APy = By,
com y(0) = P~ lzg. A volta também é verdade. Temos, entdo, o seguinte resultado:

Proposigao 7.1. Sejam A,B,P € L(R™) tais que P ¢ inversivel e P"1AP = B. Seja {S(t)}+ o grupo
fundamental associado a ¥’ = Az e seja {T(t)}+ o grupo fundamental associado ay' = By. Entio P1S(t)P =
T(t), para todo t € R.

O
Portanto, precisamos entender as equacgoes lineares envolvendo blocos de Jordan e, depois, entender o que
acontece com essas equacoes sob mudancas de varidveis.

7.1. Sistemas bidimensionais. Em R?, temos os seguintes casos possiveis:

(1) Auto-valores reais distintos A, Aa.
(a) Quando A2 < Ay <0, a origem é um nd atrator.
(b) Quando 0 < A1 < Ag, a origem é um nd repulsor.
(¢) Quando Ay < 0 < Ay, a origem é um ponto de sela.
(2) Auto-valores reais iguais A.
(a) Quando A < 0, a origem é um nd imprdprio atrator.
(i) Caso diagonélizavel
(ii) Caso nao-diagonélizdvel
(b) Quando A > 0, a origem é um nd imprdprio repulsor.
(i) Caso diagonalizavel
(ii) Caso nao-diagonalizavel
(3) Autovalores complexos (conjugados) o £ /3.
(a) Quando a < 0, a origem é um foco atrator.
(b) Quando « > 0, a origem é um foco repulsor.
(¢) Quando o = 0, a origem é um centro

Além desses, temos os casos degenerados, onde um ou ambos autovalores sao nulos.

Podemos, também, obter a classificacio da origem (como ponto fixo) diretamente do trago tr A e do
determinante det A de A, pois eles sao invariantes por similaridade e iguais a soma e ao produto dos autovalores,
respectivamente.

7.2. Sistemas m-dimensionais. Em R™, m > 3, temos generalizacoes das situacdes encontradas em R2.
As mais notdveis sao as com mais de dois autovalores imagindrios puros, onde podemos ter 6rbitas periddicas,
se eles (esses autovalores) forem racionalmente dependentes, ou quasi-periddicas, se eles forem racionalmente
independentes. Também podemos ter blocos nilpotentes associados a autovalores complexos. De qualquer
forma, podemos fazer as seguintes classificagoes:

(1) Se todos os autovalores de A tém parte real negativa, entdo a origem é um ponto fixo atrator.

(2) Se todos os autovalores de A tém parte real positiva, entao a origem é um ponto fixo repulsor.

(3) Se alguns autovalores de A tém parte real positiva e outros tém parte real negativa, mas nenhum tem
parte real nula, entao a origem é um ponto fixo de sela
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7.3. Exponencial de um operador linear. No caso da equagio escalar ' = ax, z(0) = ¢, onde a € R, a
solugao se escreve z(t) = zge®. Podemos generalizar essa idéia para um sistema de equagoes dando sentido &
exponencial de um operador linear.

No caso da funcao escalar e?, ela é normalmente definida como sendo a fun¢ao inversa do logaritmo definido
por

b1
1ogb:/ — ds, Vb > 0.
1 S

Mostra-se, entao, que a e satisfaz

ettt = b, Va,b € R; (7.2)
(et = e Va € R;
e tem as seguintes propriedades
d
aeat = ae’; (7.4)
a _ = a"
n=0
. a\"
e’ = lim (1 + —) ; (7.6)
n—oo n
a —n
o _ (1 _ _) : 7.7
“ =y (77)
1 eS
a _ - dc: 7.8
= o / o (7.8)

onde v é uma curva fechada simples no plano complexo envolvendo a.
No caso de um operador linear A € £L(R™), podemos definir e# (ou exp(A)) usando qualquer uma das cinco
propriedades acima. Como ponto de partida, temos

Proposicao 7.2. Seja A € L(R™). Entao a série

> % (7.9)

n=0

converge absolutamente em L(R™) definindo um operador que denotamos por e

de A.

ou exp(A) e dito a exponencial

Dem.: Temos
o0

D

< i LA™ jay
- n!
n=0 n=0

mostrando, pelo teste de Weierstrass, que > A™/n! converge absolutamente em L£(R™). O
Como resultado mais importante, temos

An
nl

Teorema 7.3. Seja A € LR™), m € N, e seja {S(t)}+ o grupo fundamental gerado por ' = Ax. Entdo
S(t)=e" e
d
EetA _ AetA
para todo t € R.

Dem.: Para [t| < T, temos

i A" TlAl
n! = ’
n=0
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logo, pelo teste de Weierstrass,

X in gAn
tA Z t A
e =
n!
n=0
converge absolutamente e uniformemente para ¢ em subintervalos compactos de R. Portanto, podemos difer-
enciar termo a termo e obter

d A _ & ntt—1An 7 e n—1gqn—1 B & A" B A
e _Z n! _ZA (n—1)! _Anz = e

n=1 n=1

em L(R™). Logo, z(t) = e!4z é solugio de 2’ = Az com z(0) = e’y = 2. Pela unicidade das solugdes da

equacdo diferencial 2/ = Az temos que e'4xg = S(t)xo, logo €4 = S(t) em L(R™).
Uma outra demonstragao é comegar com x(t) = S(t)xo e observar que z = z(+) é o limite da seqiiéncia de
Picard

Io(t) = Xy,
t
z1(t) = a0 —|—/ Azo(s) ds = xo + tAxo,
0
K t
xz2(t) = xo —|—/ Az1(s) ds = o + tAxo + §A2:170,
0
tnflAnfl
W) = (I+tA+ -+ ——
Zn(t) <—|— + +(n_1)!)x0
e, portanto, S(t) = e*4. O
Omitimos a demonstracao da préxima proposicao.
Proposicao 7.4. Seja A € L(R™). Entdao,
A n
e = lim <1 + —) ; (7.10)
n—oo n
A —n
e = lim <1 - —) ; (7.11)
n—oo n
1
A = —— [ e(A-¢D)THdG 7.12
€ 27TZ € ( C ) <7 ( )

¥
onde vy € uma curva fechada simples envolvendo todo o espectro de A.

Observagao 7.5. Poderiamos ter tomado como definicio de e qualquer uma das expressées na Proposicdo
7.4. No caso de equagies a derivadas parciais, porém, a unica defini¢ao vdlida é (7.11); uma variagdo de
(7.12) (mais precisamente, uma variagao em ) € vdlida em alguns casos, mas as formas (7.9) e (7.10) nao
tém sentido, em geral.

Observagao 7.6. A expressio em (7.12) seque da férmula integral de Cauchy
1 f(Q)
1) = 5 [ 2L
2mi /., (¢ —2)
valida quando v € uma curva fechada simples no plano complexo envolvendo z e f € uma funcdo analitica.
Para uma fung¢do inteira f, podemos definir f(A) para um operador A € LIR™) (ou qualquer operador linear
limitado A em um espago de Banach), através de

fA) =5

/j@MA—aer

T



49

independentemente da escolha de v, desde que v envolva todo o espectro de A, caso em que a inversa R(¢) =
(A— (D)7 estd definida para todo ¢ € . Podemos fazer isso também para uma fun¢do analitica f ndo inteira
desde que o espectro de A esteja todo contido no dominio de analiticidade de f.

Quanto as extensoes de (7.2) e (7.3) é facil ver que

eltt9)A — elhetB, Vt,s € R™,
que segue da propriedade de grupo S(t + s) = S(t)S(s) de et = S(t). Com isso, temos, também,
I=¢e"=elt—04 = etdet4, Vvt € R,

logo, fazendo t = 1,

(M) t=e4 VA € L(R™).

)

O caso mais delicado é o da extensdo de e?t? = e%eb = ebe®, pois, em geral, matrizes ndo comutam.
Proposicao 7.7. Sejam A, B € L(R™). Se AB = BA, entao

eB = Bet (7.13)

eAMB = B = eBeA (7.14)

Dem.: Primeiramente,

eAB:<i%>B:Z—.B ZB

n=0 n=0

Além disso,

dagny gy EALE e
dt Jim -
(14 _ g4 (tHm)B _ otB
= {%ew ¥ etA%}
— AetAetB +etABetB AetAetB —|—BetAetB
(A + B)ete!B.

Logo, pela unicidade das solugdes da equacao diferencial 2’ = (A + B)z, temos que
el ATB) — (tAGtB vt € R.

Fazendo t = 1, obtemos (7.14). O
Vale lembrar, finalmente, que, pela Proposicao 7.1, temos

-1
P*leAP — eP AP'

Essa relacao também pode ser demonstrada diretamente da série de poténcias:

-1,A -1 - - - 1AP PTlAP
P leAp=p (Z ) ZP—PZ =e .

n=0

Em resumo, temos as seguintes propriedades dos operadores fundamentais e*4 = S(t), t € R :
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1. %em = Aett = ¢t 4;
L AT
tA _ .
2. e = nzzo T
tA\"
3. eth = lim <1 + —) ;
n—oo n
tA\ "
4. et = lim <1 — —) ;
n—oo n
tA 1 t¢ —1 .
5. e = % e (<I — A) dc,
2l
6. e(t-l—s)A _ etAesA;
7. ((3“4)71 = e t4,
8. 4B = Bet, se AB = BA;
9. lA+B) = ctActB se AB = BA;
10. P letAp = tP AP, VP inversivel.

7.4. Exponencial de blocos de Jordan. Podemos escrever explicitamente as solugoes de equagoes da forma
o’ = Az, A € R™*™ através da forma de Jordan B = P~'AP de A, pois vimos que e!4 = Pe!BP~1. Basta,

entao, que saibamos escrever a exponencial de blocos de Jordan.
Se

By
By

By,

em blocos, i.e., os B;’s sao sub-blocos e os sub-blocos nao indicados sao nulos, entao

etB1
ot B2
otB —
ot Bk
o que pode ser facilmente visto pela série de A, pois
B, " B}
Bs BY
B" = =
By,
Os blocos de Jordan reais sao
A
1 A
B =}, e B =

By
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correspondendo a autovalores reais A, e

= ]
— o 9

B_{a _ﬁ], e B=

correspondendo a autovalores complexos conjugados a & ¢03.
Obviamente,

ot — [eAt} :
para um bloco unidimensional [A] com A € R.
No segundo caso acima, em que B = Al + N com N nilpotente, como Al comuta com N, temos

etB _ et)J-l—tN — etkletN _ ektetN'

Além disso, sendo N nilpotente com N* = 0 (sendo o bloco k x k), entdo

tk*lNk*l
tN
—J4+tN+. o=
e + + o+ TN
pois os outros termos da série se anulam. Sendo
0
1 0
N = ,
1 0
é facil calcular cada poténcia N7, j =1,...,k — 1, e obter
1
t 1
otN — t*/2 t1
k-1 - 22t 1
Logo,
1
t 1
OB — N t2/2 t 1
(k=1 - #2/2 0t 1

Outra maneira de obter esse resultado é considerar o sistema
x) = Ary
xh =11 + A1)
xh = X2 + A3

T}, = Tp—1 + ATk,
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e resolver por indugao:

z1(t) = zoreM,
z2(t) = (w02 + zort)e™,
th—1
rp(t) = <330k + ZTog—1t + -+ + To1 = 1)!) e
No caso complexo, considere o sistema
{ ' =ar— By
y' =P+ ay.
Passando para coordenadas polares, x = rcosf e y = rsen#, temos o sistema
{ ' =ar
0 = g.
Logo,
r(t) = roe*
0(t) = 0o + Ot.

Como cos8(t) = cos(fy + [t) = cos by cos ft — sen Oy sen St, temos
x(t) = r(t) cos O(t) = e®*(rg cos By cos Bt — 1o sen g sen Bt) = e (xq cos Bt — yo sen 5t).

Analogamente, temos y(t) = e*(zg sen St + yo cos Bt). Portanto,

a —pf | cospBt —senft
exp(t[ﬁ e’ }>_et{senﬂt cos Bt }

Outra maneira de obter isso é complexificando, escrevendo

_ a —f0 | a+ip 0
o[ § Fe="0" L0

(1[5 ) = enle] 57 2 ]e)
= qe(t] "7 1)

(a+iB)t 0
— € -1
- Q |: O e(o‘_iﬂ)t :|

ot

= o)) S |e

e obtendo

o cos Bt + isen 5t 0 1
- ° Q[ 0 cos 3t — isen Bt Q

_ ot | cOS Ot —sen Gt
senft  cos(t ’

Note que o mesmo operador @ é tal que

_1| cospBt —senpft | cosft+isenft 0
Q sen Bt  cos [t Q= 0 cosfBt —isen Bt |’
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De fato, é facil verificar que @) independe de « e 3 e é dado por

0= 1 1 —i
V2l -t 1 |°
Omitimos a andlise do tltimo caso, com um bloco nilpotente associado a autovalores complexos, pois ele é
mais envolvido computacionalmente, mas é apenas uma combinacao dos casos acima.

7.5. Andlise do oscilador harmonico.

Problemas

7.1 Se L € L(R™), denote por o(L) C C o espectro de L, i.e., o conjunto de seus autovalores. Se
A € L(R™), mostre que o(e?) = e7(4),

7.2 Considere R” munido de um produto interno e seja A € L(R™). Mostre que (e4)* = e?”, onde
indica o operador adjunto. Mostre que se A é (1) normal, (2) auto-adjunta, (3) anti-simétrica, entao
e é (1) normal, (2) auto-adjunta, (3) ortogonal.

7.3 Sejam A, B € L(R™). Mostre que e!4+5) = ¢t4¢tB Vvt € R se e somente se AB = BA.

7.4 Considere R™ munido de um produto interno e seja A € L(R™) anti-simétrica. Seja M = {x; Az = 0},

o nucleo de A e seja Py; a projecao ortogonal sobre M. Mostre que

Wk

t
lim l A ds = Pyy.
t—oo t 0
7.5 Sejam A, B € L(R™) tais que AB = BA. Mostre que se a origem é um ponto fixo atrator (resp.
repulsor) para ' = Az e y’ = By, entdo ela também o é para 2’ = (A + B)z. E se a origem for um
ponto fixo de sela para #' = Az e y' = Ay, podemos afirmar o mesmo para ' = (4 + B)z?
7.6 Construa um exemplo em R? para mostrar que, em geral, o resultado do problema anterior nio se
estende para o caso em que A e B nao comutam.
7.7 Classifique o sistema bidimensional 2’ = Ax e esboce o seu diagrama de fase nos seguintes casos:

N TS A e

[ -2/3 2/3 1 =217 [ -2 -3
d)A_{—z/?) —7/3}’ e)A_[—1 0}’ f)A_[3 —2]'
7.8 Considere o sistema 2’ = Az onde

A= { ' g/i/4 a_+5:>/,;14 ] :

com a € R. Sendo os autovalores de A complexos, determine os valores de a para os quais a origem
é um foco atrator, um foco repulsor e um centro. Ache uma matriz real P tal que P~'AP esteja na
forma canodnica real de Jordan. Como A nao é ortogonal, P leva uma circunferéncia em uma elipse.
Para determinar os semi-eixos principais dessa elipse, utilizamos a decomposi¢ao em valores singulares
de P, que diz que existem matrizes ortogonais reais U e V tais que U*PV = X, onde ¥ = diag(o1,02)
é uma matriz diagonal com 01,02 > 0. As colunas de U sio os autovetores ortonormais u; e uy da
matriz simétrica PP* e 0% e 03 sdo os autovalores dessa matriz PP*. Verifique a partir da férmula
P = UXV™ que a circunferéncia unitaria é levada por P na elipse de semi-eixos o1u1 e oous. Tendo
isso em mente, esboce o diagrama de fase do sistema em questao para valores tipicos de a.

7.9 Podemos resolver a equacao
dy cx+dy

dr  ax+by
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em U = {(z,y); ax + by # 0}, resolvendo o sistema linear

alv)=1eal(h)

e, se possivel, invertendo z = z(t) e fazendo y = y(t(z)). Estude condi¢bes em termos dos dados
iniciais y(xg) = yo e dos autovalores e autovetores da matriz acima que garantam a existéncia de
solugoes y = y(x) definidas para todo z € R ou para todo x > 0. (Sugestao: olhe para o diagrama de
fase do sistema linear.)

7.10 Usando o método descrito no problema anterior, ache a solucao da equagao

dy Yy
YW_14Y 1) =1.
dz +x’ y(1)
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8. SISTEMAS LINEARES NAO-AUTONOMOS E NA0O-HOMOGENEOS

Solugao fundamental. Formula de Variagao de Constantes. Variacdo de Volumes e Formula

de Liouville. [9, 1, 8]

8.1. Sistemas nao-autéonomos homogéneos. Considere
= Atz

{ ,T(lfo) = Zo, (81)
cuja familia de operadores fundamentais denotamos por T'(¢;t9). No caso de uma equacao escalar ' =
a(t)z, z(tg) = xo, a solugdo é z(t) = xg exp(fti a(s) ds). Portanto, somos tentados a escrever a solugdo de
(8.1) como

t
.’L'(t) — eft() A(S) dS,TO’

que envolve a exponencial do operador
t

A(s) ds,
to
que nada mais é do que operador obtido integrando-se cada entrada da matriz A(s). No entanto, nem sempre
isso é verdade. Isso esta associado ao fato dos operadores lineares nao comutarem em geral.

Proposicao 8.1. Seja A = A(-) € C(R,L(R™)) e seja {T(t;t0)}i1, a famidia dos operadores fundamentais
associados & equacdo (8.1). Se A(t)A(s) = A(s)A(t) para todos s,t € R, entao

T(tito) = el A= vt 1, e R,

dief;b A(s) ds _ A(t)ef:o A(s)ds _ [} Als) 9 4(1).
14

[/ ( /fum dT) A(s) do

t ptth
/ A(T)A(s) drds
to Jt

/tt /t " A A(r) dras
_ /t:A(s) (/tHhA(T) dr) ds
(/t: A(s) ds) (/tHh A(T) dT) .

Dem.: . Se A(t) e A(s) comutam, entao

( [ e dT) ([ 400

Logo, pela Proposigao 7.7,

exp (f:;rh A(s) ds) — exp (ftto A(s) ds) o (ftto A(s) ds + f:Jrh A(s) ds) — exp (ftto A(s) ds)
h N h
o (ftHh A(s) ds) exp (f:o A(s) ds) — exp (ftto A(s) ds)
N h
t+h B .
= P (ft 12( ) ) ! exp ( t A(s) ds)
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Da série de poténcias da exponencial de um operador, temos

% (exp (/Hh A(s) ds) - I) = %/H_h A(s) ds + O(h) ot A(t)

%exp < /t t A(s) ds) = A(t) exp < /t :A(s) ds) = exp < /t :A(s) ds) A(t),

onde a tltima igualdade segue da comutatividade entre A(t) e A(s). Logo, pela unicidade das solugdes da

equagao diferencial em questao, temos
t
T(t;tg) = exp (/ A(s) ds) .
to

Observacao 8.2. Veja o Problema 8.1 para uma generalizacao da Proposicdo 8.1 acima.

Portanto,

Exemplo 8.3. Considere a equacdo
xh = 2tx; + a2
xh = x1 + 2tws.

que € da forma ©' = A(t)x, onde
2t 1
Alt) = [ 1 2 ] :

E fdcil ver que A(t)A(s) = A(s)A(t), Vs,t € R, logo a solu¢io pode ser obtida através da Proposicio 8.1.

Temos .
t2—t2 t—tp t+to 1
/toA(S)dS_{ totg -2 | TET T gy |
que € diagonalizdvel com autovalores independentes de t, o que facilita os cdlculos mas ndo € necessdrio.
Temos, de fato

p-1 t+to 1 | tH+te+1 0
1 t4t n 0 t+to—1 |’
onde
1 1 1
P=Zl1 Al
com P = P = P~1 (P é uma reflexdo pura). Com isso,
¢
. - _ _ —1 t + to + 1 0 —1
T(t;to) = exp (/to A(s) d8> = Pexp (U to)P { 0 t4to—1 | )T
2| cosh(t —tg) senh(t—to)

- - senh(t —to) cosh(t —¢p) |’

Se os operadores A(t), ¢ € R, ndo comutam, entdo ndo podemos, em geral, explicitar mais as solugoes.
Podemos, contudo, obter algumas informacoes:

Proposicao 8.4. Seja A = A(-) € C(R,L(R™)) e seja {T(t;to)}e.t, a familia dos operadores fundamentais
associados & equagao ' = A(t)x. Entdo T(t;tg) € LIR™),

Drs10) = AWT(W:10), em £(E™),
LD (tt0) = TG 10)Alle), em LR™)
0

e, em geral, T(t;tg) ndo comuta nem com A(t) nem com A(to).
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Dem.: Sé nos resta mostrar a identidade envolvendo a derivada em relacao a to. Os outros resultados ja foram
demonstrados antes. Temos

T(t;to + h) — T(t:to) T(t;to + h) — T(t;to + h)T(to + hs to) I —T(to + hsto)
— =T(t;to+h)————-
I h I
T(to+hito) =1 nos
— T(t:to+ h)% B0 (ko) Alt).

O
Proposicao 8.5. Seja A= A(-) € C(R, L(R™)) O espago de solugdes E = {x € C(R,R™); 2’ = A(t)z} € um

espaco vetorial de dimensdo m.

Dem.: Primeiramente, sendo a equagao linear e homogénea, é facil ver que um multiplo escalar de uma solucao
também é uma solucao e que a soma de duas solugoes também é uma solugao, o que mostra que = é um espago
vetorial. Para ver que = tem dimensao m, fixe um tempo inicial ¢(, digamos tg = 0, e note que toda e qualquer
solugao pode ser escrita unicamente na forma

x(t) = T(t;0)x(0) = T(t;0)(are1 + - - - + amem) = a1T(t;0)er + - - + an T (t;0)em.
Ou seja, {T(+;0)eq,...,T(-;0)en} é uma base de E. O

8.2. Sistemas nao-homogeéneos e férmula de variacao de constantes. Considere a equagao linear nao-
homogeénea

' = A(t)x + b(t)
’ 8.2
{ LL‘(tQ) = X9 ( )
A solucao da equagao homogénea associada
Y = Alt)y,
8.3
{ y(to) = Yo- (83)

se escreve
y(t) = T(t: to)yo-
Seguindo a interpretacao em [1], podemos olhar a relagao
u="T(tto)v (8.4)
como sendo uma mudanca de varidveis (T'(¢;tg) é inversivel), de forma que
u=Alt)u e Alt)u =u = A@®)T (t;to)v + T(t;to)v" < A(t)u = A(t)u + T(t;to)v" < o' = 0.

Isto significa que a mudanca de varidveis (8.4) “retifica” a equacao homogénea (8.3), pois as solugdes de v’ =0
sao constantes. Sob essa mesma mudanca de variaveis, temos, para o sistema nao-homogéneo,

u' = A(t)u+b(t) & At)u+b(t) = A(t)u + T(t;to)v < v = T(t;to) 1 b(t).

Note que essa equagao em v pode ser resolvida “explicitamente”. Temos

t

t

v(t) = v(to) —|—/ v'(s) ds = T(to; to)  ulto) +/ T(s;t0) " tb(s) ds.
to to

Como T(to;tg) = I e T(t;tg) ™t = T(to;t), entdo

v(t) = u(to) —I—/ T (to; s)b(s) ds

to
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Voltando para a varidvel u, temos (como T'(¢;tg) ¢é linear)

u(t)

T(t;to)v(t) = T(t;to)ulto) + T'(t;to) /t T'(to; s)b(s) ds

to

T(t;to)u(to) + /t T(t;t0)T (to; s)b(s) ds

to

T(t;to)u(to) —|—/ T(t; s)b(s) ds.

to
Esta é a chamada formula de variacao de constantes.
Teorema 8.6. Seja A = A(-) € C(R,L(R™)) e seja {T(t;to)}i,e, o familia dos operadores fundamentais

associados & equagcdo homogénea (8.8). Seja b="b(-) € C(R,R™) e seja {U(t;to)}i,i, 0 famdlia dos operadores
fundamentais associados a equagao nao-homogénea (8.2). Entdo,

t
U(t; tQ)JJQ = T(t; tQ)JJQ + / T(t; s)b(s) ds, Vi, to € R. (85)

to
]
No caso da equacao homogénea correspondente ser auténoma, temos

Teorema 8.7. Sejam A € L(R™)) eb = b(-) € C(R,R™) e seja {U(t;t0) ., @ familia dos operadores
fundamentais associados & equagio ndo-homogénea x' = Az + b(t). Entdo,

t

Ul(t; to)zo = etz +/ et =94p(s) ds, Vi, to € R.
to

|

Observagao 8.8. O nome férmula de variacao de constantes vem do fato da solucao do problema homogéneo

ser T'(t;to)yo e de procurarmos a solugdo do problema nao-homogéneo correspondente apenas “variando” yo
em relago ao tempo na expressio acima e escrevendo x(t) = T (t;to)v(t).

Exemplo 8.9. Considere a equacdo escalar de sequnda ordem

'+ =t
xz(0) = zo, 2'(0) = yo.

Podemos escrevé-la como um sistema de duas equacoes de primeira ordem:

) =18l (0):

Se
0 1
=[5
entao
oA cost sent
~ | —sent cost |’
Logo,
t t
/efsAb(S) ds:/ coss —sens 0 gs — [ teost—sent )
0 0 sen s COS § S tsent 4+ cost
Portanto,

T (t)— cost sent To I cost sent tcost —sent
Y | —sent cost Yo —sent cost tsent +cost )
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Obtemos, com isso, a soluc¢do

x(t) = (xo+tcost—sent)cost+ (yo+ tsent+ cost)sent
= xgcost+ypsent 4+ t.

A férmula de variagao de constantes evidencia um fato que poderiamos ter visto diretamente da equagao:
a solugao da equagao nao-homogénea é a soma de uma solugao particular

t
/ T(t; 8)b(s) ds
to
(independente da condigao inicial), com todas as solucoes T'(¢; to)xo do problema homogéneo associado. Pode-
mos ter também uma solugao particular da forma

t
T(t;to)x: —I—/ T(t;s)b(s) ds
to
(com x; fixo), & qual podemos adicionar qualquer solugao T'(t;tg)ze (com xo arbitrdrio) do problema ho-

mogéneo associado.
Isso implica em que o espaco de solugoes da equagao homogeénea é um espago afim de dimensao m:

{z €
uma

Proposicao 8.10. Seja A = A(-) € C(R,L(R™)) e seja b=b(-) € C(R,R™). O espago de solugies =
C(R,R™); o' = A(t)x + b(t)} € um espago afim de dimensao m da forma Z = & + =2, onde §{ € 2
solugao particular e Zg € o espago vetorial das solugoes do problema homogéneo associado x' = A(t)x.

o, |

Observagao 8.11. No caso de uma equagdo nao-linear &' = f(x) com f globalmente Lipschitz em R™, pode-
se mostrar que o espaco de solugdes é uma variedade topoldgica de dimensido m, e que, se f € de classe C*,
k € N, entdo essa variedade € diferencidvel de classe C* e com os planos tangentes dados pelos espacos das
solugoes das equagoes linearizadas y' = Df(t,x(t;x0))y, o € R™. O mesmo vale, em geral, para a equagdo
2’ = f(t,x) com f € Lip,. ,(W), W C R xR™ aberto, mas esse caso € tecnicamente mais delicado.

8.3. Férmula de variacao de constantes nao-linear. A férmula de variagao de constantes pode ser esten-
dida para certos sistemas nao-lineares. Nesse caso, ela nao é mais uma férmula explicita para a solugao, mas
ainda assim é extremamente 1til, por exemplo, no estudo da estabilidade de pontos fixos, de 6rbitas periddicas
e de outros objetos e no estudo da dimensao fractal de atratores, como veremos posteriormente.

Teorema 8.12. Seja A = A(-) € C(R,L(R™)) e seja {T(t;to)}er, a familia dos operadores fundamentais
associados o equagao homogénea (8.3). Seja f € Lip;,.(W), W C R x R™ aberto, e seja x(t;tg,x0) a a
solugao maximal de
{ = A(t)x + f(t,x),
I(to) = Xo.
Entao,

t
x(t;to, xo) = T(t;to)xo +/ T(t;s)f(s,z(s;to,x0)) ds, Y(to, xo) € W, Vt € I, (to, zo)- (8.6)
to
Dem.: Basta definir b(t) = f(¢, z(¢; to, zo)) e observar que x(t; to, xo) coincide com a solugdo do problema linear
y = A(t)y + b(t) com y(tg) = zo. Note que b(-), nesse caso, nao estd definido em todo R, mas isso ndo é
problema. Outra demonstragao é derivar a expressao do lado direito de (8.6) e obter que ela satisfaz a equagao
diferencial @’ = A(t)x + f(t,x) com x(ty) = xo. O
No caso particular em que a equagao é autonoma, temos

Teorema 8.13. Sejam A € L(R™)) e f € Lip,,.(U), U C R™ aberto. Seja x(t;z0) a solugdo mazimal de

{ o’ = Az + f(x),
z(0) = xo.
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Entao,

t
z(t; o) = el Az, +/ e f(x(s;20)) ds, Vg € U, Yt € Iy (x0).

to

8.4. Oscilador harmodnico forcado sem atrito.

2" + w?r = cos(vt).

8.5. Evolucao de volumes - Férmula de Liouville.

Lema 8.14. A funcio w : LIR™) — R definida por w(L) = det L é de classe C* (de fato, analitica) com

dw(L)-H = tr (HL Y )w(L), VH,L € L(R™) com L inversivel.

Proposicao 8.15. Seja A = A(-) € C(R,L(R™)) e seja {T(t;t0)}i,1, @ famdia dos operadores fundamentais
associados & equagdo ©’' = A(t)x. Seja X € L(R™). Entao,

%det(T(t; t0)X) = tr A(t) det(T(t;t0)X),  VteR.

Dem.: De fato,
D det(M(t:10)X) = “Ldet T(t:to) det X) = (L det T(t: o) ) det X
dt € s L0 - dt € ylo)dae - dt € 5 L0 €
= tr ((%T(t;t@) T(to;t)—l) det T'(t;t0) det X
= tr (A@Q)T (t;t0)T (to;t)) det T'(t;to) det X
= tr A(t) det(T(¢;t0)X)
O
Problemas
8.1 Seja A= A(-) € C(R, L(R™)) e seja {T'(t;t0)}1,4, & familia dos operadores fundamentais associados &

8.2

8.3

equagdo ' = A(t)x. Se

A(t) ( tA(s) ds) - ( tA(s) ds) At),  Vito eR,

to to
mostre que
T(t:to) = el A% vt 1 e R.
Considere a equagao escalar
' = a(t)z + b(t),
onde a(-) e b(+) sao fungbes reais continuas de periodo T. Mostre que se o valor médio de a(-) sobre
um periodo T ¢ diferente de zero, i.e.,

1 (7

T /0 a(t) dt # 0,

entao a equagao acima tem uma e somente uma solugao de periodo T'. Mostre ainda que essa solugao é
estdvel se esse valor médio é negativo e instdvel se ele é positivo. (Sugestdo: Use a férmula de variagao
de constantes para obter que a solugao no instante (n+1)T", onde n € N, se escreve como um multiplo
da solugdo no instante nT mais uma constante.)

Usando o resultado do problema anterior, ache uma solucao periédica da equacao ¥’ = —x +senz e
estude a sua estabilidade.
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9. SISTEMAS NAO-LINEARES

Pontos fixos; orbitas periddicas e quasi-periodicas; ligagoes homoclinicas e heteroclinicas; con-
Juntos omega-limite e alfa-limite. 9, 1, 8]
O comportamento de um sistema nao-linear é muito mais rico que o de sistemas lineares e o nosso objetivo,
nessa secao, ¢ classificar alguns dos objetos mais importantes e tipicos presentes em sistema nao-lineares. Nas
aplicagoes, vamos procurar identificar esses objetos para tentar entender o comportamento global do sistema.

9.1. Objetos tipicos de um sistema nao-linear. No que se segue, vamos considerar as solu¢oes maximais
z(t;xp), t € Iy (zp), de uma equagdo nao-linear ' = f(z), com f € Lip,,.(U), U € R™ aberto.

e Orbitas: As drbitas sdo os conjuntos {x(t;20) }eer,, (2o), que podem ser érbitas globais, se I, (x0) = R,
ou ndo. Denotamos por (o) a drbita que passa por xg. Definimos, também, a drbita positiva de xg
por vt (zg) = {=(t; 20) }ert (2o) © @ Orbita negativa de xo por v~ (z0) = {z(t;20) },e1 () Cada Orbita
~(zg) pode, ainda, ser semi-global positivamente, se I-(xo) = RT, ou semi-global negativamente, se
In_1 (CL‘Q) =R".

e Pontos fixos e pontos regulares: Um ponto Z € U tal que f(Z) = 0 é dito um ponto fizo do sistema
gerado por ' = f(x) ou da equagdo =’ = f(x) e é chamado, também, de um ponto singular de f ou
de uma singularidade de f. Um ponto x € U tal que f(x) # 0 é dito um ponto reqular de f.

o Orbitas periédicas: Uma 6rbita y(zo) ¢ dita periddica ou fechada se x(T;xo) = xo para algum T >
0, T € I} (z0), mas x(t;x0) # xo. O menor T tal que z(T;2z0) = zo é dito o periodo dessa 6rbita -,
que, pela continuidade das solucoes, existe e é positivo. Note que como o sistema é autonomo, temos
que se z(T;zo) = xg entdo I, (o) =R e z(t +T;x0) = x(t; zo) para todo t € R.

Exemplo 9.1. O circulo unitdrio € uma orbita periddica do sistema

o' =a(l -2 —y?)) = by,
Y =br+y(l—a®—y?),

onde b € R, o que pode ser visto escrevendo-se o sistema em coordenadas polares:

r=r—7r3,
0 =0b.

e Orbitas quasi-periédicas: Uma drbita y(zg) é dita quasi-periddica (de ordem ou grau n) se ela nao é
global e é da forma

z(t;xo) = glwit,wat, ..., wyt), vVt € R,
onde g : R® — R™, n > 2, é T-periddica em cada varidvel, com o mesmo periodo T' > 0, e w1y, ...,wy,
sdo racionalmente independentes, i.e. cada razdo w;/w; é um numero irracional, para i # j.
Exemplo 9.2. Considere uma regiao “toroidal” parametrizada da forma

x=(2+rcosp)cosh,
y=(2+rcosy)send,
z=rsengp,

onde 0 <r <2, 0<p<2m, 0<60<2m, e considere, nessa regido, o sistema dado por

0 = a,
¢ =b,
¥ =r—3

3

onde a,b > 0. A circunferéncia r = 0 é uma orbita periddica. Para r = 1, temos vdrias orbitas da
forma

(x,y,2)(t) = (2 + cos(bt) cos(at), 2 cos(bt) sen(at), sen(bt)),
que sao periddicas se a/b € racional e quasi-periddicas se a/b € irracional, sendo as orbitas, nesse
ultimo caso, densas no toror = 1.
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e Orbitas heteroclinicas: Séo 6rbitas globais associadas a solugdes z(-,zg) com a propriedade de que
existem os limites

x_ = lm x(t;x0) e x4 = lim x(t;x0),
+oo

t——o0 t—
com x_ e x4 pontos fixos distintos do sistema. Essas orbitas também sao chamadas de ligagoes
heteroclinicas.
Exemplo 9.3. As semi-circunferéncias {(z,y) € R?; 22 +y? = 1,y > 0} e {(z,y) € R?%; 22 +¢% =
1,y < 0} sdo drbitas heteroclinicas do sistema dado em coordenadas polares por

' =r—r
0 = (r* —1)% + r?sen?¥.
Exemplo 9.4. As semi-circunferéncias {(z,y) € R?; 2% +y?> = 1,y > 0} e {(z,y) € R?%; 22 + 4> =
1,y < 0} sao drbitas heteroclinicas do sistema dado em coordenadas polares por
{ = (1-r)3r,

0 = (r? —1)% + r?sen? 6.

e Orbitas homoclinicas: Sao similares as érbitas heteroclinicas exceto que z— = z. Essas drbitas
também sao chamadas de ligagoes homoclinicas.

Exemplo 9.5. A circunferéncia unitdria menos o ponto (1,0) é uma drbita homoclinica do sisterma
dado em coordenadas polares por

r=r—r,

0 = (r* — 1) +r?sen?6/2.
Exemplo 9.6. A circunferéncia unitdria menos o ponto (1,0) é uma drbita homoclinica do sistema
dado em coordenadas polares por

= (1-r2)3r,
0 = (r* —1)% +r?sen?0/2.

e Conjuntos invariantes: Seja X um subconjunto do espago de fase. Dizemos que X é (i) positivamente

invariante se para qualquer ro € X, segue que I} (z9) = RT e v"(z9) C X; (ii) negativamente
invariante se para qualquer zo € X, segue que I (o) = R~ e v (x9) € X; e (iii) invariante se para
qualquer zg € X segue que I, (z9) =R e y(zg) C X.

Se nao exigirmos que as érbitas sejam globais ou semi-globais, temos as seguintes extensoes das
defini¢oes acima: X ¢é dito (i) fracamente positivamente invariante se ¥ (zg) C X, Vzo € X; (ii)
fracamente negativamente invariante se v~ (zg) C X, Vg € X; e (iil) fracamente invariante se y(x¢) C

X, Vo € X.

Exemplo 9.7. Qualquer drbita € fracamente invariante e orbitas globais sdo invariantes. Além disso,
no Exzemplo 9.2, o toro r = 1 € invariante independentemente de a/b ser irracional ou ndo. A
circunferéncia unitdria e o proprio circulo unitdrio sao invariantes em ambos os Exemplos 9.3 € 9.5,

e, nesses mesmos exemplos, o circulo {r < 2} € positivamente invariante e o circulo {r < 1/2} ¢
negativamente invariante.

e Conjuntos limites: Para caracterizar o comportamento assintético do sistema (quando ¢ vai para +00),
temos os chamados conjuntos limites. Se I (o) = RT, definimos o conjunto w-limite de zy por

w(x) = {w e U; I, — 400, 2(ty; x0) — w}.
Se I (x9) = R™, definimos o conjunto a-limite de z¢ por
alzg) ={w e U; I, — —o0, x(tn;xo) — W}.

Além disso, dada uma 6rbita ~, os conjuntos w(xg) e a(zg) sdo independentes de z¢ € v, 0 que nos
permite definir os conjuntos limites w(y) e a(y) da prépria érbita ~.
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Exemplo 9.8. Considere o sistema do Exemplo 9.4. Considere uma condigdo inicial po = (xo,yo)
no plano. Se py pertence a circunferéncia unitdria com yo > 0, entao o conjunto w-limite de pgy €
o ponto {(—1,0)} e o conjunto a-limite de py € o ponto {(1,0)}. Se po pertence & circunferéncia
unitdria com yo < 0, entdo w(po) = {(1,0)} e a(xg) = {(=1,0)}. Se 0 < z3 +y2 < 1, entdo
w(xg) = {r = 1}, ou seja, € formado pelas duas drbitas heteroclinicas mais os dois pontos fixos (1,0)
e (—1,0), e a(po) = {(0,0)}. Se 2% + y2 > 1, entio w(po) = {r = 1} e o conjunto a-limite de p
€ vazio. No caso dos pontos fizos, (1,0), (—=1,0) e (0,0). Cada um deles é o seu proprio conjunto
limite, tanto positivo quanto negativo.

Exemplo 9.9. No caso do sistema do Exemplo 9.2 com a/b irracional, o conjunto w-limite de qualquer
orbita diferente da drbita periddica {r = 0} € todo o toro {r = 1}. Quanto ao conjunto a-limite, este
€ a drbita periddica {r = 0}, para as drbitas no interior do toro, é o proprio toro {r = 1} para as
orbitas no toro, e nao estd definido para as orbitas fora no exterior do toro.

e Ciclo limite: Uma érbita peridédica que seja o conjunto w-limite ou a-limite de algum ponto do espago
de fase é chamada de ciclo limite.

e Variedades estaveis e instdaveis de pontos fixos: Dado um ponto fixo Z, definimos suas variedades es-
tavel e instdvel respectivamente por

W*(z) = {zo; Ij,(z0) = R",w(wo) = {}},

U~ A T _ I~
W*(z) = {xo; I,,(x0) =R, a(xo) = {Z}}.
E facil ver que as variedades estdveis sao positivamente invariantes e fracamente negativamente invari-
antes e as variedades instdveis sao negativamente invariantes e fracamente positivamente invariantes.

Exemplo 9.10. Considere o sistema do Exemplo 9.5. Entio W*(1,0) = {22 +y? =1,y < 0}U{(1,0)}
e W¥(=1,0) = {2 +y*> =1,y > 0} U {(—1,0)}. Considere, agora, o sistema

{ ¥ =z — a3,

Y =—v.

Os pontos fixos sao (0,0), (1,0) e (—1,0), com W*4(0,0) = {z =0}, W*
WS(LO) = {LZJ > O}} Wu(l,O) = (LO)}: Ws(_LO) = {l‘ < O} € Wu(_

—_ =
o
= o
S—
Il
~
NS
Il
=
|
—_
AN
8
AN
—_
—

9.2. Propriedades dos conjuntos limites.
Proposigao 9.11. Temos a sequinte caracteriza¢do dos conjuntos w-limite:
w(zg) = Ne>oUs>12(s; 20). (9.1)

Teorema 9.12. Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto. Se xo € U € tal que I} (xo) = RT e yT(xg) € pré-
compacto em U, entdo w(xg) € ndo-vazio, compacto, invariante e conexo. Além disso, w(xg) atrai a drbita de

xo no sentido de que
lim dist(x(t; z0),w(zo)) = 0. (9.2)

t——+o0

Dem.: Sendo a érbita de x¢ pré-compacta em U, temos que Us>.x(s; zg) é compacto para todo t > 0. Logo,
pela caracterizagao (9.1), temos que o conjunto w-limite de x( é a intersegdo de compactos decrescentes, logo,
é nao-vazio e compacto. Para ver que ele é invariante, seja w € w(xg). Entdo existe ¢, — 400 tal que

x(tn; o) — w.
Seja, agora, t > 0. Por continuidade, temos
x(t 4 tn; o) = x(t; (tn; xo)) — x(t; w), Yt € I (w).

Além disso, como t + t, — +00, temos, também, que x(t; w) € w(xg) para todo t € I,,(w). Mas como w(zg) é
compacto, temos (veja o Teorema 4.14 e a Observagdo 4.15), necessariamente, que I, (w) = R e z(t; w) € w(xg)
para todo ¢ € R, o que mostra que w(xg) é invariante.
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Para provar (9.2), suponha que o resultado seja falso. Entdo podemos achar uma seqiiéncia ¢,, — 400 tal

que
dist(z(tn; x0),w(z0)) > € >0,
para algum € > 0. Como a drbita de xg é pré-compacta em U, existe um w € U e uma subseqiiéncia t,,; — +00
tal que
Z(tn; o) — Ww.
Mas por definigao isso implica que w pertence a w(xg), o que impossivel, pois temos, também, que
dist(w; w(zo)) > e > 0.

Finalmente, se w(xg) nao fosse conexo, entao terfamos A e B disjuntos e abertos em w(zg) tais que w(zg) =
AU B. Como w(xg) é compacto, entao A e B seriam compactos, também. Terfamos, entao, abertos disjuntos
UeV taisque ACU e BCV. Com isso, U UV seria uma vizinhanga de w(zg). De (9.2), teriamos, entao,
que

xz(t;xg) € UUYV, vt > T,
para algum T suficientemente grande. Mas x é continuo e [T, +00) é conexo, logo ([T, +00); z¢) C UUV seria
conexo, logo x([T'; +00); xo) estaria todo contido ou em U ou em V. Se ele estivesse contido todo em U, entdo
V' nao poderia conter pontos limites de z( e vice-versa, o que é uma contradigao. Logo, w(zg) é conexo. [

Podemos estender o resultado do Teorema 9.12 para certos casos em que U fechado. Nesses casos, é melhor
trabalharmos em um plano um pouco mais abstrato e considerar o sistema dindmico gerado por z’ = f(x) em
U, se esse for o caso:

Teorema 9.13. Seja M um espago métrico completo e seja {S(t)}+ um semigrupo em M. Se xg € M € tal
que v (xg) € precompacto em M, entdo w(xg) € ndo-vazio, compacto, invariante e conexo.

O

Exemplo 9.14. Considere o sistema

Y =(z—ey)y* - 1),
com e > 0. Se (zo,y0) € tal que |yo| < 1 e (xo,y0) # (0,0), entdo I, (zo,y0) =R e w(zg) = {(0,y); y = £1}
é ndo-vazio, mas ndo € compacto, nem invariante (apenas fracamente invariante), nem atrai a drbita de x
no sentido de (9.2) e € desconezo.

{ o’ = y(l+a?),

Problemas

9.1 Suponha que uma equagao =’ = f(z), f € Lip,. ,(R™), gera um semigrupo {S(t)}¢>0 em R™. Seja
X C R™. Mostre que X ¢é (i) positivamente invariante se e somente se S(t)X C X, Vt > 0; (ii)
negativamente invariante se e somente se X C S(¢)X, V¢ > 0; e (iii) invariante se e somente se
S(H)X = X, Vt > 0.

9.2 Considere um semigrupo {S(t)}+>o definido em um subconjunto fechado M C R™. Um ponto z € M
é dito errante se, para qualquer vizinhanca U C M de x, existe uma seqiiéncia positiva ¢,, — +oo tal
que S(t,)U NU # 0. Mostre que se w(xg) # 0, para kg € M, entdo qualquer x € w(zg) é errante.

9.3 Considere um semigrupo {S(¢)};>0 definido em um subconjunto fechado M C R™. Uma érbita v
de {S(t)}i>0 é dita recorrente se v C w(7y). Mostre, através de exemplos, que a inclusdo v C w(7)
pode ser estrita e que nem todas as drbitas de um conjunto w-limite sao, necessariamente, érbitas
recorrentes.
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10. ESTABILIDADE DE PONTOS FIX0S VIA LINEARIZAGAO

Estabilidade e instabilidade em sistemas lineares auténomos e nao-autonomos. Estabilidade e
instabilidade de pontos fixos em sistemas nao-lineares via linearizacdo. Teorema de Hartman-
Grobman. [9, 8]

10.1. Estabilidade em sistemas lineares autonomos homogéneos.
Teorema 10.1. Seja A € L(R™) tal que

Re X\ < —a, VA € o(A),
onde a € R. Entao, existe K > 1 tal que

et < Ke @, Vt>0.

Dem.: Basta obter o resultado para cada bloco de Jordan real do operador A. Seja B € R™*™ a forma
canénica de Jordan real do operador A e seja | - |, uma norma qualquer em R™. Seja B; € R™3*™ um bloco
de Jordan real m; x m; de A. Denotamos por |- |, também a norma | - |, em R™ restrita a um subespaco
m; x m; de R™ e por | - ||, a norma de operadores correspondente. Se B; = [};], é ébvio que \; < —a e

etBi], =Mt < emat vt > 0.

[ -5
BJ—|:ﬁj OéjJ:|,

B _ pat cos B;t —senf;t
sen 3;t  cos Bt ’

Se

entao a; < —a e

logo
B, < Cre®t < Cre™™, vt > 0.
para algum C; > 0.
Se
Aj
1A
B] = ! ’
1A
entdo \j < —a e
1
t 1
otBi — At t2/2 t 1
tmiTt/(my; — 1) - #2/2 ¢t 1

logo

tmjfl tmi—

1
tB; <C 1 o Ajt <C 1 - (Xj+a)t ,—at <C —at vt > 0.
ey < Ca {1+ (m, — 1) et <Oy 1+ TS e e < Cze >

O caso de um bloco de Jordan com uma parte nilpotente associada a um autovalor complexo é uma
combinagdo dos dois ultimos casos e a estimativa é similar a esse dltimo. A combinagdo de todos esses
resultados completa a demonstracao do teorema. O

O nosso interesse maior esta no caso em que todos os autovalores de A tém parte real negativa, nesse caso
podemos tomar a negativo no Teorema 10.1 acima e obter o decaimento exponencial das solugoes. Apenas
para explicitar esse decaimento é que tomamos —a como cota superior para a parte real dos autovalores de A.
E por esse mesmo motivo enunciamos o seguinte corolério:
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Corolario 10.2. Seja A € L(R™) tal que todos os seus autovalores tém parte real negativa. Entdo as solugoes
de ' = Ax convergem exponencialmente para a origem. Mais precisamente,
et] < Kqe™,  Vt>0.
onde a >0 € tal que Re A < —a < 0 para todo X € 0(A) e K, > 1 depende de a.

Observagao 10.3. Seja AT = max{Re \; A\ € o(A)}. Em geral, quando —a \, A%, temos que K, no
Coroldrio 10.2 vai para +o0o. Porém, se todos os autovalores de A com parte real igual a A\ sdo semi-simples,
entio K, fica limitado e obtemos ||e'| < Ke*'t, para todo t > 0.

E possivel modificar a norma em R™ para obtermos o resultado do Teorema 10.1 com K =1, o que ¢ ttil,
por exemplo, na demonstracao do Teorema de Hartman-Grobman, que veremos posteriormente.

Teorema 10.4. Seja A € L(R™) tal que
Re X < —a, VA€ o(A),

onde a € R. Entado, existe uma norma |- |, em R™ cuja norma de operadores correspondente € tal que

et <e %, Vt>0.
Dem.: Dada uma norma | - | em R™ arbitréria, defina
||, = sup e®7|e"Ax].
>0
Pelo Teorema 10.1, | - |, estd bem definido e é uma norma em R™. Além disso,
|€tA£L'|U = sup eaT|€TA€tA.’IJ| = sup ea(7'+t)e—at |e(‘r+t)A$|
7>0 7>0
— e ot sup €a(T+t)|6(T+t)A.’IJ| — et sup €a5|€SACE|
7>0 s>t
< e supe|efa] = ez, Vit >0,
s>0
o que demonstra o teorema. (I

No resultado do Teorema 10.4, a nova norma ainda pode ser tomada como sendo proveniente de um produto
interno.

Proposicao 10.5. Seja |- | uma norma em R™ proveniente de um produto interno < -,- > e seja A € L(R™)
tal que

< Az,x > < —alz|?, Vo e R™.
Entao
et < e, Vit > 0,
onde || - || € a norma de operadores associada a | - |.

Dem.: Temos

A

d
w2 =2 < —ex etr > =2 < Az, e > < —2ale! .

dt
Logo,

|€tA:E|2 < 672at|17|2, vt > 0,
o que implica em
et < e™o, vt > 0.



68

Teorema 10.6. Seja A € L(R™) tal que
Re A < —a, VA € o(A),
onde a € R. Entdo, existe uma norma | -|, em R™ associada a um produto interno < -,- > tal que
< Azr,x > < —alz|?, Vo e R™.
e cuja norma de operadores correspondente € tal que
e, <e ™  Vt>0.

Dem.: Seja B a forma canoénica de Jordan real de A associada a uma base . Seja ¢ > 0. A cada bloco de
Jordan B; € R™*™i da forma

Aj
1A
Bj = . ;
L LA
considere a matriz inversivel
r Emj71
Pj,s = E )
€
L 1
e para cada bloco de Jordan Bj € R*"*?™i da forma
Cj
_[2 Cj
!
BJ = .. . )
I, C;
onde
. a] —ﬂj o 1 0
OJ - |: ﬁ] Of] :| € IQ - |: 0 1 )
considere a matriz inversivel
m;—1 7
g IQ
e g IQ
I |
E facil ver que
By _
1 3 )\j
Pj,aBij;EZ . . )
L e A
e que
_ c,
_1 EIQ Cj
PJ{,E Bj J{,E: . . y
L 812 Oj




O produto direto dos Pj. e PJfﬁs na ordem apropriada “leva” a base v em uma nova base v. = {V1¢, ...

Ym.e}. Considere o produto interno < -,- >, definido por sua acdo nos elementos da base v.:

<’7i577ks>5—{ o Seli:k’
' ' 0, sei#k.
Se {7{,57 - ,73;%5} sao os elementos dessa base associados ao bloco ijslBijﬁ, entao é facil ver que
A/anj,a = )‘j/ygnj,av
Avl. = Nylo+eBla.  i=1,...,m;— L

Logo, se y =Y cml{&., entao

m; mj;—1

< Ay,y>. = )\jZC?‘i‘E Z CiCit1
i=1 i=1

< N2 +elylZ = (g +o)lyl2
Como \; < —a, segue que para ¢ suficientemente pequeno,

< Ay,y >. < —aly|%.
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Analogamente, podemos obter a mesma estimativa para o bloco proveniente de B;-, de forma que para &

suficientemente pequeno, temos
< Az, >. < —alz|?,

para todo x € R™. Isso prova a primeira parte do teorema; a segunda decorre da Proposigao 10.5.
Podemos inverter o tempo e obter o seguinte resultado:

Teorema 10.7. Seja A € L(R™) tal que
Re XA > b, VA € o(A),
onde b € R. Entdo, existe K > 1 tal que
etz > K~ teb|x), vt > 0.

Além disso, existe uma norma |- |, em R™ proveniente de wm produto interno tal que

letAz], > ez, vt > 0.
Dem.: Como o(—A) = —c(A), temos

Re A < —b, VA € o(—A).

Logo, para t > 0, temos
|$| — |e—tAetA$| < |€t(_A)etA$| < Ke_bt|€tA.’L'|,
de modo que
etz > K~ teb |z, vt > 0.

Analogamente para a existéncia do produto interno.

O

Corolario 10.8. Seja A € L(R™) tal que todos os seus autovalores tém parte real positiva. Entdo as solugoes

de ' = Ax se afastam exponencialmente da origem. Mais precisamente,
etz > K, et |al, vt > 0.
onde b > 0 € tal que RA > b > 0 para todo A € o(A) e Kp > 1 depende de b.

Definigao 10.9. Um operador A € L(R™) € dito hiperbdlico se nenhum autovalor de A tem parte real nula.

O préximo resultado segue dos resultados acima.
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Teorema 10.10. Seja A € L(R™) hiperbdlico com autovalores com parte real positiva e autovalores com parte
real negativa. Entdo existem subespacos E° e E* invariantes por A e uma norma | - |, proveniente de um
produto interno, tal que

IN

e x|, vVt > 0,Vx € B,
ebt|x|#, vt > 0,Vr € EY,

|etAx|u

V

|etAx|u

onde a,b > 0.

O

Definicao 10.11. O subespag¢o E*° do Teorema 10.10 é chamado de variedade linear estéavel e o subespago
E", de variedade linear instavel.

Observagao 10.12. Os resultados acima justificam a classificacdo dada na subsecdo 7.2: i) se todos os
autovalores de A tém parte real negativa, entdo as solugoes de ¥’ = Ax se aproximam exponencialmente da
origem, que € dita um ponto fixo atrator; ii) se todos os autovalores de A tém parte real positiva, entdo as
solugoes de ' = Ax se afastam exponencialmente da origem, que é dita um ponto fizo repulsor; i) se alguns
autovalores de A tém parte real positiva, outros, negativa, e nenhum tem parte real nula, entdo a origem € um
ponto fixo de sela.

10.2. Estabilidade em sistemas lineares nao-auténomos homogéneos. No caso de uma equagao da
forma ' = A(t)z, a andlise é mais delicada. Por exemplo, para que todas as solugdes convirjam para a
origem, ndo basta que para cada t € R, todos os autovalores de A(t) tenham parte real negativa. De fato,
considere

—1—|—%cos2t 1—%costsent
—-1- %sentcost -1+ %senzt

A(t) =

Seus autovalores sao

 —14iVT

At 1

independentes de t e com parte real negativa. Porém,

a(t) = e'/? ( —cost )

sent

é solugao e se afasta exponencialmente da origem.

A explicagao para o fenémeno acima é que o operador P = P(t) que leva A(t) na sua forma canénica de
Jordan real é tal que P(t) leva uma circunferéncia em uma elipse cujos semieixos giram com ¢. Um grafico
do campo de vetores ao longo dessas elipses explica o porqué do crescimento da solugao, pois certos vetores,
apesar de apontarem para dentro da elipse, apontam para longe da origem.

Note, ainda, que, no exemplo acima,

tr A(t) = —%,
de modo que os volumes bidimensionais (dreas) decrescem, o que nédo é suficiente para garantir o decaimento
das solugoes. Para garantir o decaimento, precisamos, também, que volumes unidimensionais (comprimentos)
também decaiam. No caso m-dimensional, precisamos que todos os volumes k-dimensionais, k = 1,...,m,
decrescam. Isso nos leva aos expoentes e multiplicadores de Lyapunov, que também sao titeis no caso nao-
linear. No caso particular de uma matriz periédica, temos os expoentes e multiplicadores de Floquet ou
caracteristicos.
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10.3. Estabilidade em sistemas nao-lineares. Considere um sistema nao-linear auténomo
x/ = f(x)7

{ z(0) = xo,
onde f € Lip;,.(U), U C R™ aberto, e seja T € U tal que f(Z) = 0. Entao z(t) = Z é solugao de =’ = f(x) com
2(0) = Z. Essa solugao é dita solugdo estaciondria e T é dito um ponto fizo da equagdo x’ = f(x). O ponto T
é também dito uma singularidade de f. Estamos interessados em saber o que acontece com a solucao quando
o estd proximo de T, se as solugbes continuam préximas de Z, se elas convergem para T, se elas se afastam
de T, ou se todas essas situagoes ocorrem, dependendo de xy. Temos, nessa direcao, as seguintes definigoes:

Definicao 10.13. Um ponto fixo T € dito Lyapunov-estavel ou estdvel no sentido de Lyapunov se para todo
e >0, existe 6 > 0 tal que se |xo — z| < 4§, entao I} (xg) =R e |z(t;z0) — Z| < € para todo t > 0.

Definigao 10.14. Um ponto fixo T é dito assintoticamente estdavel quando é Lyapunov-estdvel e existe § > 0
tal que se |xg — | < 6, entdo L} (o) =RT e

x(t; x0) — 7, quando t — +o0.
Definicao 10.15. Um ponto fizo T € dito instavel quando nao € Lyapunov-estdvel.

Exemplo 10.16. Considere um sistema linear bidimensional. Se a origem é um centro, entdo ela é um
ponto fizo Lyapunov-estdvel mas ndo € assintoticamente estavel. Se a origem € um atrator, entdo ela €
assintoticamente estdvel. Se ela € um ponto de sela ou um repulsor, entdo ela € instdvel.

Observacao 10.17. E possivel termos um ponto fizo que nao seja Lyapunov-estdvel, mas tal que todas as
solugoes x(t;xg) com xo em uma certa vizinhanca de T sejam tais que I} (zo) = Rt e z(t;20) — T quando
t — +o00.

Quando f ¢ diferencidvel em Z e Df(z) é hiperbdlico, podemos inferir a estabilidade de Z a partir da
equacao linearizada
y' = Df(z)y,
que é uma equagao linear autdénoma y’ = Ay com A = Df(Z). A idéia é que fazendo x = T + y, temos,
expandindo f em torno de Z,

y =a' = f(z) = f(z+y) = f(2) + Df()y + O(|y|*) = Df (2)y,
enquanto y for pequeno.

Teorema 10.18 (Principio da Estabilidade via Linearizacao). Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto, e
seja T € U tal que f(T) = 0. Suponha que | seja diferencidvel em T com todos os autovalores de Df(T) com
parte real negativa. Entao T € assintoticamente estdvel.

Dem.: Seja
r(y) = f(@+y) — Df(@)y.
Como f é diferencidvel em Z e f(Z) = 0, temos que para todo £ > 0, existe 6 > 0 tal que

"W . w0,y <

[yl
Seja A = Df(z). Como todos os autovalores de A = D f(Z) tem parte real negativa, segue do Teorema 10.1
que
et < Ke™,  Vt>0.
para algum a > 0 e algum K > 1.
Seja zg € U, xy # T, com
|zo —Z| < 0/K <46
e seja
y(t) = z(t; xo) — 7, Yt € L (x0).
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Entao
v =Df(@)y+ry),
ou,
y = Ay +b(t),
onde A = Df(z) e b(t) = r(y(t)). Logo, pela férmula de variacao de constantes, temos

t
y(t) = eyo +/ e(t=94p(s) ds, Vt € Iy ().
0

Seja I = {t € I}, (z0); |y(t)| < d}. Por continuidade, temos que I é nao-vazio, pois |y(0)| = |zo—Z| < §/K < 4.
Com isso,

ly(t)] < Ke “|y(0)| + /Ot Ke 93 |p(y(s))| ds < Ke ™ + eK /Ot et =3 |y(s)| ds, vt e l.
Seja p(t) = e |y(t)|, entao
o(t) < Kp(0) + K /t ©(s) ds, Vi el
Pelo Lema de Gronwall, deduzimos que i

o(t) < Kp(0)es, Vi el
Logo,
ly(t) < Kly(0)]e™ @M, viel.
Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que a — K > 0, obtemos
ly(t)| < o, vt eI
Por continuidade, isso mostra que I = I} (z9) = R e que

lz(t; z0) — xo| = |y(t)] < K|z — &le” @Kt <5 vt e R,

z(t; 20) — wo| = |y(t)] < K|zg — zle= (@Kt 0, quando t — 400,
Y
o que demonstra o teorema. O

Exemplo 10.19. Considere a equagao do péndulo com atrito:

=y

y = —senz — ky,
onde k> 0. A origem, (0,0) € um ponto fizo e os autovalores de Df(0,0) sao
_ —kxVEr-4
=—

Logo, Df(0,0) tem autovalores complexos conjugados com a parte real negativa, se 0 < k < 2, tem um
autovalor duplo negativo igual —1, se k = 2, e tem dois autovalores negativos distintos, se k > 2. Portanto, a
origem € assintoticamente estavel para qualquer k > 0.

At

Teorema 10.20. Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto, e seja T € U tal que f(Z) = 0. Suponha que f seja
diferencidvel em T com pelo menos um autovalor de Df(Z) com parte real positiva. Entdo T é instdvel. Mais
precisamente, existem solugdes x(t) definidas, pelo menos, em (—o0,0] tais que x(t) — T quando t — —o0.
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Dem.: Sem perda de generalidade, podemos assumir que £ = 0, basta, para isso, considerarmos o sistema
y' = g(y) com g(y) = f(Z +y) de modo que uma solucao = de 2’ = f(x) estd relacionado com uma solugao y
de v’ = g(y) através de z =T + y.

Seja E1 @ E2 = R™ uma decomposigdo de R™ em subespacos invariantes de D f(0) tais que todos os
autovalores de Df(0)|g, tém parte real positiva e todos os autovalores de Df(0)|g, tém parte real ndo-
positiva. Sejam A = Df(0)|g, e B = Df(0)|g,. Pelo Teorema 10.6, podemos achar a > b,a > 0 e um produto
interno < -,- > associada a uma norma | - | tais que

< AIl,ZEl > > a|:c1|2, Vo, € FE,
< AJCQ,.IQ > < b|5€2|2, Vg € EQ,

e tal que os subespacos F1 e E5 sao ortogonais em relagao a esse produto interno.
Escreva f(x) = fi1(x) + fa(z) de acordo com a decomposigdo R™ = E; & Es e sejam r1(z) e r2(x) os restos
dados por

fl(.I) = fl(xl + IQ) = ASEl + 7’1(17), € fQ(I) = fQ(Il + CCQ) = BJCQ + 7’2(17).
Como f é diferencidavel em T = 0, temos que para € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que
ri(2)], [r2(2)] < elz|, Ve, |z| <.

Considere o cone
C={zxel; x=x1+x, || < |21, |2| <}
Note que, em C, temos
21]? < |2f? = |21 |* + |z2]? < |2+ [a* = 2] 2.
Para § > 0 suficientemente pequeno, temos que se = x(t) = x1(t) + z2(t) é solugdo de 2’ = f(z) em C
para t em um intervalo I, entao

1d
§E(|f2|2— z1/%) < 0.
De fato,
1 d 2 2
§E(|~’C2| —[2]7) = < fo(x),22 > — < fi(x), 21 >

< Bxo,xg > + <ra(x),m3 > — < Azy,21 > — <ri(x),x1 >

IN

blaz|® + ela||z2| — alz1|* + elf]a1]
blai > 4 2v2e|z1 |2 — alx|?

—(a —b—2v2e)|x1)? <0;

basta, entao, que € seja suficientemente pequeno para que
a—b—+2e>0.

Com isso, a solucao z(t) s6 pode sair de C pelos “lados”, i.e., quando |z(t)| = 0. Vamos, de fato, mostrar que

qualquer solugao em C sai de C' em tempo finito, com |z(t)| = § para algum ¢ > 0, o que implica em Z = 0

ser instavel. Para tanto, observe que
1d,
——lz
il

IN

= < fl(:zc)7x1 >

<Az, > + <ri(x),m >
alz1|? — elala:]

(a = V2e)lza?,

com a — /2¢ > 0. Logo, |z| > |z1| cresce exponencialmente até alcancar o bordo de C' em tempo finito e, em
seguida, sair de C pelos “lados”.

(AVARAY,
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Para obtermos solugoes que convergem para & = 0 quando ¢ vai para —oo, considere uma sequéncia x,, — 0
em C. Como z, € C, segue do que foi feito acima que a solucdo x(t;x,) alcanga o bordo de C' em algum
ponto x(Ty; zp) com |x(Ty; 2y)| = §, em algum instante T,, > 0. Como f é Lipschitz em C, com constante de
Lipschitz L, digamos, entao

|z (t; )] < |2n|e™, Yt > 0.

Tomando t = T,, acima, e levando em consideragao que z,, — 0, vemos que

LT > i — 400,
||
logo T}, — +o0.

Considere, agora, os pontos xg , = x(T,; Z,) como condigdes iniciais e considere as solugdes correspondentes
x(t;x0.n) = z(t + Tn; xp), que estdo definidas e em C' em, pelo menos, [—T),; 0], respectivamente. Para cada
intervalo [—N, 0], a sequéncia {x(-;2on)}n, para n suficientemente grande, é limitada uniformemente, pois
estd toda em C, e é eqliicontinua, o que segue da equagao diferencial. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli e por
um argumento de diagonalizacio, existe uma subseqiiencia {n’} tal que o limite

lim x(t; z0,n) = (t; z0)
n/
existe para todo ¢ < 0 e é uniforme em cada subintervalo compacto de R™, com zg € C, |xo| =de I, (zo) =R™.
Com isso, escrevendo z(t; xg) = x1(t) + z2(t) como acima, temos
1d
5%'3:1'2 > (a = V2e)[an |,
com a — /2 > 0. Portanto,

i (|I1|2€_at) Z 07

dt
e, para t <0,
|21(0)* = [z1 (t)Pe™" > 0,
logo,
|x1(t)|2 < |z1(0)]e™ < ieat — 0, t — +o00.
V2
Como z(t;z0) € C, segue, também, que x2(t) — 0, logo z(¢; x9) — T = 0 quando ¢ — 0. O

Observagao 10.21. No Teorema 10.20 se Df(Z) tem, também, autovalores com parte real positiva, entdo
pode-se mostrar que hd solugcdes convergindo para T quando t — 4o0o. Isso pode ser demonstrado facilmente
revertendo-se o tempo ou adaptando-se o argumento da demonstracdo acima como pedido no Problema 10.2.
Veja, também, o Problema 10.3.

Observagao 10.22. Adaptando-se a demonstra¢ao do Teorema 10.20, pode-se mostrar que o conjuntos dos
pontos xy na vizinhanga de raio 0 da origem que se “afastam” da origem, ou, mais precisamente, convergem
para a origem quanto t — —oo, forma uma variedade M de dimensdo igual a da variedade instdvel linear de
Df(z). Essa variedade M leva o nome de variedade instdvel local do ponto fizo T, e é denotada W _(Z) (ela
depende de §, mas isso nao é normalmente ressaltado). Essa variedade pode ser escrita com o grifico de uma
funcao ¥ definida em uma vizinhanc¢a da origem em Ei, com valores em FEs. Uma maneira de provar isso é
iniciar com um grdfico o Lipschitz continuo no cone C' e considerar a evolugdo de cada ponto x1 + Vo(x1).
Em cada instante t > 0, teremos um novo grdfico x1 + V¢(x1) em C, com Wy Lipschitz continuo. Pode-se,
entdo, mostrar que ¥y converge para uma funcgdo Lipschitz continua ¥ em C, tal que a variedade x1 + ¥ (x)
€ invariante e as suas orbitas sao provenientes do ponto fizo T. Da regularidade de f, pode-se mostrar que ¥
¢, também, de classe C'. Este é o chamado método geométrico de Hadamard. Analogamente, pode-se obter a
variedade local estdvel Wi (Z) de z, que € um grdfico ® de Ey em Ey. Hd vdrias outras demonstragées para
a existéncia dessas e de outras variedades locais.

Defini¢ao 10.23. Um ponto fixo T tal que D f(Z) € hiperbdlico é dito wm ponto fixo hiperbdlico.
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Teorema 10.24 (Hartman-Grobman). Seja f € CY(U), U C R™ aberto, e seja T € U um ponto fizo
hiperbolico de x’ = f(x). Entdo hd uma vizinhanga Vy de T, uma vizinhanga Vi da origem e um homeomorfismo
h: Vo — Vi tal que

(t; h(yo)) = h(y(t; yo)),
para todo yo € Vg e para todo t € R tal que x(s;h(yo)) € Vi para s entre 0 e t, onde y(t;yo) € a solugdo do
problema linear y' = D f(Z)y, y(0) = yo.

Dem.: Sem perda de generalidade, vamos supor que T = 0. Seja r(y) = f(Z +y) — Df(Z)y. Como f é de
classe C!, temos que

% < ||Df(z+¢) — Df(Z)|| — 0,

quando y, z — 0. Logo, dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que para |y|,|z| < 4,
r(y) —r(2)] <ely — 2.

Dado T > 0, podemos tomar § suficientemente pequeno tal que as solugdes z(t; z¢) com |zg — Z| < § estdo
definidas até o tempo ¢t = T'. O valor de T serd determinado posteriormente. Defina X (z¢) = (T'; zo). Defina,
ainda, Y (yo) = y(T;yo) = eTPI(@) g cujas solucoes sao globais visto que o sistemas em y é linear.

Vamos mostrar primeiro que existe h : Vo — V) tal que

Xoh=hoVY.
Da férmula de variagao de constantes, podemos escrever
X(UO) = Y(’LLO) + N(UO),

onde

T —

N(ug) = / eI =)D @) p(1(s;20)) ds.
0
Logo, precisamos mostrar que
Yoh+Noh=hoVY.

Vamos procurar h da forma h = I + ¢, com ¢g(0) = 0 e onde I é a identidade em R™. Nesse caso, como Y é
linear,
Yog+ No(I+g)=goY.

Vamos, agora, usar o fato de que Df(Z) é hiperbdlico para decompor R™ = FE; @ E3, em subespagos
espectrais de D f(Z), com todos os autovalores de Df(Z)|g, tendo parte real positiva e todos os autovalores
de Df(Z)|g, tendo parte real negativa. Seja Y =Y, +Ya, g = g1 + g2, N = N1 + N» de acordo com essa
decomposicao. Podemos, assim, reescrever a equacao acima na forma de sistema

Yiogi+Nio(I+g)=gi0Y,
Y092+ Noo(I4g)=ga0Y.
Usando o fato de que Y é inversivel, podemos rescrever o sistema acima na forma de ponto fixo:
gi=YlogioY Y 'oNio(l+g),
92:}/QOQQOY_1+N20(I+9)OY_1.

Vamos resolver esse sistema usando o Teorema do Ponto Fixo. Sejam V;, e Vs bolas centradas na origem e
de raio n e 9, respectivamente. Como espago de fungoes para g, seja

G ={g9€C(V,,Vs); 9(0) =z =0}.

munido da métrica herdada pela norma do sup em Vj:

dg(g,9) = Sup lg(y) — g(y)l-
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Com essa métrica, G é completo. Seja 7 um operador definido em G por
Ti(g) =Y, togioY =Y 'oNio(I+g),
{Tg(g) =Yso0goY '+ Nyo(I+g)oY ™1
Observe, primeiramente, que
T(g9)(0) =0.

Pelos Teoremas 10.1 e 10.7 existe um tempo 7T suficientemente grande tal que ||Y; ! = 8 < Land ||Y2|| = a < 1
e tais que ap; + Bp2 < 1, onde p; é a norma da projecao de R™ em E;, i = 1,2. Com isso, temos

17:(9) W) < Bp1d + Bpre(n +9),
1 72(9)(W)|| < ap2d + p2e(Cn + 6),

onde ¢ = [|Y||. Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, temos |7 (g)(y)| < 6, logo 7 (g) € G.
Se g,g € G, entao de maneira similar obtemos

dg(7(9),7(9)) < (pra+ p2 + (Bp1 + p2)e)dg(g; 9)-
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno, temos que 7 é uma contragao estrita, logo, existe um tinico ponto fixo

9="T(g)
Da mesma maneira, podemos achar um outra funcao h = I + g tal que

hoX =Y oh,
Logo as compostas hohehoh sao solugoes de
hohoX =Xohoh, Yohoh=hohoy,
assim também como a identidade I, i.e. o X =X ol eY ol =10Y. Observe, ainda, que
hoh=I+g+g§+gog, hoh=I+§+g+gog.
Pela unicidade da perturbagao da unidade, temos g =0 e g = 0, logo
hoh=1=hoh.

Portanto, i é um homeomorfismo entre uma vizinhanca Vj da origem e uma vizinhanca V; de z = 0.
Defina agora X, = x(t;x0), |t| <T e Y, = y(t;y0), t € R. Seja hr o homeomorfismo obtido acima tal que

YTOhTZhTOXT.
Defina
T
h:/ Y _sohroX,ds.
0

T
Yioh= (/ YtsohToXstds> o X;.
0

Mudando variaveis para 7 = s — t, temos

Entao, como Y; € linear,

T 0 T—t
/ Yt,sohToXs,tds:/ Y,TohToXTdT—I—/ Y ;ohpo X, dr.
0 0

—t
Como hy = Y_r o hp o X7, podemos reescrever a primeira integral como

0 0 0
/ Y,TohToXTdT:/ Y,T,TohToXT+TdT:/ Y ;ohpoXpdr.

—t —t T—t
Logo,

T T
/ Yt,sohToXs,tds:/ Y sohroX,ds=h.
0 0



7

Portanto,

}/t (e] h - ]’L (¢] Xt,
para todo |t| < T'. Isso, entao, pode ser estendido em cada dérbita z(t;xg) para todo o t em que a drbita se
mantenha dentro de Vj. O

Observacgao 10.25. Se T € um ponto fizo nao-hiperbdlico, entao nao podemos obter tanta informagao apenas
via linearizacdo. Por evemplo, se x' = ax?, entdo a origem é um ponto fizo com Df(0) = 0, logo a origem é
Lyapunov-estdvel sequndo o sistema linear y’ = Df(0)y = 0, mas para o sistema ndo-linear, ela pode ser tanto
assintoticamente estdvel, se a < 0, quanto instdvel, se a > 0. Em geral, no caso em que T é um ponto fixo
nao-hiperbolico, procuramos simplificar o sistema aprorimando-o por um sistema de ordem maior, quadrdtica
no caso acima. Isso nos leva a certas formas canoénicas, chamadas de formas normais, para o estudo do
sistema prorimo a esses pontos fizos nao-hiperbolicos.

Problemas

10.1 Generalize o resultado do Problema 8.2 para o caso de uma equacdo =’ = Az + b(t) onde A € L(R™)
tem a origem como um ponto fixo atrator ou repulsor e b(-) é continua de perfodo T. (Sugestao: use
o Teorema do Ponto Fixo de Banach.)

10.2 Seja f € Lip;,.(U), U C R™ aberto, e seja T € U tal que f(Z) = 0. Suponha que f seja diferencidvel
em Z com pelo menos um autovalor de D f(Z) com parte real negativa. Adapte o argumento utilizado
na demonstracao do Teorema 10.20 para mostrar que existem solugoes z(t) definidas, pelo menos, em
R tais que z(t) — & quando t — +o0.

10.3 Seja f € Lip;,.(U), U C R™ aberto, com 0 € U e f(0) = 0. Suponha que f seja diferencidvel
em Z = 0 com pelo menos um autovalor de D f(0) com parte real positiva. Mostre que hé solugoes
que convergem para T = 0 quando ¢t — +oo tangenciando a variedade linear estavel da equagao
linearizada y' = Df(0)y. (Sugestdo: Substitua o cone C' da demonstracao do Teorema 10.20 pelos
cones Cy, = {z € U; v = 1 + x2,|z2| < plz1], |z| < 0} com p arbitrariamente pequeno, ou trabalhe
com a fungao za/x1.)

10.4 Seja f € C1(R?,R?) tal que f(0)=0e

a —b
pro=|5 7).
onde a < 0 e b # 0. Mostre que para xo suficientemente préximo & origem, a solu¢do z(t;zo) de
' = f(z), (0) = xp, converge para a origem com uma velocidade angular cada vez mais préxima de
b e a uma razao exponencial cada vez mais préxima de a. (Sugestao: use coordenadas polares.)
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11. METoDO DIRETO DE LYAPUNOV

Funcdao de Lyapunov. Principio de Invariancia de LaSalle. FEstabilidade de pontos fizos.
Sistemas gradientes. [9, 1, 11]

11.1. Fungao de Lyapunov e o Principio de Invariancia de LaSalle.

Definicao 11.1. Seja U C R™ aberto e seja f € Lip,,.(U). Seja G C U aberto. Uma fungao de Lyapunov
para ' = f(x) em G € uma funcao V € C1(G,R) tal que

V(z) <0, Vo € G, (11.1)
onde V(x) ¢ a derivada de Lie LV (x) de V em x ao longo do campo de vetores f, que é definida por

V(z) = LyV(x) = VV(z) - f(2).

Observagao 11.2. Podemos interpretar V(z) como sendo a energia do sistema no estado x e a condigdo de
V' ser uma fungao de Lyapunov como a de que a energia decresce, ou, pelo menos, nao aumenta, conforme o
sistema evolus.

Proposigao 11.3. V € C}(G,R) € uma funcio de Lyapunov para ' = f(x) em G se e somente se
V(z(t;z0)) < V(xo),
para todo xg € G e todo t € I} (x0) tal que x([0,t];20) C G.
O

Teorema 11.4 (Principio de Invariancia de LaSalle). Sejam U C R™ aberto e f € Lip,,.(UU). Seja
V € CHG,R) uma fungio de Lyapunov para x’' = f(x) em G C U aberto. Se xq € G € tal que ’yf(xo) é pré-
compacto em G, entao w(xg) C &y, onde & € o subconjunto invariante mazimal de € = {x € G; V(x) = 0}.

Dem.: Sendo T (xg) pré-compacto em G, segue que V(z(t;zg)) é limitado inferiormente (e superiormente,
também). Além disso, V(z(t;20)) é mondtona ndo-crescente, logo, existe o limite

l= tg$w V(z(t; x0)).
Se w € w(xg), entdo x(t,;xo) — w para alguma seqiiéncia t,, — +o0. Logo,
V(w) = V(limz(ty; zo)) = im V(x(tn; xo)) =1, Yw € w(zo).
Pela invaridncia de w(xg), segue que
V(z(t;w)) =1, Vit € R, Yw € w(zo).
Logo
V(w) =VV(w)- flw) = %V(x(t;w)) =0, Yw € w(zo).

Portanto, w(zg) C €. Mas w(zg) é invariante, logo, w(zg) C &o. O
Funcoes de Lyapunov também sao tteis para estabelecer a existéncia global das solugoes:

Proposigao 11.5. Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto, e seja V € CH(U,R) uma fungdo de Lyapunov para
¥ = f(x) emU. SeV € coerciva em U, ie., V(x) / +o00 quando x — OU, entio I} (xo) = RY para todo
To €EU.

A seguinte generalizagao do resultado anterior pode ser facilmente demonstrada:
Proposigao 11.6. Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto, e seja V € CH{U,R) uma fungio coerciva em U. Se

V(z) <eo+eaVi(x), Vo e U,

onde co,c1 € R, entdo I} (zo) = RT para todo xo € U.
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Exemplo 11.7. Considere a equacio da mola dura com atrito, mz"” + k(z + 23) + ax’ =0, m,a, k > 0, que
pode ser escrita na forma de um sistema:

=y,
{ y =L@ +a®) —ay.

A energia do sistema € dada por , , )

E(x,y) :m% +k <% + %) .
Temos

E(x,y) = —amy?.

Logo, E(z,y) € uma fungdo de Lyapunov para esse sistema, com &€ = {y = 0} e &y = {(0,0)}. Além disso,
E(z,y) € coerciva, logo as todas as drbitas positivas sao globais e limitadas e, pelo Principio de Invariancia
de LaSalle, convergem para o unico ponto fizo (0,0), que forma o conjunto .

11.2. Estabilidade de pontos fixos via método direto de Lyapunov. Fungoes de Lyapunov sao tteis
localmente, no estudo da estabilidade de pontos fixos.

Teorema 11.8 (Lyapunov). Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto. Seja V € CY(G,R) uma funcio de
Lyapunov para ' = f(x) em G CU aberto. Suponha que T € G seja tal que

Vix) > V(z), Vo € G\ {z},

entdo T € um ponto fizo Lyapunov-estavel de x' = f(x). Se, além disso,

V(z) <0, Ve e G\ {z},
entdo T € um ponto fixo assintoticamente estdvel.

Dem.: Como V(x(t; %)) < V(Z), V¢t > 0, e V(z) > V(Z) em G\ {Z}, temos que z(;T) = &, Vt > 0, logo
x(t;Z) =, Vt € R e  é um ponto fixo do sistema.

Seja, agora, £ > 0 arbitrdrio tal que B.(Z) C G. Como 0B.(Z) ¢ compacto, existe p = minyegp, (z) V(y) >
V(z). Como V(y) < p para todo y € Bs(Z) para 6 > 0 suficientemente pequeno, temos, para qualquer
xo € Bs(Z), que V(z(t;20)) < V(xo) < p, para todo t € I} (z0), logo x(t; x9) € B:(Z), para todo t € L} (o).
Entao I}, (x0) = Rt e z(t;20) € B:(Z), para todo t > 0. Logo, Z é Lyapunov-estavel.

Se V(z) < 0 em G\ {Z}, entdo & = & = {Z}. Além disso, como acabamos de mostrar, temos y* (zo)
pré-compacto em G, qualquer o € Bj(Z), logo w(xg) = {Z} e x(t;x9) — T quando t — +oo. Logo, T é
assintoticamente estavel. (]

Defini¢ao 11.9. Uma fungao de Lyapunov em uma vizinhanga de wm ponto fizo T de um sistema x' = f(x)
¢ dita uma fungao de Lyapunov para T se V(z) > V(Z) para todo © € G\ {z}. Se, além disso, V(z) < 0 para
todo x € G\ {Z}, entdo ela é dita uma func¢ao de Lyapunov estrita para Z.

Exemplo 11.10. Considere a equacdo de Van der Pol 2" — e(x?> — 1)z’ +x = 0, com € > 0, que pode ser
escrita na forma de sistema (forma de Lienard)

¥ =y+e i x
_y 3 )

y = —x.

V(x,y) = ex? (x—; - 1) .

Na regido G = {(z,y); 2% + y* < 3}, temos que V(x,y) > V(0,0) para (z,y) # (0,0) e V(x,y) <0, logo V
¢ uma fung¢ao de Lyapunov para o ponto fizo (0,0), que €, com isso, um ponto fixo estdvel.

Seja V(z,y) = (2 + y?)/2. Entdo
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Alem disso, temos € = {(x,y) € G; V(z,y) = 0} = {(0,y); y> < 3}, e o subconjunto invariante mazimal
de € € a origem & = {(0,0)}. Como V(z,y) < 3/2 em G e V(z,y) = 3/2 no bordo de G, temos que G €
invariante, logo w(zx,y) C &y, portanto w(z,y) = (0,0) e (0,0) é um ponto fixo assintoticamente estdvel e atrai
todos as drbitas em G.

11.3. Sistemas gradientes.

Definicao 11.11. Sistemas da forma

' =-VV(z),
onde V : U — R € de classe C*> em um aberto U C R™, ou simplesmente de classe Ct com VV localmente
Lipschitz, sao chamados de sistemas gradientes

Proposicao 11.12. Seja ' = —VV(x) um sistema gradiente. Entdo V ¢é uma fun¢do de Lyapunov para
¥ =-VV(z)emU e & =E = {z;V(x) = |VV(2)]* =0} = {z; VV(x) = 0} € formado pelos pontos fizos.

Proposicao 11.13. Seja T um ponto critico isolado de V, i.e., VV(Z) = 0. Entao T € um ponto fixo
assintoticamente estavel de v’ = —VV (x) se e somente se T é um ponto de minimo local de V.

Observacao 11.14. Sistemas gradientes nao possuem orbitas periodicas nem orbitas homolinicas, mas podem
possuir drbitas heteroclinicas. Além disso, no estudo via linearizacao de um ponto fizo T de um sistema x’ =
f(x), estudamos o sistema y' = Df(Z)y, que, no caso de um sistema gradiente, € tal que Df(Z) = —D?V (z) é
simétrico, logo seus autovalores sdo todos reais, nao havendo, com isso, pontos fixos hiperbélicos do tipo foco.

Observagao 11.15. Fquagies escalares ' = f(x) sdo sempre sistemas gradientes, com V(x) = — f f-

Problemas
11.1 Seja f € Lip,,.(U), U C R™ aberto, e seja V € C} (U, R) uma fungao coerciva em U. Mostre que se

V(z) < co+ a1 Vi(z), Ve e U,

onde ¢g,c1 € R, entao I} (z9) = RT para todo xy € U.

11.2 Considere a equagéo x” + h(z)z’ + g(z) = 0, onde zg(x) > 0, = # 0, h(z) > 0, x # 0, e 0
potencial G(x fo ) ds é coercivo. Mostre que z = 0 é uma solucdo estacionéria globalmente
assmtotlcamente estavel

11.3 Considere a equacao do Problema 11.2 exceto que g(z) é negativo se x < —1 e 0 < z < 1 e é positivo
se =1 <x <0ex>1. Ache os pontos fixos do sistema, determine se eles sdo Lyapunov-estdveis,
assintoticamente estaveis ou instdveis e esboce os possiveis diagramas de fase do sistema no espago de
fase (z,2').

11.4 Seja V € CY(G) uma fungao de Lyapunov em um aberto G C R™ de um sistema 2’ = f(z). Seja
Z € G tal que f(Z) =0 e V(z) < 0 para todo z € G \ {Z}. Suponha que V(z,) < V(&) para alguma
seqliéncia z,, — T em G. Mostre que T é um ponto fixo instavel de ' = f(x).
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12. SISTEMAS CONSERVATIVOS E HAMILTONIANOS

Sistemas conservativos. Sistemas Hamiltonianos. [1, 8]

A interpretacao de uma funcao de Lyapunov é a de uma energia que, com a presenca de algum mecanismo
de dissipagao, decai ao longo do tempo. Na auséncia de dissipacao, a energia se conserva; ela é constante ao
longo do movimento. Isso nos leva ao conceito de sistemas conservativos:

Definigao 12.1. Seja f € Lip,, (U), U C R™ aberto. Seja E € C'(U,R) tal que E(z) = 0 para todo = € U,
entdo E € dita wma integral do sistema ' = f(x). Se, além disso, E ndo € constante em nenhum aberto de
U, entio o sistema z' = f(x) € dito wm sistema conservativo.

Observacao 12.2. Em um sistema conservativo, a energia E pode variar de wma orbita para outra, mas ela
¢ constante ao longo de uma mesma orbita: E(x(t;x0)) = E(xg), YVt € In(xo), Yoo € U. Com isso, cada
orbita fica restrita a uma curva ou superficie de nivel de E. Dai a importancia de se exigir que E nao seja
constante em nenhum aberto.

As curvas de nivel de E sao, em geral, variedades de dimensao m — 1, o que reduz o sistema a equacoes
em dimensao m— 1. Se o sistema possuir m — 1 integrais “independentes”, no sentido das superficies de nivel
serem todas transversais entre si, o sistema se reduz a um equacgdo escalar; cada orbita estaria restrita a um
subconjunto unidimensional do espago de fase formado pela intersecao de vdrias superficies de nivel (uma de
cada integral), o que nos daria, “explicitamente”, a solugdo do sistema. Tais sistemas sao ditos completamente
integraveis. No caso bidimensional, € 6bvio que uma integral basta para o sistema ser completamente integrdvel.

Uma classe importante de sistemas conservativos é a de sistemas Hamiltonianos:

Definicao 12.3. Um sistema Hamiltoniano € um sistema da forma

_ OH
o =Gy
/__gH
y_ 91’7

onde H = H(z,y) é o Hamiltoniano do sistema e o espaco de fase é formado por (z,y).
Proposigao 12.4. O Hamiltoniano € uma integral de um sistema Hamiltoniano

Dem.: De fato,
. OH OH OH OH OH OH
H(zy) = VH(,y)- (‘a_y%) = <_8_y) Dy o
O

Observagao 12.5. Uma notacao bastante comum € obtida substituindo-se x e y por q e p, respectivamente,
com q representando a posi¢ao de um sistema de particulas e p, o momento de cada uma delas. Em mecanica
celeste, q pode representar o centro de massa de um conjunto de n planetas, sendo, portanto, um vetor em
R3", com o momento p também em R3". Nesse caso, o espaco de fase tem dimensdo 6n. Nesses e em outros
sistemas mecanicos, o Hamiltonian é, em geral, da forma

H(q,p) = K(p) + V(q),

onde K = K(p) representa a energia cinética do sistema, V.= V(p), a energia potencial e H = H(q,p), a
energia total do sistema. Para um objeto de massa m largado na atmosfera terrestre, temos a energia cinética
como sendo mv?/2, onde v € a velocidade de queda do objeto, e a energia potencial como sendo mgh, onde
g € a aceleracdo da gravidade e h a altura do objeto em relacdo a superficie da Terra. Nesse caso, temos o
momento p = muv e a posicio q = h, logo

2 2

K(p)=-— V(q) = myq, e H(q,p) = K(p) +V(q) = 2p—m + myq.

T om’
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Com isso,
q = 8—15 =H(=v),
p = —%—ZI = —mg
Ou podemos tomar x =h, y=wv e
y? %
K@) =%, V() =gz, e H(zy) =Ky +V(r) =" +ga.
Com isso,
o=y
r_ _gH _
Y= "0x =79

Nesse caso, K eV sao, respectivamente, as energias cinética e potencial a menos da massa m.

Observacgao 12.6. Em um sistema Hamiltoniano, ndo sé a energia H € preservada, mas volumes no espago
de fase também sdao preservados. Isso seque do fato do divergente do campo de vetores ser identicamente nulo:

o 0 OH O0H o O0H 0 O0H O*H O*H
=)=, == :__._+_._:Z — + =0.
oz’ dy 0y’ Oz Oor Oy Oy Ox oy;0x;  Ox;0y;

Uma classe particular de sistemas Hamiltonianos que podemos estudar em detalhe é a de equagoes escalares
de segunda ordem da forma

2’ +g(x) =0, x(0) = zo, 2'(0) = yo, (12.1)
com g : R — R, digamos, C!.

Exemplo 12.7. Como exemplo de um sistema dessa forma temos a equacdo do péndulo sem atrito, onde
g(x) = (g/l)senz, e a equagao do oscilador harmdnico, onde g(x) = kx. Outros exemplos sio as equagies da
mola dura e da mola macia, onde g(x) = kix + kox3, k1 > 0. No caso da mola dura, temos ka > 0, no caso
da mola macia, ko < 0 A prdpria equagdo de um corpo em queda livre € dessa forma com g(x) = g constante.

Podemos tomar como Hamiltoniano da equagao (12.1) a fungao

2

H(z,y) = % + G(a).

onde .
Gla) = [ gla) ds

é uma primitiva de g. Temos, obviamente,

z’' = %—Ig =y,
y =9 = —g(a).

Proposicao 12.8. Se G ¢ limitado inferiormente, entdo todas as solugdes da equagao (12.1) sdo globais, i.e.,
In(z0,90) = R.

Dem.: Seja Ey = H(z0,%0) a energia inicial do sistema. Como a energia é conservada, temos
H(I(t)v y(t)) = EO) vt € Im(‘r()vyo)a

onde (z(t),y(t)) é a solugdo do sistema com z(0) = zo e y(0) = yo. Entao,

W4 G = 2
logo,

t2
%‘FG—SEOu
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onde G_ = min, G(z). Com isso,

(@) < V2(Eo - G-),

mostrando que y(t) é limitado. Como &’ = y, temos, entéo,

j2(t)] = |0 + / y(s) ds| < |ao| + [t v/2(Bo — C),

mostrando que z(t) nao explode em tempo finito. Logo, as solugoes sao globais. O
Para entendermos as drbitas do sistema z' + g(z) = 0, basta olharmos para as curvas de nivel de H. Note
também que os pontos fixos do sistema estao localizados no eixo x e sdo da forma (z,0) onde Z é um zero de

g.

De modo geral, cada érbita pertence a uma componente conexa C' de uma curva de nivel, e essa componente
conexa pode ser um dnico ponto fixo, se ele for um ponto de minimo local de H; pode ser uma 6rbita periddica,
se C for limitada e nao incluir nenhum ponto critico; pode ser a uniao de um ponto fixo com uma 6rbita
homoclinica ligando esse ponto fixo, se C for limitada e incluir um tnico ponto critico; pode ser a uniao de
dois pontos fixos e duas érbitas heteroclinicas ligando esses dois pontos fixos, se C' for limitada e incluir dois
pontos criticos; e pode involver orbitas ilimitadas se C' for ilimitada. E claro que nos casos acima descartamos
o caso degenerado em que g é constante em algum intervalo.

Problemas

12.1 Esboce o diagrama de fase da equagao z” + g(z) = 0 (no espago de fase (x,2’)) nos casos em que o
potencial G(z) = [* g(z) dr é dado por G(z) = zsenz e G(z) = (senz)/z. Sdo as solucdes dessa
equagao globais em ambos os casos?

12.2 Considere a equagdo 2" + g(z) = 0 onde o potencial G(z) = [* g(z) dz ndo é, necessariamente,
limitado inferiormente, mas

limsup G(z) = +o0.

z—+o0

Mostre que todas as solugoes sao globais.
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13. TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON E GRAU ToPOLOGICO

Teorema de Poincaré-Bendizson. FEzisténcia de ponto fixo dentro de uma drbita periddica.
Grau topoldgico e aplicagies. [9, 12, 8, 14]
Nesta secio, consideramos apenas sistemas bilineares =’ = f(x) com f € Lipy,, ,(U), U C R? aberto.

13.1. O Teorema de Poincaré-Bendixson.

Teorema 13.1 (Poincaré-Bendixson). Seja U C R? aberto e seja f € Lip;,, ,(U) com um mimero finito
de singularidades. Seja vo € U tal que I} (z9) = RY e v 1 (xg) incluido compactamente em U. Entao, ocorre
uma das sequintes alternativas:
(i) w(xo) € um ponto fixo;
(ii) w(xo) € uma drbita periddica;
(ili) w(zo) € a unido de pontos fixos x1,x2,...,Zn, n € N, e de drbitas (homoclinicas ou heteroclinica) ~
tais que w(y) = z; e w(y) = ;.

Observagao 13.2. Podemos ter um conjunto 6mega-limite com um nimero infinito de orbitas homoclinicas,
todas elas podendo estar associadas a um unico ponto fixo, tal qual uma flor com infinitas pétalas.

A demonstracao desse teorema serd feito em varias etapas. O resultado fundamental é o seguinte:

Lema 13.3. Se para algum yo € w(zg) o conjunto w(yo) possui um ponto regular, entdo w(xg) € uma drbita
periddica. Da mesma forma, se o conjunto a(yo) possui um ponto regqular, entao w(xg) € uma drbita periddica.

Antes de demostrarmos esse lemma, vamos ver como ele implica no Teorema de Poincaré-Bendixson, assim
como na seguinte Proposicao, também conhecida como Poincaré-Bendixson.

Proposicao 13.4 (Poincaré-Bendixson). Se w(zg) ndo contém pontos fizos entdo w(xg) é uma drbita
periddica.
Dem.: Seja y € w(zg) arbitrario. Entdo v(y) é uma 6rbita global e w(y) existe e é ndo-vazio. Seja z € w(y)
arbitrdrio. Como w(zg) ndo contém pontos fixos e w(y) C w(xp), segue que z é um ponto regular. Dessa
forma, o resultado segue do Lema 13.3. (Il
Com os resultados acima, podemos demonstrar o Teorema de Poincaré-Bendixson da seguinte forma.
Dem.: (do Teorema de Poincaré-Bendixson) Se w(xg) ndo contém pontos fixos, entdo, pela Proposicao 13.4,
w(xg) é uma drbita periddica. Se w(xp) sé contém pontos fixos, entdo, como eles sdo finitos, logo, isolados,
e w(xp) é conexo, entdo, w(xg) é composto de um unico ponto fixo. Se w(zy) contém pontos fixos e pontos
regulares, entao ele contém um numero finito de pontos fixos e um nimero finito ou infinito de érbitas regulares.
Além disso, se v é uma drbita regular em w(zg), entdo w(y) é um unico ponto fixo. De fato, se w(y) tivesse
pontos regulares, terfamos pelo Coroldrio 13.3 que w(xo) seria uma érbita periédica, o que nao é o caso, logo
w(7) 86 tem pontos fixos. Além disso, w(y) é conexo e os pontos fixos sdo discretos, logo w(7y) é composto de
um unico ponto fixo. Analogamente, segue que () é composto de um tnico ponto fixo, o que completa essa
demonstragao. O
Vamos, agora, a demonstragao do Lema 13.3. Primeiro, precisamos do conceito de se¢ao transversal:

Definigao 13.5. Uma secio transversal a f é um arco o : [—1,1] — U de classe C* tal que
n'(s) - f(a(s)) # 0, Vs e [-1,1],
onde 0 (s) = (—o4(s),01(s)) € normal ao arco o(s) = (o1(s),02(8)).

Lema 13.6. Secja ¥ uma se¢do transversal a f e seja T € 3. FEntdo, para qualquer 6 > 0, existe uma
vizinhanga V de T tal que Vxg € V, existe t(xg) com |t(xo)| < 0 e tal que x(t(xo),zo) € .

Dem.: Considere um sistema de coordenadas yz com a origem em Z, o eixo y na dire¢ao de f(Z) e o eixo z
tangente a . Nessas coordenadas, o sistema toma a forma

{ v =g(y, 2),
2" = h(y, 2),
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com ¢(0,0) > 0 e h(0,0) = 0. Por continuidade, dado £ > 0, existe uma vizinhanca U, de & tal que, nessa
vizinhanga, g(y, z) > 0, e, mais precisamente,

d

F—glyx)za>0,  hly.2)<e,

onde a = ¢(0,0)/2. Assim, podemos inverter a coordenada y = y(¢) ao longo de uma drbita, escrevendo
t = t(y) em cada érbita. Com isso, z = 2(t) = z(t(y)) pode ser escrita como uma fungéo de y, logo cada drbita

em U é um grafico sobre o eixo y. Podemos, ainda, limitar a derivada de z em relacao a y em U:
dz dz dt h(y, z)
dy| |dtdy| |g(y,z)
onde K. = ¢/a. Dessa forma, cada érbita x(t; z¢) com xg € Us, xo = (Yo, 20), esté restrita, em U, aos cones

Cry = {(y,2); |2 — 20| < Kely — yol}-

Como o eixo z é tangente a 3 em Z temos que para um vizinhanca V., C U, suficientemente pequena de z,
cada cone desses com xg € V, “atravessa” X, i.e., a projecao de ¥ N UlU. no eixo y é disjunta de e fica entre
as duas componentes conexas da projecao de C,, N AU, no eixo y. Com isso, cada érbita que passa por um
ponto zo € Vz, que é um grafico sobre o eixo y e contido em C,,, passa necessariamente por X, o que nos da
um tempo t(xo) tal que x(t(zo); o) € X.

Finalmente, podemos limitar o tempo t(z¢) que a dérbita leva para atravessar ¥ e fazer esse tempo arbi-
trariamente pequeno apenas diminuindo a vizinhanga V., pois

= 8]

dt‘ ‘ 1 1
=<~
dyl |9(y.2)| ~ «
logo

t

« o

O

Lema 13.7. Seja x9 € U e seja ¥ uma segdo transversal a f. Suponha que v*(xzg) intercepte ¥ em uma
seqiiéncia, finita ou infinita, {x(t;;20)}i, com t; < tiy1. Entdo {x(t;;20)}i forma uma seqiiéncia mondtona
em .

Dem.: Se v (zg) intercepta 3 em apenas um ou dois pontos, nao hé o que provar. Suponha, entao, que hd
intersecao em trés ou mais pontos e considere trés intersecoes em instantes consecutivos t;_1, t; e t;+1. Basta
mostrar que essa seqiiencia de trés pontos é mondtona em . Note, alids, que X é unidimensional e possui
uma ordem natural induzida por sua parametrizagao.

Considere a curva fechada formada pelo arco da érbita de xg entre os instantes t;_1 e t; e pelo arco ¥g de
Y entre x(t;—1;x0) e x(t;;20). Essa é uma curva de Jordan, i.e., é uma curva fechada simples, pois esse arco
da 6rbita nao intercepta ¥ em nenhum outro instante entre ¢;_1 e ¢;. Além disso, o campo de vetores em X
aponta ou todo para o interior de D ou todo para o exterior de D, pois a produto escalar do campo com a
normal a ¥ tem sempre o mesmo sinal. Vamos considerar apenas o caso em que esse campo de vetores aponta
para o interior de D, o outro caso é andlogo. Nesse caso, temos que mostrar que x(t;+1; o) estd no interior
de D, pois a parte de X posterior a z(t;; xo) estd no interior de D. Mas isso é ébvio, pois D é positivamente
invariante e f(x(¢;;x0)) aponta para o interior de D. O

Lema 13.8. Sejay € w(xo) e seja X uma segdo transversal a f. Entao v(y) intercepta ¥ em no mdximo um
ponto.

Dem.: Se y1,y2 € v(y) N X, entdo, como y1,y2 € w(wp), pois v(y) C w(xg), temos que x(tn;xo) — Y1
e z(sp;w9) — Yo, com t,,s, — +o0o. Pelo Lema 13.6, podemos encontrar sequéncias t,, e s, tais que
t, s, — +oo, x(th;x0) — Y1, x(sh;20) — Y2 € x(t);x0),x(s);20) € X. Mas pelo Lema 13.7, v (z¢) é uma

seqiiéncia mondétona em X e, portanto, tem um tnico limite. Logo y1 = yo. O
Podemos, agora, concluir com a demonstragao do Lema 13.3.
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Dem.: (do Lema 13.3) Seja ¥ uma segao transversal a f contendo z, que existe pois z é regular. Como z € w(y),
existe uma seqiiéncia t,, — +oo tal que z(t,;y) — z. Pelo Lema 13.6, podemos obter uma seqiiéncia t,, — +00
tal que z(t),;y) — z com z(t,;y) € B. Mas y € w(xg), logo, pelo Lema 13.8, v(y) intercepta ¥ em apenas um
ponto. Com isso, segue que z(t!;y) = z para todo n’. Logo, v(y) é uma 6rbita periddica.

Vamos mostrar, agora, que w(xo) = y(y). Seja {x(sn;20)}, Sn < Snt1, a seqiiencia de todos os pontos de
intersegao de v (zo) com a se¢ao transversal ¥ 3 z. Como z € w(xg), segue do Lema 13.6 que essa seqiiencia
é infinita, com s, — +00 € z(sn;To) — 2z, com {x(sy; To)}n mondtono. Seja T' > 0 o periodo de v(y), de modo
que z(T; z) = z. Dado € > 0 arbitrdrio, existe 6 > 0 tal que se |29 — 2| < §, ent@o |x(T’; 20) — 2| < e. Logo,
pelo Lema 13.6, s, +1 — s, é da ordem de T, pelo menos para n suficientemente grande. Com isso, Sp4+1 — Sp,
é limitado. Agora, como z(sp;xo) — 2, segue que x(s, + t;z0) — z(t;2) € v(y) uniformemente para ¢ em um
intervalo limitado, mas como $,4+1 — s, é limitado, isso implica em x(¢;xg) — v(y) quando ¢ — +00, 0 que
mostra que w(xg) = y(y) é uma drbita periddica.

O caso em que «a(yp) possui um ponto regular é anélogo. O

Comentamos na Observagao 13.2 que pode haver um conjunto 6mega-limite com infinitas 6rbitas ho-
moclinicas. Por outro lado, o resultado a seguir mostra que, em um conjunto émega-limite, h4 apenas uma
orbita heteroclinica ligando dois pontos fixos. Idem em conjuntos alfa-limite. E claro que um sistema pode
apresentar infinitas d6rbitas heteroclinicas ligando os mesmo dois pontos fixos, sé que cada conjunto limite
pode conter apenas uma delas.

Proposicao 13.9. Sejam x1,x2 € w(xg) pontos fixos distintos. Entao hd wma e somente uma Jorbita hete-
roclinica v C w(xg) tal que a(y) = {x1} e w(vy) = {x2}.

13.2. Grau topoldgico.

Proposicao 13.10. Seja f € Lip,..U), U C R? aberto e simplesmente conexo. Suponha que vy seja uma
drbita periddica do sistema x' = f(x). Entao, existe pelo menos um ponto fizo no interior de ~.

Dem.: Seja D C U o interior de . Entéo, para qualquer ¢t € R, a transformagio z¢ — z(t;xg) estd bem
definida e é continua em D, pois I,,(xz¢) = R para todo z¢ € D.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brower, segue que, para todo 7' € R, existe um ponto fixo z7 € D de
z(T;-), logo

x(t +T;xr) = z(t;zr), vt € R.

Tome uma seqiiéncia arbitraria 7, \, 0 com 7, > 0. Como D é compacto, existem zg € D e uma

subseqiiéncia T}, \, 0 tais que
rT,, — To.
Com isso,
x (t; :an,) — x(t; x0),

uniformemente em ¢ para t restrito a um intervalo limitado.

Dado T € R, denote por [T//T},] o menor inteiro mais préximo de T//T,. Note que

[TEJ T, - T,

com [T'/T,]T, limitado. Logo,

T
x ([T—n/} Tnz;xTn,> — (T xp).

Além disso, como [T'/T,,] é inteiro, temos que

T
x (|:Tn’:| Tn’;xTn/> =T, — T0o-

x(T;xg) = xp, vT e R.

Portanto,
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Logo, xg ¢ um ponto fixo de ' = f(x) e, obviamente, o ndo estd no bordo de D, estando, portanto, no
interior de 7. 0
Podemos usar o conceito de grau topoldgico para estudar, por exemplo, a natureza do(s) ponto(s) fixo(s)
contido(s) na regido delimitada por uma 6rbita periddica.
Dada uma curva parametrizada o = (£(t),n(t)), em um plano £n, que nao passa pela origem, a integral

i/d arctan 1) = L [ Zndé+¢&dn
21 J, &) o), &+n?

conta o numero de voltas dadas pela curva en torno da origem. O sinal indica se as voltas foram dadas no
sentido anti-hordrio (sinal positivo) ou horério.

Dada uma curva v(t) = (x(t),y(t)) no plano zy e um campo de vetores F' = (f(z,y), g(z,y)), podemos
considerar a curva descrita pelos vetores desse campo, o(t) = (f(x(¢,y(t)), g(z(t),y(t))). Definimos o indice
dessa curva em relacao a esse campo de vetores como sendo

2w ), f?+g?

Esse indice estd bem definido caso a curva - nao passe por nenhuma singularidade do campo de vetores.
Além disso, o valor desse indice néo se altera caso a curva 7 seja deformada homotopicamente sem cruzar por
singularidades do campo de vetores.

O indice de um ponto fixo é definido como sendo o indice de uma curva fechada que delimite apenas esse
ponto fixo. E ficil ver (via cédlculo ou geometricamente), que

O indice de um atrator, um repulsor ou um centro é +1.

O indice de um ponto de sela hiperbélico é —1.

O indice de uma 6rbita periddica é +1.

O indice de uma curva fechada que nao contem pontos fixos é 0.

O indice de uma curva fechada ¢ igual a soma dos indices dos pontos fixos contidos na regiao delimitada
por essa curva.

Se dentro de uma Orbita periédica hd um unico ponto fixo, entao este deve ser um atrator, um repulsor
ou um centro. Se ha mais de um ponto fixo e todos sao hiperbdlicos, entao devemos ter ng+n,—ns = 1,
onde ngy, n, e ng indicam o nimero de pontos fixos atratores, repulsores e de sela, respectivamente.
Se além de pontos fixos hiperbdlicos temos apenas centros, entao ng + n, +n. —ns = 1, onde n. é o
nimero de centros.

e Pontos fixos nao-hiperbdlicos podem ter indices diferentes de +1 e —1.

Problemas

13.1 Faga os detalhes da demonstracao da parte do Lema 13.3 na qual a(yg) possui um ponto regular.

13.2 Sejam f, g € Lipy,.. ,(R?) tais que f(x) - g(x) = 0 para todo = € R?. Mostre que se ' = f(x) possui
uma 6rbita periddica v entdo y’' = g(y) possui pelo menos um ponto fixo no interior de v e nenhum
conjunto limite de ¢y’ = g(y) intercepta ~.

13.3 Mostre que as unicas 6rbitas recorrentes possiveis em um sistema bidimensional sao os pontos fixos e
as Orbitas periddicas. (Veja o Problema 9.3 para a defini¢ao de 6rbita recorrente.)



88

14. EXEMPLOS DE SISTEMAS NAO-LINEARES BIDIMENSIONAIS

Equagao de Van der Pol. Equa¢do Predador-Presa. Competi¢ao entre duas espécies. [9)

14.1. Equacgao de Van der Pol. Vamos considerar a equac¢do de Lienard

{ =y~ f(x), (14.1)

y =—-x,
no caso particular em que f(z) = 2® — z, o que nos leva a equacdo de Van der Pol:
¥ =y—z3+z,
{ Y = —. (14.2)

14.2. Equacgdo de Lotka-Volterra (predador-presa).

x/ = (a - by)z’
{ Y = (cz — dyy. (14.3)
onde a,b,c,d >0 e x,y > 0, com x representando a populacao das presas e y, a dos predadores.

Os pontos fixos sdo pg = (0,0),p1 = (d/c,a/b). Temos que py é um ponto fixo hiperbélico de sela, e p; é
um centro para o sistema linearizado em torno de p;. Um anélise das regioes delimitadas pelas retas y = a/b
e x = d/c indica que as Orbitas tendem a dar voltas em torno do ponto fixo p1, mas nao estd claro se elas
devem se afastar de p;, se aproximar de p; ou formar érbitas periddicas.

Procuramos uma integral do sistema na forma H(z,y) = F(x) + G(y). Para que H(z,y) = 0, devemos ter

Fl(z)(a = by)z + G'(y)(cz —d)y =0
Separando variaveis, obtemos

)z G'(y)y

cx —d a—by’

Fl(z) = a (c— g) . G'(y) = —a (% —b) ,

H(z,y)=cx—dlnz+by —alny

Logo,

para algum «. Portanto,

é uma integral do sistema e o sistema é conservativo. O valor de « e o das constantes de integracao em F e G
sdo irrelevantes para a equagdo H = 0.. As drbitas sdo todas periddicas, exceto pelo ponto fixo p; e ao longo
dos semi-eixos coordenados.

14.3. Predador-presa com crescimento limitado.

y' = (cx —d— py)y,
onde a,b,c,d, A\, > 0 e z,y > 0, com z representando a populagao das presas e y, a dos predadores.
Os pontos fixos sao pg = (0,0), p1 = (a/A,0), e, possivelmente,

_ (ap+bd ca+dA
bz = be— M’ be— A )’

caso be—Ap > 0, i.e., caso as retas a—by— Az = 0 e ct —d— py = 0 se interceptem no primeiro quadrante. Pela
analise do sinal das derivadas ' e ¥ em cada uma das regices delimitadas por essas retas e pelos semi-eixos
coordenados, podemos deduzir que, no caso em que ps nao estd definido, o ponto fixo p; é assintoticamente
estavel e atrai todas as drbitas do sistema, exceto as que estao no semi-eixo y, que convergem para pg.

{ @' = (a —by — \z)z, (14.4)




14.4. Competigao entre duas espécies.
{ ' = (a— by — \r)x,
y'=(d—cx — py)y,
onde a,b,c,d, o, 3 >0e x,y > 0.

Problemas
14.1 Esboce os possiveis diagramas de fase do sistema
{ 2 = (a — by? — v,
y = (c—dx— py)y,
onde a,b,c,d, \,u > 0e x,y > 0.

89

(14.5)
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15. ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Conjugagao e equivaléncia topologica. Teorema do fluzo tubular. Conjugacdo de sistemas
lineares. Estabilidade estrutural. [7, 14, 12]

15.1. Conjugagao de sistemas. Se considerarmos os diagramas de fase dos sistemas

7 =, 7 = —ux,
r_ € r_
Yy =Y, y =y

podemos observar que eles sao essencialmente idénticos, diferindo apenas por uma rotacao de 90 graus. E
natural procurarmos uma relacao de equivaléncia identificando sistemas que possuem certas caracteristicas
dindmicas comuns. Uma relagao natural é aquela dada pelo Teorema de Hartman-Grobman, que identificou
um sistema na vizinhanca de um ponto fixo com um sistema linearizado.

Definigao 15.1. Sejam f € Lip,..(U) e g € Lip,. (V) gerando sistemas dindmicos locais x = x(t;x0)
ey = y(t;yo) em abertos U e V de R™. Dizemos que esses sistemas sdo conjugados ou topologicamente
conjugados quando existe um homeomorfismo h : U — V tal que h(x(t;x0)) = y(t; h(zo)), para todo zo € U e
todo t € I,(z0) = I;m(yo). Caso h seja de classe C*(U,V), k € N, ou k = 0o, ou k = w (analitico), dizemos
que os sistemas sdo C* conjugados. Se a conjugacdo existir apenas em subconjuntos de U eV, dizemos que o0s
sitstemas sao localmente conjugados.

Portanto, podemos dizer que os dois sistemas acima sao conjugados; mais precisamente, analiticamente
conjugados. E o Teorema de Hartman-Grobman diz que um sistema na vizinhanca de um ponto fixo hiperbélico
é localmente topologicamente conjugado ao sistema linearizado.

O resultado a seguir diz que dois sistemas lineares hiperbdlicos atratores sao topologicamente conjugados.
De maneira andloga (ou apenas invertendo a varidvel temporal), dois sistemas lineares hiperbélicos repulsores
sao topologicamente conjugados.

Proposicao 15.2. Sejam A, B € L(R™) com todos os autovalores com parte real negativa. Entdo existe um
homeomorfismo h : R™ — R™ tal que h(et4xg) = etBh(xo), para todo xg € R™ e todo t € R. Em particular,
ambos sistemas lineares sio conjugados a {e " 'I}>0, onde I € a identidade em R™.

Dem.: Seja v > 0 tal que a parte real dos autovalores de A seja estritamente menor que —v. Entdo, existe

uma norma em R™ tal que |[e!| < e™"*, para todo ¢ > 0. Logo, se |zg| > 1, entdo existe ¢y > 0 tal que

letoAzy| = 1. Esse to é tinico, pois para t > tg, temos |e!dag| = |e(t—t0)AetoAy,| < e~V (E=to)||etodyy| < 1.
Caso 0 < |zg| < 1et <0, temos

lzo| = |e et Azg| < et

de modo que existe um tg < 0 tal que |efo42y| = 1. Como antes, esse to é o tinico com essa propriedade.

No caso em que |zg| = 1, temos tg = 0. Assim, para todo z¢ # 0, existe um tnico to = t(ug) € R tal que
toAI0| = 1
Definimos

le

e t@o)Bet(xo) g se g # 0,
h(zo) =
0, se g = 0.
Observe que essa fungao ¢é inversivel, com
h*l eis(yO)AeS(yo)y07 S€ Yo # 07
(vo) = 0, se yo = 0.
onde s(yo), para yo # 0, é o Unico so € R tal que |e**Byy| = 1. Da continuidade em relacio as condigoes
iniciais, é possivel mostrar que, para zg # 0, t(zg) é continuo, assim como h(zg). Para ver a continuidade de
h em xy = 0, basta observar que para xzo — 0, temos t(xg) — —oco e

|h(z0)| < Kett@0) — 0,
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para algum K > 1ewv > 0.
Observe, agora, que t(etxg) = t(xg) — t. Logo, se x¢ # 0,

h(eAag) = e~ (H@) =B (@) =D AtAy b8 o—t(@o)Bot(z) Ay — Bz Y.
|

Observagao 15.3. Como mencionado anteriormente, dois sistemas lineares hiperbdlicos repulsores sao topo-
logicamente conjugados. Mais geralmente, se A e B sdo operadores hiperbdlicos com a mesma dimensdo dos
autoespagoes generalizados associados aos autovalores com parte real com o mesmo sinal, entao decompondo-
se o espago messes autoespagos € possivel mostrar que os sistemas lineares associados a A e B também sao
topologicamente conjugados.

Observacgao 15.4. E possivel mostrar que a conjugacao e a sua inversa obtidas na Proposicao 15.2 sao Holder
continuas. Caso N seja um operador normal com todos os autovalores com parte real diferente de zero, entdo
{eN} € conjugado a parte real A = (N + N*)/2. Nesse caso, é possivel mostrar que a conjugacio e a sua
inversa sao Lipschitz continuas.

A conceito de conjugacdo, é mais forte do que os exemplos acima parecem indicar. Em um certo sentido,
ela preserva a parametrizacao no tempo. Isso pode ser observado mais precisamente em érbitas periédicas. Se
x(t; xp) é uma 6rbita periddica de perfodo T, entao y(t; h(xo)) = h(z(t;x0)) também é periddica e de mesmo
periodo. Isso faz com que os sistemas

r_ r_
r ==Y, e r = —2317
r_ r_
Yy =z, Yy = 2x,
cujas Orbitas sao todas periédicas mas de periodos 27 e 7, respectivamente, nao sejam conjugados, apesar dos
diagramas de fase serem absolutamente idénticos.
Isso nos leva ao conceito de equivaléncia topolégica entre dois sistemas. Mas antes de entrarmos nesse

assunto, vamos ver que conjugac oes de classe C*, k > 1, sdo ainda mais restritivas. De fato, se h for
diferencidvel, podemos derivar a relacao de conjugacao em relacao & condigao inicial g, obtendo

Dh(x(t; 20)) Dao(t; 20) = Dyoy(t; h(zo)) Dh(o).

Se z* for um ponto fixo de ' = f(x), entdo y* = h(z*) é um ponto fixo de y' = g(y) e, tomando xy = x*,
vemos que

Dh(z*) Do (t; 27) = Dyoy(t; y*) Dh(z").
Como Dy x(t;z*) = exp(tD f(x*)) e Dyy(t; y*) = exp(tDg(z*)), vemos que,
Dh(z*)eth(w*) = eth(y*)Dh(z*).
Derivando em relagao a t,
Dh(z*)Df(z*)e!Pf @) = Dg(y*)etPIW") Dh(z*).

Fazendo t = 0,
Dh(z")Df(z*) = Dg(y*)Dh(z").

Isso mostra que Df(x*) e Dg(y*) sdo similares e tem os mesmos autovalores. Assim, os sistemas

sao topologicamente conjugados mas nao sao difeomorficamente conjugados.
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15.2. Equivaléncia de sistemas.

Definicao 15.5. Dois sistemas sao ditos topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo levando
as orbitas de um sistema nas orbitas do outro sistema, preservando a orientacdo na varidvel temporal. Os
sistemas sao ditos C*-equivalentes ou equivalentes de classe C* se, além disso, o homeomorfismo for de classe
Ck, k€N, ouk =00, ouk =w (analitico). Se a conjugacio existir apenas em subconjuntos dos espacos de
fase dos dois sistemas, dizemos que os sistemas sdo localmente equivalentes.

Note que a equivaléncia topoldgica também leva pontos fixos em pontos fixos e Orbitas periddicas em
Orbitas periédicas, mas nao necessariamente preservando os periodos. A equivaléncia topolégica também leva
conjuntos limites em conjuntos limites.

Observacao 15.6. Continuando a notagdo da se¢do anterior, seja h um homeomorfismo gerando uma
equivaléncia topoldgica entre ' = f(z) ey’ = g(y). Para cada o em U, cada ponto x(t;xo) da drbita
¥(zo) € levada em pontos da orbita y(h(xo)). Logo, para cada t € Im(xg), existe um tempo T(t;x0) tal que

h(z(t; o)) = y(7(t; zo); h(x0))-

E possivel mostrar que T pode ser escolhido a ter a mesma regularidade que h.

Assim, se a equivaléncia for de classe C', podemos obter, como foi feito para conjugacdes, que, para pontos
fizos x* e y* = h(x™),

Dh(z*)Df(x") = 10Dg(y") Dh(z"),

onde 1o = d7(t; x*)/dt|t=0. Logo, temos que D f(x*) € similar a wm miltiplo TDg(y*) de Dg(y*). Isso implica
nos autovalores de Df(x*) e Dg(y*) serem multiplos entre si, com a mesma constante multiplicativa. Com
isso, em geral, € mais Tazodvel procurarmos equivaléncias que sejam apenas topologicas.

15.3. Estabilidade estrutural. Com uma nocao de equivaéncia entre sistemas dinamicos, podemos consid-
erar uma nogao de robustez, ou estabilidade, dos sistemas, em relagao a perturbagoes no préprio sistema. No
caso de equagoes diferenciais ' = f(z), isso significa uma relagdo de estabilidade do diagrama de fase em
relacdo ao campo de vetores f = f(x). Para isso, devemos considerar um espago F de campos de vetores f
munido de alguma métrica apropriada. Por exemplo, em um aberto U, podemos considerar o o espago dos
campos Lipschitz continuas com constante de Lipschitz menor ou igual a £ > 0 munido da norma

S @
zcld 1+ E"T'

Podemos, também, considerar certos subespacos mais regulares, como o dos campos de classe C! limitas junto
com as suas derivadas e munido da norma do sup do campo e de suas derivadas.

Podemos, ainda, incluir no espago de campos certas condigoes de simetria naturais envolvidas na modelagem
do problema, seja ele fisico, quimico, biolégico, etc.

E natural, no entanto, que os campos admissiveis na perturbacao sejam minimamente regulares para que
os sistemas dinamicos estejam bem definidos. Assim, podemos fazer a seguinte defini¢ao:

Definigao 15.7. Seja F um espago métrico formado por uma certa familia de campos de vetores localmente
Lipschitz continuos. Um sistema dindmico associado a uma equagdo ' = f(x) com f € F € dito estrutural-
mente estavel em relagao a F caso ' = f(x) seja topologicamente equivalente a y' = g(y) para todo g em F
suficientemente proximo de f.

Observacgao 15.8. F possivel dar uma definicao de sistemas estruturalmente estdveis em termos de grupos e
semigrupos, sem ser necessariamente em termos da funcao f do lado direito de uma equacdo diferencial.

Observacao 15.9. A familia mais comum de campos é a dos campos de classe C' limitadas e com suas
derivadas também limitadas, munida da norma natural.

Teorema 15.10. Campos de classe C' com pontos fizos hiperbolicos sio localmente estruturalmente estdveis,
ou seja, estruturalmente estdveis na vizinhanca de cada ponto fizo hiperbolico e em relagdo a perturbacoes de
classe C*.
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Dem.: Seja f um campo de classe C! em um aberto de R™ e seja x* um ponto fixo hiperbélico de =’ = f(x).
Seja U uma vizinhanca de x* onde o fluxo x = x(¢;x¢) é topologicamente conjugado ao fluxo linearizado
& =&(t;&) gerado por &' = Df(a*)€, o que é garantido pelo Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 10.24).
Seja g uma perturbacao de classe C! de f em U,

sup |f(z) — g(x)| + sup ||[Df(x) — Dg(z)| <e,
xelU xeU

com ¢ suficientemente pequeno.

Como z* é um ponto fixo hiperbdlico, temos que D f(z*) é inversivel. Logo, para ¢ suficientemente pequeno,
temos que Dg(x*) também é inversivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa, segue que existe a inversa g ! de
uma vizinhanga de g(z*) em uma vizinhanca de z*. Para todo y nessa vizinhanga, temos, ainda, que Dg(y)
é inversfvel. Em particular, existe um ponto fixo y* = g=1(0) de ¥’ = g(y) com Dg(y*) inversivel, i.e. y* é
um ponto fixo hiperbédlico. Pelo Teorema de Hartman-Grobman, existe uma vizinhanca de y* onde o fluxo
y(t; yo) gerado por 3’ = g(y) é conjugado ao fluxo linearizado nn = n(t; 7o) gerado por n’ = Dg(y*)n em uma
vizinhanca da origem.

Para ¢ suficientemente pequeno, podemos garantir que Dg(y*) e Df(z*) tém as mesmas dimensoes dos
espagos espectrais associados aos autovalores com parte real negativa e positiva, respectivamente. Portanto,
pela Proposigdo 15.2 e pela Observagdo 15.3, o fluxo linearizado £(t;€p) é conjugado ao fluxo linearizado
n(t;mo).

Assim, o fluxo x(¢;x0) é conjugado localmente ao fluxo linearizado £(t;&p), que por sua vez é conjugado
ao fluxo n(t;m0), que é conjugado localmente ao fluxo y(¢;y0). Portanto, x(t;zo) e y(t;y0) sdo localmente
topologicamente conjugados, o que conclui a demonstracao. O

Observagao 15.11. O Teorema 15.10 pode ser estendido para perturbacoes Lipschitz continuas.

Observacao 15.12. O Teorema 15.10 pode ser estendido para garantir a estabilidade estrutural local na vizin-
hang¢a de conjuntos invariantes hiperbdlicos mais gerais que pontos fixos, como orbitas periddicas hiperbdlicas
e certos conjuntos invariantes (variedades ou nao) chamados de normalmente hiperbdlicos.

Observacao 15.13. Os resultados acima sdo estritamente locais. Orbitas homoclinicas ou heteroclinicas
ligando pontos fizxos hiperbdlicos (ou outros conjuntos invariantes normalmente hiperbélicos) nao sao estrutu-
ralmente estdveis.

Teorema 15.14 (Peixoto). Seja D um subconjunto compacto de R? com bordo de classe C! e seja F o conjunto
dos campos bidimensionais de classe C' em D tais que no bordo “apontam para dentro” de D. Entdo o sistema
associado a um campo f em F € estruturalmente estdavel em relagdo a F se e somente se

(1) O ndmero de pontos fizos e drbitas periddicas € finito e todos sdo hiperbdlicos;

(2) nao hd drbitas homoclinicas ou heteroclinicas ligando pontos fizos de sela;

(3) O conjunto de pontos errantes (veja Problema 9.2) consiste apenas de pontos fizos e drbitas periddicas.

Observagao 15.15. O Teorema de Peizoto vale, mais geralmente, para conjuntos de campos que apontam
“para fora” de D, ou para conjuntos de campos definidos em variedades bidimensionais compactas.
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16. BIFURCACOES
Bifurcagdes. [4, 7, 14, 6]

Vimos na segao anterior os conceitos de equivaléncia topoldgica entre fluxos e o de estabilidade estrutural
em relacao a uma familia de campos F formando um certo espago métrico.

Um campo f em F cujo fluxo nao é estruturalmente estavel é dito um ponto de bifurcacao da familia F.
Um caso particular aparece quando a familia F é parametrizada por um ou mais parametros, tais como

F={f:R—=R; f(x) = A + Xz + X3z? + Mz, \; € R, i =1,2,3,4}

ou
F={f:R—=R; f(z) =z —2*}.

Nesses casos, podemos representar um campo qualquer da familia F por f = f(x, A), onde A é um elemento
de R* para algum k& € NN. Os valores de A para os quais o fluxo associado ao campo f = f(z,\) nao é
estruturalmente estavel sao ditos pontos de bifurcagdo, para essa familia de campos.

Ao variarmos o parametro A\ ao largo de pontos de bifurcagdo, a estrutura do sistema néo sofre alteragoes
qualitativas. Nesse sentido, o estudo dos pontos de bifurcagao é esclarecedor no sentido de revelar diagramas
de fase qualitativamente diferentes.

Dada uma familia F de campos, é natural classificarmos todas as possiveis bifurcacoes. Isso, no entanto,
é um trabalho formidavel e longe de estar completo. Até mesmo o estudo de bifurcagoes na vizinhanca de
pontos fixos estd incompleto.

Bifurcagoes em vizinhangas de pontos fixos ou érbitas periddicas sao ditas bifurcagoes locais. Essas bi-
furcagoes podem ser encontradas com a ajuda do Teorema da Funcao Implicita. Considere uma familia
parametrizada f = f(x, \) de campos de vetores e seja z* um ponto fixo do fluxo associado ao campo f(x, Ag)
para algum pardmetro \g. Caso z* seja um ponto fixo hiperbdlico, temos f(z*, A\g) = 0 e D, f(z*, o) in-
versivel. Logo, pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma curva (ou superficie, caso A seja um pardmetro
em R* com k > 1) A — 2*()\) tal que f(z*(\), A) = 0 para todo A préximo de g, com D, f(z*(\), \) inversivel.
Logo, z*(\) é um ponto fixo hiperbdlico de ' = f(z, \) e é topologicamente conjugado ao fluxo com A = A¢.
Portanto, o fluxo associado ao campo f(x,\g) é localmente estruturalmente estdvel e A\g ndo é um ponto de
bifurcagéo local (i.e. na vizinhanga desse ponto fixo).

Dessa forma, os possiveis pontos de bifurcagao estao no conjunto de parametros para os quais a diferencial
D, f(z,\) nao é hiperbdlica. E comum conhecermos um conjunto de pontos fixos parametrizados, digamos,
por z*(\). Nesse caso, o estudo dos pontos onde D, f(z*(\),\) ndo é hiperbdlica, i.e. tem algum autovalor
com parte real nula, revela candidatos a pontos de bifurcagao. Mas um ponto desse tipo nao é necessariamente
um ponto de bifurcagao, como veremos a seguir.

Vamos estudar, agora, alguns caos tipicos de bifurcagoes locais. Estudaremos, em particular, as bifurcagoes
de codimensao um. Essa classificagido vem da dimensao do nicleo do operador D, f(z*()), \), no caso particular
em que ele é singular, ou, em outras palavras, da codimensao da imagem desse operador. As bifurcacoes de
codimensao um sao as mais simples e estao totalmente classificadas. Ja bifurcacées de codimensao maior,
mesmo as de codimensao dois, sdo bem mais complexas e nao estao completamente classificadas.

16.1. Bifurcagoes locais de codimensao um.
e Sela-né (saddle-node):

= \— a2
e Transcritica:
= x — 22

e Tridente (pitchfork):

2= e — 2>
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e Bifurcacao de Hopf:

v =—y+a(\— (22 +9?)),
v =z +y\ - (2% +y°%))

Estritamente falando, a bifurcagao de Hopf nao é de codimensao um no sentido acima, pois a diferencial

D, f(z*, No), * =0, Ao = 0, é inversivel. Porém, essa diferencial nao é hiperbdlica, ela tem um par de

autovalores conjugados puramente complexos. Contudo, passando para coordenadas polares, vemos

que essa bifurcagao se reduz a uma bifurcacao de codimensao um do tipo tridente.

= Ar—13,
6 =1.

A condigao de que D, f(x*, Ag) seja singular em algum ponto fixo, f(z*, \g) = 0, ndo é suficiente para que
haja bifurcacao. De fato, o campo
flz, ) =X—a3
ilustra isso. Para qualquer A real, 2*(\) = A/3 ¢ o tinico ponto fixo e é globalmente assintoticamente estédvel.
As bifurcagbes acima aparecem localmente em perturbagoes de ordem mais alta, e.g. bifurcagoes sela-no:

o =\—2? + O(|z)?);

transcritica:

' = \v — 2% + O(|z)?);
tridente:

= \x — 2% 4+ O(zh);
e de Hopf:

=X — 12+ O>rt),
0 =1+0(r]).
Essas bifurcagoes de codimensao um aparecem também em sistemas de dimensao maior. Nesses casos,

o nucleo da diferencial D, f(z*,\p) tem dimensdo um, e é possivel reduzir o estudo local a um sistema
unidimensional e, assim, cair em um dos casos acima.

16.2. Bifurcagoes imperfeitas e “desdobramento universal”. Em vérias modelagens de problemas nat-
urais, certas simplificacoes sao feitas e alguns parametros, descartados. E natural perguntarmos que modi-
ficagOes aconteceriam se incluissemos esses parametros descartados e quais desses parametros seriam realmente
importantes no sentido de modificar qualitativamente o diagrama de bifurcagoes.

Considere a bifurcagao do tipo tridente. Imagine que incluissemos um outro parametro ¢, da forma

flz,\e) =e+ Iz — >,

O diagrama seria modificado, e de maneiras diferentes, caso € > 0 ou € < 0.
Esses tipos de bifurcagoes sao, as vezes, chamadas de bifurcagoes perturbadas ou imperfeitas, mas esses sao
conceitos relativos & modelagem de algum problema especifico, ndo a natureza matemaética da bifurcacao.
Note, agora, que se a perturbagao fosse da forma

flz, N\ e) = e — 2® + ex?,

entao nao haveria nenhuma modificagao no diagrama de fase, pelo menos localmente, em uma vizinhanca da
origem. O estudo das possiveis perturbagoes que levam a diferentes diagramas de fase segue pela Teoria de
Singularidades. Esse estudo nos leva a forma mais geral possivel de perturbagoes qualitativas de uma certa
bifurcagao, chamada de desdobramento universal. Um desdobramento universal (universal unfolding) de uma
familia f(z,\) de campos vetoriais é uma familia F(x, A, €) tal que

o F(z,A\0) = f(z,\);

e Qualquer perturbacio suficientemente pequena do campo f = f(x, \) é tal que o fluxo correspondente

é topologicamente equivalente ao fluxo associado ao campo F(z, A, €) para algum ¢);
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e F(x,)\ ¢) tem o menor nimero possivel de varidveis € = (e1,...,€,) € R™.
Por exemplo, o desdobramento universal da bifurcacao do tipo tridente é da forma
F(z, A\ e1,63) = A — 22+ €1 + a2’

16.3. Bifurcagoes globais. Orbitas homoclinicas e heteroclinicas ligando pontos fixos de sela sao exemplos
tipicos de bifurcagoes globais.



97

17. CAOS

Ferradura de Smale. Dindmica simbdlica. Caos. [7, 14]

Nesta secao, vamos estudar certos sistemas dinamicos discretos possuindo conjuntos invariantes cadticos.

17.1. O mapa ternario. Vamos considerar um sistema dinamico discreto, dado pelas iteragoes do mapa
terndrio g : R — R definido por

S PR 1/2.

Uma 6rbita desse sistema é uma seqiiéncia (2 )n, n = g(zn—1) = 9" (z0), o € R.

Observe, primeiramente, que para todo zg ¢ [0, 1], temos x, = ¢g"(xg) — —oo. A parte interessante da
dindmica desse sistema estd no intervalo [0,1]. Nos extremos desse interval, temos ¢”(0) = 0 para todo n,
logo o = 0 é um ponto fixo, e ¢g"(1) = 0 para todo n, também. Observe que, como g nao é injetivo, as
orbitas podem se cruzar e coincidir apds um certo nimero de iteragoes, fendmeno que nao ocorre em sistemas
dindmicos continuos.

Para zg ¢ (1/3,2/3), temos g(xg) ¢ [0, 1], logo g™ (z¢) — —oo. Sobram [0,1/3]U [2/3,1].

Para zo € (1/9,2/9) U (7/9,8/9), temos g(zo) € (1/3,2/3), logo g*(z0) ¢ [0,1] e g"(x9) — —oo. Sobram
[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1].

E assim sucessivamente, vamos eliminando os tergos do meio. Sobra o cojunto de cantor A. Vamos mostrar
as seguintes propriedades de g em A:

{3:10, x<1/2,

(1) A é invariante por g, i.e. g(A) = A.

(2) H4 um conjunto enumeravel denso em A composto de érbitas periédicas de g.

(3) Existe um subconjunto nao-enumedvel de A composto de 6rbitas nao periédicas de g

(4) Existe uma 6rbita de g que é densa em A.

(5) g é sensivel as condigoes iniciais em A, no sentido de que existe um e > 0, tal que para todo § > 0 e
todo x¢ em A, existe um yo em A satisfazendo |zo —yo| < 9, € |¢"(x0) — 9™ (yo)| > € para algum n € N.

Considere a expansdo terndria de um nimero real x € [0, 1] :

oo

s

I:Z?)—Z:O,SlSQSg..., SiG{O,l,Q}.
n=1

Vamos utilizar a convengao de representar um nimero da forma 0, s182...5,1000... por 0.s185...5,0222.. ..

Assim, temos que

x € A se e somente se s; € {0,2} para todo i.

Seja v € A. Note que x < 1/2se s1 = 0eax > 1/2 se s; = 2. No caso em que s; = 0, temos
g(x) = 3z = 0.528384 . ... No caso em que s1 =2, como 3 =240,222..., entdo g(x) =3 — 3z =0, 523354 .. .,
onde 5 =2—s (i.e. 0=2,1=1,2=0). Por indugdo, temos

gn(o 51508 ) - 0, Sn4+15n4+25n+3, S€ Sp = 07
;518283 ...) = _
0,50+150+25n+3, S€ S, = 2.

Com essa representacao, torna-se facil obter as propriedades descritas acima.

(1) Se zp € A, entdo os termos da expansdo terndria sdo 0 ou 2 e, da representacao acima para g™ (zo),
vemos que as iteragoes sucessivas de zg também tém seus termos sendo 0 ou 2, logo, estao em A,
ie. g(A) € A. Por outro lado, dado yp = 0,s15253... em A e dado n. Podemos tomar zy =
0,0...0s18283..., com n zeros antes de s1, de forma que g(zp) = yo, mostrando que g(A) D A.
Portanto, g(A) = A, i.e. A é invariante por g.

(2) Seja Ag o conjunto dos pontos x = 0,s18283... em A tais que para todo n € NN, existe N > n
com sy = 0. Dado z € Ag e ¢ > 0, podemos escolher N € N tal que 37 < ee sy =0. Assim,
podemos tomar g = S1...SN81...SNS1--.SN - .., de modo que gN(xo) = 10, i.e. To gera uma Orbita
periédica. Além disso, |zg — x| < 2 EZO:NH 37" < 3V < e. Logo, o conjunto das érbitas periédicas
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é denso em Ag. Para obter a densidade em A, observe que um ponto x € A\ Ag é tal que s, = 2
para todo n suficientemente grande, digamos n > N. Observe, agora, que a seqiiéncia de pontos
(0,5182...5n4£0000...)xen pertence a Ay e converge para z. Logo, Ay é denso em A, portanto o
conjunto das érbitas periédias de g é denso em A.

(3) Como o conjunto de Cantor A é incontdvel, as drbitas em A que ndo sdo periédicas formam um
subconjunto incontavel.

(4) Uma 6rbita densa pode ser obtida a partir de

o — A1A2A3 ey
onde A; é uma seqiiéncia contendo todas as combinagoes possiveis de 0 e 2 de comprimento i, e.g.
A3 =02, A =00022022, Az = 000002020200022202220222.

Portanto,
xo = 0200022022000002020200022202220222.. . ..

Essa 6rbita é densa no conjunto das drbitas periddicas, logo, é densa em A.

(5) Podemos tomar qualquer ¢ < 1/3. Dado d > 0, podemos escolher N € N tal que 3~V < §. Dessa forma,
para cada xg = 0,8182... € A, com sy = 0, basta considerarmos yg = 0,8182...SNSNL1SN42 - --
Dessa forma |z — yo| < 37N < 6 e [gV (z0) — g™ (y0)| > 1/3 > . Se z ndo estiver em Ay, entao
x=0,51s2...com sy = 2 para N suficientemente grande. Entdo g"V(xg) = 0 para N suficientemente
grande. Tomando yg = 0, 515255000 . ., teremos g~ (yo) = 0,222... = 1, de modo g™ (x¢) — g™ (y0) =
1 com |xg — yo| < 37N, Portanto, g restrito a A é sensfvel as condigdes iniciais.

O mapa g acima ilustra o quao complicado pode ser um sistema dinamico discreto, mesmo quando o espago
de fase tem dimensao 1. No caso de sistemas dinamicos continuos, ja vimos que sistemas em dimensao 1 e
2 sao relativamente bem mais simples. O caso de sistemas dinamicos discretos unidimensionais associados a
mapas que sao injetivos também sao simples, pois a fungao g correspondente deve ser monotona.

Porém, sistemas dinamicos discretos associados a homeomorfismos em dimensao maior ou igual a dois, assim
como sistemas continuos em dimensao maior ou igual a trés podem exibir uma dinamica tao complicada, ou
mais, quanto a do mapa ternério.

17.2. A ferradura de Smale e o mapa ternario duplo. Considere um homeomorfismo o : R? — R? tal
que

R (N0 ez €[0,1/3], y € [0.1],
T B 32,1—y/3), sexe[2/3.1], ye0,1].
o (2. 0) = {(2/37311;), se z € 10,1, w e [0,1/3)],
’ (1-2/3,3—3w), seze€l0,1], we[2/3,1].

Observe que a coordenada z de o é o mapa terndrio e a coordenada y de ¢ ~!, também. Ao iterarmos o mapa
o “para frente”, vemos que o(A x [0,1]) C A x [0,1]. As iterarmos “para tras”, vemos que o~ 1([0,1] x A) C
[0,1] x A, i.e. o([0,1] x A) D [0,1] x A. Com isso,
a(A x A)=Ax A,
i.e. A? é invariante por o.
Note que se (x,y1), (x,y2) € A x [0, 1], entéo

zou) — oz ) — 0,(y1 —y2)/3), sexz€0,1/3],
() (02) {(07—(y1—y2)/3), se x € [2/3,,1].

Podemos escrever
y/3, sex €(0,1/3],
0y =Y o
1-y/3, sexz€l2/3,,1]
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Logo,
o™ (z,y) = (9" (), ggn-1(2)(@gn—2(2) (- - (2= (y)) -+ +))) -

1
mwﬂ—%@MZyw—mL

0" (@,91) ~ 0" (@ v)+ < s laa(n) — @a(w2)| < lon — el
Logo, todas as érbitas com a mesma coordenada x tém o mesmo comportamento assintotico por iteragoes de
0. Analogamente, todas as 6rbitas com a mesma coordenada y tém o mesmo comportamento assintético por
iteracoes de o~ 1.
Note que
oz, y) = (0, Snt+18n+42.--,0,80-18p—2...510m72...), se s, =0,
(O, §n+1=§n+2 RPN ,0, Spn—18n—2 - - - 5127:17:2 . .), se Sp = 2.
Analogamente ao mapa terndrio, temos
(1) Existe um conjunto ¥ = A? que é invariante por o, i.e. () = X.
(2) H4 um conjunto enumerdvel denso em % composto de 6rbitas periddicas.
(3) Existe um conjunto nao-enumerével de érbitas ndo periddicas.
(4) Existe uma 6rbita densa em X.
(5) o é sensivel as condigbes iniciais em X, no sentido de que existe um e > 0, tal que para todo § > 0 e
todo zp em X, existe yo em X satisfazendo |zg — yo| < 9, e [0™(z0) — 0™(yo)| > € para algum n € N.

O fato de existir uma érbita densa em X implica em X ser topologicamente transitivo, i.e. para quaisquer
conjuntos ndo-vazios A e B relativamente abertos em X, existe n € N tal que 6" (A) N B = (. Isso faz de ¥ (e
de A no caso do mapa ternério) um conjunto cadtico, i.e., um conjunto com as seguintes proprietades:

(1) ¥ é invariante por o;
(2) o restrito a ¥ é sensivel as condigdes iniciais; e
(3) X é topologicamente transitivo por o.

Note que para um conjunto invariante topologicamente transitivo ser cadtico basta que ele seja sensivel em
apenas um ponto g, i.e. basta que existam € > 0 e 29 € X tais que dado § > 0, exista yg € X com |zg — yol| €
lg™ (x0) — g™ (yo)| > € para algum n. Prove isso!

Um mecanismo fundamental que gerou o conjunto cadtico X estd associado a contragao em uma direcao,
expansao em outra direcao, e o dobramento misturando as duas direcoes.

17.3. Conjuntos caéticos em fluxos.
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