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Obs: Sejam claros nas suas repostas e facam as devidas justificativas. Boa sorte!
1? Questao: Considere a medida de Lebesgue m e a sequéncia (E,,),en dos conjuntos
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(1) Determine explicitamente o conjunto liminf,, ., E,.
(2) Determine explicitamente o conjunto limsup,, . E,.
(3) Dado um intervalo [a,b] com 0 < a < b < 1, mostre que

lim m([a, 5] N Ey) = -=2
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(4) Dado um conjunto mensuravel A C [0, 1] qualquer, mostre que
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2? Questao: Dada uma funcéo real f definida no intervalo [0, 1], considere a funcao
f* definida por
fr(x) = sup f(y), Vzel0,1].

w<y<1
(1) Mostre que se (pn)neny ¢ uma sequéncia de fungoes definidas em [0, 1] que
converge pontualmente para f e p,(x) < f(z), para todo x € [0,1] e todo
n € N, entao a sequéncia (¢} )nen converge pontualmente para f*.
(2) Mostre que se ¢ é uma fungao simples em [0, 1], entao ¢* é uma fungao escada.
(3) Mostre que se f é mensurédvel e ndo-negativa, entdao f* também é mensuravel.
(4) Dé um exemplo de uma fungao real f em [0, 1] e de uma sequéncia (¢,)nen
de fungoes reais em [0, 1] tais que a sequéncia converge pontualmente para f
mas (¢} )neny NA0 converge para f* em um conjunto de medida positiva.

3% Questao: Seja F C [0,1] um subconjunto mensuravel em relacdo & medida de
Lebesgue m em R e seja a > 0. Considere a funcao f dada por f(t) = m(EN[t, t+al),
para todo ¢ € [0, 1].
(1) Mostre que f ¢é absolutamente continua em [0, 1].
(2) Escreve uma decomposicao de f da forma f = g — h onde g e h sdo nao-
decrescentes.
(3) Mostre que f" = xg_o — Xg quase sempre, onde Yg_, € Xg sa0 as fungdes
caracteristicas dos respectivos conjuntos £ —a={t —a; t € E} e E.



