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CAṔıTULO 2

Prinćıpios básicos da Mecânica Clássica

1. O universo da mecânica clássica

2. Modelagem Newtoniana em referências inerciais

A base da mecânica clássica é a formulação Newtoniana de um sistema formado
por n ∈ N part́ıculas de massa mi > 0, i = 1, . . . , n, cada uma sujeita a uma força
Fi ∈ R3 e cujas coordenadas espaciais são dadas por

ri = ri(t) = (xi(t), yi(t), zi(t)) ∈ R3,

em cada instante t ∈ R. Em um referencial inercial, esse sistema satisfaz as equações
diferenciais (segunda lei de Newton)

mir̈i = Fi, i = 1, . . . , n, (2.1)

onde r̈i indica a aceleração da i-ésima part́ıcula, ou seja a segunda derivada do vetor
posição ri(t) em relação à variável temporal t. Essas equações são as leis de movimento
do sistema.

A força Fi em cada part́ıcula pode depender do instante de tempo t e da posição
das várias part́ıculas, representando forças externas ao sistema e forças de interação
entre a i-ésima part́ıcula e as outras, de modo que em geral temos

Fi = Fi(t, r),

onde

r = (r1, r2, . . . , rn) ∈ R3n

são as coordenadas do sistema, ou seja, um vetor de dimensão 3n com as coordenadas
espaciais de todas as part́ıculas.

Podemos escrever o sistema (2.1) na forma compacta

Mr = F(t, r), (2.2)

onde

F = (F1,F2, . . . ,Fn) ∈ R3n

é uma representação das forças agindo no sistema (um vetor de dimensão 3n combi-
nando as forças atuando nas diversas part́ıculas) e M é uma matriz diagonal de massas
(uma matriz diagonal de dimensões 3n× 3n formada pelas massas de cada part́ıcula,
que podemos escrever na forma M = diag(m1,m1,m1,m2,m2,m2, . . . ,mn,mn,mn),
indicando os elementos da diagonal).
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Exerćıcios

2.1. Verifique que o sistema de um corpo de massa m > 0 em queda livre vertical
ao longo do eixo z, dado na forma

z̈ = −g,

onde g > 0 é a aceleração da gravidade próxima à superf́ıcie da Terra e z
é a altura em relação ao solo, pode ser escrito na forma (2.1) com i = 1,
m1 = m, r1 = (0, 0, z), F1(t, r) = (0, 0,−mg).

2.2. Verifique que o sistema massa-mola horizontal sem amortecimento com uma
massa m > 0 e uma mola harmônica com coeficiente de restituição k > 0,
dado pela equação

mẍ = −kx,

onde x é o deslocamente em relação à posição de equiĺıbrio da mola, pode
ser escrito na forma (2.1) com i = 1, m1 = m, r1 = (x, 0, 0) e F1(t, r) =
(−kx, 0, 0).

2.3. A força de atração gravitacional entre dois corpos celestes de massasm1,m2 >
0 tem magnitude F = Gm1m2/r

2, onde G é a constante gravitacional e r é
a distância entre esses planetas. Sendo r1 e r2 a posição do centro de massa
desses planetas em um referencial inercial, verifique que esse sistema de dois
corpos celestes pode ser escrito na forma (2.1) com

F1(t, r) = −Gm1m2
r1 − r2

‖r1 − r2‖3
,

F2(t, r) = −Gm1m2
r2 − r1

‖r2 − r1‖3
,

onde ‖ · ‖ é a norma Euclidiana, ‖(x, y, z)‖ =
√
x2 + y2 + z2.

2.4. Verifique o sistema de duas part́ıculas de massas m1,m2 > 0 presas entre si
por uma mola com coeficiente de restituição k e comprimento de equiĺıbrio
`0 e sob a ação gravitacional próxima à superf́ıcie da Terra pode ser escrito
na forma (2.1) com

F1(t, r) = k(‖r2 − r1| − `0)
(r2 − r1)

‖r2 − r1‖
−m1g · r1,

F2(t, r) = k((‖r1 − r2| − `0)
(r1 − r2)

‖r1 − r2‖
−m2g · r2,

onde g é o vetor aceleração da gravidade e g · ri é o produto escalar entre
os vetores g e ri. No caso da coordenada z ser a altura em relação ao solo,
g = (0, 0,−g), mas a formula acima vale mesmo que o referencial esteja em
outra posição.
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3. Forças de interação, forças externas e a terceira lei de Newton

Nesta parte, vamos considerar um sistema de n part́ıculas, com coordenadas

r = (r1, . . . , rn)

em um referencial inercial, onde ri ∈ R3 são as coordenadas espaciais de cada
part́ıcula, i = 1, . . . , n. Nesse sistema age um conjunto de forças

F(t, r) = (F1(t, r), . . . ,Fn(t, r)),

representando a combinação das forças agindo em cada part́ıcula e dependendo da
configuração geral do sistema.

Há vários tipos de força: gravitacional, elétrica, magnética, elásticas, etc. Po-
demos, no entanto, separar alguns tipos de força segundo a sua natureza. Algumas
forças são “internas”, de interação entre as diversas particulas do sistema. Outras são
“externas”, provenientes de um “campo de força”, gerado pela presença de part́ıculas
externas, correspondendo a uma situação aproximada em que as part́ıculas considera-
das no sistema não influenciam no movimento das part́ıculas consideradas externas.
Vamos ver alguns exemplos.

4. Forças de interação entre part́ıculas

Há quatro forças fundamentais: fraca, forte, eletromagnética e gravitacional. O
tratamento mais geral delas, no entanto, não é através de uma sistema finito de
particulas pontuais, mas sim através de teorias de campo. Contudo, algumas situação
podem ser bem aproximadas por um sistema discreto, como as que envolvem forças
gravitacionais agindo entre particulas que se movem a velocidades bem inferiores à
velocidade da luz, ou então entre part́ıculas carregadas eletricamente.

Essas forças podem ser entre part́ıculas elementares ou entre conjuntos de part́ıculas,
como no caso da atração gravitacional entre corpos celestes. Há também forças ditas
macroscópicas e provenientes da ação das forças fundamentais em certos conjuntos
de part́ıculas tratados como um único objeto, como no caso de forças elásticas en-
tre duas massas ligados por uma mola. Várias forças de ligações qúımicas também
entram nessa categoria, como a força de van der Walls e forças de torção.

Mencionamos, a seguir, algumas dessas forças.

Força gravitacional entre dois corpos: Sejam r1, r2 ∈ R3 as coordenadas
do centro de massa, em algum referencial inercial, de dois corpos com massa
m1,m2 > 0, respectivamente. Cada corpo exerce uma força gravitacional no
outro que depende das coordenadas dos dois corpos. Denotando Fi,j(r1, r2)
a força que o corpo j exerce no corpo i, para i, j = 1, 2, i 6= j, temos

F1,2(r1, r2) = −Gm1m2
r1 − r2

‖r1 − r2‖3
,

F2,1(r1, r2) = −Gm1m2
r2 − r1

‖r2 − r1‖3
.
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Força eletrostática entre dois corpos carregados: Sejam r1, r2 ∈ R3 as
coordenadas do centro de massa, em algum referencial inercial, de dois corpos
carregados eletricamente com cargas q1, q2 ∈ R, respectivamente. Cada corpo
exerce uma força elétrostática no outro de acordo com a lei de Coulomb.
Denotando Fi,j(r1, r2) a força que o corpo j exerce no corpo i, para i, j = 1, 2,
i 6= j, temos

F1,2(r1, r2) = Cq1q2
r1 − r2

‖r1 − r2‖3
,

F2,1(r1, r2) = Cq1q2
r2 − r1

‖r2 − r1‖3
.

Força elástica harmônica: Sejam r1, r2 ∈ R3 as coordenadas do centro de
massa, em algum referencial inercial, de dois corpos com massa m1,m2 > 0,
respectivamente. Suponha que esses dois corpos estejam ligados por uma
mola harmônica de comprimento de equiĺıbrio ` > 0 e coeficiente de resti-
tuição k > 0. Cada corpo sofre uma força de restituição proporcional ao
deslocamento da mola em relação à posição de equiĺıbrio. Denotando por
Fi,j(r1, r2) a força exercida no corpo i pela mola que a liga ao corpo j, para
i, j = 1, 2, i 6= j, temos

F1,2(r1, r2) = −k(‖r1 − r2‖ − d)
r1 − r2

‖r1 − r2‖
,

F2,1(r1, r2) = −k(‖r2 − r1‖ − d)
r2 − r1

‖r2 − r1‖
.

Veremos posteriormente que todas essas forças são conservativas, provenientes de
potenciais. A formulação via potencial é mais simples e deixaremos outras forças para
serem escritas apenas na forma potencial, como forças em modelagem molecular, por
exemplo.

5. Campos de força externos

No caso de forças gravitacionais, há situações em que um corpo é muito mais mas-
sivo que outro e a influência do menos massivo no mais massivo pode ser desprezada.
Nesse caso, o sistema consiste apenas do menos massivo e a influência do mais massivo
pode ser representada por um campo de forças externas. Mais precisamente, suponha,
por exemplo, um objeto próximo à superf́ıcie da Terra. Considerando as coordenadas
do objeto como r = (x, y, z), com a coordenada z perpendicular à superf́ıcie da Terra
e com o sentido de crescimento indicando um afastamento da superf́ıcie, então a força
gravitacional exercida pela Terra nesse corpo que assumimos de massa m > 0 é dada
por

F = mg,
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onde g = (0, 0,−g) e g é a aceleração gravitacional próxima à superf́ıcie da Terra.
Observe que essa força pode ser escrita na forma

F = mG(r),

onde

G = g

é chamado de campo gravitacional uniforme próximo à superf́ıcie da Terra.
A vantagem de escrever a força dessa forma é que se tivermos n objetos de massas

m1, . . . ,mn, então basta considerarmos o campo G(r) = g de forma que a força
gravitacional em cada objeto é dada por

Fi = miG.

Há vários tipos de campos de força, correspondentes ao tipo da força. De fato,
podemos ter campos gravitacionais, campos elétricos, campos magnéticos, campos
eletro-magnéticos, etc.

Campo gravitacional: Um campo de vetores G = G(r) de R3 em R3 pode
ser interpretado como um campo gravitacional quando a força exercida por
esse campo em uma part́ıcula de massa m > 0 e posição r ∈ R3 é dada por

F(r) = mG(r).

É claro que n part́ıculas de massas mi e coordenadas ri, i = 1, . . . , n, sofrem
forças

Fi(ri) = mG(ri),

respectivamente. Há vários casos particulares interessantes:
(1) Campo gravitacional uniforme: Caso particular em que G é constante,

geralmente denotado G(r) = g, para algum vetor g ∈ R representando
a aceleração gravitacional. No caso clássico em que r = (x, y, z) e z re-
presenta a altura em relação à superf́ıcie da Terra, temos g = (0, 0,−g),
onde g é a aceleração gravitacional próxima à superf́ıcie da Terra.

(2) Campo gravitacional de um corpo celeste: Considerando um corpo de
massa M e posição r0 ∈ R3 em algum referencial inercial, o campo
gravitacional gerado por esse corpo é dado por

G(r) = −GM r− r0

‖r− r0‖3
.

Considerando um corpo de massa m, a força exercida neste corpo por
esse campo gravitacional é

F(r) = mG(r).

Campo elétrico: De maneira análoga, um campo de vetores E = E(r) de R3

em R3 pode ser interpretado como um campo elétrico quando a força exercida
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por esse campo em uma part́ıcula de carga q > 0 e posição r ∈ R3 é dada
por

F(r) = qE(r).

Um capacitor de placa paralela, por exemplo, gera um campo elétrico uni-
forme semelhante ao campo gravitacional uniforme.

Campo magnético agindo em part́ıculas carregadas eletricamente: Um
campo magnético B = B(r) de R3 em R3 exerce uma força em uma part́ıcula
carregada eletricamente que é de uma natureza um pouco mais complicada
que às anteriores. Sendo q a carga elétrica, r ∈ R3 a posição, e ṙ ∈ R3 a
velocidade, então essa força é dada por

F(r, ṙ) = qṙ×B(r).

Campos magnéticos uniformes aparecem, por exemplo, em aceleradores cir-
culares de part́ıcula, com o plano em que as part́ıculas circulam sendo per-
pendicular ao campo magnético.

Campo eletromagnético: Um campo eletromagnético (E,B) age em uma
part́ıcula carregada eletricamente através de uma força que leva o nome de
força de Lorentz e é dada por

F(r, ṙ, t) = q(E(r, t) + ṙ×B(r, t)).



CAṔıTULO 3

Prinćıpios da modelagem Lagrangiana

1. Modelagem Lagrangiana em referenciais inerciais

Vamos considerar agora o caso em que as forças no sistema são provenientes de um
potencial, ou seja, F = (F1,F2, . . . ,Fn) é menos o gradiente de uma função escalar
V :

F(t, r) = −∂V
∂r

(t, r),

onde ∂/∂r indica as derivadas parciais apenas em relação às coordenadas espaciais

r = (r1, r2, . . . , rn),

lembrando que cada ri = (xi, yi, zi) tem três coordenadas, ou seja,

∂V

∂r
=

(
∂V

∂r1

, . . . ,
∂V

∂rn

)
=

(
∂V

∂x1

,
∂V

∂y1

,
∂V

∂z1

, . . . ,
∂V

∂xn
,
∂V

∂yn
,
∂V

∂zn

)
.

A força em cada part́ıcula i tem a forma

Fi(t, r) = −∂V
∂ri

(t, r) = −
(
∂V

∂xi
,
∂V

∂yi
,
∂V

∂zi

)
.

Considere a energia cinética total do sistema como sendo a função escalar

K(ṙ) =
1

2

n∑
j=1

mj‖ṙj‖2, (1.1)

e defina o Lagrangiano do sistema como sendo a função escalar

L(r, ṙ, t) = K(ṙ)− V (t, r). (1.2)

As equações de Euler-Lagrange têm a forma

d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)− ∂L

∂r
(r, ṙ, t) = 0. (1.3)

Esse sistema pode ser desmembrado em um sistema com equações para a posicão
de cada part́ıcula:

d

dt

∂L

∂ṙi
(r, ṙ, t)− ∂L

∂ri
(r, ṙ, t) = 0, i = 1, . . . , n. (1.4)

13
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Cada equação dessa é na verdade um sistema de três equações, considerando-se que
a posição de cada part́ıcula é dada por três coordenadas, de modo que

∂L

∂ri
=

(
∂L

∂xi
,
∂L

∂yi
,
∂L

∂zi

)
,

e
∂L

∂ṙi
=

(
∂L

∂ẋi
,
∂L

∂ẏi
,
∂L

∂żi

)
.

Então temos o sistema

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n,

d

dt

∂L

∂ẏi
− ∂L

∂yi
= 0, i = 1, . . . , n.,

d

dt

∂L

∂żi
− ∂L

∂zi
= 0, i = 1, . . . , n.

Como L(r, ṙ, t) = K(ṙ)− V (t, r) e V (t, r) é independente de ṙ, temos

∂L

∂ṙi
=
∂K

∂ṙi
(ṙ) =

∂

∂ṙi

(
1

2

n∑
j=1

mj‖ṙj‖2

)
=

∂

∂ṙi

(
1

2
mi‖ṙi‖2

)
= miṙi.

Com isso,
d

dt

∂L

∂ṙi
=

d

dt
miṙi = mir̈i.

Por outro lado, K(ṙ) é independente de r e, assim, usando a hipótese das forças serem
potenciais,

∂L

∂ri
= −∂V

∂ri
(t, r) = F(t, ri).

Portanto, as equações de Euler-Lagrange (1.4) coincidem com as equações de Newton
(2.1) nesse caso de forças provenientes de potenciais.

Exerćıcios

1.1. Faça os detalhes dos passos acima, convencendo-se de que as equações de
Euler-Lagrange (1.4) coincidem com as equações de Newton (2.1).

1.2. Considere um corpo de massa m e coordenadas r = (x, y, z) próximo à su-
perf́ıcie da Terra, onde z indica a distância do objeto ao solo. A força gravi-
tacional que age nessa part́ıcula pode ser aproximada por F = (0, 0,−mg),
onde g é a aceleração da gravidade próxima à superf́ıcie da Terra. Verifique
que essa força é proveniente do potencial V (x, y, z) = mgz, escreva o Lagran-
giano associado a esse problema e deduza as equações de Euler-Lagrange para
o movimento desse corpo.
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1.3. Verifique que as forças gravitacionais

F1(r) = −Gm1m2
r1 − r2

‖r1 − r2‖3
,

F2(r) = −Gm1m2
r2 − r1

‖r2 − r1‖3
,

entre dois corpos celestes de massas m1,m2 > 0 e posições r1, r2 ∈ R3 são
forças provenientes do potencial

V (r) = − Gm1m2

‖r1 − r2‖
,

ou seja, verifique que

Fi(r) = −∂V
∂ri

(r), i = 1, 2.

1.4. Verifique que o sistema de dois corpos celestes de massas m1,m2 > 0 e
posições r1, r2 ∈ R3 pode ser modelado via Lagrangiano

L(r, ṙ) = K(ṙ)− V (r),

onde r = (r1, r2), K(ṙ) é a energia cinética (1.1) do sistema e o potencial
gravitacional é dado por

V (r) = − Gm1m2

‖r1 − r2‖
.

1.5. Verifique que o sistema de n ∈ N corpos celestes de massas mi > 0 e posições
ri ∈ R3, i = 1, . . . , n, pode ser modelado via Lagrangiano através do potencial
gravitacional

V (r) = −1

2

∑
j,k=1,...,n

j 6=k

Gmjmk

‖rj − rk‖
= −

∑
j,k=1,...,n

j<k

Gmjmk

‖rj − rk‖
= −

n−1∑
j=1

n∑
k=j+1

Gmjmk

‖rj − rk‖
.

1.6. Em relatividade restrita, as equações de movimento de uma part́ıcula livre
são dadas por

d

dt

 mṙ√
1− ‖ṙ‖

2

c2

 = 0,

onde c é a velocidade da luz e m é a massa de repouso da part́ıcula. Mostre
que essa equação pode ser deduzida através das equações de Euler-Lagrange
para o Lagrangiano

L(ṙ) = −mc2

√
1− ‖ṙ‖

2

c2
.
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1.7. Um referencial é dito inercial quando o tempo é homogêneo e o espaço é ho-
mogêneo e isotrópico, ou seja as suas propriedades métricas não dependem
da posição no espaço (homogeneidade espacial), do instante de tempo (ho-
mogeneidade espacial) e da direção no espaço (isotropia). No caso de uma
sistema mecânico de uma única part́ıcula livre, isso se traduz na condição
do Lagrangiano L(r, ṙ, t), r ∈ R3, ser invariante por translações (homogenei-
dade) no tempo e no espaço e invariante por rotações (isotropia) no espaço.
Matematicamente, isso é expresso pelas condições

L(r + r0, ṙ, t) = L(r, ṙ, t),

L(r, ṙ, t+ s) = L(r, ṙ, t),

L(Qr, Qṙ, t) = L(r, ṙ, t),

para quaisquer r0 ∈ R3, s ∈ R, Q ∈ O(3), onde r0 representa uma translação
qualquer no espaço, s uma translação qualquer no tempo, e Q é uma matriz
ortogonal qualquer representando uma rotação e/ou uma reflexão arbitrária.

Deduza que um Lagrangiano L(r, ṙ, t) de uma única part́ıcula, r ∈ R3,
em um referencial inercial é necessariamente da forma

L(r, ṙ, t) = f(‖ṙ‖2),

para alguma função real f . (Basta mostrar que é apenas função de ‖ṙ‖, pois
isso é equivalente a ser apenas função de ‖ṙ‖2, que é uma forma que facilita
contas posteriores.)

1.8. No caso em que o Lagrangiano é da forma L = L(ṙ), r ∈ R3, com o operador
segunda-derivada

∂2L(ṙ)

∂ṙ2

invert́ıvel para todo ṙ em um subconjunto denso de R3, mostre que as únicas
soluções das equações de Euler-Lagrange são com ṙ constante, portanto, com
a part́ıcula descrevendo necessariamente um movimento retiĺınio uniforme.

1.9. Considere dois Lagrangianos que diferem apenas por um termo que é uma
derivada temporal de uma função que depende apenas do tempo e das coor-
denadas das part́ıculas, i.e.

L̃(r, ṙ, t) = L(r, ṙ, t) +
d

dt
G(r, t).

Mostre que as equações de Euler-Lagrange associadas aos dois Lagrangia-
nos são idênticas. (Dica: desenvolva, usando a regra da cadeia e derivadas
parciais, a derivada temporal do termo G(r, t), com r = r(t).)

1.10. Considere a energia cinética

K(ṙ) =
1

2
m‖ṙ‖2,
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de uma part́ıcula com coordenadas r ∈ R3, em um certo referencial inercial.
Seja v0 ∈ R3 fixo e considere a mudança de variáveis para um referencial se
movendo uniformemente com velocidade v0 em relação ao referencial original,
i.e. as coordenadas r̃ = r̃(t) da part́ıcula nesse novo sistema são dadas por

r(t) = r̃(t) + v0t.

Escreva a energia cinética do sistema nesse novo referencial, i.e. K̃( ˙̃r)
def
=

K(ṙ) = K( ˙̃r + v0). Mostre que K e K̃ diferem apenas por um termo que
é uma derivada temporal de uma outra função. Mais precisamente, mostre
que

K( ˙̃r + v0) = K( ˙̃r) +
d

dt
Gv0(r̃, t)

para alguma função Gv0(r̃, t) de r̃ e t, que depende também do parâmetro
v0.

1.11. A mudança de coordenadas no espaço-tempo

(r, t)→ (r̃, t)
def
= (r− v0t, t)

é conhecida como transformação de Galileu e está intimamente ligada ao
prinćıpio da inércia. Vimos, de fato, no exerćıcio anterior, que sob uma
transformação de Galileu, a energia cinética se altera apenas pela adição de
um termo que é uma derivada temporal de uma função das coordenadas do
sistema. Com isso, pelo exerćıcio 5, as equações de Euler-Lagrange de uma
part́ıcula livre não se alteram segundo uma transformação de Galileu.

O presente exerćıcio visa complementar essas idéias, considerando o mo-
vimento de uma única part́ıcula em um referencial inercial representada por
um Lagrangiano L(r, ṙ, t), r ∈ R3, cujas equações de Euler-Lagrange são
invariantes por transformações de Galileu, o que significa dizer que

L(r̃, ˙̃r, t) = L(r, ṙ, t) +
d

dt
G(r, t)

para um referencial (r̃, t) em relação ao qual o referencial original (r, t) se
move com uma velocidade constante v0 ∈ R3 arbitrária mas fixa, e para
alguma função escalar G(r, t). Isso pode ser escrito mais explicitamente na
forma

L(r− v0t, ṙ− v0, t) = L(r, ṙ, t) +
∂G

∂r
(r, t) · ṙ +

∂G

∂t
(r, t),

para todo v0 ∈ R3.
Mostre que sob essa invariância esse Lagrangiano é necessariamente a

energia cinética da part́ıcula, a menos de um termo que é uma derivada
temporal das coordenadas da part́ıcula.
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Mais precisamente, note que pelo exerćıcio 7 o Lagrangiano de uma
part́ıcula livre em um referencial inercial tem necessariamente a forma

L(r, ṙ, t) = f(‖ṙ‖2),

para alguma função escalar f , e mostre, então, que a primeira derivada de f
tem que ser constante. O dobro dessa constante pode ser tomado como sendo
a massa da part́ıcula nas unidades de medida do sistema de coordenadas esco-
lhidas. (Dica: após substituir o Lagrangiano por f(‖ṙ‖2), substitua também
v0 por εv0, com v0 fixo, faça a expansão em série de Taylor em relação a ε
e verifique que o termo de primeira ordem dessa expansão é linear em ṙ se e
somente se a primeira derivada de f é constante.

1.12. No exerćıcio 11, é pedido para mostrar que um Lagrangiano cujas equações
de Euler-Lagrange são invariantes por transformações de Galileu tem neces-
sariamente a forma

L(ṙ) = α + β‖ṙ‖2.

A constante α não altera as equações e pode ser tomada como sendo zero.
A constante β deve apenas ser diferente de zero para que as equações de
Euler-Lagrange não sejam uma trivialidade.

Considerando, agora, o Prinćıpio da Menor Ação, verifique que para as
equações de Euler-Lagrange representarem um mı́nimo da ação então neces-
sariamente β tem que ser positivo. O dobro dessa constante é definido como
sendo a massa do sistema.

Observe que nesse argumento, a existência de uma constante represen-
tando o que chamamos de massa do sistema aparece não como uma hipótese
mas como conseqüência do Prinćıpio da Menor Ação e da definição de refe-
renciais inerciais.

Repare ainda que o valor dessa massa é irrelevante para o movimento
no caso de uma única part́ıcula livre. O valor dela só se torna relevante em
relação a outras part́ıculas e com a presença de campos de força.

1.13. Considere um Lagrangiano L(r, ṙ, t). Faça a mudança de variáveis t = τ t̃,
r = µr̃. fisicamente representando mudanças nas escalas de tempo e espaço.
Considerando ˙̃r como a derivada temporal de r̃ = r/µ em relação a nova
variável temporal t̃ = t/τ , temos

˙̃r =
d

dt̃

r

µ
=
τ

µ

dr

dt
=
τ

µ
ṙ.

Considere agora o novo Lagrangiano

L̃(r̃, ˙̃r, s) = L(r, ṙ, t) = L(µr̃,
µ

τ
˙̃r, τs).

Observe que

d

dt̃
= τ

d

dt
,

∂

∂r̃
= µ

∂

∂r
,

∂

∂ ˙̃r
=
µ

τ

∂

∂ṙ
.
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Mostre que as equações de Euler-Lagrange associadas aos dois Lagrangia-
nos são equivalentes, diferindo apenas por um fator multiplicativo. Mais
precisamente, mostre que

d

dt̃

∂L̃

∂ ˙̃r
(r̃, ˙̃r, t̃)− ∂L̃

∂r̃
r̃(r̃, ˙̃r, t̃) = µ

(
d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)− ∂L

∂r
(r̃, ṙ, t)

)
.

Logo, se r(t) é solução do sistema com Lagrangiano L(r, ṙ, t), então r̃(t̃) =
r(t̃/τ)/µ é solução do sistema com o Lagrangiano L̃(r̃, ˙̃r, t̃). Ache ainda a
relação entres os momentos p = ∂L/∂ṙ e p̃ = ∂L̃/∂ ˙̃r. Finalmente, no caso
em que p = mṙ e p̃ = m̃ ˙̃r, ache a relação entre as massas m e m̃ nessas duas
escalas.

2. Forças conservativas

Vimos acima que a modelagem Lagrangiana depende das forças serem provenientes
de um potencial, ou seja, a força

F = (F1,F2, . . . ,Fn)

é menos o gradiente de uma função escalar V :

F(t, r) = −∂V
∂r

(t, r),

onde ∂/∂r indica as derivadas apenas em relação às coordenadas espaciais

r = (r1, r2, . . . , rn),

lembrando que cada ri = (xi, yi, zi) tem três coordenadas. A função V (t, r) é chamada
de potencial da força F(t, r).

Uma força proveniente de um potencial é dita conservativa, pois a energia total
do sistema correspondente é conservada ao longo de cada movimento.

Vejamos alguns tipos de forças conservativas:

Força gravitacional uniforme: que age em uma part́ıcula de massa m na
forma F = mg, onde g ∈ R3 é um vetor constante. Se aplica ao caso de
uma part́ıcula da massa m sob a ação da gravidade próximo à superf́ıcie da
Terra. No caso de um sistema de referência xyz onde z indica a ”altura”,
ou seja, o eixo perpendicular à superf́ıcie da Terra, então g = (0, 0,−g),
onde g é a aceleração da gravidade próximo à superf́ıcie da Terra. O vetor
g pode assumir outra forma em relação a outros referenciais inerciais, como
por exemplo um referencial inclinado ou onde z tem o sentido contrário,
indicando profundidade. O potencial correspondente tem a forma V(r) =
−mg · r, onde r ∈ R3 é a posição da part́ıcula. No caso de um conjunto
de n part́ıculas com coordenadas r1, . . . , rn sob a ação desse campo, temos
F(t, r) = (m1g, . . . ,mng), onde m1, . . . ,mn são as massas das n part́ıculas.
O potencial correspondente é V(t, r) = −m1g · r1 − · · · −mng · rn, onde r =
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(r1, . . . , rn). Observe que essas expressões são independentes das coordenadas
inerciais escolhidas para representar cada ri.

Força de restituição de uma mola harmônica: Age em duas part́ıculas li-
gadas por uma mola harmônica. A mola possui um comprimento de equiĺıbrio
`0 > 0 e um coeficiente de restituição k > 0. Se ri, i = 1, 2, são as coorde-
nadas das duas part́ıculas, a força agindo na part́ıcula i pela mola ligada à
part́ıcula j é dada por

Fij(r) = k(|ri − rj| − `0)
rj − ri
|rj − ri|

.

onde r = (r1, r2). Mais uma vez, essa representação independe do sistema
inercial de coordenadas. O potencial correspondente é

Vij(r) =
1

2
k(|ri − rj| − `0)2.

No caso de um sistema com várias molas, cada uma ligando um certo par
de part́ıculas, basta somar os potenciais de cada mola para obter o poten-
cial total. Mas cuidado para não contar o potencial duas vezes ao fazer o
somatório duplo

∑
i 6=j; o certo é fazer

∑
i<j, ou então dividir o potencial Vij

por dois e somá-lo duas vezes, com i < j e com i > j.
Força gravitacional universal: Essa força age entre dois corpos celestes de

massas m1,m2 > 0 e posições r1, r2. A força de atração gravitacional que a
part́ıcula j exerce na part́ıcula i é dada por

Fij(r) = −Gmimj
ri − rj
‖ri − rj‖3

.

O potencial correspondente é

Vij(r) =
Gmimj

‖ri − rj‖
.

No caso de vários corpos celestes, basta somar o potencial para cada par de
corpos, com a mesma ressalva feita no caso de várias molas harmônicas, para
evitar contar cada potencial duas vezes.

Força elétrica: Essa força age entre dois corpos carregados eletricamente.
Considerando corpos com cargas q1, q2 6= 0 e posições r1, r2, a força elétrica
que a part́ıcula j exerce na part́ıcula i é dada por

Fij(r) =
qiqj
4πε0

ri − rj
‖ri − rj‖3

,

onde ε0 é a constante de permissividade do meio. O potencial correspondente
é

Vij(r) =
1

4πε0

qiqj
‖ri − rj‖

.
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No caso de várias part́ıculas carregadas eletricamente, basta somar o poten-
cial para cada par de cargas, com a mesma ressalva feita nos casos anteriores,
para evitar contar cada potencial duas vezes.

Exerćıcios

2.1. Verifique que uma força F(r) = (Fx, Fy, Fz) ∈ R3 de um sistema de uma
part́ıcula com coordenadas r = (x, y, z) ∈ R3 é conservativo se e somente se
o rotacional de F(r) se anula para todo r ∈ R3, i.e.

∇× F(r) = (0, 0, 0), ∀ r ∈ R3.

2.2. Verifique que uma força F(r) ∈ R3 de um sistema de uma part́ıcula com
coordenadas r ∈ R3 é conservativo se e somente se o trabalho∫

γ

F(r) · dr = 0,

ao longo de qualquer caminho fechado γ (i.e. γ é uma curva parametrizada
por uma trajetória r : [t0, t1]→ R3 com r(t0) = r(t1).)

2.3. Escreva o potencial gravitacional uniforme em um referencial inclinado de
uma ângulo α, apropriado para o movimento de uma part́ıcula deslizando
sobre um plano inclinado próximo à superf́ıcie da Terra.

2.4. Escreva o potencial associado a três molas harmônicas, ligando em série três
part́ıculas no espaço, como em um triângulo, e onde cada mola tem um
coeficiente de restituição ki e um comprimento de equiĺıbrio `i, i = 1, 2, 3.

2.5. Mostre que se as forças entre duas part́ıculas atuam na direção que une
essas duas part́ıculas, têm sentidos contrários, têm a mesma magnitude e
essa magnitude dependente apenas da distância entre essas duas part́ıculas ,
então essas forças são conservativas. Mais precisamente, assuma que Fij(r)
tem a forma

Fij(r) = −ϕ(‖ri − rj‖)
ri − rj
‖ri − rj‖

,

onde ϕ : (0,∞)→ R, e mostre que o potencial é dado por

Vij(r) = ψ(‖ri − rj‖),

onde ψ é uma primitiva qualquer de ϕ, i.e. ψ′(r) = ϕ(r), para todo r > 0.

3. Campos conservativos

4. Prinćıpio da menor ação de Hamilton

As equações de Euler-Lagrange aparecem do prinćıpio da menor ação.
Enquanto na modelagem Newtoniana um sistema é definido pelas massas das

part́ıculas e o conjunto de forças que agem em cada part́ıcula, na modelagem La-
grangiana, um sistema é definido função Lagrangiana. A Lagrangiana depende das
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posições e velocidades das part́ıculas e do instante de tempo e contém as informações
necessárias sobre as massas e as forças.

Dada uma Lagrangiana L = L(r, ṙ, t), a ação ao longo de um caminho r é definida
pela integral

S(r) =

∫ t1

t0

L(r(t), ṙ(t), t) dt.

O prinćıpio da menor ação afirma que a trajetória que um sistema percorre saindo
de uma posição r(t0), no instante t0, e indo até uma posição r(t1), em um instante
subseqüente t1 é dado pelo mı́nimo da ação ao longo de todos os caminhos posśıveis,
i.e.

S(r) = min
r∗∈V

S(r∗),

onde o mı́nimo é tomado em relação a todos os posśıveis caminhos ligando r(t0) a
r(t1) durante esse intervalo de tempo, i.e.

V = V(t0, t1, r(t0), r(t1)) = {r∗ = r∗(t); t0 ≤ t ≤ t1, r
∗(t0) = r(t0), r∗(t1) = r(t1)}.

Escrevendo r∗ = r + w, podemos considerar o conjunto

W(t0, t1) = {w = w(t); t0 ≤ t ≤ t1, w(t0) = 0, w(t1) = 0},

logo

V = r +W ,

e o problema de minimização pode ser escrito como

S(r) = min
w∈W
S(r + w),

Assim como no Cálculo de Várias Variáveis, um ponto de mı́nimo de S(r) é
um ponto cŕıtico e a sua derivada, em algum sentido, se anula. A expressão nas
equações de Euler-Lagrange são, essencialmente, o gradiente de S(r), e essas equações
representam a condição desse gradiente se anular. Assim, resolvendo as equações
de Euler-Lagrange, estamos encontrando um ponto cŕıtico da ação, que pode, em
particular, ser um ponto de mı́nimo, dependendo da forma da ação.

Dada uma função w ∈ W , usando expansão em série de Taylor do Lagrangiano
em torno do ponto r e utilizando integração por partes, temos

lim
ε→0

S(r + εw)− S(r)

ε
=

∫ t1

t0

(
∂L

∂r
(r, ṙ, t)− d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)

)
w(t) dt.

Esta expressão é a derivada direcional de S(r) no “ponto” r e na “direção” w. Em
Análise Funcional e no Cálculo das Variações, essa derivada leva o nome de derivada
de Gâteaux.

Para r ser um ponto cŕıtico, a derivada de Gâteaux de S em r na direção w
deve se anular para todas as direções posśıveis w ∈ W . Isso ocorre se e somente se
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a expressão entre parênteses na derivada de Gâteaux se anula em todos os intantes
t ∈ [t1, t2], o que nos leva às equações de Euler-Lagrange,

d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)− ∂L

∂r
(r, ṙ, t) = 0,

para o ponto cŕıtico r. Pelo prinćıpio da menor ação, a trajetória percorrida pelo
sistema f́ısico definido por um certo Lagrangiano deve satisfazer as equações de Euler-
Lagrange correspondentes.

Exerćıcios

4.1. Faça a expansão em série de Taylor de L(r + εw, ṙ + εẇ, t) no ”ponto”(r, ṙ),
na direção em (w, ẇ) até a primeira ordem em ε, i.e. desprezando os termos
envolvendo εp, com p ≥ 2.

4.2. Usando integração por partes e a expansão em série de Taylor do exerćıcio
acima mostre que

S(r + εw)− S(r)

ε
= ε

∫ t1

t0

(
∂L

∂r
(r, ṙ, t)− d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)

)
w(t) dt + O(ε2),

onde O(ε2) representam os termos de ordem maior ou igual a dois em ε
desprezados na expansão de Taylor. Conclua que

lim
ε→0

S(r + εw)− S(r)

ε
=

∫ t1

t0

(
∂L

∂r
(r, ṙ, t)− d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)

)
w(t) dt.

4.3. O Lema Fundamental do Cálculo das Variações diz que se uma função
cont́ınua f : [t0, t1]→ R é tal que∫ t1

t0

g(t)w(t) dt = 0,

para toda w : [t0, t1] → R cont́ınua com w(t0) = w(t1) = 0, então f(t) = 0
para todo t ∈ [t0, t1]. Mostre esse resultado.

4.4. Se L = L(u, u̇, ü), u : [t0, t1] → R, ache a derivada de Gâteaux de L no
“ponto” r e na direção w, i.e. ache g : [t0, t1]→ R tal que

lim
ε→0

1

ε
(S(u+ εw)− S(u)) =

∫ t1

t0

g(t)w(t) dt,

para todo w : [t0, t1]→ R com w(t0) = w(t1) = w′(t0) = w′(t1) = 0, onde

S(u) =

∫ t1

t0

L(u, u̇, ü) dt.
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4.5. Considere dois Lagrangianos que diferem apenas por um termo que é uma
derivada temporal de uma função que depende apenas do tempo e das coor-
denadas das part́ıculas, i.e.

L̃(r, ṙ, t) = L(r, ṙ, t) +
d

dt
G(r, t).

Vimos anteriormente que as equações de Euler-Lagrange associadas aos dois
Lagrangianos são idênticas. Uma forma mais elegante e simples de ver isso
é através da ação. Mostre que

S̃(r) =

∫ t1

t0

L̃(r, ṙ, t) dt =

∫ t1

t0

L(r, ṙ, t) dt+G(r(t2), t2)−G(r(t1), t1).

Portanto, mantendo os extremos fixos, a variação da ação associada a L̃(r, ṙ, t)
coincide com a variação da ação associada a L(r, ṙ, t), o que implica nas
equações de Euler-Lagrange correspondentes serem idênticas.

5. Vı́nculos holônomos

As leis de movimento são sistemas de equações diferenciais ordinárias de segunda
ordem. Assim, em geral, o movimento das part́ıculas está determinado pelas leis de
movimento e pelos dados iniciais do sistema, que vêm a ser as coordenadas espaciais
da posição e da velocidade de cada part́ıcula. Dessa maneira, o sistema está res-
trito a percorrer um certo caminho determinado por essas leis de movimento. Essa
é uma restrição dinâmica, pois está determinada pelas leis de movimento. Mas a
configuração inicial está livre para assumir qualquer valor.

Há outros tipos de restrições que limitam as posśıveis configurações do sistema
independentemente das equações de movimento. Por exemplo, no movimento de um
pêndulo planar, com uma haste de comprimento ` e com uma das extremidades presa
a um certo ponto P , o movimento da extremidade livre da haste está restrito a uma
circunferência de raio ` e centro em P . Esta não é uma restrição dinâmica, é uma
restrição imposta independentemente das leis de movimento e das forças externas que
atuam no sistema. Restrições desse tipo levam o nome especial de v́ınculos.

No caso do pêndulo planar, considerando o ponto P como a origem do sistema de
referências e considerando o plano de movimento como sendo o plano yz, o v́ınculo
pode ser dado implicitamente pelas equações{

x2 + y2 + z2 = `2,

x = 0.

Como a segunda equação determina que x = 0, podemos omitir x na primeira equação
e escrever o v́ınculo na forma equivalente{

y2 + z2 = `2,

x = 0.
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Na realidade, o problema do pêndulo é composto por uma quantidade enorme
de átomos ligados por forças atômicas e subatômicas, onde as restrições são de fato
dinâmicas. Mas macroscopicamente, podemos considerar a haste ŕıgida e a restrição
como sendo uma imposição f́ısica, ou seja, um v́ınculo, conforme descrito acima.

Restrições mais gerais podem envolver sistemas de equações e/ou desigualdades
envolvendo as posições ri e as velocidades ṙi das várias part́ıculas. Por exemplo, uma
part́ıcula representando uma bola quicando sobre uma superf́ıcie plana horizontal
possui o v́ınculo

z ≥ 0,

considerando a superf́ıcie ŕıgida ao longo do eixo z = 0.
Um pêndulo planar restrito a oscilar paralelamente ao plano yz e onde uma das

extremidades está presa a um “carrinho” que se move com velocidade constante v ao
longo do eixo x, transversal ao seu plano de oscilação, pode ser descrito pela posição
r = (x, y, z) da extremidade livre da haste, com as restrições{

y2 + z2 = `2,

ẋ = v.

Vimos acima v́ınculos que são igualdades ou desigualdades e envolvendo as posições
e as velocidades das part́ıculas. Mas no que se segue, vamos considerar apenas os cha-
mados v́ınculos holônomos, que são os que podem ser escritos através de equações en-
volvendo apenas as posições ri das part́ıculas, ou seja, sem desigualdades e sem depen-
der intrinsicamente das derivadas ṙi. Matematicamente, podemos escrever v́ınculos
holônomos na forma geral de r equações escalares

Φk(r1, r2, . . . , rn, t) = 0, k = 1, . . . r,

onde cada v́ınculo é dado pela curva de ńıvel zero de uma função Φk : R3n ×R→ R.
Em forma vetorial, podemos considerar Φ = (Φ1, . . . ,Φr) : R3n × R → Rr, de modo
o sistema de r restrições escalares se escreve como uma única equação vetorial com
valores em Rr:

Φ(t, r) = 0.

No caso do pêndulo planar, temos r = (x, y, z), r = 2, Φ = (Φ1,Φ2) e

Φ1(x, y, z) = y2 + z2, Φ2(x, y, z) = x.

O caso da bola quicando sobre uma superf́ıcia não é de um v́ınculo holônomo e
não será considerado. Mas o caso do pêndulo se movendo transversalmente ao plano
de oscilação, apesar de não estar na forma de um v́ınculo holônomo, pode ser reescrito
como tal. De fato, a condição ẋ = v pode ser integrada para dar a relação x = vt,
assumindo a posição inicial como sendo x = 0. Assim, nesse caso, podemos escrever
r = (x, y, z), r = 2, Φ = (Φ1,Φ2) e

Φ1(x, y, z) = y2 + z2, Φ2(x, y, z, t) = xt.

Observe que nesse caso a restrição aparece explicitamente com a variável temporal t.
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Exerćıcios

5.1. Verifique que o problema de um corpo em queda livre vertical pode ser escrito
com os v́ınculos x = 0 e y = 0.

5.2. Escreva a equação de v́ınculo de uma part́ıcula deslizando em um plano
inclinado normal ao vetor n = (a, b, c), com a, b ∈ R, c 6= 0, e passando pela
origem.

5.3. Escreva as equações de v́ınculo de um sistema tipo pêndulo formado por duas
part́ıculas presas por uma haste de comprimento ` em que uma das part́ıculas
está restrita a uma superf́ıcie de equação z = h(x, y). Ignore a colisão entre
a outra part́ıcula e a superf́ıcie, ou seja, a outra part́ıcula part́ıcula pode
atravessar a superf́ıcie (caso contrário teŕıamos um v́ınculo não-holônomo).

5.4. Escreva as equações de v́ınculo de um sistema semelhante ao do item anterior,
com a diferença de que ao invés de uma haste ŕıgida ligando as part́ıculas
temos uma mola.

5.5. Escreva as equações de v́ınculo na forma holônoma de um sistema tipo
pêndulo com uma haste de comprimento ` e onde uma das extremidades
da haste é acelerada ao longo do eixo y com aceleração constante a.

5.6. Um sistema de dois corpos celestes está restrito a um movimento planar.
Escolhendo esse plano como sendo o plano xy, escreva as equações de v́ınculo
para esse sistema.

6. Vı́nculos holônomos e coordenadas generalizadas

Os v́ınculos restringem os movimentos posśıveis de um sistema e, com isso, redu-
zem o número de “graus de liberdade” do mesmo. O número de graus de liberdade do
sistema é o número de coordenadas necessárias para representar as posições de todas
as part́ıculas do sistema. Em um sistema de n part́ıculas sem v́ınculo, o número de
graus de liberdade é 3n, pois para cada part́ıcula precisamos de três coordenadas para
determinar a sua posição. Em um sistema com v́ınculos, esse número é menor. Por
exemplo, no caso de um pêndulo planar, temos dois v́ınculos e, com isso, ao invés de
três graus de liberdade, temos apenas um, sendo necessário saber apenas o ângulo que
o pêndulo faz com o eixo vertical para determinar todas as outras três coordenadas.
Podemos escrever isso explicitamente através das relações

x = 0,

y = ` sin θ,

z = −` cos θ.

Observe que nessa forma escolhemos o ângulo θ como sendo o ângulo entre o vetor
(0, 0,−1) e o vetor posição da extremidade livre, no sentido anti-horário. Isso foi
escolhido de forma a tornar o ângulo θ = 0 correspondendo à posição de equiĺıbrio
(x, y, z) = (0, 0,−`), no caso de considerarmos a atração gravitacional ao longo do
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eixo z e no sentido contrário ao de crescimento de z. Logo, z representa a “altura”
da extremidade livre do pêndulo.

De outra forma, podemos escrever

(x, y, z) = (0, ` sin θ,−` cos θ).

Nesse caso, chamamos θ de “coordenada generalizada” do sistema.
Em muitos casos, as coordenadas de um sistema de n part́ıculas com n0 v́ınculos

podem ser escritas explicitamente em termos da variável temporal t e de d = n− n0

coordenadas generalizadas q1, . . . , qd, ou seja

ri = ri(q1, . . . , qd, t), i = 1, . . . , n.

Para isso, os v́ınculos têm que ser, em particular, independentes.
De fato, podemos escrever três v́ınculos para o sistema do pêndulo planar,

x2 + y2 + z2 = `2,

y2 + z2 = `2,

x = 0.

mas é óbvio que eles são redundantes. Podemos pegar quaisquer duas equações dessas
três que continuamos com os mesmo v́ınculos. Dessa forma, se tivermos r v́ınculos
“independentes”, então em geral podemos escrever as coordenadas das part́ıculas
do sistema em termos de d = 3n − r coordenadas generalizadas. Escondido nessa
afirmação está o Teorema da Função Impĺıcita, que dá condições para escrevermos
as 3n coordenadas em função de apenas d coordenadas. Mas lembrem-se que esse
teorema é local, ou seja as condições do teorema só dão uma representação desse
tipo localmente, próximo a um ponto onde a diferencial da função de v́ınculo Φ em
relação a certas r coordenadas é inverśıvel. Mas não vamos nos preocupar com essas
condições. Trataremos de exemplos em que essa representação pode ser dada global-
mente e de maneira natural em termos de certas coordenadas generalizadas, como
em coordenadas polares, esféricas, cilindricas ou apenas algumas das coordenadas
cartesianas, como no caso de uma part́ıcula restrita a uma superf́ıcie z = h(x, y).

Em certos casos, pode ser natural tratar alguns v́ınculos de forma expĺıcita e
outros de forma impĺıcita.

Por exemplo, o pêndulo girante é um sistema em que um pêndulo é forçado a
girar com velocidade angular constante ω em torno de um eixo vertical passando pelo
ponto onde fica a extremidade fixa da haste. Usando coordenadas esféricas para de-
terminar a posição r = (x, y, z) da extremidade livre da haste, temos, explicitamente,
as condições 

x = ` sinϕ cos θ,

y = ` sinϕ sin θ,

z = −` cosϕ.

observe que dessa forma a extremidade fixa da haste está na origem do sistema e
o ângulo ϕ representa o ângulo o eixo −z e o vetor posição r, de modo que ϕ = 0



28 3. PRINCÍPIOS DA MODELAGEM LAGRANGIANA

corresponde ao ponto de equiĺıbrio r = (0, 0,−`) do pêndulo. Mas a representação
acima não leva em consideração ainda a condição do pêndulo girar com velocidade
angular constante ω em torno do eixo vertical z. Isso pode ser expresso através do
v́ınculo

θ̇ = ω.

Temos, assim, coordenadas generalizadas θ e ϕ, com a representação

r = r(θ, ϕ) = (` sinϕ cos θ, ` sinϕ sin θ,−` cosϕ),

com o v́ınculo

θ̇ = ω.

Esse v́ınculo não está na forma holônoma, mas pode ser transformado em v́ınculo
holônomo escrevendo-o como

θ = ωt,

e considerando θ = 0 como representando a situação no instante inicial. Assim,
podemos reduzir ainda mais o sistema, a um único grau de liberdade, com coordenada
generalizada ϕ, escrevendo

r = r(ϕ, t) = (` sinϕ cos(ωt), ` sinϕ sin(ωt),−` cosϕ).

Exerćıcios

6.1. Considere um sistema de pêndulo duplo planar, com hastes de comprimento
`1, `2 > 0. Use como coordenadas generalizadas os ângulos θ1 e θ2 que cada
pêndulo faz com o eixo vertical, a partir da posição de equiĺıbrio com os
pêndulos “para baixo” e crescendo no sentido anti-horário. Escreve as coor-
denadas r1 e r2 de cada pêndulo em termos de θ1 e θ2.

6.2. Generalize a questão anterior para o caso de n pêndulos de comprimento
`1, . . . , `n > 0 e massas m1, . . . ,mn > 0.

6.3. Considere um objeto preso a uma mola onde a outra extremidade da mola
está presa à origem de um sistema de coordenadas xyz. Considere apenas
movimentos planares da mola, com o objeto restrito ao plano yz. Use como
coordenadas generalizadas o comprimento r da mola e o ângulo θ que o
vetor posição do objeto faz com o eixo −z, no sentido anti-horário. Escreva
as coordenadas da posição do objeto em termos de r e θ.

6.4. Escolha duas variáveis generalizadas apropriadas para representar o sistema
de um pêndulo de comprimento ` onde uma das extremidadas da haste está
restrita à circunferência de raio a > 0 no plano xy e centro na origem do eixo
xyz e a outra extremidade está restrita a oscilar no plano perpendicular à
reta que liga a origem a extremidade restrita à circunferência.
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7. Modelagem Lagrangiana de sistemas com v́ınculos

A grande vantagem da modelagem Lagrangiano é o tratamento de sistemas com
v́ınculos. Nessa modelagem, não é necessário achar as forças de tensão que mantém
os v́ınculos. As forças de v́ınculo aparecem naturalmente.

Assim, se os v́ınculos podem ser escritos explicitamente em termos de coordenadas
generalizadas, ou seja, se a posição ri de cada part́ıcula pode ser escrita em termos
da variável temporal e de d coordenadas generalizadas q1, . . . , qd,

ri = ri(q1, . . . , qd, t),

então podemos escrever o Lagrangiano em termos da variável temporal t, das coor-
denadas generalizadas q1, . . . , qd e das suas velocidades generalizadas q̇1, . . . , q̇d,

L = L(q, q̇, t),

onde q = (q1, . . . , qd) e q̇ = (q̇1, . . . , q̇d). As equações de Euler-Lagrange para esse
Lagrangiano são equações de segunda ordem para as coordenadas generalizadas q:

d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t)− ∂L

∂q
(q, q̇, t) = 0. (7.1)

Este é um sistema de d equações de segunda ordem,

d

dt

∂L

∂q̇k
(q, q̇, t)− ∂L

∂qk
(q, q̇, t) = 0, k = 1, . . . , d. (7.2)

No caso do Lagrangiano do sistema sem v́ınculos ter a forma

L(r, ṙ, t) = K(ṙ)− V (t, r),

então, para o sistema com v́ınculos, basta substituir r por r(q, t), em função de q, e
usar a regra da cadeia para substituir ṙ por

ṙ =
d

dt
r(q, t) = Dqr(q, t)q̇ + ∂tr(q, t),

onde ∂tr(q, t) indica simplesmente a derivada partial de r(q, t) em relação a se-
gunda variável, t, e Dqr(q, t) indica o operador diferencial das derivadas parciais de
r = (r1, . . . , rn) em relação às variáveis q = (q1, . . . , qd). Observe que esse operador
diferencial é um operador de Rd em R3n.

Assim,
L(q, q̇, t) = K(Dqr(q, t)q̇ + ∂tr(q, t))− V (t, r(q, t)).

Por exemplo, no caso do pêndulo planar, temos um grau de liberdade, d = 1,
com a coordenada generalizada q1 = θ, e a posição r = r1 dada em termos de θ pela
relação

r = r(θ) = (0, ` sin θ,−` cos θ).

Assim, a velocidade se escreve em termos de θ e θ̇ como

ṙ =
d

dt
(0, ` sin θ,−` cos θ) = (0, `θ̇ cos θ, `θ̇ sin θ).
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E a energia cinética é dada por

1

2
m|ṙ|2 =

1

2
m(`2θ̇2 cos2 θ + `2θ̇2 sin2 θ) =

1

2
m`2θ̇2.

Em geral, a energia cinética pode depender da própria coordenada generalizada, no
caso θ, mas nesse caso em particular, a dependência em θ desaparece e a energia
cinética depende apenas de θ̇:

K(θ̇) =
1

2
m`2θ̇2.

A energia potencial é mgz, com z = −mg cos θ, ou seja,

V (θ) = −mg` cos θ.

Assim, o Lagrangiano toma a forma

L(θ, θ̇) = K(θ̇)− V (θ) =
1

2
m`2θ̇2 +mg` cos θ.

Para achar as equações de Euler-Lagrange associadas a esse Lagrangiano, calculamos
as derivadas

∂

∂θ
L(θ, θ̇) = −mg` sin θ,

∂

∂θ̇
L(θ, θ̇) = m`2θ̇,

d

dt

∂

∂θ̇
L(θ, θ̇) = m`2θ̈.

Logo, as equações de Euler-Lagrange para o sistema tomam a forma

m`2θ̈ +mg` sin θ = 0.

Essa equação é equivalente à equação obtida pela segunda lei de Newton, onde fazemos
a decomposição da força gravitacional em uma componente tangencial ao movimento,
cancelando a parte normal com a força de tensão na haste, e que leva à equação

m`θ̈ = −mg sin θ.

Exerćıcios

7.1. Verifique que o problema de um corpo de massa m e altura z em queda livre
vertical próximo a superf́ıcie da Terra pode ser modelado via equações de
Euler-Lagrange com o Lagrangiano

L(z, ż) =
1

2
mż2 −mgz,

onde V (z) = mgz é o potencial da força gravitacional próximo à superf́ıcie
da Terra. Mais precisamente, considere z como coordenada generalizada,
obtenha o Lagrangiano acima em termos dessa coordenada generalizada e
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mostre que as equações de Euler-Lagrange para esse Lagrangiano coincidem
com as equações de Newton para esse problema.

7.2. Da mesma forma, verifique que o sistema massa-mola horizontal com um
corpo de massa m > 0 e uma mola harmônica com coeficiente de restituição
k > 0 pode ser modelado através do Lagrangiano

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2,

onde V (x) = kx2/2 é o potencial da mola harmônica.
7.3. Ache a equação de movimento para o problema do pêndulo girante tratado

na seção 6.
7.4. Considere um problema em que uma part́ıcula de massa m1 está pendurada

por um fio de tal forma que ela está restrita a um movimento vertical ao longo
do eixo z. Imagine que há uma mesa no plano xy e que o fio passa através da
mesa por um buraco localizado na origem. A outra ponta do fio está presa a
uma part́ıcula de massa m2 que está restrita a se movimentar no plano xy. O
comprimento do fio é `. Use coordenadas polares para representar a posição
da segunda part́ıcula, de modo que

r2 = (r cos θ, r sin θ, 0),

de tal forma que a primeira part́ıcula está localizada em

r1 = (0, 0, r − `),
assumindo que r ≤ `, caso contrário, em termos f́ısicos, a primeira part́ıcula
teria atravessado o buraco da mesa e se encontraria em cima da mesa e fora
do eixo z.

Usando (r, θ) como coordenadas generalizadas, encontre o Lagrangiano
desse sistema e as equações de movimento correspondentes.

Em seguida, encontre para cada raio R < `, uma velocidade angular ω
tal que a primeira part́ıcula se mantém em equiĺıbrio, i.e. encontre ω tal que
(r(t), θ(t)) = (R,ωt) é uma solução do sistema.

7.5. Considere uma part́ıcula de massa m se movendo sobre a curva z = h(y),
x = 0 e sob a atração gravitacional uniforme ao longo de z e no sentido
contrário ao de crescimento de z (ou seja, z é uma “altura”). Podemos
considerar y como uma coordenada generalizada. Escreva o Lagrangiano
L = L(y, ẏ) desse sistema com v́ınculo e ache a equação de Euler-Lagrange
associada a esse sistema.

7.6. Considere uma part́ıcula de massa m se movendo sobre uma superf́ıcie z =
h(x, y) e sob a ação gravitacional ao longo do eixo z e contrária ao sentido de
crescimento de z. Tomando x e y como coordenadas generalizadas, escreve
o Lagragiano L(x, y, ẋ, ẏ) e as equações de Euler-Lagrange correspondentes.

7.7. Considere duas part́ıculas de massas m1 e m2 se movendo ao longo de uma
curva convexa z = h(y), x = 0, sob a ação gravitacional ao longo da “altura”
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z e unidas por uma mola de harmônica com coeficiente de restituição k
e comprimento de equiĺıbrio `0. Use como coordenadas generalizadas as
coordenadas y1 e y2 de cada part́ıcula. Ache o Lagrangiano L(y1, y2, ẏ1, ẏ2)
desse sistema e escreva as equações de Euler-Lagrange desse sistema.

7.8. Considere um sistema de pêndulo duplo planar, com hastes de comprimento
`1, `2 > 0 e massas m1,m2 > 0, sob a ação da gravidade próxima à su-
perf́ıcie da Terra. Use como coordenadas generalizadas os ângulos θ1 e θ2

que cada pêndulo faz com o eixo vertical, a partir da posição de equiĺıbrio
com os pêndulos “para baixo” e crescendo no sentido anti-horário. Ache o
Lagrangiano desse sistema e as equações de Euler-Lagrange correspondentes.

7.9. Generalize a questão anterior para o caso de n pêndulos de comprimento
`1, . . . , `n > 0 e massas m1, . . . ,mn > 0.

7.10. Considere um objeto de massa m > 0 preso a uma mola harmônica com
coeficiente de restituição k > 0 e comprimento de equiĺıbrio `0, onde a outra
extremidade da mola está presa à origem de um sistema de coordenadas
xyz. Considere apenas movimentos planares da mola, com a massa restrita
ao plano yz. Use como coordenadas generalizadas o comprimento r da mola
e o ângulo θ que o vetor posição da massa faz com o eixo −z, no sentido
anti-horário. Escreva o Lagrangiano desse sistema e as equações de Euler-
Lagrange correspondentes.

7.11. Considere dois Lagrangianos que diferem apenas por um termo que é uma
derivada temporal de uma função que depende apenas do tempo e das coor-
denadas generalizadas, i.e.

L̃(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d

dt
G(q, t).

Mostre que as equações de Euler-Lagrange associadas aos dois Lagrangianos
são idênticas.

8. Sistemas com v́ınculos impĺıcitos

Às vezes não é tão óbvio ou não é necessário escrever os v́ınculos de maneira
expĺıcita. É posśıvel trabalhar com eles de maneira impĺıcita, baseado no método de
multiplicadores de Lagrange.

Considerando um sistema de n ∈ N part́ıculas com posições r1, . . . , rn e com
n0 ∈ N, 1 ≤ n0 < n, v́ınculos impĺıcitos representados pelas equações

Φk(r1, . . . , rn, t) = 0, k = 1, . . . n0.

temos um sistema com d = n − n0 graus de liberdade. Mas não vamos reduzir o
sistema explicitamente em termos de d coordenadas generalizadas, Vamos trabalhar
com os v́ınculos de maneira impĺıcita.

Caso o sistema sem os r v́ınculos impĺıcitos tenha o Lagrangiano

L(r, ṙ, t),
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então, para o sistema com os v́ınculos impĺıcitos, consideramos o novo Lagrangiano

LΦ(r,λ, ṙ, λ̇, t) = L(r, ṙ, t) + λ ·Φ(r, t),

nas novas 3n+ r coordenadas

(r,λ) = (r1, . . . , rn, λ1, . . . , λr),

onde

Φ = (Φ1, . . . ,Φr).

As equações de Euler-Lagrange para esse novo Lagrangiano são

d

dt

∂LΦ

∂(ṙ, λ̇)
(r,λ, ṙ, λ̇)− ∂LΦ

∂(r,λ)
(r,λ, ṙ, λ̇) = 0.

Mas como LΦ na verdade não depende explicitamente de λ̇ e a dependência em λ é
linear, essas equações podem ser reduzidas à seguinte forma

d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)− ∂L

∂r
(r, ṙ, t) = λ ·DrΦ(r, t).

Φ(r, t) = 0.

(8.1)

Na equação acima, λ é um vetor de r coordenadas e DrΦ(r, t) é a matriz r× 3n das
derivas parciais de Φ(r, t) = (Φ1, . . . ,Φr) em relação a r = (r1, . . . , rn), e o produto
λ · DrΦ(r, t) é para ser entendido como o vetor de d coordenadas formadas pelo
produto escalar entre λ e cada coluna dessa matriz. Lembrem-se que as 3n colunas
dessa matriz são as derivadas parciais do vetor Φ(r, t) em relação às coordenadas
(x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn) de r, enquanto que as suas r linhas são os gradientes ∂Φk/∂r.

Interpretando

p =
∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)

como o momento do sistema e

F =
∂L

∂r
(r, ṙ, t) + λ ·DrΦ(r, t)

como as forças atuando no sistema, podemos interpretar o termo

Fλ = λ ·DrΦ(r, t)

como representando as tensões, ou forças de v́ınculo do sistema (provenientes dos
v́ınculos impĺıcitos Φ = 0), enquanto que

F0 =
∂L

∂r
(r, ṙ, t)

são as forças aplicadas independentes dos v́ınculos impĺıcitos.
Observe que em cada instante de tempo t, o conjunto

MΦ = {r ∈ R3n; Φ(r, t) = 0}
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forma uma “superf́ıcie” de dimensão d no espaço R3n; é a “superf́ıcie de ńıvel zero”
de Φ(·, t). Por sua vez, o vetor λ · DrΦ(r, t) pode ser reinterpretado como uma
combinação linear dos gradientes ∂Φk/∂r, k = 1, . . . , r, i.e.

λ ·DrΦ(r, t) = λ1
∂Φ1

∂r
(r, t) + . . .+ λr

∂Φr

∂r
(r, t).

Esses gradientes geram o espaço “normal” à “superf́ıcie” de ńıvel zero de Φ(·, t), em
cada instante de tempo t. As tensões, ou forças de v́ınculo, são, então, normais à
superf́ıcie à qual o movimento está restrito, e são forças necessárias para manter o
movimento nessa superf́ıcie.

Exerćıcios

8.1. Obtenha o sistema 
x = 0,

ÿ =
bcg

b2 + c2
,

z =
d− by
c

,

para o movimento de uma part́ıcula de massa m e centro de massa r =
(x, y, z) deslizando sobre a reta de equações by + cz = d , x = 0, com c 6= 0,
b, d ∈ R, a partir das equações de Euler-Lagrange do sistema com v́ınculo
impĺıcito representado pelo Lagrangiano

LΦ(r,λ, ṙ) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)−mgz + λ1x+ λ2(by + cz − d),

onde λ = (λ1, λ2) é o vetor de multiplicadores de Lagrange associados aos
v́ınculos

Φ(x, y, z) = 0,

onde

Φ(x, y, z) = (Φ1(x, y, z),Φ2(x, y, z)) = (x, by + cz − d).

8.2. Obter as equações diferenciais de segunda ordem para x e y associado ao
deslizamento de uma part́ıcula sobre o plano ax + by + cz = d, com c 6= 0,
a, b, d ∈ R, a partir do método de multiplicadores de Lagrange, ou seja,
tratando esses v́ınculos implicitamente, de maneira semelhante ao exerćıcio
1.

8.3. Considere o problema do movimento de uma part́ıcula sobre uma curva z =
h(y), x = 0, sob a ação da gravidade com aceleração uniforme (0, 0,−g).
Esse problema foi tratado no exerćıcio 5 da seção 7. Obtenhas a mesma
equação para y mas desta vez tratando os v́ınculos de maneira impĺıcita.

8.4. Vimos que as equações (8.1) podem ser interpretadas na forma

dp

dt
= F0 + Fλ
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onde p é o momento generalizado do sistema, F0 são as forças aplicadas
independentes dos v́ınculos e Fλ são as tensões relacionadas às forças de
v́ınculo. Essas tensões são da forma

Fλ = λ ·DrΦ(r, t),

indicando que elas são normais à superf́ıcie.
O termo λ = λ(t) varia ao longo do movimento e está diretamente as-

sociado à magnitude das forças de tensão. Quando λ = 0, as tensões são
nulas e o momento p e as forças F0 estão em equiĺıbrio. Em um problema
em que uma part́ıcula desliza sobre uma superf́ıcie, as tensões são perpen-
diculares à superf́ıcie e naturalmente apontam para cima, contrabalançando
a componente normal da força da gravidade. O momento t0 em que essas
tensões se anulam, i.e. λ(t0) = 0, é um posśıvel momento de descolamento
da part́ıcula da superf́ıcie. Esse descolamento ocorre no caso em que λ troca
de sentido ao passar pelo instante t0. A partir desse momento, o modelo
passa a não ser mais válido, pois as tensões teriam o mesmo sentido que a
força da gravidade. O modelo real associado a esse problema é o caso de
uma part́ıcula deslizando entre duas superf́ıcies superpostas, onde em certos
momentos a part́ıcula está sendo pressionada contra a superf́ıcie inferior e
em outros momentos, contra a superf́ıcie superior, dependendo do sentido
de λ. Mas no caso de apenas uma superf́ıcie, onde a part́ıcula se apóia, ela
se descola da superf́ıcie quando o λ troca de sentido, tornando o v́ınculo
inválido, invalidando também o modelo baseado nesse v́ınculo; a partir desse
momento, a part́ıcula sofre apenas a ação da gravidade, até cair e tocar de
novo na superf́ıcie.

Em um exemplo prático, considere uma part́ıcula deslizando sobre uma
superf́ıce de gráfico z = h(y). Para simplificar, vamos assumir que x = 0 e, na
verdade, o movimento é sobre uma curva, como no exerćıcio 3. Então temos
dois v́ınculos, com dois multiplicadores de Lagrange, λ = (λ1, λ2). O v́ınculo
associado a x = 0 é trivial e o multiplicador de Lagrange correspondente é
nulo, digamos λ1 = 0. O multiplicador de Lagrange λ2 associado ao v́ınculo
z − h(y) = 0 é, em geral, não nulo. Como

∇(y,z)(z − h(y)) = (−h′(y), 1),

vemos que esse vetor normal à superf́ıcie aponta “para cima”, pois a sua
componente z é positiva. Assim, a part́ıcula se mantém apoiada na superf́ıcie
enquanto λ2 for positivo, indicando que a força de tensão aponta “para cima”,
contrabalançando o peso do objeto. O descolamento ocorre no instante a
partir do qual λ2 passa a ser negativo. Assumindo que h seja duas vezes
continuamente diferenciável, mostre o fato natural de que o descolamento só
pode ocorrer em um ponto y onde a curvatura é negativa, ou seja h′′(y) < 0.
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8.5. Utilizando o resultado do exerćıcio 4, considere h(y) duas vezes continua-
mente diferenciável e com uma certa forma de rampa, dada por

h(y) = −ay para y ≤ 0, com h′′(y) < 0 para y > 0,

e observe que o descolamento não pode ocorrer em y = 0, apenas em algum
ponto y > 0. Ou seja, a inclinação obtida pela part́ıcula no momento do
descolamento é sempre inferior à inclinação da rampa!

8.6. Considere ainda o problema de uma part́ıcula de massa m deslizando sobre
a curva z = h(y), x = 0, tratado no exerćıcio 4. Suponha que a curva seja
uma parábola com concavidade para cima (h′′ > 0 e h′′′ = 0). Mostre que
força normal é máxima no ponto de mı́nimo da parábola. (Tome cuidado
com o fato de que a magnitude da força normal não é apenas λ, pois o vetor
gradiente ∇Φ(y, z) = (−h′(y), 1) à superf́ıcie Φ(y, z) = z − h(y) nem sempre
é unitário.)

9. Sistemas com v́ınculos impĺıcitos e expĺıcitos

Em vários casos, pode ser prático escrever apenas parte dos v́ınculos de maneira
impĺıcita e a outra parte, expĺıcita, ou seja

ri = ri(q1, . . . , q
′
d, t), i = 1, . . . , n,

em d′ ∈ N coordenadas generalizadas q1, . . . , q
′
d, com certos v́ınculos impĺıcitos nessas

coordenadas generalizadas, i.e.

Φk(q1, . . . , q
′
d, t) = 0, k = 1, . . . r′.

Nesse caso, assumindo os v́ınculos independentes, o número de graus de liberdade do
sistema é d = d′ − r′.

Caso o sistema com os v́ınculos expĺıcitos mas sem os r′ v́ınculos impĺıcitos tenha
o Lagrangiano

L(q, q̇, t),

então, para o sistema com os v́ınculos impĺıcitos, consideramos o novo Lagrangiano

LΦ(q,λ, q̇, λ̇, t) = L(q, q̇, t) + λ ·Φ(q, t),

nas novas coordenadas

(q,λ) = (q1, . . . , qd′ , λ1, . . . , λr′),

onde

Φ = (Φ1, . . . ,Φr′).

As equações de Euler-Lagrange para esse novo Lagrangiano são

d

dt

∂LΦ

∂(q̇, λ̇)
(q,λ, q̇, λ̇)− ∂LΦ

∂(q,λ)
(q,λ, q̇, λ̇) = 0.
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Mais uma vez, como LΦ não depende explicitamente de λ̇ e a dependência em λ é
linear, essas equações podem ser reduzidas à forma

d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t)− ∂L

∂q
(q, q̇, t) = λ ·DqΦ(q, t).

Φ(q, t) = 0.

(9.1)

Analogamente, o produto λ ·DqΦ(q, t) é o o vetor de d′ coordenadas formadas pelo
produto escalar entre λ e cada coluna ∂qjΦ(q, t) dessa matriz.

Exerćıcios

9.1. Considere novamente o problema em que uma part́ıcula de massa m1 está
pendurada por um fio de comprimento ` de tal forma que ela está restrita
a um movimento vertical ao longo do eixo z e com uma mesa no plano xy
com um buraco na origem por onde passa o fio, que tem na sua outra ponta
uma part́ıcula de massa m2 que está restrita a se movimentar no plano xy.
Use coordenadas polares para representar a posição da segunda part́ıcula, de
modo que

r2 = (r cos θ, r sin θ, 0),

e use a distância h da primeira part́ıcula à mesa, de tal forma que

r1 = (0, 0,−h).

Nesse caso, tratamos o fio como uma restrição impĺıcita, dada por

Φ(r, h) = r + h = `,

com 0 ≤ r, h < ` por razões f́ısicas.
Usando (r, θ, h) como coordenadas generalizadas e utilizando um multi-

plicador de Lagrange λ associado à essa restrição impĺıcita, encontre o La-
grangiano LΦ(r, θ, h, ṙ, λ, θ̇, ḣ) desse sistema.

Encontre as equações de Euler-Lagrange para esse sistema e, em seguida,
elimine λ do sistema para obter as equações de movimento em (r, θ) como
no exerćıcio 7.4.

Finalmente, resolva para λ em função apenas de r e θ̇ e deduza que a
tensão no fio é dada por

T =
m1m2

m1 +m2

(rθ̇2 + g).

Para que a primeira part́ıcula se mantenha em equiĺıbrio, a tensão deve
compensar o peso, ou seja, T = m2g. Use essas duas informações para obter
a relação entre ω e R para que o sistema se mantenha em equiĺıbrio, com
a segunda part́ıcula girando com velocidade angular θ̇ = ω a uma distância
r = R da origem. Compare esse resultado com o resultado correspondente
obtido no exerćıcio 7.4 de outra maneira.
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10. Campos de força

Escrever sobre campos de força. Escrever sobre campos conservativos. Escrever
especificamente sobre campos gravitacionais, campos elétricos, campos magnéticos e
campos eletromagnéticos.



CAṔıTULO 4

Leis de conservação

1. Leis de conservação via leis de Newton

Nesta parte, vamos considerar um sistema de n part́ıculas, com coordenadas

r = (r1, . . . , rn)

em um referencial inercial, onde ri ∈ R3 são as coordenadas espaciais de cada
part́ıcula, i = 1, . . . , n. Nesse sistema age um conjunto de forças

F(t, r) = (F1(t, r), . . . ,Fn(t, r)),

representando a combinação das forças agindo em cada part́ıcula e dependendo da
configuração geral do sistema. Pela segunda lei de Newton, temos

mir̈i = Fi(t, r), i = 1, . . . , n.

Vamos considerar uma separação das forças entre forças internas, de interação
entre part́ıculas, e forças externas,

F(t, r) = F(i)(r) + F(e)(t, r).

onde as forças internas são assuminas agindo entre pares de part́ıculas e independen-

tes explicitamente do tempo. Mais precisamente, a força interna F
(i)
i (r) agindo na

part́ıcula i é suposta como sendo um somatório de forças de interação com cada uma
das outras part́ıculas:

F
(i)
i (r) =

∑
j 6=i

Fij(ri, rj).

Consideramos, ainda, dois casos de sistemas, satisfazendo diferentes versões da ter-
ceira lei de Newton, de ação e reação:

Forma fraca da terceira lei de Newton: As forças de interação entre duas
part́ıculas agem, em cada uma delas, com a mesma intensidade e em sentidos
contrários:

Fij(ri, rj) = −Fji(rj, ri).

Forma forte da terceira lei de Newton: As forças de interação entre duas
part́ıculas agem, em cada uma delas, com a mesma intensidade, em sentidos
contrários e na direção que une essas duas part́ıculas,

Fij(ri, rj) = −ϕ(ri, rj)
ri − rj
‖ri − rj‖

, ϕij(ri, rj) = ϕji(rj, ri).

39
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Não assumimos nada de especial em relação à força externa, mas em geral ela

depende apenas da posição da part́ıcula em questão, ou seja F
(e)
i = F

(e)
i (ri, t).

A terceira lei de Newton é relevante para a conservação dos momentos linear e
angular do sistema. Para a conservação de energia, fazemos a hipótese de que as
forças são conservativas, i.e. provenientes de um potencial V (t, r):

Fi(r) = −∂V
∂ri

(t, r), i = 1, . . . , n.

1.1. Conservação de momento linear. O momento linear total P ∈ R3 do
sistema é definido pela somatório do momento linear pi = miṙi de todas as part́ıculas:

P =
n∑
i=1

miṙi.

Definindo

CM =
1

m

n∑
i=1

miri

como o centro de massa do sistema, onde

m =
n∑
i=1

mi

é a massa total do sistema, observe o momento linear total do sistema é igual ao
momento linear de uma part́ıcula de massa m localizada no centro de massa:

P = mĊM ,

como se o sistema estivesse todo concentrado no centro de massa.
Somando as equações de movimento de todas as part́ıculas obtemos

Ṗ = FT ,

onde

FT (t, r) =
n∑
i=1

Fi(t, r)

é a força total exercida no sistema. Essa força total pode ser separada em força total
interna e força total externa:

FT = F
(i)
T + F

(e)
T , F

(i)
T (t, r) =

n∑
i=1

F
(i)
i , F

(e)
T (t, r) =

n∑
i=1

F
(e)
i

O momento linear é conservado no caso em que as duas condições a seguir são
satisfeitas:

(i) As forças internas satisfazem a forma fraca da terceira lei de Newton; e
(iii) O força externa total é nula.
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Sob essas condições,
Ṗ = 0.

e o momento angular é constante ao longo do movimento, igual a um vetor fixo
P0 ∈ R3:

P(t) = P0, ∀t.

1.2. Conservação de momento angular. O momento angular se refere a uma
rotação em relação a algum ponto dado. É uma “quantidade de movimento” em torno
desse ponto.

O momento angular total do sistema em torno de um certo ponto r0 é o somatório
do momento angular mi(ri − r0)× ṙi de todas as part́ıculas:

Lr0 =
n∑
i=1

mi(ri − r0)× ṙi =
n∑
i=1

(ri − r0)× pi.

Utilizando as leis de movimento de Newton, podemos mostrar que

L̇r0 = −ṙ0 ×P + Nr0 ,

onde

Nr0 =
n∑
i=1

(ri − r0)× Fi

é o torque exercido pelas forças em relação ao ponto r0. Esse torque pode ser separado
em torque interno e externo, relativo à separação da forças entre internas e externas:

Nr0 = N(i)
r0

+ N(e)
r0
, N(i)

r0
=

n∑
i=1

(ri − r0)× F
(i)
i , N(e)

r0
=

n∑
i=1

(ri − r0)× F
(e)
i .

O momento angular é conservado no caso em que as três condições a seguir são
satisfeitas:

(i) O ponto de referência r0 está fixo ou é o centro de massa;
(ii) As forças internas satisfazem a forma forte da terceira lei de Newton; e

(iii) O torque externo total é nulo.

Sob essas condições,
L̇r0 = 0.

e o momento angular é constante ao longo do movimento.

1.3. Conservação de energia. Considere, agora, o caso em que as forças são
autônomas e conservativas, i.e. provenientes de um potencial V = V (r) independente
do tempo:

Fi(r) = −∂V
∂ri

(r), i = 1, . . . , n.

A energia total do sistema é a soma da energia cinética com a energia potencial:

E(r, ṙ) = K(ṙ) + V (r),
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onde

K(ṙ) =
1

2

n∑
i=1

mi‖ṙi‖2

é a energia cinética total do sistema.
Ao longo do movimento, a energia cinética varia de acordo com a equação

K̇ =
n∑
i=1

ṙi · Fi.

No caso de forças autônomas conservativas, temos

K̇ = −
n∑
i=1

ṙi ·
∂V

∂ri
(r) = − d

dt
V (r),

ou seja,
d

dt
(K + V ) = 0

e a energia total E = K + V é conservada.

Exerćıcios

1.1. Mostre que

Ṗ = FT ,

i.e. para cada solução r = r(t) das equações de Newton do sistema, vale

d

dt
P(t) = FT (t, r(t)).

1.2. Assumindo a forma fraca da terceira lei de Newton, mostre que

F
(i)
T = 0, FT = F

(e)
T ,

i.e. o somatório das forças internas é nulo, pois a terceira lei de Newton faz
com que as forças agindo em cada par de part́ıculas se anulem, e com isso a
força total é igual à força externa total.

1.3. No caso em que não há forças externas atuando no sistema e as forças internas
satisfazem a forma fraca da terceira lei de Newton, conclua que o momento
linear total é conservado ao longo do movimento, i.e. para cada solução
r = r(t) = (r1(t), . . . , rn(t)) do sistema, o momento linear correspondente é
constante, igual a um vetor fixo P0 ∈ R3 :

P(t) = P0, ∀t.

1.4. Mostre que
dLr0

dt
= −ṙ0 ×P + Nr0 .



1. LEIS DE CONSERVAÇÃO VIA LEIS DE NEWTON 43

1.5. Mostre que no caso em que o ponto de referência r0 está fixo, i.e. não variar
com o tempo, ou esse ponto de referência é o centro de massa do sistema,
r0(t) = CM(t), então o termo ṙ0×P é nulo e a equação do momento angular
total em relação a r0 se reduz a

dLr0

dt
= Nr0 .

1.6. Mostre que se a forma forte da terceira lei de Newton vale para um sistema
de forças F, então o torque interno total é nulo:

N(i)
r0

=
n∑
i=1

(ri − r0)× F
(i)
i = 0.

1.7. Conclua que se o ponto de referência r0 está fixo ou é centro de massa do
sistema, vale a forma forte da terceira lei de Newton, e o torque externo total
é nulo, então o momento angular total é conservado:

L̇r0 = 0.

1.8. Mostre que o momento angular em relação à origem para o movimento de
uma part́ıcula de massa m em um movimento circular de raio r e peŕıodo T
em torno da origem de um eixo inercial xyz e restrito ao plano xy é dado
pelo vetor constante

L = mr2(0, 0, ω),

onde ω = 2π/T é a freqüência de oscilação.
1.9. Mostre que a energia cinética satisfaz

K̇ =
n∑
i=1

ṙi · Fi.

1.10. No caso de uma part́ıcula de massa m e posição r ∈ R3 satisfazendo a equação
de Newton r̈ = F(t, r), mostre que a variação da energia cinética entre dois
instantes t1 e t2 é dada por

K2 −K1 = W12,

onde Kk = K(ṙ(tk)) é a energia cinética no instante tk, k = 1, 2, e W12 é
o trabalho realizado para deslocar essa part́ıcula da posição r1 = r(t1) até a
posição r2 = r(t2) através do caminho γ parametrizado por t 7→ r(·):

W12 =

∫
γ

F(r) · dr =

∫ t2

t1

F(r(t)) · ṙ(t) dt.

1.11. Mostre que no caso conservativo,

W12 = −V2 + V1,

onde Vi = V (r(tk)), k = 1, 2 e, portanto, o trabalho W12 independe do
caminho percorrido entre r(t1) e r(t2).



44 4. LEIS DE CONSERVAÇÃO

Lembre-se que em geral uma integral de linha depende do caminho li-
gando esses dois pontos. No caso de caminhos satisfazendo as equações de
movimento de Newton, essa integral de linha, que é o trabalho, não depende
completamente do caminho, apenas das energias cinéticas iniciais e finais
(pois W12 = K2−K1 como vimos antes, independente das forças serem con-
servativas ou não). A energia cinética depende da velocidade e é claro que
segue das equações diferenciais de segunda ordem que regem o movimento,
que a posição e a velocidade iniciais determinam unicamente o caminho (assu-
mindo certas condições de regularidade nas funções representando as forças),
mas no entanto a energia cinética é função da norma do vetor velocidade,
sem indicação da direção, portanto a energia cinética inicial não determina
unicamente o caminho e, com isso, o trabalho pode, em geral, depender do
caminho.

No caso de forças potenciais, o resultado acima diz que o trabalho é
independente do caminho que liga dois pontos, dependendo apenas desses
pontos.

1.12. No caso de um sistema de part́ıculas, a variação da energia cinética total é
dada pelo trabalho total:

K2 −K1 = W12,

onde

Kk = K(ṙ(tk)) =
1

2

n∑
i=1

mi‖ṙi(tk)‖2, k = 1, 2,

é a energia cinética total do sistema nos instantes tk, e

W12 =

∫
γ

F(r) · dr =
n∑
i=1

∫ t2

t1

Fi(r(t)) · ri(t) dt

é o trabalho total realizado para deslocar o sistema da configuração no ins-
tante t1 até a configuração no instante t2, e onde γ é o caminho, no espaço
R3n, percorrido pelo conjunto das part́ıculas entre os instantes t1 e t2, para-
metrizado por t→ r(t) = (r1(t), . . . , rn(t)).

2. Leis de conservação via simetrias do Lagrangiano

Vamos agora considerar as leis de conservação a partir do Lagrangiano. Isso tem
vantagens e desvantagens. Uma desvantagem é que nesse caso estamos restritos a
problemas com forças conservativas. A grande vantagem é o tratamento facilitado de
problemas com v́ınculos.

Vamos considerar Lagrangianos sem v́ınculos, do tipo

L(r, ṙ, t),
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nas coordenadas espaciais r = (r1, . . . , rn) de n part́ıculas, e Lagrangianos com
v́ınculos,

L(q, q̇, t)

escrito explicitamente em termos de coordenadas generalizadas q = (q1, . . . , qd).
As equações de movimento de Euler-Lagrange nos dão respectivamente

d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)− ∂L

∂r
(r, ṙ, t) = 0.

e
d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t)− ∂L

∂q
(q, q̇, t) = 0.

2.1. Conservação de momento linear. No caso sem v́ınculos, temos as equações
de Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t)− ∂L

∂r
(r, ṙ, t) = 0.

No caso clássico em que L = K − V , o termo

p =
∂L

∂ṙ
(r, ṙ, t).

coincide com o momento no sentido clássico, e a equação de movimento pode ser
escrita como

ṗ =
∂L

∂r
(r, ṙ, t).

Note que está é uma equação no espaço R3n, onde “mora” p = (p1, . . . ,pn). Isso
pode ser escrito na forma de n equações em R3, uma para cada part́ıcula:

ṗi =
∂L

∂ri
(r, ṙ, t).

O momento total do sistema é o somatório dos momentos individuais,

P =
n∑
i=1

pi,

que é um elemento de R3. A evolução do momento total pode ser escrita como

Ṗ =
n∑
i=1

∂L

∂ri
(r, ṙ, t).

Para a conservação de momento linear total, P deve ser constante em R3 ao longo do
tempo. Isso quer dizer que cada coordenada dele deve ser constante. Isso pode ser
escrito através da relação

P · ek = constante,
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para cada k = 1, 2, 3, onde e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) formam a base
canônica de R3. Mais geralmente, podemos escrever a conservação de momento na
forma

P · h = constante,

para qualquer vetor h ∈ R3 fixo. Para que isso seja verdade, devemos ter
n∑
i=1

∂L

∂ri
(r, ṙ) · h = 0.

Observe que isso pode ser escrito na forma

d

ds
L(r + shn, ṙ, t)

∣∣∣∣
s=0

= 0,

onde hn = (h, . . . ,h) ∈ R3n. Em outras palavras, a derivada direcional de L(r, ṙ, t)
na direção (hn, 0, 0) em (r, ṙ, t) deve ser nula. Isso acontece quando o Lagrangiano
L(r+shn, ṙ, t) é constante em s, ou seja, é constante quando fazemos uma translação
de cada ri na direção h, na forma r 7→ r + shn.

Se o Lagrangiano for invariante por translações de ri em qualquer direção, então
o momento linear total é conservado.

Pode acontecer do Lagrangiano ser invariante por translações em apenas algumas
direções, como no caso de um corpo em queda livre, tomando z como a direção
perpendicular à superf́ıcie da Terra, de tal modo que o Lagrangiano é invariante por
translações em x e y, mas não em z

No caso de um Lagrangiano de um sistema com v́ınculos, escrito em coordenadas
generalizadas

L(q, q̇, t),

pode também acontecer de ele ser invariante por translações em apenas algumas das
coordenadas generalizadas, ou seja, apenas na direção de um certo vetor h ∈ Rd,
q 7→ q + sh. Nesse caso, o momento generalizado conjugado a essas direções é
conservado:

p · h = constante,

onde

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t).

2.2. Grupos de simetria no espaço. As translações acima são exemplos de
grupos de transformações. Um grupo de transformações é uma famı́lia de trans-
formações parametrizada por um parâmetro pertencente a um grupo no sentido
algébrico. Para explicar melhor isso, vamos relembrar o que é um grupo algébrico.

Um conjunto G é um grupo quando está munido de uma operação ⊕ : G ×G → G
com as propriedades i) de associatividade, (g1⊕g2)⊕g3 = g1⊕(g2⊕g3), para quaisquer
g1, g2, g3 ∈ G; ii) existe um elemento neutro e tal que g ⊕ e = e ⊕ g = g para todo
g ∈ G; e iii) para cada g ∈ G existe um elemento inverso g̃ tal que g̃ ⊕ g = g ⊕ g̃ = 0.
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Esse grupo é chamado comutativo, ou abeliano, quando iv) a operação é comutativa,

g1 ⊕ g2 = g2 ⊕ g1, para quaisquer g1, g2 ∈ G. É comum explicitarmos a operação na
definição de grupo escrevendo-o na forma (G,⊕).

O exemplo de grupo comutativo que mais nos interessa é o de R munido da
operação de adição.

Voltando à definição de grupo de transformações, vamos nos restringir a grupos
comutativos. Um grupo de transformações em um conjunto X é uma famı́lia {Gg}g∈G
de transformações Gg : X → X em X, parametrizada por um parâmetro g perten-
cente a algum grupo comutativo G e satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Ge = identidade em X, onde e é o elemento identidade de G;
(ii) Gg1⊕g2 = Gg1 ◦Gg2 , para quaisquer g1, g2 ∈ G.

O nosso interesse é particularmente no caso (G,⊕) = (R,+), em que o grupo é
simplesmente o conjunto dos números reais munido da operação de adição.

A translação das coordenadas generalizadas q ∈ Rd na direção de um vetor dado
h ∈ Rd pode ser colocada nesse contexto de grupo de transformações definindo

Gs(q) = q + sh, ∀s ∈ R.

No caso geral, denotando qs = Gs(q), uma trajetória q(t) é transformada, para
cada s ∈ G, em uma trajetória qs(t) = Gs(q(t)), cujo vetor velocidade é dado por

q̇s =
d

dt
Gs(q(t)) = DqGs(q(t))q̇(t).

onde DqGs(q) é o operador diferencial da transformação q 7→ Gs(q).
No caso particular da translação, em que Gs(q) = h + sh, temos simplesmente

q̇s = q̇,

pois para cada s ∈ R, o vetor sh é constante em relação ao tempo. De outra maneira,
temos, no caso da translação, que DqGs(q) é o operador identidade, logo

q̇s = DqGs(q(t))q̇ = q̇.

2.3. Simetrias espaciais do Lagrangiano. Vários sistemas f́ısicos tem certas
propriedades de simetria que podem ser identificadas através de simetrias do Lagran-
giano, no sentido do Lagrangiano ser invariante por certos grupos de transformação.

Podemos pensar nessa terminologia de simetria fazendo uma analogia a simetria
naturalmente associada a objetos invariantes por reflexão em relação a um plano, por
exemplo, que pode ser considerado como um grupo de transformações formado por
apenas dois elementos G = {1,−1}, munido da operação de multiplicação, com G1 =
identidade, G−1 = reflexão em relação ao plano em questão. O conjunto de pontos
de forma um objeto com essa simetria e invariante por aplicações das transformações
G1 e G−1 nesse grupo.

No caso em que o Lagrangiano é invariante por translações temos a transformação
das variáveis (q, q̇, t) em (qs, q̇s, t) = (q + sh,q, t), de tal forma que o Lagrangiano
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não se altera:
L(q + sh,q, t) = L(q,h, t), ∀s ∈ R.

Isso pode ser escrito na forma de invariância pelo grupo de transformações {Gs}s∈R,
como

L(qs, q̇s, t) = L(q, q̇, t) = constante em s ∈ R.
onde qs = Gs(q) e q̇s = dGs(q)/dt. A lei de conservação de momento linear sai do
fato de que

d

ds
L(qs, q̇s, t) = 0, em s = 0.

Essa derivada em relação ao parâmetro s é nula para todo s, mas nos interessa apenas
o caso em que s = 0.

Mais geralmente, quando um Lagrangiano L(q, q̇, t) satisfaz

L(qs, q̇s, t), ∀s ∈ R,
para um grupo qualquer de transformações {Gs}s∈R na coordenadas q, dizemos que
esse Lagrangiano é invariante por esse grupo de transformações.

Nesse caso, a derivada em relação a s se anula,

d

ds
L(qs, q̇s, t) = 0,

o que nos dará uma certa lei de conservação. Mais explicitamente, temos

d

ds
L(Gs(q),

d

dt
Gs(q), t) = 0.

Efetuando essa derivação, usando a regra da cadeia, e, em seguida, tomando s = 0,
obtemos

∂L

∂q
(q, q̇, t) · d

ds
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

+
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · d

ds

d

dt
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

= 0.

Como
d

ds

d

dt
Gs(q) =

d

dt

d

ds
Gs(q)

e, pelas equações de Euler-Lagrange,

∂L

∂q
(q, q̇, t) =

d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t),

obtemos(
d

dt

∂L

∂q
(q, q̇, t)

)
· d

ds
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

+
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) ·

(
d

dt

d

ds
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

)
= 0.

Observe agora que essa expressão é uma derivada de um produto escalar, derivada
esta que é, então, nula:

d

dt

(
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · d

ds
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

)
= 0.
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Portanto, esse produto escalar é constante,

∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · d

ds
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

= constante.

Denotando

a(q) =
d

ds
Gs(q)

∣∣∣∣
s=0

,

vemos que

J(q, q̇, t) =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · a(q) = constante em t.

Lembrando a definição de momento generalizado

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t),

vemos que essa quantidade conservada pode ser escrita como

p · a(q).

No caso de um sistema autônomo, em que L = L(q, q̇) não depende explicitamente
de t, temos a quantidade conservada escrita como

J(q, q̇) =
∂L

∂q̇
(q, q̇) · a(q) = p · a(q) = constante em t.

2.4. Conservação de momento angular. Para a análise do momento angular,
vamos considerar grupos de transformações associados a rotações no espaço. O grupo
de rotações arbitrárias no espaço não é comutativo, mas podemos nos restringir a um
certo subgrupo de rotações, formado por rotações em torno de um eixo fixo, que é
comutativo. Mais precisamente, dado um vetor unitário ω ∈ R3, vamos considerar o
conjunto de rotações de um ângulo θ ∈ R em torno do eixo gerado por ω e no sentido
da “regra da mão direita” com o polegar apontado no sentido de ω. Denotemos essa
rotação por Rω(θ). Podemos escrever essa rotação explicitamente na forma

Rω(θ)r = (r · ω)ω + cos θ(r− (r · ω)ω) + sin θω × r.

para um vetor qualquer r ∈ R3.
Temos, assim, o grupo de transformações {Rω(θ)}θ∈R em R3. Observe que, por

uma questão de interpretação f́ısica, o parâmetro que denotamos anteriormente por
s está sendo denotado agora por θ.

No caso de um sistema de n part́ıculas com coordenadas r = (r1, . . . , rn), podemos
considerar o grupo de transformações que roda cada coordenada ri de um ângulo θ
em relação a ω, i.e.

Rn
ω(θ)r = (Rω(θ)r1, . . . , Rω(θ)rn), θ ∈ R.

Caso um Lagrangiano L(r, ṙ) seja invariante por {Rn
ω(θ)}θ∈R, i.e.

L(Rn
ω(θ)r,

d

dt
Rn
ω(θ)q) = L(r, ṙ), ∀ θ ∈ R,
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então a quantidade

J(r, ṙ) =
∂L

∂ṙ
(r, ṙ) · a(r)

é conservada, onde

a(r) =
d

dθ
Rn
ω(θ)r

∣∣∣∣
θ=0

Como

d

dθ
Rn
ω(θ)r = (

d

dθ
Rω(θ)r1, . . . ,

d

dθ
Rω(θ)rn)

e

d

dθ
Rω(θ)ri = ω × ri,

temos que

a(r) = (ω × r1, . . . ,ω × rn).

Como

∂L

∂ṙ
(r, ṙ) = (

∂L

∂ṙi
(r, ṙ), . . . ,

∂L

∂ṙn
(r, ṙ)) = (p1, . . . ,pn),

então

J(r, ṙ) =
n∑
i=1

pi · (ω × ri).

Usando a identidade vetorial a · (b× c) = b · (c× a) temos que

J(r, ṙ) =
n∑
i=1

ω · (ri × pi) = ω ·

(
n∑
i=1

ri × pi

)
= ω · L0

que é a componente na direção ω do momento angular L0 em relação à origem.
Quando o Lagrangiano é invariante por rotações em torno de qualquer eixo ω,

então o vetor momento angular total

L0 =
n∑
i=1

ri × pi

é conservado.
Fizemos isso para rotações em torno de eixos passando pela origem. É posśıvel

aplicar essas idéias para deduzir que, nos casos apropriados, o vetor momento angular
em relação ao centro de massa também é conservado.
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2.5. Conservação de energia. Deduzimos a conservação de energia a partir
das equações de Newton no caso de forças autônomas conservativas e sem v́ınculo.
Nesse caso, o Lagrangiano também é independente do tempo. Podemos interpretar
essa independência em relação ao tempo como uma simetria em relação a translações
temporais. Dessa simetria, segue uma lei de conservação correspondente. Nesse caso,
sem v́ınculos, temos a lei de conservação de energia. Mas o racioćınio também se
aplica a Lagrangianos com v́ınculo, desde que o Lagrangiano seja independente do
tempo. Nesse caso, porém, nem sempre a quantidade conservada é exatamente a
energia total, dada pela energia cinética mais a energia potencial.

Consideremos primeiro um Lagrangiano qualquer

L(q, q̇, t)

em coordenadas generalizadas q = (q1, . . . , qd).
Derivando o Lagrangiano em relação ao tempo, ao longo de uma solução do sis-

tema, obtemos

d

dt
L(q, q̇, t) =

∂L

∂q
(q, q̇, t) · q̇ +

∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · q̈ +

∂L

∂t
(q, q̇, t)

Das equações de Euler-Lagrange, temos que

∂L

∂q
(q, q̇, t) =

d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t),

logo
d

dt
L(q, q̇, t) =

d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t) +

∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · q̈ +

∂L

∂t
(q, q̇, t).

Observe que os dois primeiros termos do lado direito são uma derivada temporal de
um produto escalar

d

dt

∂L

∂q̇
(q, q̇, t) +

∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · q̈ =

d

dt

(
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · q̇

)
.

Reordenando os termos, obtemos

d

dt

(
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · q̇− L(q, q̇, t)

)
= −∂L

∂t
(q, q̇, t).

Definindo

h(q, q̇, t) =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · q̇− L(q, q̇, t),

podemos escrever
d

dt
h(q, q̇, t) = −∂L

∂t
(q, q̇, t).

Agora, no caso em que o Lagrangiano não depende explicitamente da variável
temporal t, a derivada que aparece no lado direito da expressão acima é nula, enquanto
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que h = h(q, q̇) fica sendo apenas função de q e q̇:

h(q, q̇) =
∂L

∂q̇
(q, q̇) · q̇− L(q, q̇).

Nesse caso, obtemos
d

dt
h(q, q̇) = 0,

e, portanto, essa quantidade é conservada:

h(q, q̇) = constante em t.

Nesse caso de um Lagrangiano independente de t, essa quantidade conservada
h(q, q̇) é chamada de integral de Jacobi.

No caso de um sistema sem v́ınculos com Lagrangiano

L(r, ṙ) = K(ṙ)− V (r),

a integral de Jacobi coincide com a energia total do sistema

h(r, ṙ) = 2K(ṙ)− (K(ṙ)− V (r)) = K(ṙ) + V (r) = E(r, ṙ).

Em alguns casos de sistemas com v́ınculos, a integral de Jacobi ainda coincide com a
energia total, mas este não é o caso geral.

Exerćıcios

2.1. Mostre que quando a energia cinética depende apenas da velocidade generali-
zada, i.e. K = K(q̇), então K é invariante por translações de q = (q1, . . . , qn)
em qualquer direção h ∈ Rd. Se, ainda, L(q, q̇, t) = K(q̇)−V (q, t) e V (q, t)
é invariante por translações em uma determinada direção h ∈ Rd, então a
projeção do momento generalizado p = ∂L/∂q̇ na direção de h é constante,
i.e. p · h = independe de t.

2.2. Considere um sistema sem v́ınculos, L(r, ṙ) = K(ṙ)−V (r) de duas part́ıculas
r = (r1, r2) cujo potencial depende apenas das posição relativa entre essas
part́ıculas, i.e V = V (r1−r2). Mostre que L(r, ṙ) é invariante por translações
de ambas as part́ıculas em qualquer direção h ∈ R3, (r1, r2) 7→ (r1 + sh, r2 +
sh). Conclua que o momento total P = p1 + p2 é conservado, onde pk =
∂L/∂ṙk.

2.3. Generalize o problema anterior para o caso de n part́ıculas, onde o potencial
depende apenas das posições relativas entre pares de part́ıculas.

2.4. Considere agora um problema de n part́ıculas com r v́ınculos e onde os
v́ınculos são tratados implicitamentes, Φ(r) = 0, onde Φ : R3n → Rr. Pode-
mos tratar esse sistema através do Lagrangiano

L(r,λ, ṙ) = K(ṙ)− V (r) + λ ·Φ(r),

onde λ ∈ Rr. Suponha que tanto V (r) como Φ(r) dependem apenas das
posições relativas entre pares de part́ıculas. Conclua que o momento total
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P =
∑n

i=1 pi é conservado, onde pi = ∂L/∂ṙi. (Pode ser útil começar com o
caso mais simples de n = 2 e r = 1.)

2.5. Verifique que o potencial gravitacional entre corpos celestes e o potencial
harmônico de uma mola ligando duas massas dependem apenas da posição
relativa entre esses objetos.

2.6. Escreva a equação do pêndulo no espaço em termos das coordenadas genera-
lizadas θ e ϕ que descrevem os ângulos relativos à representação da massa do
pêndulo em coordenadas esféricas, onde nesse caso ϕ = 0 indica a posição de
equiĺıbrio para baixo do pêndulo. Veja se o Lagrangiano é independente de θ
e/ou ϕ e se os momentos pθ e pϕ conjugados a esses ângulos são conservados
ou não.

2.7. Verifique que em um sistema de dois corpos celestes, sob a ação da gravidade
entre eles, o momento total é conservado. Idem para o caso de n corpos
celestes.

2.8. Verifique que o potencial gravitacional uniforme de uma part́ıcula de massa
m próxima a superf́ıcie da Terra não é invariante por translações ao longo
do eixo transversal à superf́ıcie da Terra mas é invariante por translações
nas duas direções paralelas à superf́ıcie da Terra (aproximações válidas lo-
calmente, considerando a Terra plana). Conclua que um sistema de duas
massas presas por uma mola harmônica e sujeitas a esse potencial gravitaci-
onal não tem o seu momento total conservado, mas pelo menos os momentos
nas direções paralelas à superf́ıcie da Terra são conservados.

2.9. Verifique que
(i) Os conjuntos C, R, Q e Z são grupos comutativos quando munidos da

operação de adição;
(ii) Para qualquer n ∈ N, os conjuntos Cn, Rn, Qn e Zn são grupos comu-

tativos quando munidos da operação de adição vetorial;
(iii) Os conjuntos de matrizes de mesma dimensão munidos da operação de

adição de matrizes são grupos comutativos;
(iv) Os conjuntos C \ {0}, R \ {0} e Q \ {0} munidos da operação de multi-

plicação são grupos comutativos;
(v) O conjunto das matrizes ortogonais 2x2 munido da operação de multi-

plicação de matrizes é um grupo comutativo;
(vi) Os conjuntos das matrizes quadradas de mesma dimensão e invert́ıveis

munidos da operação de multiplicação de matrizes são grupos não-
comutativos;

(vii) O conjunto de matrizes ortogonais de dimensão n > 2 munidos da
operação de multiplicação de matrizes é um grupo não-comutativo.

2.10. Considere um grupo de transformações {Gg}g∈G em um conjunto X, onde G é
um grupo comutativo. Mostre que {Gg}g∈G também é um grupo comutativo
no sentido algébrico quando munido da operação de composição, ou seja
Gg1⊕Gg2 é a transformação em X definida por (Gg1⊕Gg2)(x) = Gg1(Gg2(x)),
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para todo x ∈ X. Uma outra maneira de definir um grupo de transformações
em um conjunto X é como um subconjunto das transformações em X que
forma um grupo comutativo quando munido da operação de composição de
transformações.

2.11. No caso de um Lagrangiano L(q, q̇, t) invariante por um grupo de trans-
formações {Gs}s∈R, verifique as contas que levam a

J(q, q̇, t) =
∂L

∂q̇
(q, q̇, t) · a(q) = constante em t.

2.12. No caso da translação Gs(q) = q + sh, note que a(q) = h e, portanto, a lei
de conservação correspondente é

J(q, q̇) =
∂L

∂q̇
(q, q̇) · h = constante,

que dá exatamente a conservação do momento generalizado na direção do
vetor h:

p · h = constante.

2.13. Considere um Lagrangiano L(r, ṙ) e um v́ınculo escrito na forma impĺıcita
Φ(r) = 0. Suponha que ambos sejam invariantes por um grupo de trans-
formações {Gs}s∈R, i.e. L(rs, ṙs) = L(r, ṙ) e Φ(rs) = Φ(r), para todo s ∈ R,
onde rs = Gs(r) e ṙs = dGs(r)/dt. Considere o Lagrangiano LΦ(r, λ, ṙ) do
sistema com v́ınculo impĺıcito. Mostre que nesse caso também vale a lei de
conservação

J(r, ṙ) =
∂L

∂ṙ
(r, ṙ) · a(r) = constante em t,

onde a(r) = dGs(r)/ds, como antes.
2.14. Considere um Lagrangiano L(r, ṙ, t) e uma transformação continuamente di-

ferenciável G na variável r, com DG(r) invert́ıvel para todo r (uma tal G
é chamada de difeomorfismo), levando a um novo sistema de coordenadas r̃
dado por r = G(r̃). Mostre que se r(t) é uma solução do sistema associado
a esse Lagrangiano, então r̃(t) dado por r(t) = G(r̃(t)) é solução do sistema

associado ao Lagrangiano L̃(r̃, ˙̃r, t)
def
= L(r, ṙ, t) = L(G(r̃), dG(r̃)/dt, t).

2.15. Considere um Lagrangiano L(r, ṙ, t) e uma transformação invert́ıvel G na
variável r com DG(r) invert́ıvel para todo r. Suponha que o Lagrangiano

é invariante por essa transformação, i.e. L̃(r, ṙ, t)
def
= L(G(r), dG(r)/dt, t) =

L(r, ṙ, t). Mostre que se r(t) é uma solução do sistema associado ao Lagran-
giano L(r, ṙ, t), então r̃(t) = G−1(r(t)) também é solução do sistema asso-
ciado a esse mesmo Lagrangiano L(r, ṙ, t). (Cuidado; apesar de L̃(r, r̃, t) =
L(r, ṙ, t), as equações de Euler-Lagrange correspondentes são diferentes e é
nesse ponto que entra a hipótese de G ser invert́ıvel.)
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2.16. Mostre que dado um vetor unitário ω ∈ R3 e um vetor qualquer r que não
seja colinear a ω, os conjunto de vetores{

r− (r · ω)ω

‖r− (r · ω)ω‖
,

ω × r

‖r− (r · ω)ω‖
,ω

}
forma uma base ortonormal de R3. Chamando essa base de ε, observe que r
pode ser representado nessa base simplesmente por

[r]ε = (‖r− (r · r)ω‖, 0, r · ω).

Nesse base, também podemos representar o operator rotação Rω(θ) por

[Rω(θ)]ε =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 .
Assim,

[Rω(θ)r]ε = [Rω(θ)]ε[r]ε = (cos θ‖r− (r · r)ω‖, sin θ‖r− (r · r)ω‖, r · ω).

Conclua finalmente que, de fato,

Rω(θ)r = (r · ω)ω + cos θ(r− (r · ω)ω) + sin θω × r.

2.17. Mostre que
d

dθ
Rω(θ)r = ω × r.

2.18. Considere um sistema sem v́ınculos de n part́ıculas e com um potencial de
forças que depende apenas da distância relativa entre pares de part́ıculas
(não apenas da posição relativa, mas da norma desse vetor posição, que é a
distância). Mostre o Lagrangiano de um tal sistema é invariante por rotações
em torno de qualquer eixo.

2.19. Considere um pêndulo não-planar, onde a extremidade livre pode se deslocar
em uma esfera de raio ` e centro na origem em um certo sistema de referências
xyz, e sob a ação de uma força gravitacional uniforme ao longo do eixo
z. Escreva o Lagrangiano LΦ(r, λ, ṙ) nas coordenadas r = (x, y, z) e com
um multiplicador de Lagrange λ associado ao v́ınculo impĺıcito Φ(x, y, z) =
x2 + y2 + z2− `2

0 = 0. Mostre que esse Lagrangiano é invariante por rotações
em torno do eixo z mas não é invariante em torno de nenhum outro eixo.

2.20. Ache a integral de Jacobi nos seguintes casos e verifique se ela coincide com
a energia total.
(i) Corpo em queda livre sob a atração gravitacional uniforme perto da

superf́ıcie da Terra;
(ii) Pêndulo planar;
(iii) Pêndulo girante;
(iii) Sistema massa-mola harmônica unidimensional;
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(iv) Sistema massa-mola harmônica planar sob a ação gravitacional uni-
forme;

(v) Sistema planar de dois corpos celestes sob a atração gravitacional;
(vi) Um corpo de massa m deslizando sobre uma curva z = h(x), y = 0, sob

a atração gravitacional uniforme F = (0, 0,−mg).
2.21. Considere o sistema de três corpos planar restrito, utilizando coordenadas

polares em um sistema de coordenadas girante. Mais precisamente, temos
dois corpos celestes T e L com massas MT e ML, e com L em órbita circular
em torno de T . Colocando T no centro de referência e o a órbita circular no
plano xy, temos as coordenadas de cada um deles dadas por rT = (0, 0, 0) e
rL = (R cos(ωt), R sin(ωT ), 0), onde R é o raio da órbita e ω é a freqüência de
oscilação da órbita (2π/peŕıodo). O terceiro corpo é um “satélite”, no sentido
de ter uma massa m� MT ,ML, despreźıvel em relação à massa dos outros
dois corpos, portanto não influenciando o movimento deles. Além disso,
assumimos que esse terceiro corpo se movimento no mesmo plano da órbita
de L em torno de T . Como coordenadas generalizadas, podemos utilizar as
coordenadas polares (r, θ), onde θ indica o ângulo entre o vetor posição r do
satélite e o vetor posição rL do corpo L. O referencial (r, θ) não é inercial. O
referencial “girante” (x′, y′) = (r cos θ, r sin θ) também não é inercial. mas no
referencial inercial xyz podemos escrever a posição do satélite em termos das
coordenadas generalizadas (r, θ) através de r = (r cos(θ + ωt), r sin(θ + ωt)).

(i) Escreva o Lagrangiano L(r, θ, ṙ, θ̇) desse sistema;
(ii) Ache os momentos generalizados pr e pθ e verifique se eles são conserva-

dos ou não;
(iii) Ache a integral de Jacobi e diga se ela é invariante ou não.
(iv) Verifique se a integral de Jacobi coincide com a energia total (cinética

+ potencial) do sistema.



CAṔıTULO 5

Corpos ŕıgidos

1. Representação do movimento de um corpo ŕıgido

O movimento de um corpo ŕıgido pode ser representado pela posição fixa de suas
part́ıculas em relação a um certo referencial que se move junto com o corpo e através
dos movimentos de translação e rotação desse referencial.

Digamos que o corpo ŕıgido seja composto de n part́ıculas de massa mi > 0 e
coordenadas ri em relação a um referencial euclidiano x′y′z′. Seja r0 ∈ R3 a posição
da origem do referencial x′y′z′ e suponha que este referencial esteja posicionado em
relação ao referencial xyz de acordo com uma rotação R : R3 → R3, após a translação
por r0, ou seja, suponha que a posição ri de cada part́ıcula seja dada no referencial
xyz através da relação

ri = r0 +Rri.

O movimento de cada part́ıcula em relação ao eixo xyz pode ser representado pelo
movimento do eixo x′y′z′ de acordo com a variação da origem, r = r0(t), e da rotação
R = R(t), relativas ao eixo xyz, ou seja

ri(t) = r0(t) +R(t)ri,

com a posição relativa ri independente de t.
A massa total do corpo ŕıgido é dada por

m =
n∑
i=1

mi,

enquanto que o seu centro de massa é dado em termos de r0(t) e R(t) por

CM(t) =
1

m

n∑
i=1

mi (r0(t) +R(t)ri) = r0(t) +
1

m

n∑
i=1

miR(t)ri.

Em várias situações, é conveniente escolher r0 como o centro de massa do sistema,
como veremos posteriormente.

Podemos também considerar o centro de massa relativo ao referencial x′y′z′ do
corpo ŕıgido, ou seja,

C0 =
1

m

n∑
i=1

miri,

57
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que indepente de t. Com isso, podemos escrever

CM(t) = r0(t) +R(t)C0.

Podemos, também, considerar o caso em que o corpo é considerado cont́ınuo,
preenchendo uma região R ∈ R3, com uma densidade de massa dρ(r). Nesse caso, a
massa total pode ser escrita como

m =

∫
R

dρ(r),

com o centro de massa relativo ao corpo dado por

C0 =
1

m

∫
R

r dρ(r).

A representação acima, com uma densidade de massa dρ, serve para vários forma-
tos de corpo ŕıgido. Em casos mais espećıfico, podemos explicitar a dimensão do
corpo e considerar a densidade de massa como sendo uma densidade unidimensional,
bidimensional ou tridimensional, dependendo do corpo. Mais especificamente, pode-
mos considerar uma função ρ(r) representando a densidade de massa por unidade de
comprimento dr1 ou unidade de área dr2 ou unidade de volume dr3, com

m =

∫
R
ρ(r) drd, C0 =

1

m

∫
R

rρ(r) drd.

É possivel, ainda, considerar um corpo formado por várias partes de dimensões dife-
rentes.

Em certos casos espećıficos, podemos omitir o ı́ndice d da dimensão do objeto, ou,
ainda, representá-lo por elementos de linha d`(r), de superf́ıcie dS(r), ou de volume
dV (r) ou dr.

Exerćıcios

1.1. Encontre a massa total m e o centro de massa C0, relativo ao referencial
x′y′z′ do corpo, dos seguintes corpos rigidos
(a) Um corpo formado por três part́ıculas de massa m0 > 0 e posições

relativas

r1 = (1, 0, 0), r2 = (0, 0, 1) r3 = (−1, 0, 0),

interligados por hastes de massa despreźıvel.
(b) Um corpo formado por quatro part́ıculas de massa m0 > 0 e posições

relativas

r1 = (1, 0, 0), r2 = (0, 1, 0) r3 = (−1, 0, 0), r4 = (0, 0, 1),

interligados por hastes de massa despreźıvel.
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(c) Um corpo formado por quatro part́ıculas de posições relativas

r1 = (1, 1, 0), r2 = (−1, 1, 0) r3 = (−1,−1, 0), r4 = (1,−1, 0),

com massas

m1 = 6m0, m2 = 4m0, m3 = 2m0, m4 = 4m0,

interligados por hastes de massa despreźıvel.
(d) Um barra homogênea

R = [0, 1]× {0} × {0} = {(x, 0, 0); 0 ≤ x ≤ 1}

com densidade linear de massa constante ρ(r) = ρ0 > 0.
(e) Um barra não-homogênea

R = {0} × [0, L]× {0} = {(0, y, 0); 0 ≤ y ≤ L}

com densidade linear de massa

ρ(r) = ρ0
y(L− y)

L2
, r = (0, y, 0), y ∈ [0, L].

onde ρ0, L > 0.
(f) Uma placa homogênea

R = [0, Lx]× [0, Ly]× {0} = {(x, y, 0); 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly},

com densidade de massa constante ρ(r) = ρ0, onde Lx, Ly, ρ0 > 0.
(g) Uma placa não-homogênea

R = [0, Lx]× [0, Ly]× {0} = {(x, y, 0); 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly},

com densidade de massa

ρ(r) = ρ0x
2, r = (x, y, z) ∈ R,

onde Lx, Ly, ρ0 > 0.
(h) Um disco homogêneo

R = {(x, y, 0); (x− x0)2 + (y − y0)2 ≤ L2}

com densidade de massa ρ(r) = ρ0, onde x0, y0, L, ρ0 > 0.
(i) Um disco não-homogêneo

R = {(x, y, 0); x2 + y2 ≤ L2}

com densidade de massa

ρ(r) = ρ0
L2 − x2 − y2

L2
, r = (x, y, z) ∈ R,

onde L, ρ0 > 0.
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(j) Um disco não-homogêneo

R = {(x, y, 0); x2 + y2 ≤ L2}
com densidade de massa

ρ(r) = ρ0
x2

L2
, r = (x, y, z) ∈ R,

onde L, ρ0 > 0.
(k) Uma esfera homogênea

R = {(x, y, z); x2 + y2 + z2 ≤ 1}
com densidade de massa ρ(r) = ρ0 > 0.

(l) Uma pirâmide homogênea
(m) Um cubo não-homogêneo
(n) Um cilindro não-homogêneo
(o) Uma bola homogênea

2. Energia cinética de um corpo ŕıgido

A energia cinética de um corpo ŕıgido é dada pela energia cinética do conjunto
das part́ıculas que formam o corpo, ou seja

K =
1

2

n∑
i=1

mi‖ṙi(t)‖2.

Como

ri(t) = r0(t) +R(t)ri,

podemos calcular a derivada temporal dessas expressões e escrever a energia cinética
em termos da variação de r0(t) e R(t).

Como R(t) é uma rotação, temos que a sua inversa é dada pela sua transposta,
i.e. R(t)−1 = R(t)tr. Podemos escrever isso na forma

R(t)R(t)tr = Id,

onde Id é a matriz identidade em R3. Como a matriz identidade não depende de t,
temos

d

dt
(R(t)R(t)tr) = 0.

Como esses operadores são lineares, temos

dR(t)

dt
R(t)tr +R(t)

dR(t)tr

dt
= 0

Como a derivação também é uma operação linear, podemos escrever

dR(t)

dt
R(t)tr +R(t)

(
dR(t)

dt

)tr

= 0
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e, ainda,

dR(t)

dt
R(t)tr +

(
dR(t)

dt
R(t)tr

)tr

= 0.

Logo, (
dR(t)

dt
R(t)tr

)tr

= −dR(t)

dt
R(t)tr,

o que mostra que

A(t) =
dR(t)

dt
R(t)tr

é uma matriz anti-simétrica. Podemos escrever

dR(t)

dt
= A(t)R(t).

Com toda matriz anti-simétrica pode ser escrita como uma multiplicação vetorial
por um certo vetor, podemos escrever, ainda,

dR(t)

dt
= ω(t)×R(t)

ou seja, para qualquer vetor fixo r ∈ R3, temos

d

dt
R(t)r = ω(t)×R(t)r.

Assim, podemos escrever a velocidade de cada part́ıcula do corpo ŕıgido como

ṙi(t) = ṙ0(t) + ω(t)×R(t)ri.

Para simplificar a notação, vamos omitir a dependência temporal e escrever apenas

ṙi = ṙ0 + ω ×Rri.

A norma ao quadrado de cada vetor velocidade é dada por

‖ṙi‖2 = ‖ṙ0 + ω ×Rri‖2 = ‖ṙ0‖2 + 2ṙ0 · (ω ×Rri) + ‖ω ×Rri‖2.

Substituindo isso na fórmula para a energia cinética, obtemos

K =
1

2

n∑
i=1

mi

(
‖ṙ0‖2 + 2ṙ0 · (ω ×Rri) + ‖ω ×Rri‖2

)
.

Como
n∑
i=1

miRri = mRC0,

onde m é a massa total do corpo ŕıgido e C0 é o centro de massa relativo ao referencial
do corpo, segue que

K =
1

2
m‖ṙ0‖2 +mṙ0 · (ω ×RC0) +

1

2

n∑
i=1

mi‖ω ×Rri‖2. (2.1)



62 5. CORPOS RÍGIDOS

Usando que CM = r0 +RC0, podemos escrever a posição de cada part́ıcula como

ri = CM +R(ri −C0)

e deduzir, de forma semelhante, que

K =
1

2
m‖ĊM‖2 +

1

2

n∑
i=1

mi‖ω × (R(ri −C0))‖2. (2.2)

O primeiro termo acima representa a energia cinética de translação do corpo, enquanto
que o segundo representa a energia cinética de rotação.

No caso particular em que a origem r0 do referencial do corpo coincide com o
centro de massa CM nesse mesmo referencial, temos C0 = 0, e a expressão para a
energia cinética fica reduzida a

K =
1

2
m‖ṙ0‖2 +

1

2

n∑
i=1

mi‖ω ×Rri‖2. (2.3)

Essa expressão pode ser deduzida tanto de (2.2) quanto de (2.1).
Em outro caso particular, em que r0 é um ponto fixo no referencial inercial xyz, e

não necessariamente localizada no centro de massa do corpo, temos ṙ0 = 0, e os dois
primeiros temos em (2.1) são nulos, nos dando simplesmente

K =
1

2

n∑
i=1

mi‖ω ×Rri‖2. (2.4)

O último termo pode ser reescrito através da relação

‖ω ×Rri‖2 = (ω ×Rri) · (ω ×Rri)

Usando a identidade vetorial (a× b) · c = (b× c) · a, temos

‖ω ×Rri‖2 = (Rri × (ω ×Rri)) · ω.

Definindo o operador linear Ii ∈ R3×3 por

Iiω = miRri × (ω ×Rri),

podemos escrever

mi‖ω ×Rri‖2 = Iiω · ω.
Assim, a energia cinética de rotação da i-ésima part́ıcula em torno do ponto de re-
ferência r0 é

1

2
Iiω · ω.

A energia cinética total do corpo pode ser reescrita na forma

K =
1

2
m‖ṙ0‖2 +mṙ0 · (ω ×RC0) +

1

2
Iω · ω,
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onde

I =
n∑
i=1

Ii

é o chamado operador de inércia. Mais explicitamente,

I(t)ω(t) =
1

2

n∑
i=1

miR(t)ri × (ω(t)×R(t)ri).

Usando a identidade vetorial (a× (b× a)) = ‖a‖2b− (a · b)a, podemos escrever

Iiω = mi(‖Rri‖2ω − (Rri · ω)Rri)

e

Iω =
n∑
i=1

mi(‖Rri‖2ω − (Rri · ω)Rri).

Exerćıcios

2.1. Sejam A,B : R→ Rn×n duas funções continuamente diferenciáveis de t ∈ R
com valores A(t), B(t) no espaço das matrizes reais n×n, com n ∈ N. Mostre,
que

d

dt
(A(t)B(t)) = lim

τ→0

(
A(t+ τ)B(t+ τ)− A(t)B(t)

τ

)
=

dA(t)

dt
B(t) + A(t)

dB(t)

dt
.

2.2. Seja A ∈ R3×3 uma matriz anti-simétrica, i.e. Atr = −A. Mostre que existe
um vetor ω ∈ R3 tal que

Ar = ω × r,

para todo r ∈ R3.
2.3. Deduza a expressão (2.2) para a energia cinética de um corpo ŕıgido.
2.4. Na base canônica {e1, e2, e3} de R3, onde e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e

e3 = (0, 0, 1), o operador de inércia tem a representação I(t) = (ak,l(t))
3
k,l=1,

onde
akl(t) = I(t)ek · el.

Considerando R(0) = Id, a identidade em R3, temos

akl(0) =
n∑
i=1

mi(‖ri‖2(ek · el)− (ri · ek)(ri · el)).

No caso cont́ınuo, temos

akl(0) =

∫
R

(‖r‖2(ek · el)− (r · ek)(r · el)) dρ(r).
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Calcule os coeficientes aij(0) para os corpos considerados em cada um dos
casos da seção anterior.

3. O operador de inércia

Definimos acima o operador de inércia

Iω =
n∑
i=1

mi(‖Rri‖2ω − (Rri · ω)Rri).

Este é um operador simétrico, i.e. I tr = I. Podemos ver isso calculando os
elementos {aij} da base e mostrando que aij = aji, ou então utilizando o produto
escalar e mostrando que

Iω · ω′ = Iω′ · ω,
para quaisquer dois vetores ω,ω′ ∈ R3. E como I =

∑n
i=1 Ii, basta mostrar essa

propriedade para cada operador Ii.
O operador de inércia é, ainda, não-negativo, i.e.

Iiω · ω ≥ 0,

para qualquer ω ∈ R3. Isso segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

a · b ≤ ‖a‖‖b‖,
válida para quaisquer vetores a,b ∈ R3.

Dessa forma, o operador de inércia tem uma base ortonormal de autovetores com
autovalores não-negativos. Uma particularidade desse operador é que os autovalores
independem de t e os autovetores correspondentes “giram” de acordo com a rotação
R(t). Mais precisamente, se ωj é um autovetor associado a um autovalor Ij do
operador de inércia com R = 0, i.e.

Iωj = Ijωj,

onde

Iω =
n∑
i=1

mi(‖ri‖2ω − (ri · ω)ri),

e Ij ≥ 0, então
I(t)R(t)ωj = IjR(t)ωj, (3.1)

para todo t.
Como os autovalores do operador de inércia são reais e não-negativos, podemos

ordená-los em ordem decrescente

I1 ≥ I2 ≥ I3 ≥ 0.

Eles são também independentes de t e são chamados de momentos principais de
inércia. Os autoespaços associados são chamados de eixos principais de inércia. Os
eixos principais de inércia podem não ser únicos, caso dois ou mais autovalores sejam
iguais.
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Simetrias no corpo do objeto ajudam a identificar geometricamente alguns ou
todos os eixos principais de inércia. Por exemplo, se o objeto for simétrico em relação
a algum plano, então o eixo perpendicular a esse plano de simetria é um eixo principal
de inércia e os outros dois eixos principais pertencem a esse mesmo plano. Se o objeto
for simétrico em relação a um eixo, então esse eixo de simetria é um eixo principal
de inércia e os outros dois eixos principais de inércia são perpendiculares ao eixo de
simetria.

Escrevendo ω(t) na base de autovetores de I(t), com coordenadas ω1(t), ω2(t), ω2(t),
podemos escrever a energia cinética como

K =
1

2
m‖ṙ0‖2 + I1ω1(t)2 + I2ω2(t) + I3ω3(t),

no caso em que r0 coincide com o centro de massa do sistema.

Exerćıcios

3.1. Mostre que cada operador Ii é simétrico, i.e.

Iiω · ω′ = Iiω
′ · ω,

para quaisquer dois vetores ω,ω′ ∈ R3.
3.2. Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para mostrar que cada Ii é não-

negativo, i.e.
Iiω · ω ≥ 0,

para qualquer ω ∈ R3.
3.3. Use que ‖Rr‖ = ‖r‖ e Rr · Rω = r · ω para quaisquer r,ω ∈ R e qualquer

operador ortogonal R para mostrar (3.1) acima.
3.4. Ache os momentos principais de inércia e os eixos principais de inércia dos

exemplos tratados na primeira seção desse caṕıtulo.
3.5. O momento de inércia em torno de um eixo gerado por um vetor unitário

e ∈ R3 é dado por
Ie · e.

Dado um vetor qualquer r ∈ R3, a distância desse vetor ao eixo gerado por
e é dado por

diste(r) =
√
‖r‖2 − (r · e)2.

Observe que podemos escrever

Ie · e =
n∑
i=1

mi diste(ri)
2,

no caso discreto, e

Ie · e =

∫
R

diste(r)2 dρ(r),

no caso cont́ınuo.
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3.6. Seja e1, e2, e3 uma base de R3. Mostre que se um objeto for simétrico em
relação ao plano gerado por {e2, e3}, então a1l = Ie1 · el = 0 para l = 2, 3
e conclua que o eixo perpendicular a esse plano de simetria, ou seja, e1, é
um eixo principal de inércia, enquanto que os outros dois eixos principais de
inércia pertencem a esse mesmo plano, ou seja, ao plano gerado por {e2, e3}.

3.7. Mostre que se um objeto for simétrico em relação a um eixo, então esse eixo
de simetria é um eixo principal de inércia e os outros dois eixos principais de
inércia são perpendiculares ao eixo de simetria.

4. Coordenadas generalizadas e problemas de corpos ŕıgidos com simetria

Para aplicar o prinćıpio da menor ação, é necessário escrever o Lagrangiano, em
particular a energia cinética, em termos de coordenadas generalizadas q e as veloci-
dades generalizadas q̇ correspondentes. Vimos acima como escrever a energia cinética
de um corpo ŕıgido em termos de um operador de rotação R(t) e do vetor velocidade
angular ω(t). Faz-se necessário, então, escrever a rotação em termos de coordenadas
generalizadas,

R = R(q),

e o vetor velocidade angular em termos de q e q̇,

ω = ω(q, q̇).

Por exemplo, considere um disco de raio r > 0 e massa m > 0. O operador de
inércia em relação ao centro de massa tem os momentos principais de inércia dados
por

I1 =
mr2

2
, I2 = I3 =

mr2

4
,

onde o eixo principal de inércia associado a I1 é perpendicular ao plano do disco.
Suponha que esse disco gire apenas em torno desse eixo principal, ao longo da reta
y = −z, x = 0. Na base formada pelos eixos principais de inércia, o vetor velocidade
angular ω = (ω1, ω2, ω3) é tal que ω2 = ω3 = 0. A energia cinética desse sistema é
dada por

K =
1

2
m‖ṙ0‖2 +

1

2
I1ω

2
1,

onde r0 é o centro de massa do disco. Podemos usar a coordenada y do ponto de
contato entre o disco e a reta como coordenada generalizada e escrever a posição do
centro de massa do disco como

r0 =

(
0, y + r

√
2

2
,−y + r

√
2

2

)
,

de modo que

‖ṙ0‖2 = 2ẏ2.
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Além disso, temos a condição de v́ınculo de rolamento sem deslizamento, dada por
√

2ẏ = −rω1,

onde o sinal negativo vem da escolha do sentido de rotação. No cálculo da energia
cinética, esse sinal é irrelevante, pois ω1 aparece elevado ao quadrado. Temos, assim,
a energia cinética

K(ẏ) =
3

2
mẏ2.

A energia potencial pode ser escrita como mgh, onde h é a coordenada z do centro
de massa, logo

V (y) = mg

(
−y + r

√
2

2

)
.

Assim, o Lagrangiano é dado por

L(y, ẏ) =
3

2
mẏ2 −mg

(
−y + r

√
2

2

)
.

E a equação de Euler-Lagrange é

3mÿ −mg = 0,

ou seja

ÿ =
g

3
.

Na coordenada z = −y, podemos escrever,

z̈ = −g
3
.

Exerćıcios

4.1. Considere um cilindro de raio r > 0, comprimento h > 0 e densidade de
massa constante igual a ρ0 > 0. Suponha que esse cilindro role em um plano
inclinado z = −ay, com o seu eixo paralelo ao eixo x. Considere uma variável
q ∈ R como coordenada generalizada de modo que (x, y, z) = (0, q,−q) é o
ponto de contato do cilindro com o plano e (x, y, z) = (0, q + r sinα,−q +
r cosα), onde α = tan a, é o centro de massa do cilindro. Considerando θ
como o ângulo de rotação do cilindro em torno do seu eixo, use o v́ınculo
de rolamento dado por

√
2q̇ = rθ̇ para escrever o Lagrangiano L(q, q̇) em

função apenas da coordenada generalizada q e a velocidade generalizada q̇.
Em seguida, encontre a equação de Euler-Lagrange correspondente.

4.2. Considere uma barra de comprimento ` > 0 e massa m > 0 girando horizon-
talmente em torno do seu centro de massa. Mais precisamente, considere o
centro de massa fixo na origem do sistema xyz e suponha que a barra se man-
tenha no plano xy, girando em torno do eixo z. Seja θ o ângulo que a barra faz
com o eixo x, ou seja, em cada instante de tempo, θ é tal que a barra ocupa
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o segmento de reta {(x, y, z); x = r cos θ, y = r sin θ, z = 0, |r| ≤ `/2}.
Escreva a energia cinética em termos da velocidade generalizada θ̇.

4.3. Refaça o problema feito em sala de um cilindro de raio r > 0, comprimento
h > 0 e densidade de massa constante igual a ρ0 > 0 rolando no interior de
um tubo de seção circular de raio R > r. Utilize a condição de rolamento
sem deslizamento dada por rϕ̇ = (R − r)θ̇, onde θ é a variação angular do
centro de massa do cilindro em relação ao centro da seção circular de raio R
e ϕ é o ângulo de rotação do cilindro em torno do seu eixo principal.

4.4. Considere dois discos de mesmo raio r > 0 e mesma densidade de massa
constante igual a ρ0 > 0. Suponha que os dois discos rolem sobre o eixo y
(ou seja, com o centro dos cilindros em (0, y, r), y ∈ R) e que os seus centros
de massa estejam ligados por uma mola harmônica com comprimento de
equiĺıbrio ` > 0 e coeficiente de restituição k > 0. Sendo y1, y2 as coordenadas
no eixo y do centro de massa dos cilindros e θ1, θ2 os ângulos de rotação dos
cilindros, use os v́ınculos de rolamento ẏ1 = rθ̇1, ẏ2 = rθ̇2 para escrever o
Lagrangiano do sistema na forma L(y1, y2, ẏ1, ẏ2).

5. Ângulos de Euler como coordenadas generalizadas

Exerćıcios

5.1. Relembre a definição dos ângulos de Euler conforme feito em sala de aula
e escreva o vetor velocidade angular no referencial do corpo em termos dos
ângulos de Euler.

5.2. Escreva, agora, o vetor velocidade angular em um referencial inercial em
termos dos ângulos de Euler

6. Quatérnios como coordenadas generalizadas
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Sistemas Hamiltonianos

1. Obtendo o Hamiltoniano no caso de um grau de liberdade

As equações de Euler-Lagrange formam um sistema de equações de segunda or-
dem. Em várias situações, pode ser útil trabalhar com um sistema de equações de
primeira ordem. Vamos ver neste caṕıtulo como transformar as equações de Euler-
Lagrange em um sistema de equações de primeira ordem na forma de um sistema
hamiltoniano.

Um sistema hamiltoniano bidimensional é da forma
ẋ =

∂H

∂y
(x, y),

ẏ = −∂H
∂y

(x, y),

onde H = H(x, y) é o Hamiltoniano do sistema. Em um sistema dessa forma, a hamil-
toniana é conservada ao longo do movimento, ou seja, dada uma solução (x(t), y(t))
do sistema, temos

d

dt
H(x(t), y(t)) =

∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂y
ẏ =

∂H

∂x

(
∂H

∂y

)
+
∂H

∂y

(
−∂H
∂y

)
= 0.

É sabido, também, que em vários exemplos o hamiltoniano é essencialmente a energia
total do sistema.

Dessa forma, partindo de uma formulação Lagrangiana de um problema com um
grau de liberdade, onde conhecemos o Lagrangiano L(q, q̇), é natural procurarmos
o Hamiltoniano como sendo a integral de Jacobi do sistema, que é uma quantidade
conservada, nesse caso de invariância temporal do Lagrangiano.

A integral de Jacobi tem a forma

h(q, q̇) = q̇
∂L

∂q̇
(q, q̇)− L(q, q̇).

Considerando o momento generalizado

p =
∂L

∂q̇
(q, q̇)

69
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como uma nova variável, no lugar da velocidade generalizada q̇, procuramos inverter
a relação acima e escrever q̇ em função de q e p:

q̇ = V (q, p).

Assim, escrevemos o Hamiltoniano

H(q, p) = pV (q, p)− L(q, V (q, p)).

Temos

∂H

∂p
(q, p) = V (q, p) + p

∂V

∂p
(q, p)− ∂L

∂q̇
(q, V (q, p))

∂V

∂p
(q, p)

= q̇ + p
∂V

∂p
(q, p)− p∂V

∂p
(q, p) = q̇.

e, usando as equações de Euler-Lagrange,

∂H

∂q
(q, p) = p

∂V

∂q
(q, p)− ∂L

∂q
(q, V (q, p))− ∂L

∂q̇
(q, V (q, p))

∂V

∂q
(q, p)

= p
∂V

∂q
(q, p)− ∂L

∂q
(q, V (q, p))− p∂V

∂q
(q, p) = −∂L

∂q
(q, V (q, p))

= − d

dt

∂L

∂q̇
(q, V (q, p)) = − d

dt
p = −ṗ.

Logo, temos o sistema hamiltoniano
q̇ =

∂H

∂p
(q, p),

ṗ = −∂H
∂q

(q, p).

Esse sistema é também chamado de equações de Hamilton.
Como exemplo, vamos considerar o Lagrangiano associado ao pêndulo planar,

L(θ, θ̇) =
1

2
m`2θ̇2 +mg` cos θ.

Seja

ψ =
∂L

∂θ̇
(θ, θ̇) = m`2θ̇

o momento conjugado à coordenada generalizada θ, que nesse caso é o momento
angular do sistema. Invertendo essa relação, temos

θ̇ = V (ψ) =
1

m`2
ψ.

A integral de Jacobi é

h(θ, θ̇) = θ̇ψ − L(θ, θ̇).



2. OBTENDO O HAMILTONIANO NO CASO DE VÁRIOS GRAUS DE LIBERDADE 71

Substituindo θ̇ por V (ψ) = ψ/m`2, obtemos o Hamiltoniano

H(θ, ψ) =
1

2m`2
ψ2 −mg` cos θ.

E as equações de Hamilton tomam a formaθ̇ =
1

m`2
ψ,

ψ̇ = −mg` sin θ.

Exerćıcios

1.1. Ache o Hamiltoniano e as equações de Hamilton nos seguintes casos
(a) Corpo em queda livre, com Lagrangiano dado por

L(h, ḣ) =
1

2
mḣ2 +mgh,

onde m, g > 0.
(b) Corpo deslizando em um plano inclinado, com Lagrangiano

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 sec2 α +mgx tanα,

onde m, g > 0, α ∈ R.
(c) Sistema massa-mola, com Lagrangiano

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2,

com m, k > 0.
1.2. Ache o Hamiltoniano no caso de um pêndulo girante, cujo Lagrangiano é

L(ϕ, ϕ̇) =
1

2
m`2(ϕ̇2 + ω sin2 ϕ) +mg` cosϕ,

onde m, g, ` > 0, ω ∈ R, e verifique que as equações de Hamilton desse
sistema tomam a formaϕ̇ =

1

m`2
ψ,

ψ̇ = 2ω2 sinϕ cosϕ−−mg` sinϕ.

2. Obtendo o Hamiltoniano no caso de vários graus de liberdade

A idéia é a mesma. A partir de um Lagrangiano

L(q, q̇),

de um sistema com coordenadas generalizadas q ∈ Rd, d ∈ N, temos a integral de
Jacobi

h(q, q̇) = q̇ · p− L(q, q̇),
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onde
p = ∇q̇L(q, q̇)

é o momento generalizado do sistema. Em certos casos, podemos inverter a relação
acima e escrever a velocidade generalizada em termos do momento generalizado (e
das coordenadas generalizadas),

q̇ = V(q,p).

Assim, o Hamiltoniano é dado por

H(q,p) = p ·V(q,p)− L(q, V (q,p).

Como no caso de um grau de liberdade, temos o sistema Hamiltoniano (ou equações
de Hamilton) 

q̇ =
∂H

∂p
(q,p),

ṗ = −∂H
∂q

(q,p),

onde

∂H

∂p
(q,p) =

∂H

∂p
(q,p) =

(
∂H

∂p1

(q,p), . . . ,
∂H

∂pd
(q,p)

)
,

∂H

∂q
(q,p) =

∂H

∂q
(q,p) =

(
∂H

∂q1

(q,p), . . . ,
∂H

∂qd
(q,p)

)
.

Exerćıcios

2.1. Verifique, nesse caso de vários graus de liberdade, que as soluções da equações
de Euler-Lagrange de um Lagrangiano L(q, q̇) satisfazem as equações de
Hamilton 

q̇ =
∂H

∂p
(q,p),

ṗ = −∂H
∂q

(q,p),

para o Hamiltoniano H(q,p) correspondente.
2.2. Considere o problema de três corpos planar restrito circular, em que um corpo

celeste L com massa ML > 0 gira em movimento circular com freqüência
constante ω > 0 em torno de um outro corpo celeste T de massa MT > 0,
e um satélite de massa m � ML,MT muito menor que a dos dois corpos
se movimenta sob a atração gravitacional desses corpos. Considerando um
referencial girante centrado em T e acompanhando a rotação de L em torno
de T , o Lagrangiano para o movimento do satélite pode ser escrito na forma
polar

L(r, θ, ṙ, θ̇) =
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2(ω + θ̇) +G

mMT

r
+G

mML√
r2 +R2 − 2rR

.



3. OBTENDO O LAGRANGIANO A PARTIR DO HAMILTONIANO 73

Obtenha o Hamiltoniano desse sistema e verifique que o sistema hamiltoniano
associado pode ser escrito na forma

ṙ =
pr
m
,

θ̇ =
pθ
mr2

− ω,

ṗr =
pθ
r
−GmMT

r2
− 2G(r −R)

mML√
r2 +R2 − 2rR

,

ṗθ = 0,

onde pr e pθ são os momentos conjugados às coordenadas generalizadas r e
θ, respectivamente.

2.3. Ache o Hamiltoniano e as equações de Hamilton de um problema de dois
pêndulos co-planares com a mesma massa m > 0 e hastes de mesmo compri-
mento ` > 0.

3. Obtendo o Lagrangiano a partir do Hamiltoniano

Dado um Lagrangiano L(q, q̇), vimos como obter o Hamiltoniano associado a
partir da relação

H(q,p) = q̇ · p− L(q, q̇), q̇ = V(q,p),

onde q̇ = V(q,p) é solução de

p = ∇q̇L(q, q̇).

De maneira inversa, podemos obter o Lagrangiano a partir de um Hamiltoniano
H(q,p) reescrevendo a relação acima na forma

L(q, q̇) = q̇ · p−H(q,p), p = P(q, q̇)

onde p = P(q, q̇) é solução da primeira equação do sistema Hamiltoniano,

q̇ =
∂H

∂p
(q,p).

No caso do pêndulo planar, vimos que o Hamiltoniano é

H(θ, ψ) =
1

2m`2
ψ2 −mg` cos θ.

A velocidade angular é dada pela primeira equação de Hamilton,

θ̇ =
∂H

∂ψ
(θ, ψ) =

1

m`2
ψ,

cuja inversa nos dá o momento angular em termos da velocidade angular:

ψ = m`2θ̇.
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Substituindo essa relação na fórmula para o Lagrangiano a partir do Hamiltoniano,
obtemos

L(θ, θ̇) = θ̇ψ−H(θ, ψ) = m`2θ̇2−
(

1

2m`2
(m`2θ̇)2 −mg` cos θ

)
=

1

2
m`2θ̇2+mg` cos θ,

recuperando, assim, o Lagrangiano desse sistema.

Exerćıcios

3.1. Nos problemas das seções anteriores, faça o caminho inverso, obtendo o La-
grangiano a partir do Hamiltoniano, conforme descrito acima.

4. Sistemas não-autônomos

Mesmo no caso não-autônomo, em que o Lagrangiano depende também da variável
temporal, i.e.

L(q, q̇, t),

podemos obter um sistema na forma Hamiltoniana,
q̇ =

∂H

∂p
(q,p, t),

ṗ = −∂H
∂q

(q,p, t),

com a diferença que agora o Hamiltoniano também depende da variável temporal,
sendo da forma

H(q,p, t).

É fundamental notar que nesse caso o Hamiltoniano não é conservado, e a sua variação
temporal ao longo de uma solução é dada por

d

dt
H(q(t),p(t), t) =

∂H

∂t
(q(t),p(t), t).

As relações entre o Lagrangiano e o Hamiltoniano são como no caso autônomo.

Exerćıcios

4.1. Mostre, nesse caso não-autônomo, que o Hamiltoniano obtido da relação

H(q,p, t) = q̇ · p− L(q, q̇, t), q̇ = V (q,p, t),

onde q̇ = V (q,p, t) é solução de

p = ∇q̇L(q, q̇, t),

leva as equações de Euler-Lagrange no sistema hamiltoniano
q̇ =

∂H

∂p
(q,p, t),

ṗ = −∂H
∂q

(q,p, t),
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4.2. Mostre que nesse caso não-autônomo o Hamiltoniano satisfaz

d

dt
H(q(t),p(t), t) =

∂H

∂t
(q(t),p(t), t).

4.3. Mostre o Lagrangiano L(q, q̇, t) associado a um Hamiltoniano H(q,p, t) pode
ser recuperado através das relações

L(q, q̇) = q̇ · p−H(q,p), p = P(q, q̇)

onde p = P(q, q̇) é solução da primeira equação do sistema Hamiltoniano,

q̇ =
∂H

∂p
(q,p).

4.4. Considere o Lagrangiano

L(θ, θ̇, t) = m`ωθ̇ cosωt cos θ +
1

2
m`2θ̇2 +mg` cos θ

associado a um pêndulo planar cuja haste fixa está sujeita a um movimento
periódico com freqüência ω ∈ R. Obtenha o Hamiltoniano correspondente.

5. Transformada de Legendre

Vamos considerar o caso de apenas um grau de liberdade, para simplificar, ou
seja, com q = q ∈ R, q̇ = q̇ e p = p = ∂L(q, q̇)/∂q̇.

Observe que considerando q como um parâmetro e esquecendo por um momento
a dependência do Lagrangiano e do Hamiltoniano em q, a transformação entre essas
funções pode ser escrita na forma

H(p) = pq − L(q̇), onde q̇ = q̇(p) é a inversa de p =
∂L(q̇)

∂q̇
.

Trocando a notação, podemos escrever a seguinte transformação:

g∗(s) = sr − g(r), onde r = r(s) é a inversa de s = g′(r).

Essa transformação está bem definida para s ∈ R desde que g : R → R seja dife-
renciável e g′ : R→ R seja invert́ıvel.

Note, agora, que formalmente essa transformação pode ser escrita na forma

g∗(s) = max
r∈R
{sr − g(r)} .

De fato, o máximo, sob certas condições, é atingido quando

∂

∂r
{sr − g(r)} = s− g′(r) = 0,

ou seja, quando r é tal que s = g′(r). No caso em que esse máximo existe e é único,
isso define a função r = r(s) que é inversa de g′.

Por outra lado, para essa última definição fazer sentido, não é necessário nem que
g seja diferenciável.
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Podemos assumir que g é cont́ınua e coerciva, onde coerciva significa dizer que

g(r)

|r|
→ ∞, quando |r| → ∞.

A coercividade implica em sr − g(r) ser limitada superiormente em relação a r,
para cada s ∈ R fixo e, com isso, que o supremo de sr − g(r) em r é limitado. E a
continuidade implica que esse supremo é um máximo.

A operação acima que leva g em g∗ é chamada de Transformada de Legendre. O
Hamiltoniano é, em certo sentido, a transformada de Legendre do Lagrangiano. E
vice-versa.

Vamos ver condições para que g∗ seja cont́ınua e coerciva e, com isso, que a
transformada de Legendre possa ser aplicada em g∗, nos dando uma função g∗∗.
Vamos ver, em seguida, que g∗∗ concide com g.

Exerćıcios

5.1. Seja g : R → R cont́ınua e coerciva e considere a sua transformada de
Legendre

g∗(s) = max
r∈R
{sr − g(r)}.

(1) Mostre que g∗ : R→ R está bem definida.
(2) Mostre que g∗ é cont́ınua em R.
(3) Mostre que g∗ é coerciva.
(4) Mostre que se g∗ é convexa.
(5) Mostre que a segunda transformada de Legendre de g,

g∗∗(r) = max
s∈R
{rs− g∗(s)},

está bem definida.
(6) Mostre que se g é estritamente convexa, então a segunda transformada

de Legendre de g coincide com a função original, ou seja, g∗∗ = g.
(7) Suponha que g seja continuamente diferenciável e com g′ : R → R

invert́ıvel. Mostre que g∗ pode ser escrito na forma

g∗(s) = sr(s)− g(r(s)),

para todo s ∈ R, onde r(s) é o único número real r tal que s = g′(r).
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Sistemas cont́ınuos

1. Exemplos

Exerćıcios

1.1. Considere uma cadeia linear de n + 1 part́ıculas de massa m = µ` e unidas
por uma mola de comprimento de equiĺıbrio ` e coeficiente de restauração
k = λ/`. Escrevendo a posição de cada part́ıcula como ri = (i` + qi, 0, 0),
i = 0, . . . , n, onde q = (qi)i=0,...,n são as coordenadas generalizadas indi-
cando o deslocamento de cada part́ıcula da posição de equiĺıbrio. Escreva
o Lagrangian L(q, q̇) do sistema discreto e passe ao limite quando ` → 0
e n → ∞, com `n → L, para algum L > 0, para obter um Lagrangiano
cont́ınuo L(q, qx, qt), com q = q(x, t), 0 ≤ x ≤ L, t ∈ R, da forma

L(q, qx, qt) =

∫ L

0

L(q, qx, qt) dx, L(q, qx, qt) =
1

2
µq2

t −
1

2
λq2

x.

Obtenha, em seguida, as equações de Euler-Lagrange para q = q(x, t), ou
seja

µqtt = λqxx, 0 ≤ x ≤ L, t ∈ R.
Considere, ainda, as equações de Euler-Lagrange para q0 e qn, a saber

µ`q̈0 = λ
q1 − q0

`
, µ`q̈n = −λqn − qn−1

`

e passe ao limite para obter as condições de contorno

qx(0) = qx(L) = 0.

1.2. Considere, agora, uma cadeia de part́ıculas ligadas por molas mas vibrando
apenas transversalmente, ou seja, as part́ıculas assumem posições ri = (i`, 0, qi),
com as coordenadas generalizadas q = (qi)i=0,...,n. O potencial de cada mola
é dado por

Vi,i−1(qi, qi−1) =
1

2

λ

`
(‖ri − ri−1‖ − `) =

1

2

λ

`

(√
`2 + (qi − qi−1)2 − `

)2

.

Para pequenas vibrações transversais, podemos aproximar esse potencial por

Ṽi,i−1(qi, qi−1) =
1

2

λ

`
(qi − qi−1)2.

77
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Considere ainda o potencial gravitacional de cada part́ıcula,

Vi(qi) = µ`gqi.

Escreva o Lagrangiano L(q, q̇) do sistema discreto e passe ao limite (`→ 0,
n → ∞, n` → L), para achar a densidade do Lagrangiano, L = L(q, qx, qt),
q = q(x, t), x ∈ R, t ∈ R, do sistema cont́ınua. Ache ainda a equação de
Euler-Lagrange para q(x, t).

1.3. Considere uma cadeia “vertical” de part́ıculas ligadas por molas e vibrando
longitudinalmente, de forma que as part́ıculas assumem posições ri = (0, 0,−i`−
qi). Assumimos, dessa vez, que a “primeira” part́ıcula está fixa na origem,
r0 = (0, 0, 0), de modo que apenas consideramos q = (qi)i=1,...,n como coorde-
nadas generalizadas (começamos com i = 1). Escreva a densidade do Lagran-
giano do sistema cont́ınuo limite e obtenha as equações de Euler-Lagrange,
junto com as condições de contorno:

µqtt = λqzz + µg, 0 ≤ z ≤ L, t ∈ R, q(0, t) = 0, qz(L, t) = 0,

onde q = q(z, t), 0 ≤ z ≤ L, t ∈ R. Observe que estamos aproximando
i` → z, de maneira que o “eixo z” no problema limite aponta “para baixo”
(caso contrário teŕıamos −L ≤ z ≤ 0 e −µg na equação, o que também
estaria certo, apenas com outra interpretação).

1.4. Considere uma cadeia de pêndulos de massa m = µ` e comprimento a ligados
horizontalmente por molas com comprimento de equiĺıbrio ` e coeficiente de
restauração k = λ/`. Considerando os ângulos θi de cada pêndulo como
coordenadas generalizadas, podemos escrever a posicão de cada part́ıcula
como ri = (i`+ a sin θi, 0,−a cos θi). Considerando a energia potencial

−µ`ga cos θi

de cada part́ıcula i = 0, . . . , n e aproximando a energia potencial de cada
mola por

1

2

λa

`
(θi − θi−1)

passe ao limite para obter a densidade do Lagrangiano

L(θ, θx, θt) =
1

2
a2µθ2

t −
1

2
a2λθ2

x + µga cos θ,

onde θ = θ(x, t).
1.5. Considere um conjunto de part́ıculas na forma de uma malha, dadas pelas

coordenadas

ri,j = (i`, j`, ui,j), i, j ∈ Z.
Considere cada part́ıcula ligada a cada uma de suas quatro part́ıculas vizinhas
mais próximas, de tal forma que a energial potencial desse conjunto de molas
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é dada por

1

2
λ
∑
i,j∈Z

(
(ui,j − ui−1,j)

2 + (ui,j − ui,j−1)2
)
.

(O parâmetro λ é chamado de módulo de Young e se relaciona com o coefici-
ente de elasticidade k da mola através da fórmula k = λS/`, onde S é a área
da seção da mola transversal ao esticamento e ` é o comprimento da mola
na direção longitudinal ao esticamento.)

Considere, ainda, o potencial gravitacional do conjunto de part́ıculas,

µ`g
∑
i,j∈Z

ui,j.

Passe ao limite quando ` → 0 para achar a densidade do Lagrangiano na
forma

L(u, ux, uy, ut) =
1

2
µu2

t −
1

2
λ(u2

x + u2
y)− µgu.

1.6. Considerando o prinćıpio da menor ação, em que as equações de Euler-
Lagrange estão associadas aos pontos cŕıticos do ação

S =

∫ t1

t0

L(· · · ) dt,

onde o Lagrangiano L(· · · ) é dado em termos de uma densidade do Lagran-
giano L(· · · ) em uma região Ω, com

L(· · · ) =

∫
Ω

L(. . . ),

encontre as equações de Euler-Lagrange nos casos abaixo em termos das
derivadas parciais da densidade do Lagrangiano.
(1) Densidade L = L(q, qt), com q = q(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(2) Densidade L = L(q, qx, qt), com q = q(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(3) Densidade L = L(x, xs, xt, s), com x = x(s, t), s ∈ Ω = R, t ∈ R.
(4) Densidade L = L(q, qx, qt, x, t), com q = q(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(5) Densidade L = L(u, ux, ut, utt), com u = u(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(6) Densidade L = L(q, qx, qy, qt), com q = q(x, y, t), (x, y) ∈ Ω = R2, t ∈ R.
(7) Densidade L = L(q, qx, qyy, qzzz, qt), com q = q(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ Ω =

R3, t ∈ R.
(8) Densidade L = L(q, qt), com q = q(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(9) Densidade L = L(u, v, ux, vx, ut, vt), com u = u(x, t), v = v(x, t), x ∈

Ω = R, t ∈ R.
1.7. Ache as equações de Euler-Lagrange nos seguintes casos:

(1) (Equação de Klein-Gordon) Densidade do Lagrangiano dada por

L(ϕ, ϕx, ϕt) =
1

2
µϕ2

t −
1

2
λϕ2

x −
1

2
µγϕ,
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onde ϕ = ϕ(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(2) (Equação de sine-Gordon) Densidade do Lagrangiano dada por

L(ϕ, ϕx, ϕt) =
1

2
µϕ2

t −
1

2
λϕ2

x −
1

2
µγ(1− cosϕ),

onde ϕ = ϕ(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R.
(3) (equação de Korteweg-de Vries) Densidade do Lagrangiano dada por

L(ϕ, ϕx, ϕxx, ϕt) =
1

2
ϕxϕt +

1

6
αϕ3

x −
1

2
νϕ2

xx,

onde ϕ = ϕ(x, t), x ∈ Ω = R, t ∈ R. A equação de Korteweg-de Vries
é, na verdade, a equação para ψ = ϕx.

(4) (Pequenas oscilações de uma membrana) Densidade do Lagrangiano
dada por

L(u, ux, uy, ut) =
1

2
µu2

t −
1

2
λ(u2

x + u2
y)− µgu,

onde u = u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω = R2, t ∈ R.
(5) (Pequenas vibrações acústicas) Densidade do Lagrangiano dada por

L(u, ux, uy, uz, ut) =
1

2
µu2

t −
1

2
λ(u2

x + u2
y + u2

z)− µgu,

onde u = u(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ Ω = R, t ∈ R.

2. Conservação de energia

Exerćıcios

2.1. Considere um sistema cont́ınuo com densidade de Lagrangiano L(q, qx, qt) em
um intervalo Ω = [0, L], com condições de contorno q(0, t) = 0, q(L, t) = 0.
Mostre que

h =

∫ L

0

(
qt
∂L
∂qt
− L

)
dx

é uma quantidade conservada do sistema.
2.2. Considere um sistema cont́ınuo com densidade de Lagrangiano L(q, qx, qt)

em um intervalo Ω = [0, L], com condições de contorno tais que q(0, t) = 1 e
∂L/∂qt|x=L = 0. Mostre que

h =

∫ L

0

(
qt
∂L
∂qt
− L

)
dx

é uma quantidade conservada do sistema.
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2.3. Considere um sistema cont́ınuo com densidade de Lagrangiano L(u, ux, uy, ut)
em uma região Ω ⊂ R2, com condições de contorno q(x, y, t) = 0 para (x, y) ∈
∂Ω (onde ∂Ω indica o bordo de Ω). Mostre que

h =

∫
Ω

(
qt
∂L
∂qt
− L

)
dxdy

é uma quantidade conservada do sistema.
2.4. Ache as respectivas quantidades conservadas dos sistemas tratados na seção

anterior, assumindo condições de contorno apropriadas.





CAṔıTULO 8

Relatividade restrita
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