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CAPITULO 1

Introducao






CAPITULO 2

Principios basicos da Mecanica Classica

1. O universo da mecanica classica
2. Modelagem Newtoniana em referéncias inerciais

A base da mecanica classica é a formulacao Newtoniana de um sistema formado
por n € N particulas de massa m; > 0, ¢ = 1,...,n, cada uma sujeita a uma forca
F; € R? e cujas coordenadas espaciais sao dadas por

r; = 1,(t) = (w:(t), yi(t), z:(t)) € R,

em cada instante ¢t € R. Em um referencial inercial, esse sistema satisfaz as equagoes
diferenciais (segunda lei de Newton)

onde 1; indica a aceleragao da i-ésima particula, ou seja a segunda derivada do vetor
posicdo r;(t) em relagao a varidvel temporal ¢. Essas equagoes s@o as leis de movimento
do sistema.

A forca F; em cada particula pode depender do instante de tempo t e da posicao
das varias particulas, representando forcas externas ao sistema e forcas de interagao
entre a i-ésima particula e as outras, de modo que em geral temos

Fi = Fz(t7 I'),

onde
3n
r=(r;,ry,...,r,) €ER
sao as coordenadas do sistema, ou seja, um vetor de dimensao 3n com as coordenadas

espaciais de todas as particulas.
Podemos escrever o sistema (2.1) na forma compacta

Mr =F(t,r), (2:2)

onde
F = (F,F,,....,F,) ¢ R»"

é uma representagao das forgas agindo no sistema (um vetor de dimensao 3n combi-
nando as forgas atuando nas diversas particulas) e M é uma matriz diagonal de massas
(uma matriz diagonal de dimensoes 3n x 3n formada pelas massas de cada particula,
que podemos escrever na forma M = diag(my, my, my, ma, Mo, Mo, ..., My, My, My,),
indicando os elementos da diagonal).
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Exercicios

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Verifique que o sistema de um corpo de massa m > 0 em queda livre vertical
ao longo do eixo z, dado na forma

é:_ga

onde g > 0 é a aceleracao da gravidade proxima a superficie da Terra e z
é a altura em relagao ao solo, pode ser escrito na forma (2.1) com i = 1,
my =m, r; = (0,0,2), Fi(t,r) = (0,0, —mg).

Verifique que o sistema massa-mola horizontal sem amortecimento com uma
massa m > 0 e uma mola harmonica com coeficiente de restituicao £ > 0,
dado pela equacao

mi = —kx,

onde x é o deslocamente em relagao a posicao de equilibrio da mola, pode
ser escrito na forma (2.1) com i = 1, my = m, r; = (2,0,0) e Fy(t,r) =
(—kz,0,0).

A forga de atragao gravitacional entre dois corpos celestes de massas my, my >
0 tem magnitude F' = Gmymsy/r? onde G é a constante gravitacional e r ¢
a distancia entre esses planetas. Sendo r; e ry a posicao do centro de massa
desses planetas em um referencial inercial, verifique que esse sistema de dois
corpos celestes pode ser escrito na forma (2.1) com

Fl(t,I‘) = —Gmlmg

Fg(t,r) = —Gm1m2

onde || - || é a norma Euclidiana, ||(z,y, 2)|| = v/22 + v + 22

Verifique o sistema de duas particulas de massas my, my > 0 presas entre si
por uma mola com coeficiente de restituicao k e comprimento de equilibrio
{y e sob a acao gravitacional proxima a superficie da Terra pode ser escrito
na forma (2.1) com

(ry —ry)
[y — 14|

Faft, 1) = b((r) — o] — (o) =22

— Mg - T,
[r1 — 12|

Fi(t,r) = k(|[ry — 11| — £o)

—nmg-ry,

onde g é o vetor aceleracao da gravidade e g - r; é o produto escalar entre
os vetores g e r;. No caso da coordenada z ser a altura em relacao ao solo,
g = (0,0, —g), mas a formula acima vale mesmo que o referencial esteja em
outra posicao.
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3. Forcgas de interagao, forcas externas e a terceira lei de Newton

Nesta parte, vamos considerar um sistema de n particulas, com coordenadas

r=(ry,...,r,)
em um referencial inercial, onde r; € R? sdo as coordenadas espaciais de cada
particula, 2 = 1,...,n. Nesse sistema age um conjunto de forgas

F(t,r) = (Fi(t,r),...,F.(t,r)),

representando a combinacao das forgas agindo em cada particula e dependendo da
configuragao geral do sistema.

H& vérios tipos de forca: gravitacional, elétrica, magnética, elasticas, etc. Po-
demos, no entanto, separar alguns tipos de forca segundo a sua natureza. Algumas
forcas sao “internas”, de interacao entre as diversas particulas do sistema. Outras sao
“externas”, provenientes de um “campo de forca”, gerado pela presenca de particulas
externas, correspondendo a uma situagao aproximada em que as particulas considera-
das no sistema nao influenciam no movimento das particulas consideradas externas.
Vamos ver alguns exemplos.

4. Forgas de interacao entre particulas

H& quatro forcas fundamentais: fraca, forte, eletromagnética e gravitacional. O
tratamento mais geral delas, no entanto, nao é através de uma sistema finito de
particulas pontuais, mas sim através de teorias de campo. Contudo, algumas situacao
podem ser bem aproximadas por um sistema discreto, como as que envolvem forcas
gravitacionais agindo entre particulas que se movem a velocidades bem inferiores a
velocidade da luz, ou entao entre particulas carregadas eletricamente.

Essas forcas podem ser entre particulas elementares ou entre conjuntos de particulas,
como no caso da atragao gravitacional entre corpos celestes. Ha também forcas ditas
macroscopicas e provenientes da acao das forcas fundamentais em certos conjuntos
de particulas tratados como um tnico objeto, como no caso de forcas elasticas en-
tre duas massas ligados por uma mola. Varias forgas de ligacoes quimicas também
entram nessa categoria, como a forca de van der Walls e forcas de torcao.

Mencionamos, a seguir, algumas dessas forcas.

Forca gravitacional entre dois corpos: Sejam r;,ry € R? as coordenadas
do centro de massa, em algum referencial inercial, de dois corpos com massa
m1, mg > 0, respectivamente. Cada corpo exerce uma forga gravitacional no
outro que depende das coordenadas dos dois corpos. Denotando F; (rq,rs)
a forga que o corpo j exerce no corpo i, para i,7 = 1,2, 1 # j, temos

ry —Io
F1,2(I'1,I'2) = —Gm1m2ma

rs—r
F2,1(I'1,I'2) = —Gmimy 2 -

T2 — I‘1||3'
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Forca eletrostatica entre dois corpos carregados: Sejam ri,r, € R3 as
coordenadas do centro de massa, em algum referencial inercial, de dois corpos
carregados eletricamente com cargas q1, g2 € R, respectivamente. Cada corpo
exerce uma forga elétrostatica no outro de acordo com a lei de Coulomb.
Denotando F; ;(r1, r2) a forga que o corpo j exerce no corpo i, parai,j = 1,2,

i # j, temos
r —r
Fi5(ri,10) = C%QQW,
Iy —T
Fo1(ri,ry) = Cm%ﬁ-

Forga eldstica harménica: Sejam r,r, € R3 as coordenadas do centro de
massa, em algum referencial inercial, de dois corpos com massa mq, my > 0,
respectivamente. Suponha que esses dois corpos estejam ligados por uma
mola harmonica de comprimento de equilibrio ¢ > 0 e coeficiente de resti-
tuicao k > 0. Cada corpo sofre uma forga de restituicao proporcional ao
deslocamento da mola em relagao a posi¢ao de equilibrio. Denotando por
F; ;(r1,r2) a forca exercida no corpo 4 pela mola que a liga ao corpo j, para
i,7=1,2,1 # 7, temos

Iy —1Ig
Fia(r,r2) = —k(|lry — 12 = d) |y — 1o’

s —1
Foi(ri,r2) = —k(|lr2 — 11 = d) vy — ]|

Veremos posteriormente que todas essas forcas sao conservativas, provenientes de
potenciais. A formulagao via potencial é mais simples e deixaremos outras forcas para
serem escritas apenas na forma potencial, como for¢gas em modelagem molecular, por
exemplo.

5. Campos de forca externos

No caso de forgas gravitacionais, ha situagoes em que um corpo ¢ muito mais mas-
sivo que outro e a influéncia do menos massivo no mais massivo pode ser desprezada.
Nesse caso, o sistema consiste apenas do menos massivo e a influéncia do mais massivo
pode ser representada por um campo de forcas externas. Mais precisamente, suponha,
por exemplo, um objeto préximo a superficie da Terra. Considerando as coordenadas
do objeto como r = (z,y, z), com a coordenada z perpendicular a superficie da Terra
e com o sentido de crescimento indicando um afastamento da superficie, entao a forga
gravitacional exercida pela Terra nesse corpo que assumimos de massa m > 0 é dada
por

F =mg,
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onde g = (0,0,—g) e g é a aceleracdo gravitacional préxima a superficie da Terra.
Observe que essa forca pode ser escrita na forma

F =mG(r),
onde
G=g

¢é chamado de campo gravitacional uniforme proximo a superficie da Terra.
A vantagem de escrever a forca dessa forma é que se tivermos n objetos de massas

my,...,m,, entdo basta considerarmos o campo G(r) = g de forma que a forga
gravitacional em cada objeto é dada por

H& varios tipos de campos de forga, correspondentes ao tipo da forca. De fato,
podemos ter campos gravitacionais, campos elétricos, campos magnéticos, campos
eletro-magnéticos, etc.

Campo gravitacional: Um campo de vetores G = G(r) de R? em R? pode
ser interpretado como um campo gravitacional quando a forca exercida por
esse campo em uma particula de massa m > 0 e posicao r € R? é dada por

F(r) = mG(r).

E claro que n particulas de massas m; e coordenadas r;, i = 1,...,n, sofrem
forcas

Fz(rz> = mG(ri),

respectivamente. H& varios casos particulares interessantes:

(1) Campo gravitacional uniforme: Caso particular em que G é constante,
geralmente denotado G(r) = g, para algum vetor g € R representando
a aceleragao gravitacional. No caso classico em que r = (z,y, 2) e 2 re-
presenta a altura em relagao a superficie da Terra, temos g = (0,0, —g),
onde g é a aceleracao gravitacional proxima a superficie da Terra.

(2) Campo gravitacional de um corpo celeste: Considerando um corpo de
massa M e posicao rg € R? em algum referencial inercial, o campo
gravitacional gerado por esse corpo é dado por

G(r)= -GM———°

[ —rof?

Considerando um corpo de massa m, a forca exercida neste corpo por

esse campo gravitacional é

F(r) = mG(r).

Campo elétrico: De maneira andloga, um campo de vetores E = E(r) de R?
em R? pode ser interpretado como um campo elétrico quando a forca exercida
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por esse campo em uma particula de carga ¢ > 0 e posicao r € R3 é dada
por

F(r) = ¢E(r).
Um capacitor de placa paralela, por exemplo, gera um campo elétrico uni-
forme semelhante ao campo gravitacional uniforme.

Campo magnético agindo em particulas carregadas eletricamente: Um
campo magnético B = B(r) de R? em R? exerce uma forga em uma particula
carregada eletricamente que é de uma natureza um pouco mais complicada
que as anteriores. Sendo ¢ a carga elétrica, r € R3 a posicao, e I € R? a
velocidade, entao essa forca é dada por

F(r,r) = g x B(r).

Campos magnéticos uniformes aparecem, por exemplo, em aceleradores cir-
culares de particula, com o plano em que as particulas circulam sendo per-
pendicular ao campo magnético.

Campo eletromagnético: Um campo eletromagnético (E,B) age em uma
particula carregada eletricamente através de uma forca que leva o nome de
forca de Lorentz e é dada por

F(r,r,t) = q(E(r,t) + 1 x B(r,1)).



CAP{TULO 3

Principios da modelagem Lagrangiana

1. Modelagem Lagrangiana em referenciais inerciais

Vamos considerar agora o caso em que as for¢as no sistema sao provenientes de um
potencial, ou seja, F = (F1,F,, ..., F,) é menos o gradiente de uma fungao escalar
Ve

oV
F(t, I‘) = —E(t, I'),
onde 0/0r indica as derivadas parciais apenas em relacdo as coordenadas espaciais

r= (rlar27 cee ar’rL)?
lembrando que cada r; = (x;,y;, 2;) tem trés coordenadas, ou seja,

V(I VN _ (Vv v v v ov
or  \ory’ 7 or, Oxy Oy, 0z’ Oz, Oyn 0z, )

A forca em cada particula ¢ tem a forma

OV (Vv oV
813 ’ N 8%’0%’621 ’

Considere a energia cinética total do sistema como sendo a fungao escalar

Fi (t, I') =

K() = 5 S my i) (1)
j=1
e defina o Lagrangiano do sistema como sendo a fungao escalar
L(r,r,t) = K(r) — V(t,r). (1.2)
As equagoes de Euler-Lagrange tém a forma
%g—f(r,i‘,t) — g—f(r,r‘,t) =0. (1.3)

Esse sistema pode ser desmembrado em um sistema com equagoes para a posicao
de cada particula:

d oL, . oL, . .
Ea_l"i(nrat)_a_['i(nr?t)_()’ Z—l,...,ﬂ. (14>

13
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Cada equacao dessa ¢é na verdade um sistema de trés equagoes, considerando-se que
a posicao de cada particula é dada por trés coordenadas, de modo que

oL (8L oL 8L)

or; - 3_1’173_%73_21
e
oL (0L 0L OL
or; (%@5)
Entao temos o sistema
(d OL OL
Wow, om0 T hem
d oL 0L
Aty Oy P b
d oL 0L .
\E@Zi_ﬁzizo’ 1=1,...,n.

Como L(r,7,t) = K(r) — V(t,r) e V(¢,r) é independente de ¥, temos
oL 8K ‘
or; (91‘ = o ( Zm]Hr]Hz) = <2mz||r,” ) = m,T;.

d oL d
dt or; Tt

Por outro lado, K () é independente de r e, assim, usando a hipdtese das forcas serem
potenciais,

Com isso,

7’I”LZI'Z my; I’Z .

oL oV
oe = e (bT) = F(tr)

Portanto, as equagoes de Euler-Lagrange (1.4) coincidem com as equagoes de Newton
(2.1) nesse caso de forgas provenientes de potenciais.

Exercicios

1.1. Faca os detalhes dos passos acima, convencendo-se de que as equacoes de
Euler-Lagrange (1.4) coincidem com as equagoes de Newton (2.1).

1.2. Considere um corpo de massa m e coordenadas r = (z,y, z) préoximo a su-
perficie da Terra, onde z indica a distancia do objeto ao solo. A forca gravi-
tacional que age nessa particula pode ser aproximada por F = (0,0, —mg),
onde g é a aceleracao da gravidade préxima a superficie da Terra. Verifique
que essa forga é proveniente do potencial V(x,y, z) = mgz, escreva o Lagran-
giano associado a esse problema e deduza as equagoes de Fuler-Lagrange para
o movimento desse corpo.
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1.3. Verifique que as forcas gravitacionais

ry —Trp
Fi(r) = —Gmumg — -2
1(r) myms [TwIER
s — I
Fy(r) = -G —
o(1) myms T ER

entre dois corpos celestes de massas my, ms > 0 e posicoes ry,ry € R? sdo
forcas provenientes do potencial

G
V(I‘) _ mq1me 7
[r1 — 1o
ou seja, verifique que
oV
F,(r) = —— , =1,2.
(1) =~ (). i

1.4. Verifique que o sistema de dois corpos celestes de massas mi,my > 0 e
posicoes ry, rs € R? pode ser modelado via Lagrangiano

L(r,¥) = K(t) - V(r),

onde r = (ry,r2), K () é a energia cinética (1.1) do sistema e o potencial
gravitacional é dado por

G
Vi) = ——m2
[r1 — 1o
1.5. Verifique que o sistema de n € N corpos celestes de massas m; > 0 e posicoes
r; € R3 i=1,... n,podeser modelado via Lagrangiano através do potencial
gravitacional
1 Gm,imy Gmmy, " Gmimy
V(r) = —— R e Rt kit M
5 2 Toond - 2 Tooxd Z Z e, —
o 35

1.6. Em relatividade restrita, as equagoes de movimento de uma particula livre
sao dadas por

d mr
WA

c2

onde ¢ é a velocidade da luz e m é a massa de repouso da particula. Mostre
que essa equacao pode ser deduzida através das equacoes de Euler-Lagrange
para o Lagrangiano

Rl

c2

L(t) = —mc®y /1 —
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1.7. Um referencial é dito inercial quando o tempo é homogéneo e o espaco é ho-

1.8.

1.9.

mogéneo e isotropico, ou seja as suas propriedades métricas nao dependem
da posigao no espago (homogeneidade espacial), do instante de tempo (ho-
mogeneidade espacial) e da diregdo no espago (isotropia). No caso de uma
sistema mecanico de uma unica particula livre, isso se traduz na condicao
do Lagrangiano L(r,T,t), r € R3, ser invariante por translacoes (homogenei-
dade) no tempo e no espago e invariante por rotagdes (isotropia) no espago.
Matematicamente, isso é expresso pelas condigoes

L(r +rg,7,t) = L(r, 1, 1),
L(r,7,t+s) = L(r,1,t),
L(Qr,Qr,t) = L(r,r,t),

para quaisquer ry € R3, s € R, Q € O(3), onde r( representa uma translagao
qualquer no espaco, s uma translacao qualquer no tempo, e () é uma matriz
ortogonal qualquer representando uma rotagao e/ou uma reflexao arbitraria.

Deduza que um Lagrangiano L(r,r,t) de uma tnica particula, r € R?,
em um referencial inercial é necessariamente da forma

L(r, i, t) = f([F]),

para alguma fungao real f. (Basta mostrar que é apenas fungao de ||t||, pois
isso ¢ equivalente a ser apenas funcao de [|r||?, que é uma forma que facilita
contas posteriores.)
No caso em que o Lagrangiano ¢ da forma L = L(r), r € R3, com o operador
segunda-derivada

O*L(r)

or?

invertivel para todo r em um subconjunto denso de R3, mostre que as tinicas
solugoes das equacgoes de Fuler-Lagrange sao com r constante, portanto, com
a particula descrevendo necessariamente um movimento retilinio uniforme.
Considere dois Lagrangianos que diferem apenas por um termo que é uma
derivada temporal de uma funcao que depende apenas do tempo e das coor-
denadas das particulas, i.e.

= . d
L(r,1,t) = L(r,r,t) + &G(r, t).

Mostre que as equagoes de Euler-Lagrange associadas aos dois Lagrangia-
nos sao idénticas. (Dica: desenvolva, usando a regra da cadeia e derivadas

parciais, a derivada temporal do termo G(r,t), com r = r(t).)

1.10. Considere a energia cinética

: L.
K (i) = Smll|?

9
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de uma particula com coordenadas r € R3, em um certo referencial inercial.
Seja vy € R? fixo e considere a mudanca de varidveis para um referencial se
movendo uniformemente com velocidade vy em relagao ao referencial original,
i.e. as coordenadas I = 1(¢) da particula nesse novo sistema sao dadas por

r(t) = ©(t) 4 vot.
Escreva a energia cinética do sistema nesse novo referencial, i.e. K (r) o
K(¥) = K(r + vq). Mostre que K e K diferem apenas por um termo que
é uma derivada temporal de uma outra funcao. Mais precisamente, mostre
que
P A d ~
K(r+vy) =K()+ aGVO(r, t)

para alguma fungao Gy, (T,t) de T e t, que depende também do parametro
Vo.

A mudanca de coordenadas no espaco-tempo

(r,t) = (F,0) & (r = vot, 1)
¢ conhecida como transformacao de Galileu e esta intimamente ligada ao
principio da inércia. Vimos, de fato, no exercicio anterior, que sob uma
transformacao de Galileu, a energia cinética se altera apenas pela adicao de
um termo que é uma derivada temporal de uma funcao das coordenadas do
sistema. Com isso, pelo exercicio 5, as equagoes de Euler-Lagrange de uma
particula livre nao se alteram segundo uma transformacao de Galileu.

O presente exercicio visa complementar essas idéias, considerando o mo-
vimento de uma tnica particula em um referencial inercial representada por
um Lagrangiano L(r,r,t), r € R3, cujas equacoes de Euler-Lagrange sao
invariantes por transformacoes de Galileu, o que significa dizer que

- . d
L(¥,r,t) = L(r,r,t) + gG(r,t)
para um referencial (¥,¢) em relagdo ao qual o referencial original (r,t) se
move com uma velocidade constante vo € R3 arbitrdria mas fixa, e para
alguma funcao escalar G(r,t). Isso pode ser escrito mais explicitamente na
forma

: . oG . 0G
L(r — vot,r — vo,t) = L(r,1,t) + E(r,t) T+ E(r,t),

para todo vy € R3.

Mostre que sob essa invariancia esse Lagrangiano é necessariamente a
energia cinética da particula, a menos de um termo que ¢ uma derivada
temporal das coordenadas da particula.
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1.13.

3. PRINCIPIOS DA MODELAGEM LAGRANGIANA

Mais precisamente, note que pelo exercicio 7 o Lagrangiano de uma
particula livre em um referencial inercial tem necessariamente a forma

L(r,1,t) = f([|¥]),
para alguma funcao escalar f, e mostre, entao, que a primeira derivada de f
tem que ser constante. O dobro dessa constante pode ser tomado como sendo
a massa da particula nas unidades de medida do sistema de coordenadas esco-
lhidas. (Dica: apés substituir o Lagrangiano por f(||#]|?), substitua também
V(o por €vy, com Vv fixo, faca a expansao em série de Taylor em relacao a ¢
e verifique que o termo de primeira ordem dessa expansao € linear em T se e
somente se a primeira derivada de f é constante.
No exercicio 11, é pedido para mostrar que um Lagrangiano cujas equacgoes
de Euler-Lagrange sao invariantes por transformacoes de Galileu tem neces-
sariamente a forma

L(t) = a + fllt]*.
A constante a nao altera as equacoes e pode ser tomada como sendo zero.
A constante [ deve apenas ser diferente de zero para que as equacoes de
Euler-Lagrange nao sejam uma trivialidade.

Considerando, agora, o Principio da Menor Acao, verifique que para as
equacoes de FEuler-Lagrange representarem um minimo da agao entao neces-
sariamente (3 tem que ser positivo. O dobro dessa constante é definido como
sendo a massa do sistema.

Observe que nesse argumento, a existéncia de uma constante represen-
tando o que chamamos de massa do sistema aparece nao como uma hipdtese
mas como conseqiiéncia do Principio da Menor Acao e da definicao de refe-
renciais inerciais.

Repare ainda que o valor dessa massa ¢ irrelevante para o movimento
no caso de uma unica particula livre. O valor dela s6 se torna relevante em
relacao a outras particulas e com a presenca de campos de forca.

Considere um Lagrangiano L(r,t,t). Faca a mudanca de varidveis t = 7¢,
r = ur. fisicamente representando mudancas nas escalas de tempo e espago.
Considerando T como a derivada temporal de ¥ = r/p em relagdo a nova
varidvel temporal £ = ¢/, temos

. dr 7dr T,

r= ——=——7—7=-r_

dtp pdt  p
Considere agora o novo Lagrangiano
LG T,8) = L(r, ,t) = Ly, gr 7s).

Observe que
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Mostre que as equagoes de Euler-Lagrange associadas aos dois Lagrangia-
nos sao equivalentes, diferindo apenas por um fator multiplicativo. Mais
precisamente, mostre que

——(1,1,t) — a—ff“(f,f‘,t) =/ (%g—i(r,ht} - g—f(f‘,f,t)) .

Logo, se r(t) é solucdo do sistema com Lagrangiano L(r,¥,t), entdo ¥(f) =
r(f/7)/p é solucdo do sistema com o Lagrangiano L(F, ¥ 7). Ache ainda a
relacio entres os momentos p = OL/Ot e p = OL/Or. Finalmente, no caso
em que p = mr e p = mr, ache a relacio entre as massas m e m nessas duas
escalas.

2. Forcas conservativas

Vimos acima que a modelagem Lagrangiana depende das forgas serem provenientes
de um potencial, ou seja, a forca

F=(F,F, ... F,

¢ menos o gradiente de uma fungao escalar V' :

onde 0/0r indica as derivadas apenas em relagdo as coordenadas espaciais
r= <r17r27 s 7rn>7

lembrando que cada r; = (x4, y;, 2;) tem trés coordenadas. A fungao V (¢, r) é chamada
de potencial da forga F(t,r).

Uma forca proveniente de um potencial é dita conservativa, pois a energia total
do sistema correspondente é conservada ao longo de cada movimento.

Vejamos alguns tipos de forcas conservativas:

Forga gravitacional uniforme: que age em uma particula de massa m na
forma F = mg, onde g € R3 é um vetor constante. Se aplica ao caso de
uma particula da massa m sob a acao da gravidade proximo a superficie da
Terra. No caso de um sistema de referéncia ryz onde z indica a ”altura”,
ou seja, o eixo perpendicular a superficie da Terra, entao g = (0,0, —g),
onde g ¢ a aceleragao da gravidade proximo a superficie da Terra. O vetor
g pode assumir outra forma em relacao a outros referenciais inerciais, como
por exemplo um referencial inclinado ou onde z tem o sentido contrario,
indicando profundidade. O potencial correspondente tem a forma V(r) =
—mg -r, onde r € R3 é a posicao da particula. No caso de um conjunto
de n particulas com coordenadas rq,...,r, sob a acao desse campo, temos
F(t,r) = (mg,...,m,g), onde my,...,m, sdo as massas das n particulas.
O potencial correspondente é V(t,r) = —myg-r; — -+ —m,g-r,, onde r =
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(ry,...,r,). Observe que essas expressoes sao independentes das coordenadas
inerciais escolhidas para representar cada r;.

Forcga de restituicao de uma mola harmonica: Age em duas particulas li-
gadas por uma mola harmonica. A mola possui um comprimento de equilibrio
ly > 0 e um coeficiente de restituicao £ > 0. Se r;, 7« = 1,2, sao as coorde-
nadas das duas particulas, a forca agindo na particula i pela mola ligada a
particula j é dada por

Fy(r) = ks = n,] = fo) 7=

rj — ril

onde r = (ry,ry). Mais uma vez, essa representacao independe do sistema

inercial de coordenadas. O potencial correspondente é

1
Vislr) = Sh(lri = x| = (o)

No caso de um sistema com varias molas, cada uma ligando um certo par
de particulas, basta somar os potenciais de cada mola para obter o poten-
cial total. Mas cuidado para nao contar o potencial duas vezes ao fazer o
somatoério duplo ) . ;3 0 certo é fazer Y oic j» ou entao dividir o potencial V;;
por dois e somé-lo duas vezes, com ¢ < j e com © > j.

Forga gravitacional universal: Essa forca age entre dois corpos celestes de
massas mq,mo > 0 e posigoes ri,ro. A forga de atragao gravitacional que a
particula j exerce na particula ¢ é dada por

I‘. _ r.
F..(r) = —Gm.m., — J
'LJ(r) m;my; HI'z _ erg
O potencial correspondente é
G
V() = Cmims
i — x|

No caso de varios corpos celestes, basta somar o potencial para cada par de
corpos, com a mesma ressalva feita no caso de varias molas harmonicas, para
evitar contar cada potencial duas vezes.

Forga elétrica: Essa forca age entre dois corpos carregados eletricamente.
Considerando corpos com cargas qi, g2 # 0 e posigoes ri, ry, a forga elétrica
que a particula j exerce na particula ¢ é dada por

qiq; Y; —Tj
Fii(r) =
i(r) dreo It — 1, |°

onde € é a constante de permissividade do meio. O potencial correspondente

e

1 4iq;
Vii(r) = e
(r) Areg ||r; — )|
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No caso de varias particulas carregadas eletricamente, basta somar o poten-
cial para cada par de cargas, com a mesma ressalva feita nos casos anteriores,
para evitar contar cada potencial duas vezes.

Exercicios

2.1. Verifique que uma forca F(r) = (F,, F,, F.) € R® de um sistema de uma
particula com coordenadas r = (z,y,2) € R? é conservativo se e somente se
o rotacional de F(r) se anula para todo r € R3, i.e.

V xF(r) =(0,0,0), VreR®

2.2. Verifique que uma forca F(r) € R? de um sistema de uma particula com
coordenadas r € R? é conservativo se e somente se o trabalho

/WF(r)-drzo,

ao longo de qualquer caminho fechado 7 (i.e. 7 é uma curva parametrizada
por uma trajetéria r : [to, t;] — R® com r(ty) = r(t;).)

2.3. Escreva o potencial gravitacional uniforme em um referencial inclinado de
uma angulo «, apropriado para o movimento de uma particula deslizando
sobre um plano inclinado préximo a superficie da Terra.

2.4. Escreva o potencial associado a trés molas harmonicas, ligando em série trés
particulas no espaco, como em um triangulo, e onde cada mola tem um
coeficiente de restituicao k; e um comprimento de equilibrio ¢;, i = 1, 2, 3.

2.5. Mostre que se as forcas entre duas particulas atuam na direcao que une
essas duas particulas, tém sentidos contrarios, tém a mesma magnitude e
essa magnitude dependente apenas da distancia entre essas duas particulas ,
entdo essas forgas sao conservativas. Mais precisamente, assuma que F;;(r)

tem a forma
Fij(r) = —p(||lr: — rj||)ma
i J

onde ¢ : (0,00) — R, e mostre que o potencial é dado por

Vij(r) = ¢(llri — r;)),

onde v é uma primitiva qualquer de ¢, i.e. ¥/(r) = ¢(r), para todo r > 0.

3. Campos conservativos
4. Principio da menor acao de Hamilton

As equagoes de Euler-Lagrange aparecem do principio da menor acao.

Enquanto na modelagem Newtoniana um sistema é definido pelas massas das
particulas e o conjunto de forgas que agem em cada particula, na modelagem La-
grangiana, um sistema é definido funcao Lagrangiana. A Lagrangiana depende das
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posicoes e velocidades das particulas e do instante de tempo e contém as informagoes
necessarias sobre as massas e as forgas.

Dada uma Lagrangiana L = L(r, T, t), a a¢do ao longo de um caminho r é definida
pela integral

O principio da menor a¢do afirma que a trajetéria que um sistema percorre saindo
de uma posigao r(tp), no instante ty, e indo até uma posigao r(¢;), em um instante
subseqiiente t; é dado pelo minimo da agao ao longo de todos os caminhos possiveis,
ie.
S(r) = min S(r"),
r*eV

onde o minimo ¢é tomado em relacdo a todos os possiveis caminhos ligando r(ty) a
r(t;) durante esse intervalo de tempo, i.e.

V == V(to,tl, I'(to), I'(tl)) = {I‘* = I'*(t), to S t S tl,r*(to) = I'(to), I'*(t1> = I'(tl)}
Escrevendo r* = r 4+ w, podemos considerar o conjunto
W(to,tl) = {W = W(t), t() S t S tl, W(to) == 07 W(tl) == 0},

logo
V=r+W,

e o problema de minimizacao pode ser escrito como

S(r) = vrvréllgle(r +w),

Assim como no Célculo de Virias Varidveis, um ponto de minimo de S(r) é
um ponto critico e a sua derivada, em algum sentido, se anula. A expressao nas
equagoes de Euler-Lagrange sao, essencialmente, o gradiente de S(r), e essas equagoes
representam a condicao desse gradiente se anular. Assim, resolvendo as equagoes
de Euler-Lagrange, estamos encontrando um ponto critico da acao, que pode, em
particular, ser um ponto de minimo, dependendo da forma da acao.

Dada uma funcao w € W, usando expansao em série de Taylor do Lagrangiano
em torno do ponto r e utilizando integracao por partes, temos

. S(r+ew)—-8(r) (" (0L, . doaL .
lim —/to g(f,[',t) Eg(rural(’) W(t) dt.

e—0 £

Esta expressao é a derivada direcional de S(r) no “ponto” r e na “diregao” w. Em
Anélise Funcional e no Calculo das Variacoes, essa derivada leva o nome de derivada
de Gateaux.

Para r ser um ponto critico, a derivada de Gateaux de & em r na direcdo w
deve se anular para todas as direcoes possiveis w € W. Isso ocorre se e somente se



4. PRINCIPIO DA MENOR ACAO DE HAMILTON 23

a expressao entre parénteses na derivada de Gateaux se anula em todos os intantes
t € [t1,t2], 0 que nos leva as equagoes de Euler-Lagrange,

d oL oL

——(r,1,t) — —(r,1,t) =0,

dt or ( ) or ( )

para o ponto critico r. Pelo principio da menor agao, a trajetéria percorrida pelo
sistema fisico definido por um certo Lagrangiano deve satisfazer as equagoes de Euler-
Lagrange correspondentes.

Exercicios

4.1. Faga a expansao em série de Taylor de L(r 4+ ew, T + ew, t) no "ponto” (r, ),
na diregdo em (w, w) até a primeira ordem em ¢, i.e. desprezando os termos
envolvendo €P, com p > 2.

4.2. Usando integragao por partes e a expansao em série de Taylor do exercicio
acima mostre que

S(r+ew)—S(r)

wior, . dor, )
_ 5/t0 (E(r,r,t)—ﬁg(r,r,t)) w(t) di + O,

onde O(g?) representam os termos de ordem maior ou igual a dois em &
desprezados na expansao de Taylor. Conclua que

. S(r+ew)-8@x) (/oL . . dOL .
lim _ /1t i) - SO k) ) wlt) dr

e—0 g

4.3. O Lema Fundamental do Cadlculo das Variagoes diz que se uma funcao
continua f : [tg,t1] — R é tal que

/ Y g(twit) di =0,

to

para toda w : [tg,t;] — R continua com w(ty) = w(t;) = 0, entdo f(t) =0
para todo t € [to,?1]. Mostre esse resultado.

4.4. Se L = L(u,u,1i), u : [to,t1] — R, ache a derivada de Gateaux de L no
“ponto” r e na diregao w, i.e. ache g : [to, t1] — R tal que

lim = (S(u + w) — S(u)) = / gt dt,

e—0 € to

para todo w : [t, t1] — R com w(ty) = w(ty) = w'(ty) = w'(t1) = 0, onde
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4.5. Considere dois Lagrangianos que diferem apenas por um termo que é uma
derivada temporal de uma funcao que depende apenas do tempo e das coor-
denadas das particulas, i.e.

L(r,i,t) = L(r, 1, t) + %G(r, t).

Vimos anteriormente que as equacoes de Euler-Lagrange associadas aos dois
Lagrangianos sao idénticas. Uma forma mais elegante e simples de ver isso
¢é através da agao. Mostre que

_ t1 _ t1
3(r) = / E(r, ) df = / L(r, £,8) df + G(r(ta), £2) — G(x(t1), 1),
to to
Portanto, mantendo os extremos fixos, a variacao da acao associada a f}(r, I, t)
coincide com a variagdo da acao associada a L(r,¥,t), o que implica nas
equacoes de Euler-Lagrange correspondentes serem idénticas.

5. Vinculos holénomos

As leis de movimento sao sistemas de equacoes diferenciais ordinarias de segunda
ordem. Assim, em geral, o movimento das particulas estd determinado pelas leis de
movimento e pelos dados iniciais do sistema, que vém a ser as coordenadas espaciais
da posicao e da velocidade de cada particula. Dessa maneira, o sistema esta res-
trito a percorrer um certo caminho determinado por essas leis de movimento. Essa
é uma restricao dinamica, pois esta determinada pelas leis de movimento. Mas a
configuracao inicial estd livre para assumir qualquer valor.

H& outros tipos de restrigoes que limitam as possiveis configuragoes do sistema
independentemente das equacoes de movimento. Por exemplo, no movimento de um
péndulo planar, com uma haste de comprimento ¢ e com uma das extremidades presa
a um certo ponto P, o movimento da extremidade livre da haste estd restrito a uma
circunferéncia de raio ¢ e centro em P. Esta nao é uma restricao dinamica, é uma
restricao imposta independentemente das leis de movimento e das forcas externas que
atuam no sistema. Restricoes desse tipo levam o nome especial de vinculos.

No caso do péndulo planar, considerando o ponto P como a origem do sistema de
referéncias e considerando o plano de movimento como sendo o plano yz, o vinculo
pode ser dado implicitamente pelas equagoes

4yt 42 =
x = 0.

Como a segunda equacao determina que x = 0, podemos omitir x na primeira equagao
e escrever o vinculo na forma equivalente

y? 4 22 =12,
z=0.
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Na realidade, o problema do péndulo é composto por uma quantidade enorme
de atomos ligados por forcas atomicas e subatomicas, onde as restricoes sao de fato
dinamicas. Mas macroscopicamente, podemos considerar a haste rigida e a restricao
como sendo uma imposicao fisica, ou seja, um vinculo, conforme descrito acima.

Restrigdes mais gerais podem envolver sistemas de equagoes e/ou desigualdades
envolvendo as posigoes r; e as velocidades 1; das varias particulas. Por exemplo, uma
particula representando uma bola quicando sobre uma superficie plana horizontal
possui o vinculo

z >0,

considerando a superficie rigida ao longo do eixo z = 0.

Um péndulo planar restrito a oscilar paralelamente ao plano yz e onde uma das
extremidades estd presa a um “carrinho” que se move com velocidade constante v ao
longo do eixo z, transversal ao seu plano de oscilagao, pode ser descrito pela posicao
r = (x,y, z) da extremidade livre da haste, com as restri¢oes

Y+ 22 =12
T =".

Vimos acima vinculos que sao igualdades ou desigualdades e envolvendo as posigoes
e as velocidades das particulas. Mas no que se segue, vamos considerar apenas os cha-
mados vinculos holonomos, que sao os que podem ser escritos através de equagoes en-
volvendo apenas as posicoes r; das particulas, ou seja, sem desigualdades e sem depen-
der intrinsicamente das derivadas r;. Matematicamente, podemos escrever vinculos
holonomos na forma geral de r equagoes escalares

Op(ry,ro,...,r,,t) =0, k=1,...7

onde cada vinculo é dado pela curva de nivel zero de uma funcao ®;, : R*" x R — R.
Em forma vetorial, podemos considerar ® = (®1,...,®,) : R x R — R", de modo
o sistema de r restricoes escalares se escreve como uma tnica equacao vetorial com
valores em R":
®(t,r) = 0.
No caso do péndulo planar, temos r = (z,y,2), r =2, & = (P, Dy) e
Oy (z,y,2) = y* + 27, Oy(z,y,2) =2

O caso da bola quicando sobre uma superficia nao é de um vinculo holonomo e
nao sera considerado. Mas o caso do péndulo se movendo transversalmente ao plano
de oscilagao, apesar de nao estar na forma de um vinculo holonomo, pode ser reescrito
como tal. De fato, a condicao # = v pode ser integrada para dar a relacao x = vt,
assumindo a posicao inicial como sendo x = 0. Assim, nesse caso, podemos escrever
r= (x>y72)7 r=2®= ((I)laq)2) e

<I>1(x,y,2) :y2+227 (I)Q(xayazvt) = at.

Observe que nesse caso a restricao aparece explicitamente com a variavel temporal ¢.
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Exercicios

5.1. Verifique que o problema de um corpo em queda livre vertical pode ser escrito
com os vinculos x =0 e y = 0.

5.2. Escreva a equacao de vinculo de uma particula deslizando em um plano
inclinado normal ao vetor n = (a,b,¢), com a,b € R, ¢ # 0, e passando pela
origem.

5.3. Escreva as equagoes de vinculo de um sistema tipo péndulo formado por duas
particulas presas por uma haste de comprimento ¢ em que uma das particulas
estd restrita a uma superficie de equagao z = h(x,y). Ignore a colisdo entre
a outra particula e a superficie, ou seja, a outra particula particula pode
atravessar a superficie (caso contrario terfamos um vinculo nao-hol6nomo).

5.4. Escreva as equacgoes de vinculo de um sistema semelhante ao do item anterior,
com a diferenca de que ao invés de uma haste rigida ligando as particulas
temos uma mola.

5.5. Escreva as equagoes de vinculo na forma holonoma de um sistema tipo
péndulo com uma haste de comprimento ¢ e onde uma das extremidades
da haste ¢é acelerada ao longo do eixo y com aceleracao constante a.

5.6. Um sistema de dois corpos celestes esta restrito a um movimento planar.
Escolhendo esse plano como sendo o plano zy, escreva as equagoes de vinculo
para esse sistema.

6. Vinculos holonomos e coordenadas generalizadas

Os vinculos restringem os movimentos possiveis de um sistema e, com isso, redu-
zem o numero de “graus de liberdade” do mesmo. O numero de graus de liberdade do
sistema ¢é o numero de coordenadas necessarias para representar as posicoes de todas
as particulas do sistema. Em um sistema de n particulas sem vinculo, o nimero de
graus de liberdade é 3n, pois para cada particula precisamos de trés coordenadas para
determinar a sua posicao. Em um sistema com vinculos, esse nimero é menor. Por
exemplo, no caso de um péndulo planar, temos dois vinculos e, com isso, ao invés de
trés graus de liberdade, temos apenas um, sendo necessério saber apenas o angulo que
o péndulo faz com o eixo vertical para determinar todas as outras trés coordenadas.
Podemos escrever isso explicitamente através das relacoes

z =0,
y =4{sinf,
z=—lcosH.

Observe que nessa forma escolhemos o angulo # como sendo o angulo entre o vetor
(0,0,—1) e o vetor posicao da extremidade livre, no sentido anti-horario. Isso foi
escolhido de forma a tornar o angulo # = 0 correspondendo a posi¢cao de equilibrio
(x,y,z) = (0,0,—¢), no caso de considerarmos a atracao gravitacional ao longo do
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eixo z e no sentido contrario ao de crescimento de z. Logo, z representa a “altura’
da extremidade livre do péndulo.
De outra forma, podemos escrever

(z,y,2) = (0,¢sin 6, — cos ).

Nesse caso, chamamos 6 de “coordenada generalizada” do sistema.

Em muitos casos, as coordenadas de um sistema de n particulas com ng vinculos
podem ser escritas explicitamente em termos da variavel temporal t e de d = n — nyg
coordenadas generalizadas qy, . .., qq, OU seja

ri=ri(q,...,qat), i=1,...,n.

Para isso, os vinculos tém que ser, em particular, independentes.
De fato, podemos escrever trés vinculos para o sistema do péndulo planar,

2?4y 422 = 02
yr+ 22 =12
xz =0.

mas é ébvio que eles sao redundantes. Podemos pegar quaisquer duas equagoes dessas
trés que continuamos com os mesmo vinculos. Dessa forma, se tivermos r vinculos
“independentes”, entao em geral podemos escrever as coordenadas das particulas
do sistema em termos de d = 3n — r coordenadas generalizadas. Escondido nessa
afirmagao estd o Teorema da Funcao Implicita, que da condigoes para escrevermos
as 3n coordenadas em funcao de apenas d coordenadas. Mas lembrem-se que esse
teorema ¢é local, ou seja as condigoes do teorema s6 dao uma representacao desse
tipo localmente, préximo a um ponto onde a diferencial da fun¢ao de vinculo ® em
relacao a certas r coordenadas ¢é inversivel. Mas nao vamos nos preocupar com essas
condicoes. Trataremos de exemplos em que essa representacao pode ser dada global-
mente e de maneira natural em termos de certas coordenadas generalizadas, como
em coordenadas polares, esféricas, cilindricas ou apenas algumas das coordenadas
cartesianas, como no caso de uma particula restrita a uma superficie z = h(z,y).

Em certos casos, pode ser natural tratar alguns vinculos de forma explicita e
outros de forma implicita.

Por exemplo, o péndulo girante é um sistema em que um péndulo é forcado a
girar com velocidade angular constante w em torno de um eixo vertical passando pelo
ponto onde fica a extremidade fixa da haste. Usando coordenadas esféricas para de-
terminar a posicao r = (z,y, z) da extremidade livre da haste, temos, explicitamente,
as condigoes

x = {sinpcosb,

y = {sinpsinf,

2z = —Lcosp.
observe que dessa forma a extremidade fixa da haste estd na origem do sistema e
o angulo ¢ representa o angulo o eixo —z e o vetor posi¢ao r, de modo que ¢ = 0
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corresponde ao ponto de equilibrio r = (0,0, —¢) do péndulo. Mas a representacao
acima nao leva em consideracao ainda a condicao do péndulo girar com velocidade
angular constante w em torno do eixo vertical z. Isso pode ser expresso através do

vinculo

0 =w.

Temos, assim, coordenadas generalizadas 6 e (p, com a representagao

r=r(0,p) = ({sinpcosh, sinpsinb, —{ cos ),

com o vinculo

0 =w.

Esse vinculo nao estd na forma holonoma, mas pode ser transformado em vinculo
holoénomo escrevendo-o como

0 = wt,

e considerando # = 0 como representando a situacdo no instante inicial. Assim,
podemos reduzir ainda mais o sistema, a um unico grau de liberdade, com coordenada
generalizada ¢, escrevendo

r =r(p,t) = ({singpcos(wt), ¢ sin psin(wt), —¢ cos ).

Exercicios

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Considere um sistema de péndulo duplo planar, com hastes de comprimento
01,05 > 0. Use como coordenadas generalizadas os angulos 6, e 6, que cada
péndulo faz com o eixo vertical, a partir da posicao de equilibrio com os
péndulos “para baixo” e crescendo no sentido anti-horario. Escreve as coor-
denadas r; e ry de cada péndulo em termos de 6; e 6s.

Generalize a questao anterior para o caso de n péndulos de comprimento
li,...,0, >0 e massas mq,...,m, > 0.

Considere um objeto preso a uma mola onde a outra extremidade da mola
estd presa a origem de um sistema de coordenadas xyz. Considere apenas
movimentos planares da mola, com o objeto restrito ao plano yz. Use como
coordenadas generalizadas o comprimento r» da mola e o angulo 6 que o
vetor posi¢cao do objeto faz com o eixo —z, no sentido anti-horario. Escreva
as coordenadas da posicao do objeto em termos de r e 6.

Escolha duas variaveis generalizadas apropriadas para representar o sistema
de um péndulo de comprimento ¢ onde uma das extremidadas da haste esta
restrita a circunferéncia de raio a > 0 no plano zy e centro na origem do eixo
xyz e a outra extremidade esta restrita a oscilar no plano perpendicular a
reta que liga a origem a extremidade restrita a circunferéncia.
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7. Modelagem Lagrangiana de sistemas com vinculos

A grande vantagem da modelagem Lagrangiano é o tratamento de sistemas com
vinculos. Nessa modelagem, nao é necessario achar as forcas de tensao que mantém
os vinculos. As forcas de vinculo aparecem naturalmente.

Assim, se os vinculos podem ser escritos explicitamente em termos de coordenadas
generalizadas, ou seja, se a posi¢ao r; de cada particula pode ser escrita em termos
da variavel temporal e de d coordenadas generalizadas ¢y, ..., qq,

r; = I'z‘(Ql; <o ,Qd,t>,

entao podemos escrever o Lagrangiano em termos da varidavel temporal ¢, das coor-
denadas generalizadas ¢, ..., qq € das suas velocidades generalizadas ¢, . . ., ¢q,

L = L(q7 q? t)?

onde q = (q1,..-,q4) € 4 = (¢1,--.,Gq). As equacoes de Euler-Lagrange para esse
Lagrangiano sao equacoes de segunda ordem para as coordenadas generalizadas q:

d oL oL
-~ N1 — — y.1) = 0. 7.1
dtaq(q,q, ) 8q(q,q, ) (7.1)
Este é um sistema de d equagoes de segunda ordem,
d oL oL
———(q,9,t) — —(q,q,t) =0 k=1,...,d. 7.2
g, 4D~ g (@a ) =0, SO (7.2)

No caso do Lagrangiano do sistema sem vinculos ter a forma
L(r,r,t) = K(r) — V(t,r),
entdo, para o sistema com vinculos, basta substituir r por r(q,t), em funcao de q, e
usar a regra da cadeia para substituir r por
. d .
T = Er(q, t) = Dqgr(q,t)q + Oir(q, t),

onde 0ir(q,t) indica simplesmente a derivada partial de r(q,t) em relacdo a se-
gunda varidvel, t, e Dqr(q,t) indica o operador diferencial das derivadas parciais de

r = (ry,...,r,) em relacdo as varidveis q = (q1,...,qq). Observe que esse operador
diferencial é um operador de R% em R3".
Assim,

L(q,4,t) = K(Dgr(q,t)a + dir(a,t)) — V(¢ r(q,t)).

Por exemplo, no caso do péndulo planar, temos um grau de liberdade, d = 1,
com a coordenada generalizada ¢; = 6, e a posicao r = r; dada em termos de 6 pela
relacao

r=r(0) = (0,(sinf, —{ cosb).

Assim, a velocidade se escreve em termos de 6 e 6 como

I = %(O,ESine, —(cos ) = (0,00 cos b, (A sin ).
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E a energia cinética é dada por
1 .

SmlE]*
2

Em geral, a energia cinética pode depender da prépria coordenada generalizada, no
caso 6, mas nesse caso em particular, a dependéncia em 6 desaparece e a energia
cinética depende apenas de 0:

1 . . 1 .
= §m(€292 cos? 0 + (?0%sin” §) = §m€292.

. 1 .
K(0) = §m€262.
A energia potencial é mgz, com z = —mg cosf, ou seja,

V(0) = —mglcos.
Assim, o Lagrangiano toma a forma
L(0,0) = K(6) — V(0) = %mﬁe‘? + mgt cos .

Para achar as equacoes de Euler-Lagrange associadas a esse Lagrangiano, calculamos
as derivadas

0 : :
%L(Q, 0) = —mglsin 0,
iL(Q, 0) = me?0,
06
d o . .
——L = 2 .
3 90 (0,0) = mt=0

Logo, as equagoes de Euler-Lagrange para o sistema tomam a forma
ml?0 + mglsin 0 = 0.

Essa equacao é equivalente a equagao obtida pela segunda lei de Newton, onde fazemos
a decomposicao da forca gravitacional em uma componente tangencial ao movimento,
cancelando a parte normal com a forca de tensao na haste, e que leva a equacao

mlf = —mg sin 6.

Exercicios

7.1. Verifique que o problema de um corpo de massa m e altura z em queda livre
vertical proximo a superficie da Terra pode ser modelado via equagoes de
Euler-Lagrange com o Lagrangiano

. I,
L(z,2) = gmz" —mgz,
onde V(z) = mgz é o potencial da for¢a gravitacional préximo a superficie
da Terra. Mais precisamente, considere z como coordenada generalizada,
obtenha o Lagrangiano acima em termos dessa coordenada generalizada e



7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.
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mostre que as equagoes de Euler-Lagrange para esse Lagrangiano coincidem
com as equacoes de Newton para esse problema.

Da mesma forma, verifique que o sistema massa-mola horizontal com um
corpo de massa m > 0 e uma mola harmonica com coeficiente de restituicao
k > 0 pode ser modelado através do Lagrangiano

L(x, %) = %ma’cQ - %k;ﬁ,
onde V(x) = kz?/2 é o potencial da mola harmonica.
Ache a equagao de movimento para o problema do péndulo girante tratado
na secao 6.
Considere um problema em que uma particula de massa m; esta pendurada
por um fio de tal forma que ela estd restrita a um movimento vertical ao longo
do eixo z. Imagine que hd uma mesa no plano xy e que o fio passa através da
mesa por um buraco localizado na origem. A outra ponta do fio estd presa a
uma particula de massa mo que estd restrita a se movimentar no plano xy. O
comprimento do fio é £. Use coordenadas polares para representar a posi¢ao
da segunda particula, de modo que

ro = (rcosf,rsind,0),
de tal forma que a primeira particula esta localizada em
ry = (0,0,7" — €)7

assumindo que r < {, caso contrario, em termos fisicos, a primeira particula
teria atravessado o buraco da mesa e se encontraria em cima da mesa e fora
do eixo z.

Usando (r,6) como coordenadas generalizadas, encontre o Lagrangiano
desse sistema e as equagoes de movimento correspondentes.

Em seguida, encontre para cada raio R < ¢, uma velocidade angular w
tal que a primeira particula se mantém em equilibrio, i.e. encontre w tal que
(r(t),0(t)) = (R,wt) é uma solugao do sistema.

Considere uma particula de massa m se movendo sobre a curva z = h(y),
x = 0 e sob a atracao gravitacional uniforme ao longo de z e no sentido
contrario ao de crescimento de z (ou seja, z é uma “altura”). Podemos
considerar y como uma coordenada generalizada. Escreva o Lagrangiano
L = L(y,y) desse sistema com vinculo e ache a equacao de Euler-Lagrange
associada a esse sistema.

Considere uma particula de massa m se movendo sobre uma superficie z =
h(z,y) e sob a acdo gravitacional ao longo do eixo z e contraria ao sentido de
crescimento de z. Tomando z e y como coordenadas generalizadas, escreve
o Lagragiano L(x,y,2,7y) e as equagoes de Euler-Lagrange correspondentes.
Considere duas particulas de massas m; e my se movendo ao longo de uma
curva convexa z = h(y), = 0, sob a agao gravitacional ao longo da “altura”
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7.8.

7.9.

7.10.

7.11.
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z e unidas por uma mola de harmonica com coeficiente de restituicao k
e comprimento de equilibrio ¢;. Use como coordenadas generalizadas as
coordenadas y; e yo de cada particula. Ache o Lagrangiano L(yi, Yo, U1, Y2)
desse sistema e escreva as equagoes de Fuler-Lagrange desse sistema.
Considere um sistema de péndulo duplo planar, com hastes de comprimento
l1,05 > 0 e massas my,my > 0, sob a acao da gravidade proxima a su-
perficie da Terra. Use como coordenadas generalizadas os angulos 6; e 0,
que cada péndulo faz com o eixo vertical, a partir da posicao de equilibrio
com os péndulos “para baixo” e crescendo no sentido anti-horario. Ache o
Lagrangiano desse sistema e as equacoes de Euler-Lagrange correspondentes.
Generalize a questao anterior para o caso de n péndulos de comprimento
ly,...,4, >0 e massas my,...,m, > 0.

Considere um objeto de massa m > 0 preso a uma mola harmoénica com
coeficiente de restituicao £ > 0 e comprimento de equilibrio £y, onde a outra
extremidade da mola estd presa a origem de um sistema de coordenadas
xyz. Considere apenas movimentos planares da mola, com a massa restrita
ao plano yz. Use como coordenadas generalizadas o comprimento r da mola
e o angulo # que o vetor posicao da massa faz com o eixo —z, no sentido
anti-horario. Escreva o Lagrangiano desse sistema e as equagoes de Euler-
Lagrange correspondentes.

Considere dois Lagrangianos que diferem apenas por um termo que é uma
derivada temporal de uma fun¢ao que depende apenas do tempo e das coor-
denadas generalizadas, i.e.

~ ) d
L(q,q,t) = L(q,q,t) + EG(q, t).

Mostre que as equagoes de Euler-Lagrange associadas aos dois Lagrangianos
sao idénticas.

8. Sistemas com vinculos implicitos

As vezes nao ¢ tao 6bvio ou nao € necessario escrever os vinculos de maneira
explicita. E possivel trabalhar com eles de maneira implicita, baseado no método de
multiplicadores de Lagrange.

Considerando um sistema de n € N particulas com posigoes ry,...,r, e com
ng € N, 1 < ny < n, vinculos implicitos representados pelas equacoes

Op(ry,...,rp,t) =0, k=1,...n0.

temos um sistema com d = n — ng graus de liberdade. Mas nao vamos reduzir o
sistema explicitamente em termos de d coordenadas generalizadas, Vamos trabalhar
com os vinculos de maneira implicita.

Caso o sistema sem os r vinculos implicitos tenha o Lagrangiano

L(r,7,t),
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entao, para o sistema com os vinculos implicitos, consideramos o novo Lagrangiano
Le(r, X\, A t) = L(r, i, 1) + X - ®(r, 1),
nas novas 3n + r coordenadas
(r,A) = (r1, -, oy Ay oo A),
onde
D= (Py,...,P,).
As equagoes de Euler-Lagrange para esse novo Lagrangiano sao
d JLes (A ) — JLg

&8(1",).\) AN (r, A\, 1, A) =0.

Mas como Lg na verdade nao depende explicitamente de A e a dependéncia em A é
linear, essas equacgoes podem ser reduzidas a seguinte forma

doL, . oL, .
Eg(r,r,t) - E(r,r,t) =X D,®(r,1). 8.1)

®(r,t) =0.

Na equagao acima, A é um vetor de r coordenadas e D, ®(r,t) é a matriz r x 3n das
derivas parciais de ®(r,t) = (®q,...,P,) em relagdo ar = (ry,...,r,), e o produto
A D.®(r,t) é para ser entendido como o vetor de d coordenadas formadas pelo
produto escalar entre A e cada coluna dessa matriz. Lembrem-se que as 3n colunas
dessa matriz sdo as derivadas parciais do vetor ®(r,¢) em relacdo as coordenadas

(X1, Y1, 21, - - -, Tn, Yn, 2n) de r, enquanto que as suas r linhas sao os gradientes 0®y, /Or.
Interpretando
oL (r, £, 1)
= . \I,r,
P~ or

como o momento do sistema e
oL
F = 8—(1'71", t) + A qu)(r, t)
r

como as forcas atuando no sistema, podemos interpretar o termo
Fx=X:D.®(r,t)
como representando as tensoes, ou forgas de vinculo do sistema (provenientes dos
vinculos implicitos ® = 0), enquanto que
oL
Fo=—(r,r,t
7 or ( )

sao as forcas aplicadas independentes dos vinculos implicitos.
Observe que em cada instante de tempo ¢, o conjunto

Mg = {r e R*; ®(r,t) =0}
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forma uma “superficie” de dimensao d no espaco R3"; é a “superficie de nivel zero”
de ®(-,t). Por sua vez, o vetor XA - D,®(r,t) pode ser reinterpretado como uma

combinacao linear dos gradientes 0®;/0r, k =1,...,r, i.e.
0P, 0P,
A D®(r,t) = \——(r,t)+ ...+ \,——(r,1).
(0,8) = M) o+ A ()

Esses gradientes geram o espago “normal” a “superficie” de nivel zero de ®(-,t), em
cada instante de tempo t. As tensoes, ou forcas de vinculo, sao, entao, normais a
superficie & qual o movimento esta restrito, e sao forcas necessarias para manter o
movimento nessa superficie.

Exercicios
8.1. Obtenha o sistema
xr =0,
. beg
y - b2 + 02’
d—by
z = ,

c
para o movimento de uma particula de massa m e centro de massa r =

(z,y, z) deslizando sobre a reta de equagoes by + cz =d , x = 0, com ¢ # 0,
b,d € R, a partir das equagoes de Euler-Lagrange do sistema com vinculo
implicito representado pelo Lagrangiano

1
La(r,\, 1) = —m(2® + 9* + %) — mgz + M\w + Ao (by + cz — d),

2
onde A = (A, \g) é o vetor de multiplicadores de Lagrange associados aos
vinculos
®(x,y,2) =0,
onde

D(z,y,2) = (P1(z,y, 2), Pa(2,9, 2)) = (,by + cz — d).

8.2. Obter as equagoes diferenciais de segunda ordem para x e y associado ao
deslizamento de uma particula sobre o plano ax + by 4+ ¢z = d, com ¢ # 0,
a,b,d € R, a partir do método de multiplicadores de Lagrange, ou seja,
tratando esses vinculos implicitamente, de maneira semelhante ao exercicio
1.

8.3. Considere o problema do movimento de uma particula sobre uma curva z =
h(y), = = 0, sob a agao da gravidade com aceleragao uniforme (0,0, —g).
Esse problema foi tratado no exercicio 5 da secao 7. Obtenhas a mesma
equacao para y mas desta vez tratando os vinculos de maneira implicita.

8.4. Vimos que as equagoes (8.1) podem ser interpretadas na forma

dp

— =F F
T o+ EFx
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onde p é o momento generalizado do sistema, Fy sao as forcas aplicadas
independentes dos vinculos e F sao as tensoes relacionadas as forgas de
vinculo. Essas tensoes sao da forma

Fy=A-D,®(r,1t),

indicando que elas sao normais a superficie.

O termo A = A(t) varia ao longo do movimento e estd diretamente as-
sociado a magnitude das forcas de tensao. Quando A = 0, as tensoes sao
nulas e o momento p e as forcas Fy estao em equilibrio. Em um problema
em que uma particula desliza sobre uma superficie, as tensoes sao perpen-
diculares a superficie e naturalmente apontam para cima, contrabalancando
a componente normal da for¢a da gravidade. O momento t;, em que essas
tensoes se anulam, i.e. A(ty9) = 0, é um possivel momento de descolamento
da particula da superficie. Esse descolamento ocorre no caso em que A troca
de sentido ao passar pelo instante to. A partir desse momento, o modelo
passa a nao ser mais valido, pois as tensoes teriam o mesmo sentido que a
forca da gravidade. O modelo real associado a esse problema é o caso de
uma particula deslizando entre duas superficies superpostas, onde em certos
momentos a particula estd sendo pressionada contra a superficie inferior e
em outros momentos, contra a superficie superior, dependendo do sentido
de A. Mas no caso de apenas uma superficie, onde a particula se apdia, ela
se descola da superficie quando o A troca de sentido, tornando o vinculo
invalido, invalidando também o modelo baseado nesse vinculo; a partir desse
momento, a particula sofre apenas a acao da gravidade, até cair e tocar de
novo na superficie.

Em um exemplo prético, considere uma particula deslizando sobre uma
superfice de gréfico z = h(y). Para simplificar, vamos assumir que z = 0 e, na
verdade, o movimento é sobre uma curva, como no exercicio 3. Entao temos
dois vinculos, com dois multiplicadores de Lagrange, A = (A1, A2). O vinculo
associado a x = 0 é trivial e o multiplicador de Lagrange correspondente é
nulo, digamos A\; = 0. O multiplicador de Lagrange \s associado ao vinculo
z — h(y) = 0 é, em geral, nao nulo. Como

Vi) (z = hy)) = (=1 (y), 1),

vemos que esse vetor normal a superficie aponta “para cima”, pois a sua
componente z é positiva. Assim, a particula se mantém apoiada na superficie
enquanto Ay for positivo, indicando que a forca de tensao aponta “para cima”,
contrabalancando o peso do objeto. O descolamento ocorre no instante a
partir do qual Ay passa a ser negativo. Assumindo que h seja duas vezes
continuamente diferenciavel, mostre o fato natural de que o descolamento sé
pode ocorrer em um ponto y onde a curvatura é negativa, ou seja h”(y) < 0.
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8.5. Utilizando o resultado do exercicio 4, considere h(y) duas vezes continua-
mente diferenciavel e com uma certa forma de rampa, dada por

h(y) = —ay para y < 0, com h”(y) < 0 para y > 0,

e observe que o descolamento nao pode ocorrer em y = 0, apenas em algum
ponto y > 0. Ou seja, a inclinagao obtida pela particula no momento do
descolamento é sempre inferior a inclinacao da rampal

8.6. Considere ainda o problema de uma particula de massa m deslizando sobre
a curva z = h(y), = 0, tratado no exercicio 4. Suponha que a curva seja
uma parabola com concavidade para cima (h” > 0 e A" = 0). Mostre que
forga normal é méxima no ponto de minimo da parébola. (Tome cuidado
com o fato de que a magnitude da forca normal nao é apenas A, pois o vetor
gradiente V®(y, z) = (—h'(y), 1) a superficie ®(y, z) = z — h(y) nem sempre
é unitario.)

9. Sistemas com vinculos implicitos e explicitos

Em varios casos, pode ser pratico escrever apenas parte dos vinculos de maneira
implicita e a outra parte, explicita, ou seja
/ .
ri:ri(qlw"aqclat)a Z:L...,TL,

em d' € N coordenadas generalizadas ¢, . .., ¢, com certos vinculos implicitos nessas
coordenadas generalizadas, i.e.

Or(quy . qpt) =0, k=1,...7".

Nesse caso, assumindo os vinculos independentes, o nimero de graus de liberdade do
sistema é d = d — r'.

Caso o sistema com os vinculos explicitos mas sem os ' vinculos implicitos tenha
o Lagrangiano

L(q7 q7 t)?
entao, para o sistema com os vinculos implicitos, consideramos o novo Lagrangiano
L@(qu A7 Q7 Xa t) = L(q7 qa t) + A @(qu t)7

nas novas coordenadas

(@A) = (q1, -5 qas Ars e Arr),
onde
D= (Dy,..., D).
As equacoes de Euler-Lagrange para esse novo Lagrangiano sao
d JLs
dt d(g, )

o3 OLg o3
) Aa ) A) — 5 A, y A) = 0.
(4, A, q,A) TN (a4, A, q, )
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Mais uma vez, como Lg nao depende explicitamente de X e a dependéncia em A\ é
linear, essas equacgoes podem ser reduzidas a forma

d oL oL
— Q4 t) — == (. q.t) = X D@ .
” aq(q’ q,t) aq(q, q,t) = A Dq®(q, 1)

®(q,t) =0.

(9.1)

Analogamente, o produto A - Da®(q,t) é o o vetor de d’ coordenadas formadas pelo
produto escalar entre A e cada coluna J,,®(q,t) dessa matriz.

Exercicios

9.1. Considere novamente o problema em que uma particula de massa m; esta
pendurada por um fio de comprimento ¢ de tal forma que ela esta restrita
a um movimento vertical ao longo do eixo z e com uma mesa no plano xy
com um buraco na origem por onde passa o fio, que tem na sua outra ponta
uma particula de massa my que esta restrita a se movimentar no plano zy.
Use coordenadas polares para representar a posi¢ao da segunda particula, de
modo que

ro = (rcosf,rsind,0),
e use a distancia h da primeira particula a mesa, de tal forma que
r = (0, 0, —h)
Nesse caso, tratamos o fio como uma restricao implicita, dada por
O(r,h) =r+h=1"¢,

com 0 < 7, h < ¢ por razoes fisicas.

Usando (r, 0, h) como coordenadas generalizadas e utilizando um multi-
plicador de Lagrange A associado a essa restri¢ao implicita, encontre o La-
grangiano Le (1,6, h, 7, A, 0, h) desse sistema.

Encontre as equagoes de Euler-Lagrange para esse sistema e, em seguida,
elimine A\ do sistema para obter as equagoes de movimento em (r,6) como
no exercicio 7.4. _

Finalmente, resolva para A em funcao apenas de r e # e deduza que a
tensao no fio é dada por

7o gy
my + msy
Para que a primeira particula se mantenha em equilibrio, a tensao deve
compensar o peso, ou seja, T' = myg. Use essas duas informacgoes para obter
a relagao entre w e R para que o sistema se mantenha em equilibrio, com
a segunda particula girando com velocidade angular 6 = w a uma distancia
r = R da origem. Compare esse resultado com o resultado correspondente
obtido no exercicio 7.4 de outra maneira.
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10. Campos de forca

Escrever sobre campos de forca. Escrever sobre campos conservativos. Escrever
especificamente sobre campos gravitacionais, campos elétricos, campos magnéticos e
campos eletromagnéticos.



CAPITULO 4

Leis de conservacao

1. Leis de conservacao via leis de Newton

Nesta parte, vamos considerar um sistema de n particulas, com coordenadas

r=(ry,...,r,)
em um referencial inercial, onde r; € R3 sdao as coordenadas espaciais de cada
particula, © = 1,...,n. Nesse sistema age um conjunto de forcas

F(t,r) = (Fi(t,r),...,F.(t,r)),

representando a combinacao das forcas agindo em cada particula e dependendo da
configuracao geral do sistema. Pela segunda lei de Newton, temos

erZ:Fz(t,r), 221,,72

Vamos considerar uma separacao das forcas entre forcas internas, de interacao

entre particulas, e forgas externas,
F(t,r) = FO(r) + FO(¢ r).
onde as forcas internas sao assuminas agindo entre pares de particulas e independen-
tes explicitamente do tempo. Mais precisamente, a forca interna Fzm(r) agindo na
particula 7 é suposta como sendo um somatoério de forcas de interagao com cada uma
das outras particulas:
FOr) =Y Fy(rix)).
J#i

Consideramos, ainda, dois casos de sistemas, satisfazendo diferentes versoes da ter-
ceira lei de Newton, de acao e reacao:

Forma fraca da terceira lei de Newton: As forcas de interacao entre duas
particulas agem, em cada uma delas, com a mesma intensidade e em sentidos
contrarios:

Fij(rir;) = —Fji(r;,15).

Forma forte da terceira lei de Newton: As forcas de interacao entre duas
particulas agem, em cada uma delas, com a mesma intensidade, em sentidos
contrarios e na direcao que une essas duas particulas,

S wij(ri, r;) = @ji(r), 1)

Fij(ri,r;) = —SO(Fiarj)m’
i T

39
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Nao assumimos nada de especial em relacao a forca externa, mas em geral ela
depende apenas da posicao da particula em questao, ou seja Fge) = Fge)(ri, t).

A terceira lei de Newton é relevante para a conservacao dos momentos linear e
angular do sistema. Para a conservagao de energia, fazemos a hipétese de que as
forgas sdo conservativas, i.e. provenientes de um potencial V (¢, r):

oV

Fi(r):—g(t,r), i=1,...,n.

1.1. Conservagao de momento linear. O momento linear total P € R3 do
sistema é definido pela somatério do momento linear p; = m;r; de todas as particulas:

n

i=1

Definindo

Cy=— m;r;
m 4
=1

como o centro de massa do sistema, onde

n
i=1
é a massa total do sistema, observe o momento linear total do sistema é igual ao
momento linear de uma particula de massa m localizada no centro de massa:
P = mC M,

como se o sistema estivesse todo concentrado no centro de massa.
Somando as equacoes de movimento de todas as particulas obtemos

P = Fr,
onde

Fr(t,r) = Z F;(t,r)

¢ a forca total exercida no sistema. Essa forca total pode ser separada em forca total
interna e forca total externa:

n n
Fr=FY+FY  FPr)=>F" FPrtr)=> F°
i=1 i=1

O momento linear é conservado no caso em que as duas condigoes a seguir sao
satisfeitas:

(i) As forgas internas satisfazem a forma fraca da terceira lei de Newton; e
(ili) O forga externa total é nula.
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Sob essas condigoes,

P=0.
e o momento angular é constante ao longo do movimento, igual a um vetor fixo
P, € R3:
P(t) = Py, Vt.

1.2. Conservacao de momento angular. O momento angular se refere a uma
rotacao em relagao a algum ponto dado. E uma “quantidade de movimento” em torno
desse ponto.

O momento angular total do sistema em torno de um certo ponto ry € o somatorio
do momento angular m;(r; — rg) x r; de todas as particulas:

n n
Lro = Zm,(rl — I'Q) X I'Z = 2:(1‘Z — I'()) X Pi-
i=1 i=1
Utilizando as leis de movimento de Newton, podemos mostrar que

L, = -y x P+ N

ro»

onde
n

Nro = Z(I‘Z — I'O) X Fz
i=1
¢é o torque exercido pelas forcas em relagao ao ponto ry. Esse torque pode ser separado
em torque interno e externo, relativo a separacao da forcas entre internas e externas:
n ) n
Ny, =NO+NO NO=S"(r; — o) x FYY, N =>"(r; —19) x F{").
i=1 i=1
O momento angular é conservado no caso em que as trés condigoes a seguir sao
satisfeitas:

(i) O ponto de referéncia ry estd fixo ou ¢ o centro de massa;
(ii) As forgas internas satisfazem a forma forte da terceira lei de Newton; e
(iii) O torque externo total é nulo.

Sob essas condigoes,
L,, =0.
e o momento angular é constante ao longo do movimento.

1.3. Conservacao de energia. Considere, agora, o caso em que as forcas sao
autonomas e conservativas, i.e. provenientes de um potencial V' = V(r) independente

do tempo:
_ov

ari

A energia total do sistema é a soma da energia cinética com a energia potencial:
B(r,1) = K() + V(r),

F(r) = (r), i=1,...,n.
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onde
LIS .
K(r) = 3 > myi)?
=1

¢é a energia cinética total do sistema.
Ao longo do movimento, a energia cinética varia de acordo com a equacao

i=1

No caso de forgas autonomas conservativas, temos

: ) d
K:—E},aﬂm:—awm

i=1

ou seja,

e a energia total £ = K 4+ V ¢é conservada.

Exercicios
1.1. Mostre que
P =Fr,
i.e. para cada solugao r = r(t) das equagoes de Newton do sistema, vale

d
P = Fr(t,x(1).

1.2. Assumindo a forma fraca da terceira lei de Newton, mostre que
F) =0, Fr=Fy,

i.e. o somatoério das forcas internas é nulo, pois a terceira lei de Newton faz
com que as forcas agindo em cada par de particulas se anulem, e com isso a
forga total é igual a forca externa total.

1.3. No caso em que nao ha forcas externas atuando no sistema e as forcas internas
satisfazem a forma fraca da terceira lei de Newton, conclua que o momento
linear total é conservado ao longo do movimento, i.e. para cada solucao
r =r(t) = (ri(t),...,ry(t)) do sistema, o momento linear correspondente é
constante, igual a um vetor fixo Py € R? :

1.4. Mostre que
dL,,
dt

= —ig x P+ N,,.



1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
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Mostre que no caso em que o ponto de referéncia r( esta fixo, i.e. nao variar
com o tempo, ou esse ponto de referéncia é o centro de massa do sistema,
ro(t) = Cp(t), entdo o termo 1y X P é nulo e a equa¢do do momento angular
total em relacao a rg se reduz a

dL,,
dt
Mostre que se a forma forte da terceira lei de Newton vale para um sistema
de forcas F, entao o torque interno total é nulo:

n

NE.ZO) = Z(I‘Z — I'o) X Fl(z) =0.

i=1

= N,,.

Conclua que se o ponto de referéncia ry estd fixo ou é centro de massa do
sistema, vale a forma forte da terceira lei de Newton, e o torque externo total
é nulo, entao o momento angular total é conservado:

L,, =0.
Mostre que o momento angular em relacao a origem para o movimento de
uma particula de massa m em um movimento circular de raio r e periodo T’
em torno da origem de um eixo inercial xyz e restrito ao plano xy é dado
pelo vetor constante

L = mr?(0,0,w),

onde w = 27 /T é a freqiiéncia de oscilagao.
Mostre que a energia cinética satisfaz

=1

No caso de uma particula de massa m e posicao r € R3 satisfazendo a equacao
de Newton ¥ = F(t,r), mostre que a variagdo da energia cinética entre dois
instantes t; e ty é dada por

Ky — Ky = W,

onde Ky = K(r(ty)) é a energia cinética no instante tg, k = 1,2, e Wiy é
o trabalho realizado para deslocar essa particula da posigdo ry = r(t;) até a
posi¢ao ry = r(ty) através do caminho 7 parametrizado por ¢ +— r(-):

Wiy = /F(r)- dr = /tQF(r(t))-i"(t) dr.

vy t1
Mostre que no caso conservativo,

Wis = =Vo+ 11,

onde V; = V(r(tx)), & = 1,2 e, portanto, o trabalho Wi, independe do
caminho percorrido entre r(t;) e r(tz).
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Lembre-se que em geral uma integral de linha depende do caminho li-
gando esses dois pontos. No caso de caminhos satisfazendo as equagoes de
movimento de Newton, essa integral de linha, que é o trabalho, nao depende
completamente do caminho, apenas das energias cinéticas iniciais e finais
(pois Wiy = Ky — K como vimos antes, independente das forgas serem con-
servativas ou nao). A energia cinética depende da velocidade e é claro que
segue das equagoes diferenciais de segunda ordem que regem o movimento,
que a posicao e a velocidade iniciais determinam unicamente o caminho (assu-
mindo certas condigoes de regularidade nas fungoes representando as forgas),
mas no entanto a energia cinética é funcao da norma do vetor velocidade,
sem indicacao da direcao, portanto a energia cinética inicial nao determina
unicamente o caminho e, com isso, o trabalho pode, em geral, depender do
caminho.

No caso de forgas potenciais, o resultado acima diz que o trabalho é
independente do caminho que liga dois pontos, dependendo apenas desses
pontos.

1.12. No caso de um sistema de particulas, a variacao da energia cinética total é
dada pelo trabalho total:

Ky — Ky = Wy,

onde
. I .
Ki= K@) =3 2 mlltt)l, k=12

¢ a energia cinética total do sistema nos instantes t;, e

Wiy — LF(I’)- dr — é/j Fi(x(t)) - ra(t) dt

é o trabalho total realizado para deslocar o sistema da configuracao no ins-
tante t; até a configuracao no instante t,, e onde v é o caminho, no espago
R3", percorrido pelo conjunto das particulas entre os instantes ¢, e t,, para-
metrizado por ¢t — r(t) = (r1(t),...,r,(1)).

2. Leis de conservacgao via simetrias do Lagrangiano

Vamos agora considerar as leis de conservagao a partir do Lagrangiano. Isso tem
vantagens e desvantagens. Uma desvantagem é que nesse caso estamos restritos a
problemas com forgas conservativas. A grande vantagem é o tratamento facilitado de
problemas com vinculos.

Vamos considerar Lagrangianos sem vinculos, do tipo

L(r,7,t),
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nas coordenadas espaciais r = (ry,...,r,) de n particulas, e Lagrangianos com
vinculos,
L(q,q,1)
escrito explicitamente em termos de coordenadas generalizadas q = (qi, . - ., qa)-
As equagdes de movimento de Euler-Lagrange nos dao respectivamente
d OL oL
——(r,r,t) — —(r,1,t) = 0.
dt or ( ) or ( )
e
d 0oL oL
——(9,9,t) — 5—(q,q,t) = 0.
dtaq(q q, ) aq(q q )

2.1. Conservacgao de momento linear. No caso sem vinculos, temos as equacoes
de Euler-Lagrange
d oL oL
——(r,1r,t) — —(r,1,t) = 0.
dt@f(”) 8r(’ #)
No caso classico em que L = K — V, o termo

oL, .
p= E(r,r,t).

coincide com o momento no sentido classico, e a equacao de movimento pode ser
escrita como

. OL, 6 .
p= E(r, r,t).
Note que estd ¢ uma equacao no espaco R**, onde “mora” p = (pi,...,Pn). Isso
pode ser escrito na forma de n equacoes em R?, uma para cada particula:
i oL, .
= r,r,t).
p’b ari ( )

O momento total do sistema é o somatério dos momentos individuais,

n
P= Z Ps,
i=1
que é um elemento de R3. A evolucdo do momento total pode ser escrita como

n
: oL
P = —(r,r,1).
; arz ’ 7 )
Para a conservacido de momento linear total, P deve ser constante em R3 ao longo do
tempo. Isso quer dizer que cada coordenada dele deve ser constante. Isso pode ser

escrito através da relacao
P - e, = constante,



46 4. LEIS DE CONSERVACAO

para cada k = 1,2,3, onde e; = (1,0,0), e = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) formam a base
canonica de R®. Mais geralmente, podemos escrever a conservacao de momento na
forma

P - h = constante,

para qualquer vetor h € R? fixo. Para que isso seja verdade, devemos ter

“~ OL
“Z(r,i)-h=0.
2 ar, (r,r)
Observe que isso pode ser escrito na forma
d
—L(r+sh"it)| =0,
ds <0
onde h" = (h,... h) € R*. Em outras palavras, a derivada direcional de L(r,T,)

na diregao (h",0,0) em (r,r,t) deve ser nula. Isso acontece quando o Lagrangiano
L(r+sh™ 1 t) é constante em s, ou seja, é constante quando fazemos uma translacao
de cada r; na dire¢ao h, na forma r — r + sh™.

Se o Lagrangiano for invariante por translagoes de r; em qualquer diregao, entao
o momento linear total é conservado.

Pode acontecer do Lagrangiano ser invariante por translagoes em apenas algumas
direcoes, como no caso de um corpo em queda livre, tomando z como a direcao
perpendicular a superficie da Terra, de tal modo que o Lagrangiano é invariante por
translagoes em = e y, mas nao em z

No caso de um Lagrangiano de um sistema com vinculos, escrito em coordenadas
generalizadas

L(q,q,1),
pode também acontecer de ele ser invariante por translagoes em apenas algumas das
coordenadas generalizadas, ou seja, apenas na direcdo de um certo vetor h € R,
q — q + sh. Nesse caso, o momento generalizado conjugado a essas diregoes ¢é
conservado:
p - h = constante,

onde

- % (q.q.0
p_aq q7q7 .

2.2. Grupos de simetria no espago. As translacoes acima sao exemplos de
grupos de transformacoes. Um grupo de transformacoes é uma familia de trans-
formacoes parametrizada por um parametro pertencente a um grupo no sentido
algébrico. Para explicar melhor isso, vamos relembrar o que é um grupo algébrico.

Um conjunto G é um grupo quando estd munido de uma operacao @ : G x G — G
com as propriedades i) de associatividade, (g1 B g2) B g3 = 91D (g2PB g3), para quaisquer
g1, 92,93 € G; ii) existe um elemento neutro e tal que g e = e g = g para todo
g € G; e ii) para cada g € G existe um elemento inverso g tal que & g=g® g = 0.
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Esse grupo é chamado comutativo, ou abeliano, quando iv) a operacao é comutativa,
g1 D go = g2 D g1, para quaisquer g, g2 € G. E comum explicitarmos a operacao na
defini¢ao de grupo escrevendo-o na forma (G, @).

O exemplo de grupo comutativo que mais nos interessa é o de R munido da
operacao de adicao.

Voltando a definicao de grupo de transformagoes, vamos nos restringir a grupos
comutativos. Um grupo de transformagoes em um conjunto X é uma familia {G}geq
de transformacoes Gy : X — X em X, parametrizada por um parametro g perten-
cente a algum grupo comutativo G e satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) G. = identidade em X, onde e é o elemento identidade de G;
(i) Ggag = Gy, 0 Gy,, para quaisquer g1, g2 € G.
O nosso interesse é particularmente no caso (G,®) = (R, +), em que o grupo é
simplesmente o conjunto dos nimeros reais munido da operacao de adigao.
A translacdo das coordenadas generalizadas q € R? na direcdo de um vetor dado
h € R? pode ser colocada nesse contexto de grupo de transformacoes definindo

Gs(q) = q + sh, Vs € R.

No caso geral, denotando qs; = G(q), uma trajetéria q(t) é transformada, para
cada s € G, em uma trajetéria qs(t) = G5(q(t)), cujo vetor velocidade é dado por

d )
3 &s(a(t) = DaGis(alt))a(t).
onde DyGs(q) é o operador diferencial da transformacao q — G,(q).
No caso particular da translacao, em que G4(q) = h + sh, temos simplesmente

qs:

QS = q»
pois para cada s € R, o vetor sh é constante em relagao ao tempo. De outra maneira,
temos, no caso da translagio, que DyG,(q) é o operador identidade, logo

qs = Dqu(q(t))q = q

2.3. Simetrias espaciais do Lagrangiano. Varios sistemas fisicos tem certas
propriedades de simetria que podem ser identificadas através de simetrias do Lagran-
giano, no sentido do Lagrangiano ser invariante por certos grupos de transformagao.

Podemos pensar nessa terminologia de simetria fazendo uma analogia a simetria
naturalmente associada a objetos invariantes por reflexao em relagao a um plano, por
exemplo, que pode ser considerado como um grupo de transformacoes formado por
apenas dois elementos G = {1, —1}, munido da operacgao de multiplicacao, com G; =
identidade, G_; = reflexao em relacao ao plano em questao. O conjunto de pontos
de forma um objeto com essa simetria e invariante por aplicacoes das transformacoes
Gy e G_1 nesse grupo.

No caso em que o Lagrangiano é invariante por translagoes temos a transformacao
das variaveis (q,q,t) em (qs,qs,t) = (q + sh,q,t), de tal forma que o Lagrangiano
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nao se altera:
L(q+ sh,q,t) = L(q, h,t), Vs € R.
Isso pode ser escrito na forma de invariancia pelo grupo de transformagoes {Gs}ser,
como
L(qs,qs,t) = L(q,q,t) = constante em s € R.

onde qs; = G4(q) e qs = dG4(q)/dt. A lei de conservacao de momento linear sai do
fato de que

d
gL(qs, qs,t) =0, em s = 0.

Essa derivada em relagao ao parametro s é nula para todo s, mas nos interessa apenas
o caso em que s = 0.
Mais geralmente, quando um Lagrangiano L(q, q,t) satisfaz

L(q87q87t>7 VS e R?

para um grupo qualquer de transformagoes {G}scr na coordenadas q, dizemos que
esse Lagrangiano é invariante por esse grupo de transformagoes.
Nesse caso, a derivada em relacao a s se anula,

d )
_L<qs7 qs, t) = 07

ds
o que nos dard uma certa lei de conservacao. Mais explicitamente, temos
d d
—L(Gs(q), —=Gs(q),t) = 0.
3 L(Gs(a), 7.Gs(a), 1)

Efetuando essa derivacao, usando a regra da cadeia, e, em seguida, tomando s = 0,
obtemos

oL . d oL . d d
—(q,q,t) - —SGs(q) + a_q(q’ q,t) - ——G(q)| =0.

oq d <=0 ds dt R

Como
d d d d

dsdi s(q) = dt ds
e, pelas equagoes de Euler-Lagrange,

Gi(q)

aq q7 q’ - dt aq q’ q7 )
obtemos
doL . d OL ¢ dd
<&a_q(q’ q, t)) . dSGs(q) o + 3q (qv q, t) . (adSGs(q) S_O) =0.

Observe agora que essa expressao ¢ uma derivada de um produto escalar, derivada
esta que é, entao, nula:
) 0
s=0

T —-(9,4,t) - —G(q)

d /0L ) d
oq ds
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Portanto, esse produto escalar é constante,

oL d
%(qa q.t) - gGs(q) B = constante.
Denotando .
a(q) = & S(q) 5:07
vemos que

L
J(q,q,t) = g—q(q, q,t) -a(q) = constante em ¢.

Lembrando a definicao de momento generalizado

_ 0L (q,6,1)
p - aq q7 qa )
vemos que essa quantidade conservada pode ser escrita como

P - a(q).
No caso de um sistema auténomo, em que L = L(q, q) ndo depende explicitamente
de t, temos a quantidade conservada escrita como

Jad) = 2Z(q.4) - al@) = p-alq) = constante em ¢,

99

2.4. Conservagao de momento angular. Para a anédlise do momento angular,
vamos considerar grupos de transformagoes associados a rotagoes no espago. O grupo
de rotagoes arbitrarias no espago nao ¢ comutativo, mas podemos nos restringir a um
certo subgrupo de rotagoes, formado por rotagoes em torno de um eixo fixo, que é
comutativo. Mais precisamente, dado um vetor unitario w € R?, vamos considerar o
conjunto de rotagoes de um angulo # € R em torno do eixo gerado por w e no sentido
da “regra da mao direita” com o polegar apontado no sentido de w. Denotemos essa
rotagao por R, (f). Podemos escrever essa rotacao explicitamente na forma

R,(0)r = (r - w)w+ cosf(r — (r - w)w) + sinfw X r.

para um vetor qualquer r € R3.

Temos, assim, o grupo de transformagoes { R, (0)}ger em R3. Observe que, por
uma questao de interpretacao fisica, o parametro que denotamos anteriormente por
s estd sendo denotado agora por 6.

No caso de um sistema de n particulas com coordenadas r = (ry, ..., r,), podemos
considerar o grupo de transformacoes que roda cada coordenada r; de um angulo 6
em relacao a w, i.e.

RO = (Ro(O)rs,. ... Ru(O)r),  OER
Caso um Lagrangiano L(r,T) seja invariante por { R (0)}ocr, i-e.
d
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entao a quantidade

. oL, .
J(I‘, I') - E(r7 I') ) a(r)
¢é conservada, onde
d
a(r) = —R(0)r
de 00
Como
iR” (O)r = (iR (O)r R, (0)r,)
g e
e
d
@Rw(ﬁ)rz = w XTIy,
temos que
ar) = (wxry,...,wXr,).
Como
oL, . oL, . oL , .
g(nr) - (a_l-,i(ra I‘), ) 8_1.'71(1" I‘)) - (pla o apn)>
entao

J(r, 1) = Zpi (w X 1y).

=1

Usando a identidade vetorial a- (b x ¢) = b - (c x a) temos que

J(r,i‘):Zw-(rixpi):w- <Zrixpi> =w- L

i=1

que é a componente na direcao w do momento angular Ly em relagao a origem.
Quando o Lagrangiano é invariante por rotagoes em torno de qualquer eixo w,
entao o vetor momento angular total

Lo = zn:rz‘ X P;
i=1

é conservado. )

Fizemos isso para rotacoes em torno de eixos passando pela origem. E possivel
aplicar essas idéias para deduzir que, nos casos apropriados, o vetor momento angular
em relacao ao centro de massa também é conservado.
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2.5. Conservagao de energia. Deduzimos a conservagao de energia a partir
das equacoes de Newton no caso de forcas autonomas conservativas e sem vinculo.
Nesse caso, o Lagrangiano também ¢é independente do tempo. Podemos interpretar
essa independéncia em relagao ao tempo como uma simetria em relacao a translacoes
temporais. Dessa simetria, segue uma lei de conservacao correspondente. Nesse caso,
sem vinculos, temos a lei de conservagao de energia. Mas o raciocinio também se
aplica a Lagrangianos com vinculo, desde que o Lagrangiano seja independente do
tempo. Nesse caso, porém, nem sempre a quantidade conservada é exatamente a
energia total, dada pela energia cinética mais a energia potencial.

Consideremos primeiro um Lagrangiano qualquer

L(q,q,1)

em coordenadas generalizadas q = (q1, ..., qaq)-
Derivando o Lagrangiano em relacao ao tempo, ao longo de uma solugao do sis-
tema, obtemos

d oL . oL . 0L .
—L(q,q,t) = aq(q,q, t)-q+ é)q(q,q, t)-q +§(q,q,t)

dt
Das equacgoes de Euler-Lagrange, temos que
oL d oL
— 1, t t
aq(q,q, ) = 104 ——(a,4,1),
logo
d d OL oL oL
—I Z(q. ¢
gHaat) = T oq @)+ 5 (@at)-a+ 5 = (a,q,1).

Observe que os dois primeiros termos do lado direito sao uma derivada temporal de
um produto escalar

oL et Z@an-a=2 (Laan.
10q e+ 5e@at d= g Fo(@at a).

Reordenando os termos, obtemos

d aL ) ) ) oL )

Definindo
, oL . . .
h(q,q,t) = a_q(q’ q.t)-q— L(q,q,1),

podemos escrever

d 8L
—h s My Ay ) ‘ at .
gMaat)=->-(a41)
Agora, no caso em que o Lagrangiano nao depende explicitamente da variavel
temporal ¢, a derivada que aparece no lado direito da expressao acima é nula, enquanto
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que h =
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h(q,q) fica sendo apenas fungao de q e q:

hq,q) = g—gm, Q)4 Lia,q).

Nesse caso, obtemos

d
—hia.q) =
P (9,9) =0,

e, portanto, essa quantidade é conservada:

h(q,q) = constante em t.

Nesse caso de um Lagrangiano independente de ¢, essa quantidade conservada
h(q,q) é chamada de integral de Jacobi.
No caso de um sistema sem vinculos com Lagrangiano

L(r, 1) = K(¢) = V(r),

a integral de Jacobi coincide com a energia total do sistema

hr,¥) = 2K(F) — (K (i) — V(r)) = K(¥) + V(r) = E(r, ).

Em alguns casos de sistemas com vinculos, a integral de Jacobi ainda coincide com a
energia total, mas este nao é o caso geral.

Exercicios

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Mostre que quando a energia cinética depende apenas da velocidade generali-
zada, i.e. K = K(q), entdo K é invariante por translagoes de q = (q1, ..., qn)
em qualquer direcao h € R?. Se, ainda, L(q,q,t) = K(q) —V(q,t) e V(q,t)
é invariante por translacdes em uma determinada direcdo h € R?, entdo a
projecao do momento generalizado p = dL/0q na dire¢ao de h é constante,
i.e. p-h = independe de t.

Considere um sistema sem vinculos, L(r, ) = K (') —V(r) de duas particulas
r = (r1,ry) cujo potencial depende apenas das posicao relativa entre essas
particulas, i.e V' = V(r; —ry). Mostre que L(r, 1) é invariante por translacoes
de ambas as particulas em qualquer dire¢io h € R3, (r1,r3) — (r; + sh,ry +
sh). Conclua que o momento total P = p; + ps é conservado, onde p;, =
OL/0Oty.

Generalize o problema anterior para o caso de n particulas, onde o potencial
depende apenas das posicoes relativas entre pares de particulas.

Considere agora um problema de n particulas com r vinculos e onde os
vinculos sao tratados implicitamentes, ®(r) = 0, onde ® : R — R". Pode-
mos tratar esse sistema através do Lagrangiano

Lr, A F) = K(£) — V(r) + A ®(x),

onde A € R". Suponha que tanto V(r) como ®(r) dependem apenas das
posicoes relativas entre pares de particulas. Conclua que o momento total
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P =)""  p; é conservado, onde p; = OL/0r;. (Pode ser 1til comegar com o

caso mais simples den =2er =1.)

2.5. Verifique que o potencial gravitacional entre corpos celestes e o potencial
harmonico de uma mola ligando duas massas dependem apenas da posi¢ao
relativa entre esses objetos.

2.6. Escreva a equacao do péndulo no espaco em termos das coordenadas genera-
lizadas 6 e ¢ que descrevem os angulos relativos a representacao da massa do
péndulo em coordenadas esféricas, onde nesse caso ¢ = 0 indica a posicao de
equilibrio para baixo do péndulo. Veja se o Lagrangiano ¢ independente de
e/ou g e se os momentos py e p, conjugados a esses angulos sao conservados
ou nao.

2.7. Verifique que em um sistema de dois corpos celestes, sob a agao da gravidade
entre eles, o momento total é conservado. Idem para o caso de n corpos
celestes.

2.8. Verifique que o potencial gravitacional uniforme de uma particula de massa
m proxima a superficie da Terra nao é invariante por translacoes ao longo
do eixo transversal a superficie da Terra mas é invariante por translacoes
nas duas diregoes paralelas a superficie da Terra (aproximagoes vélidas lo-
calmente, considerando a Terra plana). Conclua que um sistema de duas
massas presas por uma mola harmonica e sujeitas a esse potencial gravitaci-
onal nao tem o seu momento total conservado, mas pelo menos os momentos
nas direcoes paralelas a superficie da Terra sao conservados.

2.9. Verifique que

(i) Os conjuntos C, R, Q e Z sao grupos comutativos quando munidos da
operacao de adicao;

(ii) Para qualquer n € N, os conjuntos C", R", Q" e Z" sao grupos comu-
tativos quando munidos da operacao de adicao vetorial;

(iii) Os conjuntos de matrizes de mesma dimensao munidos da operagao de
adicao de matrizes sao grupos comutativos;

(iv) Os conjuntos C\ {0}, R\ {0} e Q\ {0} munidos da operagao de multi-
plicacao sao grupos comutativos;

(v) O conjunto das matrizes ortogonais 2x2 munido da operagao de multi-
plicacao de matrizes é um grupo comutativo;

(vi) Os conjuntos das matrizes quadradas de mesma dimensao e invertiveis
munidos da operacao de multiplicacdo de matrizes sao grupos nao-
comutativos;

(vii) O conjunto de matrizes ortogonais de dimensdo n > 2 munidos da
operacao de multiplicagao de matrizes ¢ um grupo nao-comutativo.

2.10. Considere um grupo de transformacoes { Gy }4eg em um conjunto X, onde G é
um grupo comutativo. Mostre que {G,},e¢ também é um grupo comutativo
no sentido algébrico quando munido da operacao de composicao, ou seja

Gy, Gy, é a transformagao em X definida por (G,, &Gy, ) () = Gy, (Gy, (7)),
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

4. LEIS DE CONSERVACAO

para todo x € X. Uma outra maneira de definir um grupo de transformacoes
em um conjunto X é como um subconjunto das transformacoes em X que
forma um grupo comutativo quando munido da operacao de composicao de
transformacoes.

No caso de um Lagrangiano L(q,q,t) invariante por um grupo de trans-
formagoes {Gy}ser, verifique as contas que levam a

. oL, .
J(q,q,t) = 8—.(q, q,t) -a(q) = constante em t.
q
No caso da translagdo G(q) = q + sh, note que a(q) = h e, portanto, a lei
de conservacao correspondente é

L
J(q,9) = g—q(q, q) - h = constante,

que da exatamente a conservacao do momento generalizado na dire¢ao do
vetor h:

p - h = constante.

Considere um Lagrangiano L(r,T) e um vinculo escrito na forma implicita
®(r) = 0. Suponha que ambos sejam invariantes por um grupo de trans-
formagoes {Gs}ser, i.e. L(rs, ts) = L(r, 1) e &(ry) = ®(r), para todo s € R,
onde ry = G4(r) e ty = dG4(r)/dt. Considere o Lagrangiano Lg(r, A, ) do
sistema com vinculo implicito. Mostre que nesse caso também vale a lei de
CONServacao

oL
81"(
onde a(r) = dG(r)/ds, como antes.

Considere um Lagrangiano L(r, ¥, t) e uma transformagao continuamente di-
ferenciavel G na varidvel r, com DG(r) invertivel para todo r (uma tal G
é chamada de difeomorfismo), levando a um novo sistema de coordenadas T
dado por r = G(r). Mostre que se r(t) é uma solu¢ao do sistema associado
a esse Lagrangiano, entdo 1(t) dado por r(t) = G(¥(t)) é solugao do sistema
associado ao Lagrangiano L(¥,T,t) & L(r,1,t) = L(G(r),dG(r)/dt, t).
Considere um Lagrangiano L(r,T,t) e uma transformagao invertivel G na
variavel r com DG(r) invertivel para todo r. Suponha que o Lagrangiano
é invariante por essa transformacio, i.e. L(r,¥,t) &of L(G(r),dG(r)/dt,t) =
L(r,r,t). Mostre que se r(t) é uma solucao do sistema associado ao Lagran-
giano L(r,rt,t), entao t(t) = G !(r(t)) também ¢ solugao do sistema asso-
ciado a esse mesmo Lagrangiano L(r,r,t). (Cuidado; apesar de Z?(r, r,t) =
L(r,1,t), as equagoes de Euler-Lagrange correspondentes sao diferentes e é
nesse ponto que entra a hipdtese de G ser invertivel.)

J(r, 1) =

r,I)-a(r) = constante em t,
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Mostre que dado um vetor unitdrio w € R? e um vetor qualquer r que nao
seja colinear a w, os conjunto de vetores

{ r— (r-ww wXT }
) ? w
v = (r- w)w||" [[r = (r- w)w]|
forma uma base ortonormal de R*. Chamando essa base de €, observe que r
pode ser representado nessa base simplesmente por

[rle=(r = (r-r)wl,0,r w).
Nesse base, também podemos representar o operator rotacao R, () por

cos —sinf 0
[Ru(0)]c = [sinf cos® 0O
0 0 1

Assim,

[Ru(0)r]c = [Ruw(8)]e[r]e = (cosf||r — (r - r)w]|,sinf|jr — (r - r)w|,r - w).

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

Conclua finalmente que, de fato,
R,(0)r = (r- w)w +cosf(r — (r- w)w) +sinfw x r.

Mostre que
%RW(G)I‘ =wXTr.

Considere um sistema sem vinculos de n particulas e com um potencial de
forcas que depende apenas da distancia relativa entre pares de particulas
(ndo apenas da posicao relativa, mas da norma desse vetor posi¢ao, que é a
distancia). Mostre o Lagrangiano de um tal sistema é invariante por rotacoes
em torno de qualquer eixo.
Considere um péndulo nao-planar, onde a extremidade livre pode se deslocar
em uma esfera de raio £ e centro na origem em um certo sistema de referéncias
xyz, e sob a acao de uma forca gravitacional uniforme ao longo do eixo
z. Escreva o Lagrangiano Le(r, A\, T) nas coordenadas r = (x,y,z) e com
um multiplicador de Lagrange A associado ao vinculo implicito ®(z,y, z) =
2% +y* + 22 — (2 = 0. Mostre que esse Lagrangiano é invariante por rotagoes
em torno do eixo z mas nao é invariante em torno de nenhum outro eixo.
Ache a integral de Jacobi nos seguintes casos e verifique se ela coincide com
a energia total.

(i) Corpo em queda livre sob a atracao gravitacional uniforme perto da

superficie da Terra;

(ii) Péndulo planar;
(iii) Péndulo girante;
(ili) Sistema massa-mola harmonica unidimensional;
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(iv) Sistema massa-mola harménica planar sob a agao gravitacional uni-
forme;

(v) Sistema planar de dois corpos celestes sob a atragao gravitacional;

(vi) Um corpo de massa m deslizando sobre uma curva z = h(z), y = 0, sob
a atragao gravitacional uniforme F = (0,0, —myg).

Considere o sistema de trés corpos planar restrito, utilizando coordenadas

polares em um sistema de coordenadas girante. Mais precisamente, temos

dois corpos celestes T e L com massas My e My, e com L em érbita circular

em torno de T'. Colocando T no centro de referéncia e o a 6rbita circular no

plano zy, temos as coordenadas de cada um deles dadas por rr = (0,0,0) e

r;, = (Rcos(wt), Rsin(wT),0), onde R é o raio da érbita e w é a freqiiéncia de

oscilagao da 6rbita (27 /periodo). O terceiro corpo é um “satélite” , no sentido

de ter uma massa m < My, M, desprezivel em relacao a massa dos outros

dois corpos, portanto nao influenciando o movimento deles. Além disso,

assumimos que esse terceiro corpo se movimento no mesmo plano da érbita

de L em torno de T'. Como coordenadas generalizadas, podemos utilizar as

coordenadas polares (r, ), onde ¢ indica o angulo entre o vetor posicao r do

satélite e o vetor posicao ry do corpo L. O referencial (r, ) nao é inercial. O

referencial “girante” (2/,y") = (r cos @, rsinf) também nao ¢ inercial. mas no

referencial inercial zyz podemos escrever a posicao do satélite em termos das

coordenadas generalizadas (1, 6) através de r = (r cos(6 4+ wt), rsin(6 + wt)).

(i) Escreva o Lagrangiano L(r, 0,7, 9) desse sistema;

(ii) Ache os momentos generalizados p, e py e verifique se eles sdo conserva-
dos ou nao;

(iii) Ache a integral de Jacobi e diga se ela é invariante ou nao.

(iv) Verifique se a integral de Jacobi coincide com a energia total (cinética
+ potencial) do sistema.



CAPIiTULO 5
Corpos rigidos

1. Representacao do movimento de um corpo rigido

O movimento de um corpo rigido pode ser representado pela posicao fixa de suas
particulas em relagao a um certo referencial que se move junto com o corpo e através
dos movimentos de translacao e rotagao desse referencial.

Digamos que o corpo rigido seja composto de n particulas de massa m; > 0 e
coordenadas r; em relacao a um referencial euclidiano 2'y'2’. Seja ro € R? a posicao
da origem do referencial x'y/z’ e suponha que este referencial esteja posicionado em
relacao ao referencial zyz de acordo com uma rotacao R : R® — R3, apds a translacao
por rg, ou seja, suponha que a posicao r; de cada particula seja dada no referencial
xyz através da relacao

r, ==rg+ Rri.
O movimento de cada particula em relacao ao eixo xyz pode ser representado pelo

movimento do eixo z'y’z" de acordo com a variagao da origem, r = ry(t), e da rotacao
R = R(t), relativas ao eixo xyz, ou seja

ri(t) =ro(t) + R(t)r;,

com a posicao relativa r; independente de ¢.
A massa total do corpo rigido é dada por

n
m = E m;,
i=1

enquanto que o seu centro de massa ¢ dado em termos de ry(t) e R(t) por

n

Courlt) = % > rol0) + RO = ro(0) + % > iR

Em varias situacoes, é conveniente escolher ry como o centro de massa do sistema,
como veremos posteriormente.
Podemos também considerar o centro de massa relativo ao referencial x'y’z" do

corpo rigido, ou seja,
n
1
Co=— E miTs,
m“
=1
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que indepente de t. Com isso, podemos escrever
Cu(t) =ro(t) + R(t)Co.

Podemos, também, considerar o caso em que o corpo é considerado continuo,
preenchendo uma regiao R € R?, com uma densidade de massa dp(r). Nesse caso, a
massa total pode ser escrita como

m = / dp(r),
R

com o centro de massa relativo ao corpo dado por

1
Coz—/rdp(r).
mJr

A representagao acima, com uma densidade de massa dp, serve para varios forma-
tos de corpo rigido. Em casos mais especifico, podemos explicitar a dimensao do
corpo e considerar a densidade de massa como sendo uma densidade unidimensional,
bidimensional ou tridimensional, dependendo do corpo. Mais especificamente, pode-
mos considerar uma fungao p(r) representando a densidade de massa por unidade de
comprimento dr! ou unidade de drea dr? ou unidade de volume dr?, com

1
m = / p(r) dr, Co= —/ rp(r) dr?.
R mJr

E possivel, ainda, considerar um corpo formado por varias partes de dimensoes dife-
rentes.
Em certos casos especificos, podemos omitir o indice d da dimensao do objeto, ou,

ainda, representd-lo por elementos de linha d¢(r), de superficie dS(r), ou de volume
dV(r) ou dr.

Exercicios

1.1. Encontre a massa total m e o centro de massa C,, relativo ao referencial
x'y'z" do corpo, dos seguintes corpos rigidos
(a) Um corpo formado por trés particulas de massa my > 0 e posigoes
relativas

ry = (1,0,0), Iy = (0,0, 1) rs = <—1,0,0>,

interligados por hastes de massa desprezivel.
(b) Um corpo formado por quatro particulas de massa my > 0 e posigoes
relativas

r; =(1,0,0), ro=(0,1,0) r3=(-1,0,0), ry=(0,0,1),

interligados por hastes de massa desprezivel.
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(¢) Um corpo formado por quatro particulas de posicoes relativas
r; =(1,1,0), rp=(—1,1,0) 15=(—1,—1,0), ry=(1,—1,0),
com massas
my = 6mg, mo =4mgy, mg=2mgy, my = 4my,

interligados por hastes de massa desprezivel.
(d) Um barra homogénea

R =[0,1] x {0} x {0} = {(,0,0); 0 <z <1}

com densidade linear de massa constante p(r) = py > 0.
(e) Um barra nao-homogénea

R ={0} x [0, L] x {0} = {(0,5,0); 0 <y < L}

com densidade linear de massa

o) =p "0 e = 0.0), ye 0.

onde pgy, L > 0.
(f) Uma placa homogénea

R =1[0,L,] x[0,L,] x {0} ={(x,y,0); 0<2x <L, 0<y<L,},

com densidade de massa constante p(r) = po, onde L,, L,, py > 0.
(g) Uma placa nao-homogénea

R =10,L;] x [0,Ly] x {0} = {(2,9,0); 0 <2< Ly, 0<y < Ly},
com densidade de massa
p(r) = pox?, r=(z,y,2) € R,

onde L, Ly, po > 0.
(h) Um disco homogéneo

R = {(l‘,y,O); (l‘ - ZL’())2 + (y - y0>2 < L2}

com densidade de massa p(r) = pg, onde xg, yo, L, po > 0.
(i) Um disco ndo-homogéneo

R = {(z,y,0); 2> +y*> < L?}

com densidade de massa

L2 — 22 — 2
p<r>:p0Tu r:(%y?z) ERu

onde L, py > 0.
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(j) Um disco nao-homogéneo
R ={(z,y,0); 2* +y> < L?}
com densidade de massa
2
x
p(r) = PoT2 r=(z,y,2) € R,

onde L, py > 0.
(k) Uma esfera homogénea

R ={(z,y,2); 2 +y*+ 2> < 1}

com densidade de massa p(r) = py > 0.

)

) Um cubo ndo-homogéneo
n) Um cilindro nao-homogéneo

)

2. Energia cinética de um corpo rigido

A energia cinética de um corpo rigido é dada pela energia cinética do conjunto
das particulas que formam o corpo, ou seja

I N
K= 5;%”?1@)” :

Como
ri(t) =ro(t) + R(t)r;,
podemos calcular a derivada temporal dessas expressoes e escrever a energia cinética
em termos da variagao de ro(t) e R(t).
Como R(t) é uma rotagdo, temos que a sua inversa é dada pela sua transposta,
i.e. R(t)"' = R(t)". Podemos escrever isso na forma

R(t)R(t)" =1d,

onde Id é a matriz identidade em R?. Como a matriz identidade nao depende de t,
temos

d
dt
Como esses operadores sao lineares, temos

dR(t) o dR(t)™
TR@ + R(t)—dt

Como a derivacao também é uma operacao linear, podemos escrever

dR(t) i dR(H)\"
— 4 B+ R() (T) =0

(R(t)R(t)™) = 0.

=0
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e, ainda,

Logo,
(M0 ) = -2 gy,

0 que mostra que

dR(t)

A(t) = —2R(t)™"
() = S22 R
é uma matriz anti-simétrica. Podemos escrever
dR(t)
——2 = A(t)R(t).
= AWR)

Com toda matriz anti-simétrica pode ser escrita como uma multiplicacao vetorial
por um certo vetor, podemos escrever, ainda,

dR(t)
— =w(t) X R(t
= w(t) x R(1)
ou seja, para qualquer vetor fixo r € R3, temos

d
&R(t)r =w(t) x R(t)r.

Assim, podemos escrever a velocidade de cada particula do corpo rigido como
7i(t) = 1o(t) + w(t) x R(t)r;.
Para simplificar a notagao, vamos omitir a dependéncia temporal e escrever apenas
r;, =Tg+ w X Rr;.
A norma ao quadrado de cada vetor velocidade é dada por
[£:]1* = llfo +w x Rrg||* = |[iv]|* + 210 - (w x Rry) + [|w x R,
Substituindo isso na férmula para a energia cinética, obtemos
n
K = %Zmi (Ilio][* + 28 - (w x Rr;) + Jlw x Rrl|?) .
i=1

Como

i miRrZ- = mRCO,
=1

onde m ¢ a massa total do corpo rigido e Cy é o centro de massa relativo ao referencial
do corpo, segue que

1 1 <
K = gmlfiol* +miq - (w x RCo) + 3 ;miﬂw x Rr;||%. (2.1)
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Usando que C,; = ry+ RCy, podemos escrever a posicao de cada particula como
r, = CM + R(I‘Z — Co)

e deduzir, de forma semelhante, que
T 1
K = 5m||cM||2 +5 > " millw x (R(x; — Co))|. (2.2)
i=1

O primeiro termo acima representa a energia cinética de translacao do corpo, enquanto
que o segundo representa a energia cinética de rotagao.

No caso particular em que a origem ry do referencial do corpo coincide com o
centro de massa Cj; nesse mesmo referencial, temos Cy = 0, e a expressao para a
energia cinética fica reduzida a

n
K = %m||1"0||2 + %Zmzﬂw x Rr;||%. (2.3)
=1
Essa expressao pode ser deduzida tanto de (2.2) quanto de (2.1).
Em outro caso particular, em que ry é um ponto fixo no referencial inercial zyz, e
nao necessariamente localizada no centro de massa do corpo, temos ro = 0, e os dois
primeiros temos em (2.1) sao nulos, nos dando simplesmente

1 n
K=3 ;minw x Rr;||%. (2.4)

O dltimo termo pode ser reescrito através da relacao

|w x Rr;||* = (w x Rr;) - (w x Rr;)
Usando a identidade vetorial (a x b) - ¢ = (b x c) - a, temos

|w x Rr;||* = (Rr; x (w x Rr;)) - w.
Definindo o operador linear I; € R3*3 por

Liw = m;Rr; x (w X Rr;),

podemos escrever
I

mil|jw X Rr;||* = Lw - w.

Assim, a energia cinética de rotacao da i-ésima particula em torno do ponto de re-
feréncia rg é
1

“lw-w.
Sl w

A energia cinética total do corpo pode ser reescrita na forma

1 1
K= 5m||1'~0||2 + mig - (w x RCy) + Flw-w,
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onde
n
I = Z I
=1

¢é o chamado operador de inércia. Mais explicitamente,
1 n
I@w@:§2;WR@mxwwa@m)

Usando a identidade vetorial (a x (b x a)) = ||a]|?b — (a - b)a, podemos escrever

Liw = m;(||Rr;||*?w — (Rr; - w)Rr;)

Tw = Zmi(HRriHQw — (Rr; - w)Rr;).

i=1

Exercicios

2.1. Sejam A, B : R — R™" duas fungoes continuamente diferenciaveis de ¢t € R
com valores A(t), B(t) no espaco das matrizes reais nxn, com n € N. Mostre,

que
d A+ B+ ) — AM)B()
A0 B) =t ( .
dA(?) dB(1)
= —=B(t)+ A(t)——=.
3 B +AM)—
2.2. Seja A € R*® uma matriz anti-simétrica, i.e. A" = —A. Mostre que existe

um vetor w € R? tal que
Ar=w xr,

para todo r € R3.

2.3. Deduza a expressao (2.2) para a energia cinética de um corpo rigido.

2.4. Na base canodnica {e, ey, e3} de R3 onde e; = (1,0,0), e = (0,1,0) e
es = (0,0,1), o operador de inércia tem a representacao I(t) = (ar(t))i 1,
onde

@kl(t) = [(t)ek - €.
Considerando R(0) = Id, a identidade em R?, temos

n
a(0) =D mi([Irill*(ex - &) — (v - ex)(r; - €1)).
=1
No caso continuo, temos

a(0) = /R(||r||2(ek ~ey) = (r-e)(r-e)) dp(r).
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Calcule os coeficientes a;;(0) para os corpos considerados em cada um dos
casos da segao anterior.

3. O operador de inércia

Definimos acima o operador de inércia
n
Iw =Y m(|Rr;||*w — (Rr; - w)Rr,).
i=1

Este é um operador simétrico, i.e. I = I. Podemos ver isso calculando os
elementos {a;;} da base e mostrando que a;; = a;;, ou entdo utilizando o produto
escalar e mostrando que

Iw W =Iw-w,
para quaisquer dois vetores w,w’ € R®. E como I = Y7 | I, basta mostrar essa
propriedade para cada operador I;.
O operador de inércia é, ainda, nao-negativo, i.e.

liw-w >0,
para qualquer w € R3. Isso segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
a-b < |aflbl,

vélida para quaisquer vetores a, b € R3.

Dessa forma, o operador de inércia tem uma base ortonormal de autovetores com
autovalores nao-negativos. Uma particularidade desse operador é que os autovalores
independem de t e os autovetores correspondentes “giram” de acordo com a rotacao
R(t). Mais precisamente, se w; é um autovetor associado a um autovalor I; do
operador de inércia com R =0, i.e.

ij‘ = ]j(.dj,

onde .
Tw =Y mi([rs]w = (r; - w)r),
=1

e I; > 0, entao
() R(t)w; = LR(t)w;, (3.1)
para todo t.

Como os autovalores do operador de inércia sao reais e nao-negativos, podemos
ordené-los em ordem decrescente

L >1,>13>0.

Eles sao também independentes de t e sao chamados de momentos principais de
imércia. Os autoespagos associados sao chamados de eixos principais de inércia. Os
eixos principais de inércia podem nao ser unicos, caso dois ou mais autovalores sejam
iguais.
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Simetrias no corpo do objeto ajudam a identificar geometricamente alguns ou
todos os eixos principais de inércia. Por exemplo, se o objeto for simétrico em relacao
a algum plano, entao o eixo perpendicular a esse plano de simetria é um eixo principal
de inércia e os outros dois eixos principais pertencem a esse mesmo plano. Se o objeto
for simétrico em relacao a um eixo, entao esse eixo de simetria é um eixo principal
de inércia e os outros dois eixos principais de inércia sao perpendiculares ao eixo de
simetria.

Escrevendo w(t) na base de autovetores de I(t), com coordenadas wy (t), wa(t), wa(t),
podemos escrever a energia cinética como

.
K= §m||r0||2 + Ilwl(t)Q + IQWQ(t) + [3W3(t),
no caso em que ry coincide com o centro de massa do sistema.

Exercicios

3.1. Mostre que cada operador I; é simétrico, i.e.
Lw- - =Lw - w,

para quaisquer dois vetores w,w’ € R3.
3.2. Utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz para mostrar que cada I; é nao-
negativo, i.e.
Lw-w >0,
para qualquer w € R3.
3.3. Use que ||Rr|| = ||r|| e Rr - Rw = r - w para quaisquer r,w € R e qualquer
operador ortogonal R para mostrar (3.1) acima.
3.4. Ache os momentos principais de inércia e os eixos principais de inércia dos
exemplos tratados na primeira se¢ao desse capitulo.
3.5. O momento de inércia em torno de um eixo gerado por um vetor unitario
e € R? ¢ dado por
le - e.
Dado um vetor qualquer r € R3, a distancia desse vetor ao eixo gerado por
e é dado por
diste(r) = /||r]|2 — (r - €)%

Observe que podemos escrever
n
Ie e = g m; diste(r;)?,
i=1

no caso discreto, e

le-e= / diste(r)? dp(r),
R

no caso continuo.
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3.6. Seja eq, e, e3 uma base de R3. Mostre que se um objeto for simétrico em
relagdo ao plano gerado por {eq, e}, entdo ay; = Ie; - ¢, = 0 para | = 2,3
e conclua que o eixo perpendicular a esse plano de simetria, ou seja, ey, €
um eixo principal de inércia, enquanto que os outros dois eixos principais de
inércia pertencem a esse mesmo plano, ou seja, ao plano gerado por {es, es}.

3.7. Mostre que se um objeto for simétrico em relagao a um eixo, entao esse eixo
de simetria é um eixo principal de inércia e os outros dois eixos principais de
inércia sao perpendiculares ao eixo de simetria.

4. Coordenadas generalizadas e problemas de corpos rigidos com simetria

Para aplicar o principio da menor agao, é necessario escrever o Lagrangiano, em
particular a energia cinética, em termos de coordenadas generalizadas q e as veloci-
dades generalizadas q correspondentes. Vimos acima como escrever a energia cinética
de um corpo rigido em termos de um operador de rotacao R(t) e do vetor velocidade
angular w(t). Faz-se necessério, entao, escrever a rota¢do em termos de coordenadas
generalizadas,

R = R(q),

e o vetor velocidade angular em termos de q e q,

w=w(q,q).

Por exemplo, considere um disco de raio r > 0 e massa m > 0. O operador de
inércia em relacao ao centro de massa tem os momentos principais de inércia dados
por

mr2 mr2

Il = ) 12 = I3 = 4 )
onde o eixo principal de inércia associado a [; é perpendicular ao plano do disco.
Suponha que esse disco gire apenas em torno desse eixo principal, ao longo da reta
y = —z, x = 0. Na base formada pelos eixos principais de inércia, o vetor velocidade
angular w = (wy,ws, ws) é tal que wy = w3 = 0. A energia cinética desse sistema é
dada por
1 1
_ .12 2
K = —m||to||* + z 1wy,
2 2
onde ry é o centro de massa do disco. Podemos usar a coordenada y do ponto de
contato entre o disco e a reta como coordenada generalizada e escrever a posi¢ao do
centro de massa do disco como
V2 V2

rg = 0,y+7’7,—y+7"7 ,

de modo que

[£o]1* = 25*.
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Além disso, temos a condicao de vinculo de rolamento sem deslizamento, dada por

V2 = —rwy,

onde o sinal negativo vem da escolha do sentido de rotagao. No calculo da energia
cinética, esse sinal é irrelevante, pois wy aparece elevado ao quadrado. Temos, assim,
a energia cinética

) 3 .
K(y)zﬁme-

A energia potencial pode ser escrita como mgh, onde h é a coordenada z do centro
de massa, logo

V(y) = mg (—y + T?) )

Assim, o Lagrangiano é dado por

3

. . V2
<M%y)zéﬂwl—mg(—y+r7; :

E a equacao de Euler-Lagrange ¢é

ou seja

3my —mg =0,

=1
g,

Na coordenada z = —y, podemos escrever,

PR
2.

Exercicios

4.1.

4.2.

Considere um cilindro de raio r > 0, comprimento h > 0 e densidade de
massa constante igual a py > 0. Suponha que esse cilindro role em um plano
inclinado z = —ay, com o seu eixo paralelo ao eixo x. Considere uma varidavel
q € R como coordenada generalizada de modo que (z,y,2) = (0,¢,—¢q) é o
ponto de contato do cilindro com o plano e (x,y,2) = (0,q + rsina, —q +
rcosa), onde a = tana, é o centro de massa do cilindro. Considerando
como o angulo de rotagao do cilindro em torno do seu eixo, use o vinculo
de rolamento dado por v/2¢ = rf para escrever o Lagrangiano L(q,§) em
funcao apenas da coordenada generalizada ¢ e a velocidade generalizada q.
Em seguida, encontre a equacao de Euler-Lagrange correspondente.

Considere uma barra de comprimento ¢ > 0 e massa m > 0 girando horizon-
talmente em torno do seu centro de massa. Mais precisamente, considere o
centro de massa fixo na origem do sistema zyz e suponha que a barra se man-
tenha no plano zy, girando em torno do eixo z. Seja 6 o angulo que a barra faz
com o eixo x, ou seja, em cada instante de tempo, 6 é tal que a barra ocupa
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4.3.

4.4.
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o segmento de reta {(z,y,2); © = rcosf, y = rsinf, z = 0,|r] < (/2}.
Escreva a energia cinética em termos da velocidade generalizada 6.

Refacga o problema feito em sala de um cilindro de raio » > 0, comprimento
h > 0 e densidade de massa constante igual a py > 0 rolando no interior de
um tubo de secao circular de raio R > r. Utilize a condigao de rolamento
sem deslizamento dada por r¢ = (R — r)f, onde 0 é a variagdo angular do
centro de massa do cilindro em relacao ao centro da secao circular de raio R
e ¢ € o angulo de rotagao do cilindro em torno do seu eixo principal.
Considere dois discos de mesmo raio » > 0 e mesma densidade de massa
constante igual a py > 0. Suponha que os dois discos rolem sobre o eixo y
(ou seja, com o centro dos cilindros em (0,y,7), y € R) e que os seus centros
de massa estejam ligados por uma mola harmoénica com comprimento de
equilibrio ¢ > 0 e coeficiente de restituicao £ > 0. Sendo y;, Y, as coordenadas
no eixo y do centro de massa dos cilindros e #,, 65 os angulos de rotacao dos
cilindros, use os vinculos de rolamento ;3 = 761, 2 = rf, para escrever o
Lagrangiano do sistema na forma L(y1, Y2, U1, 92)-

5. Angulos de Euler como coordenadas generalizadas

Exercicios

5.1.

5.2.

Relembre a definicao dos angulos de Euler conforme feito em sala de aula
e escreva o vetor velocidade angular no referencial do corpo em termos dos
angulos de Euler.

Escreva, agora, o vetor velocidade angular em um referencial inercial em
termos dos angulos de Euler

6. Quatérnios como coordenadas generalizadas
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Sistemas Hamiltonianos

1. Obtendo o Hamiltoniano no caso de um grau de liberdade

As equacoes de Euler-Lagrange formam um sistema de equacoes de segunda or-
dem. Em vérias situacoes, pode ser tutil trabalhar com um sistema de equacoes de
primeira ordem. Vamos ver neste capitulo como transformar as equacoes de Euler-
Lagrange em um sistema de equacoes de primeira ordem na forma de um sistema
hamiltoniano.

Um sistema hamiltoniano bidimensional é da forma

oOH

T = a—y(%y),
. OH
Y= _8_y<x’y)’

onde H = H(x,y) é o Hamiltoniano do sistema. Em um sistema dessa forma, a hamil-
toniana é conservada ao longo do movimento, ou seja, dada uma solucao (z(t), y(t))
do sistema, temos

d OH. OH. OH (0H\  0H ( 0H
a1 @0),y0) = Fré+ 50 =5 (0_y> "oy (_a_y) "

E sabido, também, que em varios exemplos o hamiltoniano é essencialmente a energia
total do sistema.

Dessa forma, partindo de uma formulagao Lagrangiana de um problema com um
grau de liberdade, onde conhecemos o Lagrangiano L(q,q), é natural procurarmos
o Hamiltoniano como sendo a integral de Jacobi do sistema, que é uma quantidade
conservada, nesse caso de invariancia temporal do Lagrangiano.

A integral de Jacobi tem a forma

hq,q) = q?—lq?<q, i) — La.9).

Considerando o momento generalizado

oL ]
p= a—q.(qm

69



70 6. SISTEMAS HAMILTONIANOS

como uma nova variavel, no lugar da velocidade generalizada ¢, procuramos inverter
a relacao acima e escrever ¢ em funcgao de g e p:

q¢="V(q,p)

Assim, escrevemos o Hamiltoniano

H(q,p) = pV(q,p) — L(q,V(q,p))-

Temos
OH oV oL oV
a—p(q,p) =V(q,p) +pa—p(q,p) - a_q(q’ V(qm))a—p(q,p)

= 4+ 92 (0,0) — P (ap) = §
=q pap q,p pap q,p) = 4g-

e, usando as equagoes de Euler-Lagrange,

aa—l;](q,p) = p%—‘;(q,p) - g—s(% V(g p)) — g—S(q, V(q,p))%—‘;(q,p)
= p%—‘;(q,p) - Z—S(q, Vi(g,p)) — p%—‘;(q,p) = —g—j(q, V(g,p))
= —%g—g(%v(q,p)) = —%p = —p.
Logo, temos o sistema hamiltoniano
= %—];(q,p),
p= —%—Z[(q,p)-

Esse sistema é também chamado de equagoes de Hamilton.
Como exemplo, vamos considerar o Lagrangiano associado ao péndulo planar,

L(9,6) = %m£292 + mgl cos 6.
Seja
oL, . :
=—(0,0) = m(*0
v=220.0

o momento conjugado a coordenada generalizada 6, que nesse caso é o momento
angular do sistema. Invertendo essa relacao, temos

: 1
0=V() = et
A integral de Jacobi é

h(0,6) = 0y — L(6,0).
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Substituindo § por V(1) = ¢/ml?, obtemos o Hamiltoniano

H = z_ .
(0,) 2m£2w mgl cos 0
E as equagoes de Hamilton tomam a forma
. 1
0=——
m€2 ¢7
Y = —mglsin 0.

Exercicios

1.1. Ache o Hamiltoniano e as equagoes de Hamilton nos seguintes casos
(a) Corpo em queda livre, com Lagrangiano dado por

. 1 .
L(h,h) = émh2 + mgh,

onde m, g > 0.
(b) Corpo deslizando em um plano inclinado, com Lagrangiano

1
L(z, 1) = émﬁ sec” a + mgx tan a,

onde m,g >0, a € R.
(c) Sistema massa-mola, com Lagrangiano

1 1
L(x,2) = imiz + §/€x2,

com m, k > 0.
1.2. Ache o Hamiltoniano no caso de um péndulo girante, cujo Lagrangiano é

N : .
L(p,¢) = §m€2(<,02 + wsin® @) + mgl cos ¢,

onde m,g,¢ > 0, w € R, e verifique que as equagoes de Hamilton desse
sistema tomam a forma

. 1
@—W%

@/) = 2w?sin ¢ cos p — —mglsin .

2. Obtendo o Hamiltoniano no caso de varios graus de liberdade

A idéia é a mesma. A partir de um Lagrangiano

L(q,q),

de um sistema com coordenadas generalizadas q € R?, d € N, temos a integral de
Jacobi

h(q,q) =q-p— L(q,q),
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onde

P = V4L(q,q)
é o momento generalizado do sistema. Em certos casos, podemos inverter a relacao
acima e escrever a velocidade generalizada em termos do momento generalizado (e
das coordenadas generalizadas),

q=V(q,p).
Assim, o Hamiltoniano é dado por
H(q,p) =p-V(a,p) — L(q,V(q, p).

Como no caso de um grau de liberdade, temos o sistema Hamiltoniano (ou equagoes
de Hamilton)

_ 8_H( )
q_ ap q7p7
_ _a_H( )
p - aq q7p 9
onde
oH OH oH oH
%(q, p) = %(q, p) = (8—]91((1, P),. .-, 8—pd(q, p)) ,
oH oH OH oOH
94 (a,p) = 9 (a,p) = (8q1 (q,p),---,aqd(q,p)) :
Exercicios

2.1. Verifique, nesse caso de varios graus de liberdade, que as solucoes da equacoes
de Euler-Lagrange de um Lagrangiano L(q,q) satisfazem as equagoes de

Hamilton
OH

= %(qu p)7

=" (a.p)
- 8q q7p7

q

para o Hamiltoniano H(q, p) correspondente.

2.2. Considere o problema de trés corpos planar restrito circular, em que um corpo
celeste L com massa M; > 0 gira em movimento circular com freqiiéncia
constante w > 0 em torno de um outro corpo celeste T' de massa My > 0,
e um satélite de massa m < My, My muito menor que a dos dois corpos
se movimenta sob a atracao gravitacional desses corpos. Considerando um
referencial girante centrado em 7T e acompanhando a rotacao de L em torno
de T, o Lagrangiano para o movimento do satélite pode ser escrito na forma
polar
L(r,0,7,0) = Lo 4 1mr2(w +6) + qmMr +G mMy :

2 2 r Vr2+ R2 - 2rR
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Obtenha o Hamiltoniano desse sistema e verifique que o sistema hamiltoniano
associado pode ser escrito na forma

(.  Dr
r==,

m

Po
o— o _

mr?2 ’

M M

=20 - GTET oG(r - Ryl

r r V2 4+ R?2 —2rR
\p9:O7

onde p, e pg sao os momentos conjugados as coordenadas generalizadas r e
0, respectivamente.

2.3. Ache o Hamiltoniano e as equacoes de Hamilton de um problema de dois
péndulos co-planares com a mesma massa m > 0 e hastes de mesmo compri-
mento ¢ > 0.

3. Obtendo o Lagrangiano a partir do Hamiltoniano

Dado um Lagrangiano L(q,q), vimos como obter o Hamiltoniano associado a
partir da relacao

H(q,p)=a p—L(a,q). a=V(ap),
onde q = V(q, p) ¢é solugao de
P = V4l(q, q).

De maneira inversa, podemos obter o Lagrangiano a partir de um Hamiltoniano
H(q, p) reescrevendo a relagao acima na forma

L(q,q) =q-p—H(q,p), p=P(q,q)

onde p = P(q, q) é solugao da primeira equagao do sistema Hamiltoniano,

. OH (. p)
q= op qQ;P).
No caso do péndulo planar, vimos que o Hamiltoniano é
1
H(0,v¢) = 52 »? — mgl cos .
A velocidade angular é dada pela primeira equagao de Hamilton,

. OH 1

0=—(0 = —
aw ( 7w) m£2 w7

cuja inversa nos da o momento angular em termos da velocidade angular:

U = ml?6.
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Substituindo essa relagao na férmula para o Lagrangiano a partir do Hamiltoniano,
obtemos

L(6,6) = 64— H (8, 4) = m** - (

. 1 .
o2 (ml?0)* — mgf cos 9) = §m€202+mg€ cosd,

recuperando, assim, o Lagrangiano desse sistema.

Exercicios

3.1. Nos problemas das se¢oes anteriores, faca o caminho inverso, obtendo o La-
grangiano a partir do Hamiltoniano, conforme descrito acima.

4. Sistemas nao-autonomos

Mesmo no caso nao-autonomo, em que o Lagrangiano depende também da variavel
temporal, i.e.
L(a,4q,1),
podemos obter um sistema na forma Hamiltoniana,

1= 2 q.p.1)
q_ap q7p7 )

=2 p.n
p= aq q;p;t),

com a diferenca que agora o Hamiltoniano também depende da variavel temporal,
sendo da forma

H(q,p,t).

E fundamental notar que nesse caso o Hamiltoniano nao é conservado, e a sua variacao
temporal ao longo de uma solucao ¢ dada por

3 H(a(0).p0).1) = 2 (a(t).p(0).0).

As relagoes entre o Lagrangiano e o Hamiltoniano sao como no caso autonomo.

Exercicios
4.1. Mostre, nesse caso nao-autonomo, que o Hamiltoniano obtido da relagao

H(qapat):qp_[/(q>qvt)7 q:V(qapat)a
onde q = V(q, p, t) é solugao de
P= qu(q7 éIa t)?
leva as equacoes de Euler-Lagrange no sistema hamiltoniano

LA
q_ap q7p7 9

=2 ap.n
p_ aq q7p7 )
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4.2. Mostre que nesse caso nao-autonomo o Hamiltoniano satisfaz

L atatn.p(0).0 = 2at). (0.

4.3. Mostre o Lagrangiano L(q, g, t) associado a um Hamiltoniano H(q, p, t) pode
ser recuperado através das relacoes

L(q,q)=a-p—H(q,p), p=P(qq)
onde p = P(q, q) é solugao da primeira equagao do sistema Hamiltoniano,

oOH

q= %(q,p)-

4.4. Considere o Lagrangiano
. . 1 :
L(6,0,t) = mlwb cos wt cos § + §m£292 + mgl cos 0

associado a um péndulo planar cuja haste fixa esta sujeita a um movimento
periédico com freqiiéncia w € R. Obtenha o Hamiltoniano correspondente.

5. Transformada de Legendre

Vamos considerar o caso de apenas um grau de liberdade, para simplificar, ou
seja, comq=¢q ER, q=¢ep=p=0L(q,q)/9q.
Observe que considerando ¢ como um parametro e esquecendo por um momento
a dependéncia do Lagrangiano e do Hamiltoniano em ¢, a transformagao entre essas
funcoes pode ser escrita na forma
OL(q
H(p) = pq — L(q), onde ¢ = ¢(p) é a inversa de p = %
q
Trocando a notacao, podemos escrever a seguinte transformacao:
g (s) = sr—g(r), onde r = r(s) é a inversa de s = ¢'(r).

Essa transformacao esta bem definida para s € R desde que g : R — R seja dife-
renciavel e ¢’ : R — R seja invertivel.
Note, agora, que formalmente essa transformacao pode ser escrita na forma

g'(s) = max{sr —g(r)}.

De fato, o maximo, sob certas condicoes, é atingido quando

& fsr =g} =s—g(r) =0,

ou seja, quando 7 é tal que s = ¢’(r). No caso em que esse maximo existe e é tnico,
isso define a func¢ao r = r(s) que é inversa de ¢'.

Por outra lado, para essa ltima definicao fazer sentido, nao é necessario nem que
g seja diferenciavel.
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Podemos assumir que ¢ é continua e coerciva, onde coerciva significa dizer que

g(r)
Il — 00, quando |r| — oo.

A coercividade implica em sr — g(r) ser limitada superiormente em relagao a r,
para cada s € R fixo e, com isso, que o supremo de sr — g(r) em r é limitado. E a
continuidade implica que esse supremo ¢ um maximo.

A operacao acima que leva g em g* é chamada de Transformada de Legendre. O
Hamiltoniano é, em certo sentido, a transformada de Legendre do Lagrangiano. E
vice-versa.

Vamos ver condigoes para que g* seja continua e coerciva e, com isso, que a
transformada de Legendre possa ser aplicada em g¢*, nos dando uma funcao g**.
Vamos ver, em seguida, que g** concide com g.

Exercicios

5.1. Seja g : R — R continua e coerciva e considere a sua transformada de
Legendre

g"(s) = max{sr — g(r)}

(1) Mostre que g* : R — R estd bem definida.

(2) Mostre que g* é continua em R.

(3) Mostre que g* é coerciva.

(4) Mostre que se g* é convexa.

(5) Mostre que a segunda transformada de Legendre de g,

g~ (r) = max{rs — g"(s)},

esta bem definida.

(6) Mostre que se g é estritamente convexa, entao a segunda transformada
de Legendre de ¢ coincide com a funcgao original, ou seja, g** = g.

(7) Suponha que g seja continuamente diferencidvel e com ¢ : R — R
invertivel. Mostre que g* pode ser escrito na forma

g°(s) = sr(s) = g(r(s)),
para todo s € R, onde r(s) é o tinico nimero real r tal que s = ¢'(r).
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Sistemas continuos

1. Exemplos

Exercicios

1.1.

1.2.

Considere uma cadeia linear de n + 1 particulas de massa m = uf e unidas
por uma mola de comprimento de equilibrio ¢ e coeficiente de restauracao
k = A/L. Escrevendo a posi¢ao de cada particula como r; = (i + ¢;,0,0),
i =0,...,n, onde q = (¢;)i=0...n 820 as coordenadas generalizadas indi-
cando o deslocamento de cada partlcula da posicao de equilibrio. Escreva
o Lagrangian L(q,q) do sistema discreto e passe ao limite quando ¢ — 0
en — oo, com fn — L, para algum L > 0, para obter um Lagrangiano
continuo L(q, gz, q), com ¢ = q(z,t), 0 <z < L, t € R, da forma

1

].
2 2
Zud® — )2

Obtenha, em seguida, as equagoes de Euler-Lagrange para ¢ = ¢(z,t), ou
seja

L
L(q,qx,qt)z/ L(q, 4z, q) dz, L(q, Gz, qt) =
0

KA = )\qycxa O S x S L,t € R
Considere, ainda, as equagoes de Euler-Lagrange para ¢g e g,, a saber

,quo _ /\QI ; q0’ ,Uzgqn _ _)\Qn _KQn—l

e passe ao limite para obter as condi¢oes de contorno

¢2(0) = (L) = 0.

Considere, agora, uma cadeia de particulas ligadas por molas mas vibrando
apenas transversalmente, ou seja, as particulas assumem posigoes r; = (i/, 0, g;),
com as coordenadas generalizadas q = (¢;)i=o...». O potencial de cada mola

¢ dado por

1A LA 2
V(g gi) = 55 (i —via =0 = 55 (VP (@ —a0)” — ()

Para pequenas vibragoes transversais, podemos aproximar esse potencial por

~ 1A
Vz‘,z‘—1(%,q@'—1) 9 g(

7

— Gi— 1)2-
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1.3.

1.4.

1.5.

7. SISTEMAS CONTINUOS
Considere ainda o potencial gravitacional de cada particula,

V;(Qi) = ulgq;.

Escreva o Lagrangiano L(q, q) do sistema discreto e passe ao limite (¢ — 0,
n — oo, n{ — L), para achar a densidade do Lagrangiano, £ = £(q, ¢., @),
q = q(z,t), z € R, t € R, do sistema continua. Ache ainda a equacdo de
Euler-Lagrange para q(z, ).

Considere uma cadeia “vertical” de particulas ligadas por molas e vibrando

longitudinalmente, de forma que as particulas assumem posicoes r; = (0,0, —if—

¢i)- Assumimos, dessa vez, que a “primeira” particula estd fixa na origem,
ro = (0,0,0), de modo que apenas consideramos q = (¢;)i=1,...,, como coorde-
nadas generalizadas (comegamos com i = 1). Escreva a densidade do Lagran-
giano do sistema continuo limite e obtenha as equacoes de Euler-Lagrange,
junto com as condigoes de contorno:

UGy = A + g, 0 <2< L, teR, ¢(0,t) =0, q.(L,t) =0,

onde ¢ = ¢q(z,t), 0 < z < L, t € R. Observe que estamos aproximando
i — z, de maneira que o “eixo z” no problema limite aponta “para baixo”
(caso contrario terfamos —L < z < 0 e —ug na equagao, o que também
estaria certo, apenas com outra interpretacao).

Considere uma cadeia de péndulos de massa m = pf e comprimento a ligados
horizontalmente por molas com comprimento de equilibrio ¢ e coeficiente de
restauracao k = A/¢. Considerando os angulos #; de cada péndulo como
coordenadas generalizadas, podemos escrever a posicao de cada particula
como r; = (il + asiné,;, 0, —acosb;). Considerando a energia potencial

—plga cos b;
de cada particula ¢ = 0,...,n e aproximando a energia potencial de cada
mola por
1 Xa
——(0; — 0,_
57 1)

passe ao limite para obter a densidade do Lagrangiano

1 1
L£(6,0,,0,) = §a2u9t2 - Eazkﬁi + pgacos o,

onde 0 = 6(z, ).
Considere um conjunto de particulas na forma de uma malha, dadas pelas
coordenadas

ri; = (Zﬁ,jﬁ, Ui,j); Z,j e 7.
Considere cada particula ligada a cada uma de suas quatro particulas vizinhas
mais préoximas, de tal forma que a energial potencial desse conjunto de molas
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é dada por

%AEZ(@%j—uwm02+%UM“—um—ﬁ%-
i,jez
(O parametro A é chamado de mddulo de Young e se relaciona com o coefici-
ente de elasticidade k£ da mola através da férmula k = A\S/¢, onde S é a drea
da secao da mola transversal ao esticamento e ¢ é o comprimento da mola
na dire¢ao longitudinal ao esticamento.)
Considere, ainda, o potencial gravitacional do conjunto de particulas,

plyg Z Us,j-

ijET
Passe ao limite quando ¢ — 0 para achar a densidade do Lagrangiano na

forma ) )
i = Sz + ) = pgu.
Considerando o principio da menor acao, em que as equacoes de Euler-

Lagrange estao associadas aos pontos criticos do agao

S:/tlL(---)dt,

to

L(U, Uy Uy, Uy) =

onde o Lagrangiano L(---) é dado em termos de uma densidade do Lagran-
giano L(---) em uma regido €2, com

L6y = [ 2.0

encontre as equacoes de Fuler-Lagrange nos casos abaixo em termos das

derivadas parciais da densidade do Lagrangiano.

(1) Densidade £ = L(q,q), com ¢ = q(z,t), r € Q =R, t € R.

) Densidade £ = £L(q, ¢z, q:), com g = q(z,t), r € Q =R, t € R.

) Densidade £ = L(x, x5, 24, 5), com x = x(s,t), s € Q =R, t € R.

) Densidade £ = L(q, ¢z, q;, x,t), com q¢ = q(z,t), z € Q =R, t € R.

) Densidade £ = L(u, uy, ut, uy), com u = u(z,t), z € Q =R, t € R.

) Densidade £ = £(q, ¢z, @y, @), com q = q(z,y,t), (z,y) € A =R* t € R.

) Densidade £ = L(q, Gx, Gyys Q2225 @), com ¢ = q(z,y, z,t), (z,y,2) € Q=
R3, t € R.

(8) Densidade £ = L(q,q), com q = q(z,t), r € Q=R t € R.

(9) Densidade £ = L(u, v, Uy, Vg, ug, v4), com u = u(x,t), v = v(x,t), x €

O=R, teR.

(2
(3
(4
(5
(6
(7

1.7. Ache as equagoes de FEuler-Lagrange nos seguintes casos:

(1) (Equagao de Klein-Gordon) Densidade do Lagrangiano dada por

1 1 1

SHPE — S0 — SHve,

E(gpa szvvspt) = 2 2 2
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onde ¢ = p(z,t), r € Q =R, t € R.
(2) (Equagao de sine-Gordon) Densidade do Lagrangiano dada por

1 1

1
L(©, Pz, 1) = 5#90,52 — 5/\902 — 5#7(1 — cos ),

onde ¢ = p(z,t), r € Q =R, t € R.
(3) (equagao de Korteweg-de Vries) Densidade do Lagrangiano dada por

1 1 1

L(p, s Prar 1) = 50200 + gwi — §wiw,

onde p = p(x,t), z € @ =R, t € R. A equagao de Korteweg-de Vries
¢é, na verdade, a equacao para ¥ = p,.

(4) (Pequenas oscilagoes de uma membrana) Densidade do Lagrangiano
dada por

1 1
LU, Uy, Uy, Uy) = §uuf - 5)\(ui +ul) — pgu,

onde u = u(z,y,t), (z,y) € A =R? t € R.
(5) (Pequenas vibragoes actsticas) Densidade do Lagrangiano dada por
1 1
LU, Uy Uy Uy Ug) = §uuf - iA(ui +ul +ul) — pgu,

onde u = u(x,y, z,t), (z,y,2) € =R, t € R.

2. Conservacgao de energia

Exercicios

2.1. Considere um sistema continuo com densidade de Lagrangiano £(q, ¢, ¢;) em
um intervalo Q = [0, L], com condigoes de contorno ¢(0,t) = 0, ¢(L,t) = 0.

Mostre que
L
h:/ (qta—£—£> dx
0 g

é uma quantidade conservada do sistema.

2.2. Considere um sistema continuo com densidade de Lagrangiano L(q, ¢., q:)
em um intervalo 2 = [0, L], com condigdes de contorno tais que ¢(0,t) =1 e
OL/0q;| =1, = 0. Mostre que

é uma quantidade conservada do sistema.
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Considere um sistema continuo com densidade de Lagrangiano £(u, u,, u,, u;)
em uma regiao € C R?, com condigoes de contorno q(x,y,t) = 0 para (z,y) €
09 (onde 01 indica o bordo de 2). Mostre que

h :/ <qta—£ — E) dxdy
Q q

¢ uma quantidade conservada do sistema.
Ache as respectivas quantidades conservadas dos sistemas tratados na se¢ao
anterior, assumindo condicoes de contorno apropriadas.
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Relatividade restrita
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