Lista 4 - Integracao
Semestre 2018/2 - Prof. Ricardo M. S. Rosa

Entregar até o dia 25 de outubro de 2018

1¢ Questao: Dé um exemplo de uma fungao de variacao limitada f : [0,1] — R,
com f’ integrével em [0, 1], tal que a fungao ¢ : [0, 1] — R definida por

g(z) = f(z) — £(0) / " f(s) ds

se anula nos pontos z,, = >_*_(1/2)’, n € N, sendo positiva nos intervalos (z,, 2,1),
quando n é impar, e negativa, quando n ¢é par.

2% Questao: Seja f uma funcao continua definida em um intervalo [a, b], a < b. Su-
ponha que existam u, v € R tais que o niimero de Dini DT f satisfaca u < DT f(z) <
v, para todo = € [a,b]. Mostre que

uh < f(z+h) — f(z) < vh,
paratodoa <z <x+h <b.

3¢ Questao: Nos itens abaixo, f| = max{0, f'} e f~ = max{0, —f'} sdo as partes
positiva e negativa da derivada f’ de uma funcao f.

(1) Dé um exemplo de uma fungao de variagao limitada f e de uma decomposicao
f =g —h, com g, h ndo-decrescentes, tais que g’ # f, e i’ # f.

(2) Supondo f absolutamente continua, mostre que existe uma decomposi¢ao
f = g — h com g,h absolutamente continuas nao-decrescentes e tais que
g = fi, = f., e que essa decomposigao ¢ tinica a menos de uma constante,

ie. se g,h e g, hsao duas tais decomposigoes, entao existe C' € R tal que
g—g=h—h=0C.

4% Questao: Mostre que se f é absolutamente continua em um intervalo [a, b], a < b,
entdo a sua variacao Vy = Vy(z) = V(f;a, ) também é absolutamente continua no
intervalo [a, b].

5% Questao: Considere a fungao

onde «, 8 > 0.

(1) Observe que g é continua e que ¢’ existe e é continua em = # 0. Mostre que
g € integravel em |z| < 1 se, e somente se, a > f3.

(2) Mostre que g é de variacao limitada se, e somente se, a > [3.

(3) Mostre que g é absolutamente continua se, e somente se, « > 3.



(4) Se {¢n}nen denote o conjunto dos racionais em [—1,1] e 7, > 0, n € N, sado
tais que ) v, < 0o, mostre que a fungao

flz) =) mglz—gq.), weR

¢ absolutamente continua no intervalo [—1,1].

6% Questao: Sejam f,g : [a,b] — R duas fungdes absolutamente continuas no
intervalo [a, b], a < b. Mostre que o produto fg também é absolutamente continuo e
que vale a formula de integracao por partes

b b
F)9() — fa)g(a) = / F(@)g(x) da + / f(2)d (@) da.



