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Equacdes de Navier-Stokes (escoamento compressivel)
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(u1,us2,us) = vetor velocidade do fluido,

(x1,22,x3) = PpOSICca0, (f1, f2, f3) = forca de volume,
p = densidade, 0;; = tensor de stress.
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Tensor de stress e pressao
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oij = —pdij +dij, p = % 8ij %" delta de Kronecker,

dij =2 (eij — %(5@-) (escoamento Newtoniano),
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(p = pressdo hidrostatica, o;; = —pd;;, caso fluido estatico).

) = tensor rate-of-strain.




Escoamentos Newtonianos

R ——

» Newton (1687): d = pg“, caso laminar 7

ul(a,’g) 0 d 0
u= 0 — dij=|d 0 0|, d=di2=do.
0 0O 0 O

» Euler (1755): d;; =0 (fluido "ideal”) = eqgs. de Euler;

» Navier (1822), Cauchy (1828), Poisson (1829),
Saint-Venant (1843) e Stokes (1845):
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dij =21 (eij - — ij> = equacdbes de Navier-Stokes.

Equacoes de Navier-Stokes

» Navier (1822): pu = funcdao do espacamento molecular,
sem significado fisico;

» Cauchy (1828), Poisson (1829): idem;

» Saint-Venant (1843): derivagao das equagdes com mais
fundamento fisico, valendo para escoamentos nao
necessariamente laminares;

» Stokes (1845): idem, da forma feita atualmente, com
i = viscosidade molecular (atrito).




A ponte suspensa de Navier (Pont des Invalides)

“Navier: Blow-up and Collapse”, AMS Notices, Janeiro 2003.
Navier: professor Ecole des Ponts et Chaussées, Paris.

Pontes Suspensas: Finley, pioneiro, nos EUA (= 1800),
depois engenheiros da Gra-Bretanha, finalmente Navier na
Franca, sob incentivo de seus superiores e do governo...

Navier: Apos estudar pontes da Gra-Bretanha, entre 1821
e 1823, escreve tratado sobre pontes usando “métodos
matematicos modernos” (equacdes diferenciais simples e
séries de Fourier, uma de suas especialidades).

Navier: Em 1823, apresenta projeto com calculos
“precisos’’, sem necessidade de exagerar na estrutura para
compensar aproximacdes e erros ‘“tipicos’ da engenharia.

A ponte: Em 1826, 5 semanas antes da conclusao, um
suporte dos cabos da ponte racha, devido a um vazamento
de a”gua] proximo. A ponte foi eventualmente desmontada.

Oscilacdes induzidas pelo vento (turbulento, em certos
casos) sao dificeis de serem calculadas; provavelmente o
modelo usado nao tinha a precisao necessaria.




Equacdes de Navier-Stokes (compressivel - vetorial)

p(%—?—k(u-V)u)—I—Vp:,uAu—l—%V(V-u)-i—f,
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E‘FV'(pu)—O.

u=(ui,uz,uz), x=(z1,22,23) £=(f1,[2 f3),
V-az—Vp—l—,uAu—i—%V(V'u),

1
o = (0ij)ijs 035 = —Pdij + 2p(eij + 5 (V -u)dyy),
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Escoamentos incompressiveis € homogéneos
Variacao de volume:

d

Escoamentos incompressiveis (densidade independente de
variacdes na pressao): V-u=0¢e
ap op Dp
0= iLv. — A v/ V- u=—.
5 TV () =o0 +(u-V)p+pVou=
Escoamentos incompressiveis e homogéneos:
V-u=0e p=py (constante).
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Equacdes de Navier-Stokes (incompressivel e homogéneo)

0
0 <a—ltl—l—(u~V)u> + Vp = pAu+f,

V.-u=0.

Dividindo por py e substituindo p/py por p e f/py por f:

%—?+(u-V)u+Vp:VAu+f,
V.-u=0.

u = (uy,u2,u3) = campo de velocidades,
p = pressao cinematica,
f = (f1, f2, f3) = densidade das forcas de volume,

v = Viscosidade cinematica.
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Algumas questoes fundamentais

» Existéncia e unicidade de solugdes globais (o prémio de
US$ 1,00 x 10° da Fundacdo Clay);

» Limite de Euler (Re — o0);

» Derivacao das equacdes via mecanica estatistica;

» Estabilidade, instabilidade e transicao para turbuléncia;
» Turbuléncia completamente desenvolvida;

» a—model ou equacdes de Camassa-Holm;

» Estruturas coerentes (vortices - linhas, folhas, etc.);

» Variedade inercial (lenta), aprox numérica, inicializacao;

» Escoamentos geostroficos, no. Rossby e fca de Coriolis.
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Prémio: US$1,00 x 10 da Clay Foundation

Problema A: (Solucao global) Dado ug suave, com

V-uy =0 e |0F up(x)| < cpm(l+[x])™™, k,m € N, x € R?, achar
solucdes suaves u = u(t,x), p = p(t,x) das ENS em R3, com
u,p € C([0,00) X R?), [4|u(t,x)|*?dx < C,Vt>0, e

u(0,x) = up(x).

Problema B: (explosdao em tempo finito) Mostrar
existéncia de ug e f suaves, com V-uy =0 e

05, 00(%)] < crm (1 + |x) 7™, 10705, w0(%)| < Crpm (1 + ¢+ [x]) 7,

r.k,m €N, t >0, x € R3, tais que que ndo existam solucdes
das ENS em R3 como acima.

Problemas A’, B’: com condicdes de contorno periddicas.
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Resultados conhecidos

>

Existéncia global (no tempo) de solugdes fracas (nao
necessariamente suaves ou Unicas)

Existéncia local (no tempo) de solugdes suaves

Um pouco de regularidade (L*(0,T;L"(Q)3), r > 3,
2/s+3/r <1, Serrin (1962)) implica em solucdes locais
suaves e unicas

Existéncia e unicidade global de solucdes suaves em
duas dimensoes

Estimativas " fractais” do conjunto de singularidades
("V®u=0x") no tempo, dgy(S;) < 1/2 (dimensdo de
Hausdorff), e no espaco-tempo, P1(Se.:) =0 (medida de
Hausdorff parabdlica, "tempo conta dobrado™)
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Escoamentos geostroficos

%—?%—(u-V)u—l—ZQ><u+Vp=VAu—l—V@+f,
V.-u=0.

® = ¢ + ¢. = potenciais gravitacional 4+ f¢ centrifuga
22 x u = forca de Coriolis

(2 = velocidade angular (direcao e magnitude)
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Escoamentos com rapida rotacao

1
Qqul—>geQ><u, eq =

olfe

) Q:‘Q‘

= numero de Rossby

~ 20Lgsinf

T 201

g = numero de Rossby local (latitude 0)

» Escoamentos geostroficos longe do equador: € ~ 0.1

» Grande interesse em escoamentos com rapida rotacao
pela comunidade de meteorologia e climatologia.

» Escoamentos com rapida rotacdo sao quase 2D (‘2
1/2"): existéncia e unicidade global de solu¢cdes suaves
(Babin, Malahov, Nicolaenko)
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Equacoes primitivas da atmosfera
» Densidade varia com a altura;
» Aproximacao de Boussinesq;
» Altura relativamente pequena em relacao ao globo;

» Falta existéncia e unicidade global mesmo em duas
dimensdes (escoamento latitudinal ou longitudinal), no
Caso sem viscosidade vertical.

» Outros componentes: temperatura, salinidade (no
oceano), substancias quimicas, calotas polares, etc.
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a-model ou equacdes de Camassa-Holm (viscosas)

%—?%—(u-V)v—f—(VnU-V+Vp:VAv+f,
V.-u=0, v=—-a’A)u.

» EXxisténcia e unicidade global em 3D conhecidas;
» Utilizado como modelo para fechamento turbulento;

» Semelhancas com a regularizacao de Leray:
v=(I+a(-A)"/?)u e sem o termo (Vu')-v.

» a—Euler = Camassa-Holm sem visc., 3D em aberto

» Marsden, Foias, etc.
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Transicao para turbuléncia - bifurcacoes

()

12}

1)

Figure 2.2, Flow past a sphere. () Laminar flow (small Reynolds number). (b) Ap-
pearance of the von Karmén vortices in the wake behind the sphere (stationary flow),
{c) Time-periodic flow: the vortices behind the sphere are moving to the right in an
(apparently) time-periodic manner. (d) Fully turbulent flow in the wake hehind the
sohere at laree Revoolds numbers.
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O problema de Couette-Taylor
Couette: w; =0, we #0
Mallock, Taylor: w; #0, we =0

20




escoamento de Taylor

Couette-Taylor

A)

Chossat-looss (1994): we =0,w; >0

escoamento de Couette

ponto fixo

<)

B)

ponto fixo

FIGURE L4. Wavy vortex flow

escoamento "wavy vortex
orbita quasi-periddica (toro T/2)

FIGURE L5, Modulated waves

ondas moduladas

orbita quasi-periddica (toro T n)

21

'OUTF

Bifurcacoes Couette-Taylor - 2 parametros Reynolds
Ti(re — ri)wi’ Re, — Te(re — ri)we-
124 124
I \\ ' : —‘L CORKSERETW
B \\ UNEXPLORED : TRk el B
\ I\.\. iIPPLEE—ﬂ--_?‘L "\ygw VORTICES
", FEATURELESS TURBULENCE \_\ i \\P i
e LY TURBULENT|
A voRficEs=] | 1’%55?5‘5%
\ i B
/ .wnuLE Wrwlsrs

7

\\\‘\
SPIRAL TURBULENCE TR wenlicaro] |/
s WAVES ==/
4
________ N
VS"R‘T‘E} f /
FLOW i
f-rnnm /
[ varTEx
- INTERPENETRATING SPIRALS: Flow) J
PIRALS | ot
sramms;Nk P
L COUETTE
COUETTE FLOW B FLOW
o | I 1
-4000 -3000 -2000 -1000 ] 1000
FIGURE 1.2. Experimental stability diagram by [An-L-Sw]
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Escoamentos turbulentos: varias escalas presentes, se
movendo de maneira imprevisivel, mas bem comportadas
em um sentido estatistico.

Figore 1.3 Instantapeous and time averaeed views of a jet i cross Bow.. The jol
exits from the wall af lefi info a stredam fAowing from bottom to top (Su & Mungal,
1999,
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Estruturas coerentes e intermiténcia

» Estruturas coerentes: filamentos de vortices com baixa

dissipacao de energia, diametro da ordem de /.,
comprimento € ({7, {p).

» Universalidade questionada devido a variacdes
intermitentes na dissipacao de energia.

Fizire VI-6: DNS of forced isotropic 310 turbulence, Evidence of coherent vor-
iees displayed by vorticity-maedulus isosurfaces; a) Siggia (1981), b} Vincent
cod Meneguzzi, 1991 b {courtesy ). Fluid Mech. and Kluwer)
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Mais estruturas coerentes

Plate 10: vorticity modulus in the LES of 4 temporal mixing laver; a) quasi
two-dimensional random initial forcing; b) 4D isot repic forcing (courtesy J.
Silvestrini, Grenchle).
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Atrator global

orbita /‘

» Conjunto compacto A
» Invariante: S(t)A= A, Vte R

» Atrai todas as orbitas, uniformemente para condicdes
iniciais limitadas

Orbita

26




Dimensao do atrator global

» Sendo compacto, A pode ser aproximado por
subespacos afins de dimensao finita

» Na maioria dos casos, A tem dimensao fractal finita

» Nesses casos, A pode ser imerso em variedades
euclidianas de dimensao finita

» Possibilidade de se obter sistemas finitos de EDOs com
0 mesmo comportamento assintotico

\ diminuicé@o de volumes para dimensé&o fractal finita

Dimensao do atrator das ENS

» dimyA < graus de liberdade Landau-Lifchitz

g 2 E 1/3
» ENS 2D periédico: dimA < (5—(’) (1+ln (E_‘)))
Ul n

Z 2
» ENS 2D com aderéncia na fronteira: dimsA S (;)
gl

» ENS 3D, para conjuntos invariantes regulares V:

3
dime < (i—())

» onde 77 e & similares a

1 /7
€ = vlimsup sup —/ / 'V ®u(t,x)|? dxdt
T—oo ug€eV T 0 Q
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Variedade inercial
» Variedade Lipschitz de dimensao finita
» Positivamente invariante, i.e. S(tH)M C M, Vt >0

» Atrai todas as oOrbitas exponencialmente e
uniformemente para condicoes iniciais limitadas

up
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Completude assintotica de variedades inerciais

» Em geral, para toda solu¢do u = u(t), existe solugcdo
v =v(t) € M com o0 mesmo comportamento assintotico

lim |u(t) —v(t)| =0 e w(u)=w(v)

t—o0

» Atracao exponencial = M captura boa parte do
comportamento transiente

30




Existéncia de variedades inerciais

» Requer forte dissipagcao (contracao uniforme de
volumes)

» EXisténcia demonstrada para varias equacdoes em uma
dimens3ao espacial e em casos especiais em 2D

» Em aberto para NSE 2D e 3D
» Transformada de Kwak ainda incompleta

» Relacao com variedades lentas em meteorologia

dados atmosféricos

variedade inercial (lenta) X X
\\ J

inicializagdes
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Aproximacao de variedades inerciais

» MéEtodos numeéricos mais precisos baseados em
aproximacoes de variedades inerciais

» Eficiéncia depende da regularidade das solucdes e do
objetivo do estudo

» Apropriado para estudos da dinamica (e.g. captura de
ligacdes heteroclinicas)

variedade inercial aproximada variedade inercial
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Atrator exponencial
» Intermediario entre atrator global e variedade inercial

» Aproxima exponencialmente as orbitas mas nao é
variedade euclidiana

» EXisténcia para varias equacdes, inclusive ENS 2D
» Parametrizacao por mapeamentos Hdolder-continuos

» Resultados parciais sobre existéncia de sistemas de
dimensao finita com dinamica equivalente

T
7

7
/
N atrator exponencial //
™ /

parametrizacédo do atrator exponencial
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Modos determinantes, nodulos determinantes, etc.
Sejam

» H = espaco de fase

» X, = espaco de dimensao finita

» P:H — X, (Galerkin, diferencas finitas, etc.)

Questoes:
» Pu(t) — Pv(t) — 0,t — oo, implica em u(t) — v(t) — 07

» P restrito ao atrator é bijetivo?

Relacionado com reconstrucao de atratores.

34
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Equacoes de Navier-Stokes

>

>

Regido Q) c R3 ocupada pelo fluido

Variaveis espacial x = (561,332,563) € ) etemporal t >0
Campo de velocidades u = u(t,x) = (uy, us,u3) € R3
Pressao p = p(t,x) € R e forca de volume f = (f1, fo, f3)
Equacdes de Navier-Stokes (ENS) para um escoamento

incompressivel e homogéneo, viscosidade cinematica v:

g—ltl—k(u-V)u—l—Vp:VAu—l—f,

V- u=0.
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Formulacao matematica das ENS - Leray (1933,34)

Eliminar pressao, considerando espacos de divergente nulo,
para obter equacao de evolucao envolvendo somente u.

Se p e v suaves, com V -v =0 e condi¢cbes apropriadas de
contorno para v (livre, aderéncia, periddica, etc.), entao

/Q(Vp)'VdVZ/QP(V'V)dV—I—/ p(v-n)dS =0

oN

onde n = normal exterior a Q.

Portanto, o termo da pressao desaparece na formulacao
fraca e na formulacao funcional, em espacos de divergente

nulo.

40




Espacos de funcao basicos

» Condicdes naturais para o campo de velocidades (com
condicdes apropriadas de contorno):

/ lu(x)?dx < oo <«  energia cinética finita

Q

/]V@u\z dx:/ lw|?dx < oo <« enstrofia finita
Q Q

onde V®@u = (9,,u;)} ;_; ew=curlu=V xu.

» Espacos de partida:
L3(Q) = {u Q0 — R3, |ul? d:ef/ lu(x)|? dx < oo}
Q

H' () = {u € L), ||u? d:ef/ IV ®@ul? dx < oo}
Q
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Espacos de divergente nulo

Partimos de funcdes suaves:

V= {uECSO(Q)?’; V-u:O}
e definimos por completamento:

H = fecho de ¥V em L2(Q),

V = fecho de V em H'(Q).

Em certos dominios regulares e limitados, € possivel
caracterizar melhor esses espacos.
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Caracterizacao dos espacos em £ limitado de classe (2

» Espaco de divergente em LZ2:
E={uel?Q);V-uecL?Q)}

» Se u € F, entdo existe o traco u-n € H/2(99), com

/u-VgodV:—/(V-u)godS—i—/ ou-ndV
Q Q o0

» Entao

9 u-n=20, ou
H=Suel“(Q); V-u=0,
u-n = anti-periodico
1 u=20, ou
V=queH (2); V-u=0,
u = periodico
43

Decomposicao de Leray-Helmholtz

» H é um subespaco vetorial fechado de LL?

HL
» Decomposicdo ortogonal L2 = H& H H

(Helmholtz: Q@ =R3, Leray: Q mais geral)
v=u+ Vp, V-u=0
» p dado por problema de Neumann (aplicando V-):
Ap=Vv, em Q Op/On =v -n, em 0f)
» () aberto qualquer:

H = {W < L2(Q), w=Vp, pe€ L%OC(Q)}
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Projecao das equacoes de Navier-Stokes
» Projecao ortogonal P nH L2 > H e QLH =1—PH

» Decomposicao das ENS (assumindo P uf = f):

Py (%—?+(U-V)u—yAu+Vp—f> =0

QLH (%—?—i—(u-V)u—yAu#—Vp—f) =0

» Entdo, como PLuVp=0-¢e QL Hou=0,

0
(9_1t1 + Pn(u-V)u—vP gAu={f (eq. evolucdo para u)

QLn(u-Vu—vQLuAu+Vp=0 (eq. p=pu))
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Formulacao funcional das ENS

0
> 8—1751 + PLH(ll . V)ll —vP lHAu="f
» Operador de Stokes Au = —vP yAu
» Termo inercial B(u,u) = P p(u-V)u

» Espacodual Vc HcCV':
def
(u,v) = / u(x) -v(x)dx —  (u,v)yy.
Q

» Temos A:V - V', B:V xV — V'’ continuos

» Forma funcional das ENS:

d
d—l;+yAu+B(u,u):f
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Formulacao variacional (fraca) das ENS

» Multiplicar ENS por funcdao teste v de divergente nulo e
suporte compacto em 2 e integrar em (2:

/(aaltl (u- V)u—VAu—l—Vp>-vdx:();

» Integrando por partes e usando que V -v =0,

4 uvdx—l—/[ (u-V)u)- )]dX—H//VEBu:V@VdX:O;
Q

» Ou, em notacao compacta, e incluindo f,

ddt(u v)+b(u,u,v) +a(u,v) = (f,v), Vv eV
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Ortogonalidade do termo inercial

Obter estimativas de energia usando ortogonalidade do
termo inercial:

b(u,v,v):/Q((u V)v) -vdV = Z /uzamlfq7 dVv

1,j=1

B ave_ 3 [ 24l gy
Z/uzﬁxz 2 __ijzzl/ﬁxl

1,j=1

1
:_/(V-u)—|v|2 dV =0
O 2

Em particular,

b(u,u,u)=0 e b(u,v,w)=—b(u,w,v).
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Desigualdade de energia para aproximacao de Galerkin

» Via método de Galerkin, obter aproximacdes u™ em
espacdes de Galerkin V,, de dimensao finita,

%(u(”), v) 4+ b(u™ u™ v) +a(u™ v) = (f,v), VYvev,.

» Fazendo v = u™:

1d
570" P v = (£.v)
» Usando Cauchy-Schwarz e Young no ultimo termo,

d

1
(n)|2 (n)2<_f2
SR 4 ) < e

onde A1 > 0 primeiro autovalor do operador de Stokes
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Estimativas globais

» Assumindo f independente de t (ou f € L?(0,T;V")),

1
(] < g e+~ [F2(1 — M)
1

» Para a enstrofia,
; /TH (B2 dt < - [uol? + ——[£]
T J, =70 TN
» Para a derivada temporal de u(™, usando
—b(u,u,v) = b(u,v,u) < [uf.|v] < [ul*2|u]*?|v],

temos || B(u, w)[[y,” < [u]>*|[ul|?, logo

1 T
7 [l @ ar<
0
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>

>

Obtemos convergéncia (forte) em L?(0,T; H), suficiente
para a passagem ao limite no termo bilinear.

Aubin (1963): Sejam FE, € E>; C E3, E, E5 reflexivos.
Se {u,}, for limitado em L?(0,T; E;) e {u},}, limitado
em L4(0,T; Es), p,q > 1, entao {u,} é compacto em
LP(0,T; Es).

Temam (1983): Sejam E; € F»; (ndao necessariamente
reflexivos). Se {u,}, for limitado em L'(0,T; E;) e em
LP(0,T;E»), p>1, e

T—h
%in%) sup/ [ (s +h) —un(s)|f, ds =0,
— n 0

entdao {u,}, € compacto em LP(0,T; E»).

Tartar (1999): p=1 e “integral” < M]|h|?, 6 > 0.
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Solucao fraca de Leray-Hopf

ApOs a passagem ao limite, obtemos solucdao fraca:

>

>

ue L>0,T; H)NL2(0,T;V);

ou/ot € L*3(0,T;V');

u € C([0,T]; Hy), onde Hy, : topologia fraca;

u(t) — ug, em H, quando t — 0;

u € solugao das ENS no sentido fraco (e funcional)

u satisfaz a desigualdade de energia no sentido das
distribuicdes em (0,7):

1d

5 g7 MO+ vu@]® < (£, u(t)
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Recuperacao da pressao

» Defina U(t) :/0 u(s) ds, B(t) =/0 B(u(s),u(s)) ds e
F(t) = /tf(s) ds, todos pertencem a C(0,7;V").
0

» Da formulacdo fraca, para todo ve V e todo t € [0,7],
(u(t) —vAU(t) + B(t) — F(t) —up,v) = 0.

» Da versdo para distribuicdes da caracterizacdo de H+,
JP(t) € C([0,T];L*(Q)), com —vAU(t) + VP(t) = g(t),

onde g(t) = F(t) — B(t) —u(t) + up € C(0,T;V’).

» A derivada p(t) = 0P(t)/0t em D’ satisfaz (em D’)
88—1; —vAu+ (u-V)u+ Vp=*.
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Unicidade

A regularidade das solucdes fracas nao € suficiente para
garantir a unicidade. Se u; € uy sao solucdes, u=us — uy

satisfaz
du

dt
Mas falta ortogonalidade, logo

+ vAu + B(u,uz) + B(uj,u) =0

5 = [ul® +vlul® + b(u, uz, u) = 0.

Precisa de regularidade de pelo menos uma das solucdes
(solucdes regulares sdao unicas na classe de solucdes fracas).

Ladyzhenskaya (1969): N3o unicidade de solucdes fracas,
mas com o dominio variando com t e com condicdes de
contorno nao homogéneas.
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Regularidade

Para mais regularidade, estimar enstrofia (usando base de
autovalores para a aproximacao de Galerkin)

» Solucao fraca satisfaz

d
a(u,v)%—b(u,u,v)%—a(u,v):(f,v), Vv eV.

» Tomando v = Au,

= (f, Au™),

1d 1
— Sl + S Au + b ul, Aa™) = g2
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» Para estimar o termo b(u(™, u™, Au™), fazemos

|b(u(”),u(”),Au(”))| < |u(”)|L6|V ® u(”)|L3|Au(”)|
< Ju®™ ) (I ™72 Au® 2 | Aut]/2

< ™ 72| 4ut P2 < Clla™ | 4 2| Aut) 2.

d
> Assim,  —[u®|P ¢ %\Au(”)\Q < Cllu™ |6 + |£]2.
» Utilizando A;||ul|? < |Au|?, chegamos a

d n )\1V n n
= a2 + 22 a2 < Ca e + g2

que é da forma 7’ +r < r3 +k, para r = ||[ul™|?.
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» A solucdo de ' +r =1r3 4+ k explode em tempo finito, se
r>r*, e élimitada, se 0 <r <r*, onde r* € a maior raiz
de r3 —r + k.

» Conclusao:
— existéncia de solugdes regulares locais;

— existéncia de solucdes regulares globais para forcas
externas e dados iniciais pequenos.
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Singularidades no tempo

» As estimativas anteriores indicam a possibilidade de
explosao em tempo finito de solucdes regulares;

» Possibilidade de perda de regularidade das solucdes
fracas em certos instantes de tempo (singularidades
temporais - a enstrofia (vorticidade total) deixa de ser

limitada):
JUWW\
S

A )
singularidades

» Segundo Leray, essas singularidades estariam
associadas a escoamentos turbulentos.
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Estimativa da “quantidade” de singularidades
temporais

» Considere solucdo fraca u=u(t), t >0, e o conjunto de
singularidades temporais S = {t > 0; ||u(t)|| = oo};

» Como fOT lu(t)||? dt < oo, temos S de medida nula;
» Qudao grande pode ser S? Denso na reta? Discreto?

» S nao é denso: pela existéncia local de solucdes
regulares, o conjunto de instantes regulares (|lu(t)|| < oo)
€ uniao de intervalos semi-abertos e de medida cheia.

» Como podemos medir o “tamanho” de S7
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Dimensao de Hausdorff
» Quantificar o tamanho de S pela dimensao de Hausdorff

» Medida de dimensao D de Hausdorff de S

MD(S) = lim :LLD,E(S) = sup :LLD7E(S)7
N0 e>0

onde pp,. = inf > -t
Uj(t; t)D8, [tf —t; [<e -

» Dimensdo de Hausdorff dimy (S) = inf{D; up(S) = 0};

» dimpy pode ser definida em varias dimensdes e coincide

com a dimensao euclidiana de subvariedades euclidianas
: : cobertura: € ¢/2

n® de “bolas”: ne — 2%n,

d = dimensao euclidiana

KD ej2i = 2j(d_D)MD,e
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Estrutura das solucoes fracas - Leray (1934)

» Seja u(t) solucdo fraca em [0,7] e defina
R=1[0,T]\S={t€[0,T}u(t) € V},
Ry={t€(0,T); Je > 0,u(t) e C((t —e,t+¢),V)}

» Ry é aberto, logo Ry = UjenI;, com I; = (tj_,tj)

disjuntos.

» Para cadate R, temoste Ry out= tj_ para algum j,
logo R\ Ry é enumeravel.

» Como u e L%0,T;V), temos |R| =T, logo |Ry| =T, onde
| -| = medida de Lebesgue

» Vamos estimar o comprimento de cada (tj_,tj)...
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» Da inequacdo r’ +r < r3 + k para enstrofia r = %||u||2
temos solucdes definidas para
0<t—to<a/(l+ry)? ro=r(ty), a>0;

» Em cada intervalo maximal (¢t~,t") de regularidade,

e o _ LA,
(1 +[a(®)]?)? (tt =)t/ — Va oo
» Integrando no tempo:

+ +
TR VN AN R A I o 1109
(tt —t7)2 = < dt;
. 2t —02 = ). T 2va

» Somando em todos os intervalos (Leray (1934)):

T
> =)< [P ot <o

intervalos
regulares
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Dimensao das singularidades em t - Scheffer (1976)

» Temos S C [0,T]\ UJL,I;, que escrevemos cOMO uniao

finita de intervalos fechados disjuntos U§§1K§m).

» Se I N K™ #( com j >m, entdo I, C K™  pois os
extremos de K™ sdo extremos de outros I;; e ndo
podem estar no interior de I;.

/ Iy \{ y Iy \ yl3\
\ /*TK %k /

» Assim, Urm K(m)CUJ>mI e

Z\K(m)\<Z!I|”Q D=t — o,

m—00
j>m Jj>m

» Como U K(m) € uma cobertura de S, temos da
estlmatlva acima que p;/2(S) =0 e dimg(S) < 1/2.
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Singularidades espaco-temporais - Scheffer (1976),
Caffareli, Khon, Nirenberg (1982), Lin (1998),

» Analise mais precisa no conjunto FE de singularidades
espaco-temporais (de ‘“suitable weak solutions”):
{(t*,x*), u(t,x) ilimitado em vizinhancas de (t*,x*)};

» Je > 0,limsupp_ o R7! fQR(t ) IVoul? <e = (t,x) regular;

» P1(F) =0, onde Pp € uma versao parabdlica da medida
de Hausdorff (com cilindros parabdlicos Q. = I.2 X B, ao

invés de bolas); ﬁ —

> 39 singularidade tipo folha de vortice em nenhum
instante de tempo (singularidade de dimens3ao dois);

> ﬂ singularidade tipo vortice pontual existindo em um
intervalo de tempo (tb. dimens3ao dois devido a I.2).
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Suitable weak solutions

» Sohr e von Wahl (1986): Leray-Hopf solutions
pe LP3(R3 x (0,T).

» Caffarelli, Kohn, Nirenberg (1982): 3 suitable weak
solutions

p e LYQ % (0,T)) (de fato, p € L§/4Lg/3> .

» F. H. Lin (1998) e Ladyzhenskaya e Seregin
(1999): d suitable weak solutions

pe L32((0,T) x Q).
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» Condicdes para a regularidade ou explosao foram
obtidas e tém sido refinadas:

» Condicdes geomeétricas sobre o alinhamento de vortices

sao particularmente interessantes:

O +u-V —vd)|w? +v|Vow?=Sw- w=alw?

a(x) = %P-V/D(y/WI,é(XJry),ﬁ(X))|w(X+Y)I dy/lyl’

£ =w/lw

» @ = angulo entre £(x+y) e &(x), entdo |D| < |singp| e
angulo local pequeno reduz «, associado ao
crescimento de singularidades;

N A §(x+y)

I C AN

T
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, D(s1,82,83) = (51 - 83)det(s1, s2,53), V|si| =1,




Resultados condicionais de regularidade

» Constantin-Fefferman (1993):
|sinp(y)| < cy| em Q= F explosdo em t =T.
Q= {(t,x) € (0,T) x Q; w(t,x)| = M}
» Beirao da Veiga-Berselli (2002):
1/2

|sinp(y)| < cy|'/? em Q= P explosdo em t =T.

» Ruzmaikina e Gruji¢ (2003): Para g > 2,

Wl € L10,T) e [sinp(y)| < cly]/? em Q4

= 7 explosdo em t =T.
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Regularidade eventual de Leray

» Considere o caso sem forca externa, f =0;
T

» Nesse caso 2y/ |u(®)||* dt < |ug|?, VT > 0;
0

» Entdo, liminf; . ||u(t)|| =0, i.e. a solugdo assume
valores arbitrariamente pequenos de enstrofia;

» Pelo resultado de regularidade global para dados iniciais
com enstrofia suficientemente pequena, segue que a
solucao u € regular a partir de algum tempo t > T7,
suficientemente grande.
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Regularidade assintotica?

» Para f #0, ndao ha, necessariamente, regularidade
eventual;

» Um possivel resultado intermediario de regularidade € o
conjunto w-limite fraco ter enstrofia limitada;

» Outro, mais fraco, seria o suporte de medidas
invariantes (“solucdes estatisticas” em 3D) ter
enstrofia limitada;

» Este ultimo resultado tem relacao com o esperado
decaimento exponencial do espectro, na teoria
estatistica de turbuléncia, associado ao espectro de
funcdes analiticas.
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Atrator global fraco

» As estimativas a priori obtidas na teoria de existéncia
das ENS s3o suficientes para mostrar a existéncia de
um atrator global na topologia fraca:

Aw={uy € H; 3 solucao global, sup |u(t)|<oco,u(0) =ug};
teR
» Pelas estimativas, Ay € limitado em H e atrai todas as
solucdes na topologia fraca, uniformemte para
condicdes iniciais limitadas.

» Se A, C V (regularidade assintética), entao todas as
solucdes sao atraidas na topologia forte.

70




71

72




Resultados recentes sobre as equacoes de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis
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Escola Brasileira de Equacdes Diferenciais
9 a 13 de junho de 2003
IMECC - Unicamp

Aula 3 - 11 de junho
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B WD

Resultados recentes sobre as equacoes de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis

Topicos:
As equacoes de Navier-Stokes, equacdes correlatas e
algumas questdes fundamentais
Aspectos matematicos das equacdes de Navier-Stokes
Teoria estatistica convencional de turbuléncia
Solugdes estatisticas das equagbes de Navier-Stokes

Aplicacdes das solucdes estatisticas em turbuléncia
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Teoria estatistica convencional de turbuléncia

Ordem e médias estatisticas

Turbuléncia homogénea e isotropica

Espectro de energia

Cascata de energia

A teoria homogéna isotropica local de Kolmogorov
estruturas coerentes e intermiténcia

Graus de liberdade

Lei de dissipacao de energia

Numero de Reynolds, lei de Moore e DNS

Cascata de enstrofia e espectro de Kraichnan em 2D

75

Equacoes de Navier-Stokes

>

>

Regido Q ¢ R3? ocupada pelo fluido

Variaveis espacial x = (x1,z2,z3) € Q e temporal ¢t >0
Campo de velocidades u = u(t,x) = (uy, us, us) € R3
Pressao p = p(t,x) € R e forca de volume f = (f1, fo, f3)

Equacdes de Navier-Stokes (ENS) para um escoamento
incompressivel e homogéneo, viscosidade cinematica v:

%—?+(u-V)u+Vp:VAu—|—f,

V-u=0.
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Escoamentos turbulentos: varias escalas presentes, se
movendo de maneira imprevisivel, mas bem comportadas
em um sentido estatistico.

Figore 1.3 Instantapeous and time averaeed views of a jet i cross Bow.. The jol
exits from the wall af lefi info a stredam fAowing from bottom to top (Su & Mungal,
1999,

7

Reynolds (1895):

Decomposicao do escoamento em

escoamento médio + flutuacoes

12 1.2
08 081
04 041
0 0
-0.4 -0.4
-08 -08
o 572 B L L L L L L -1.2 T T T T T

— T — T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Escoamento médio previsivel?
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Tipos de média:

1 T
Média temporal: U(x) = T/ u(t,x) dt
0
| N
Média amostral: U(x) ~ — Zu(”) (t,x)
n=1
LN
P . - (n)
Média espacial: N Z u(t,x + £

Hipotese ergodica: Os valores médios independem do tipo
de média considerada, inspirada em mecanica estatistica.

Reynolds (1895): Operacao formal de média, satisfazendo
propriedades de linearidade.
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Quantidades médias - notacao

- 1 N
#(u) ou = 2 o™

n=1

onde u = u(t,x) € ¢ = p(u).
Exemplos:

mtx),  (utx),  Putx)P)

Linearidade:

g—;‘j = Z—Z_Z’, </Q u(t,y) dy) =/Q<u(ta3’)> dy,

mas (u1(x)uz(y)) 7 (u1(x)) (u2(y))
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» Escoamento médio
LN
_ — (n)
U(x,t) = (u(t,x)) = N nE:1u (t,x)

» Energia cinética média por unidade de massa.

l\DlH

1 1 &
e(t,x) = 2(|utx :NZ

» Razao de dissipacao viscosa de energia por unidade
de tempo e unidade de massa:

1% N 3 8u(") ’
€(t,x) = v(|V ® u(t, X)’2> - N Z Z ( &Zj )
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Equacao de energia
» Equacdes de Navier-Stokes:

g—?—VAu—F(u Viu+ Vp =T, V- -u=0,

» Multiplicando as ENS por u e integrando no dominio:
/ (ENS)-udx =0
Q

» Usando condi¢cao de incompressibilidade e mult. por pg:

energia dissipacao
cinética de energia
d” T % N2 termos de
ermos
- @/ \U\2+Vpo/ 'V ®ul®+ ( ) = | producao
dt 2 Jg Q no bordo _
de energia
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Equacoes de Reynolds para o escoamento médio

» Equacdes de Navier-Stokes:

g—?—yAu+(u V)u+ Vp =0, V.u=0.

» Substituindo u = U +u’ e tomando a média:

U -
aa—t—VAU—i—(U VIU+VP=-V.-(u®u), V.-U=0
> po(u/ @u') = po(u] )f’] | = tensor de Reynolds.
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Escoamentos turbulentos meédios

Em canais:

e —
”39 RO
{J S .

camadas

Varias camadas com diferentes perfis de velocidade média
(simplificacdo do tensor de Reynolds via simetrias, analise
dimensional, argumentos fenomenoldgicos, ...)

Analogamente para outras geometrias (tubos, etc.)
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Correlacdes e métodos estatisticos - Taylor (1921,35)

Correlacdes (de 2 pontos): (u;(x)u;(x + £))

» ul™(x+£) e ul™(x) apontam fregiilentemente na mesma
direcao e mesmo sentido = (u;(x)u;(x+£)) >0 e as
velocidades estao correlacionadas.

» ul™(x+£) e u™(x) apontam em direcBes
arbitrariamente diferentes = (u;(x)u;(x+€)) =0 e as
velocidades nao estao correlacionadas.
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Turbuléncia homogénea - Taylor (1935)

Em certos escoamentos, correlacdes sao homogéneas:

(u;(x)u;(x + £)) = funcdo apenas de £, independe de x

Figure I-3: turbulence ereated in a wind tunnel behind a grid, Here turbulence
fills the whole apparatus, and a localized source of smoke has been placed on
the grid to visualize the development of turbulence { picture by J.L. Balint, M.
Ayrault and J.B. Schon, Feole Centrale de Lyon; from Lesieur {1982), courtesy

“lLa Recherehe™)
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Comprimento de Taylor (1921,1935)

Correlacao lateral de segunda ordem normalizada:

(up (x)u1(x + les))

(o (%02 , {eR.

g(f) =

» g(0)=1

» Homogeneidade implica em g(—/) = g(¢), logo
g (0)=¢"(0)=...=0.

- 01 () +o((£)")

» (7 = comprimento de Taylor

10 1 (%))
S (ur (%))

1
L 9% Lo _ =
ez e 290 =3
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Comprimento de Taylor - verificacao experimental

R N CORTI((9)

= SHE=h
Pl \

/“‘/

5 /
= J
Al

o T 02 03 4 035
+, inches

R,

il

g
Lﬁ‘,,n"(

Fic. 4_{5;.‘}1"_;\["%: (iiyo Ry = d_l:‘\', {%,Y'?—x'};{iii.}lpanho]a]l,= 1= (E_i%}'
{p = “comprimento médio dos menores turbilhdes

responsaveis pela dissipacao de energia pela viscosidade”
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Turbuléncia homogénea isotropica - Taylor (1935)

Em certos escoamentos turbulentos, em particular quando o
escoamento médio é desprezivel, as correlagdes sao
homogéneas e isotropicas no espaco, isto € independentes
de translagdes e rotacdes do conjunto de pontos.

funcao apenas do modulo ¢ = ||,
w;(X)u;(x+£)) = V)
{ua(x) J( ) independe de x e da direcao m

(15 (X + Keg)

- --——-——-—-0—>»

Ls
®
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Consequéncias da isotropia

Karman e Howarth (1937): em escoamentos homogéneos
isotropicos, correlacdes de segunda ordem podem ser
escritas em termos de apenas uma correlacao

(wi(x)u;(x +O)\°  f(0) —g(0) N
( (a(x)?) ) =T m (el

i,j=1

(ug (x)uy(x + leqy))
(u(x)?)

e, da condicao de incompressibilidade,

ft) = g0 =

F(0) + 57(0) = 9(0).

Verificado experimentalmente por Taylor (1937).
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Espectro de energia e correlacdes - Taylor (1938)

» Traco do tensor de correlacdoes
Tr R(ﬁ) = R11(£) + RQQ(E) + R33(£), Rij = <U¢(X)Uj(X + £)>

» Transformada de Fourier Q(k) de Tr R(£)

1

TrR(€) = 2 Jrs

(k)e®* " dk

» Espectro de energia (segundo Batchelor (1953))

50 = 5 3y /M:chm) d%(x)
— e= %(|u(x)|2> _ %TrR(O) _ /OOO S(x) dr
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Cascata de energia - Richardson (1922)

SO Rt
O
injecao de energia transferéncia/cascata dissipacao de energia
de energia

92




Transferéncia de energia/enstrofia

93

Numero de Reynolds

>

>

Escala de comprimento: L

Escala de velocidade: U

: e , , U
Dimensao fisica do termo inercial: (u-V)u ~ T

: ~ e . vU
Dimensdo fisica do termo viscoso: vAu ~ I

Razao entre os dois termos:

inercial LU
viscoso v

Re =

Re > 1 = termo inercial domina (grandes escalas)

Re <« 1 = viscosidade domina (pequenas escalas)
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Teoria de Kolmogorov

>

>

Producao de energia nas grandes escalas ¢ ~ {

No intervalo de equilibrio, /¢ < ¢y, 0 escoamento tem
um comportamento universal, independente das
caracteristicas de producao de energia e dependentes
apenas de v e e. O escoamento “perde a memoria”’ das
grandes escalas, devido a cascata turbulenta de energia.

A viscosidade se torna importante apenas a partir de
escalas muito menores, da ordem do comprimento de
Kolmogorov, ¢, = (v3/e)'/4.

No intervalo inercial, /o > ¢ > (., a viscosidade &
desprezivel em relacdo as forcas de inercia (cinéticas),
com o espectro de energia S(k) ~ €2/3575/3,
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Teoria de turbuléncia homogénea isotropica local -
Kolmogorov (1941)

» Correlacdes de diferencas de velocidades sao

homogéneas e isotropicas no espaco € em equilibrio
estatistico (homogéneas) no tempo.

Homogeneidade = ¢ = £(|V ® u(¢,x)|?) independe de ¢, z.

12 hipotese de similaridade: correlacdes dependem
apenas de € e v (nas escalas suficientemente menores
que as de producdo de energia, £g)

22 hipotese de similaridade: Ha um subintervalo de
escalas no qual as correlacdes dependem apenas de e
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Comprimento de Kolmogorov (1941)

E o comprimento /. para o qual os efeitos de viscosidade e
inércia sao comparaveis e significativos.

Pela transformacdo ¢ =/¢/\, t' =t/7, temos
3

/_7- /_T
V—ﬁy, E—ﬁE.
1/3
, A2 / , A2 e 2 N\
d=lmr=(2) , v=1sr=2 ST
€ v v v v

Portanto, ¢ /v diminui com M\ e

Voo lmd = A~ (”—3>1/4

V< ~nl = A> Y,
<~ = </,
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A lei de poténcia 2/3 de Kolmogorov (1941)
Pela segunda hipotese de similaridade, as correlacdes para
l. < ¥ <ty sO dependem de e.

S(0) = <(<u<x+e> “u(x))- é‘) ) = g(t,0).

Pela similaridade, S5(¢') = g(¢',€'), logo

72 ¢ 73
pSQ(E) g(X7 pe)
Tomando .
14 T
X 17 pé ]_,
A2 2 2/3
— SQ<€> g(l, 1)5 == g(l, 1)W = const. (€€> .
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O espectro —5/3 de Kolmogorov

L3

» S(k) = espectro de energia = dimensdo = T
L2
» ¢ = razao de dissipacao de energia no tempo = T3

» Hipotese de similaridade = S(k) depende de € e kK (no

intervalo inercial)
» Intervalo inercial: ko < Kk < Ke, ko =Ly, ke = £}

€

» Analise dimensional =

S(k) = const. €2/3575/3, ko K K <K Ke
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Espectro de energia - mecanismo de Oboukhof (1941)

» Energia cinética média para os turbilhdes de
comprimento ¢ = 1/k:

ex = S(K)K
» Tempo caracteristico para esses turbilhdes:
7. = (S(rk)r%)1/2

» No intervalo inercial, energia cinética € transferida para
as escalas menores, a razao temporal da ordem da
~ - ~ . e
razao de dissipacdo de energia: — ~ ¢
Tk

S(k)k o e
» Logo, Wwe _— S(;@)NEW% 5/3
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Diagrama da teoria de Kolmogorov

Os espectros de energia e de dissipacao de energia

S(k)k/e vk2S (k)K€

intervalo
Inercial

| intervalo
! de J I
| Ke

issipacao

intervalo de equilibrio
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Fig. 6.14. Measurements of one-dimensional longitudinal velocity speeira (symbaols),
and model spectra (Eq. (6.246)) for R; = 30,70, 130, 300, 600, and 1,500 (lines). The
experimental data are taken Irom Saddoughi and Veeravalli {1994) where references
to the various experiments are given, For each experiment, the final number in the

Espectro de energia e,
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Estruturas coerentes e intermiténcia

» Universalidade questionada devido a variacoes
intermitentes na dissipacao de energia ¢

» Estruturas coerentes: filamentos de vortices com baixa
dissipacao de energia, diametro da ordem do
comprimento de Kolmogorov e comprimento variando
entre comprimento de Taylor e escala integral.

. Lividence of coherent vor-
a) Siggia (1481), b) Vincent
and Kluwer)

sure VI-6: DNS af forced isotropic 310 turk
es isplayed by vorticity-modulus isosurfac
| Meneguzzi, 1991 b (courtesy J. Fluid Me
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Intermiténcia, leis de poténcia e lei -4/5

» Via analise dimensional ou similaridade:
E p
S, () = <(<u<x +8)—u(x))- W) )~ (el

» Intermiténcia = diferentes dissipag¢des locais ¢;
» Entao, para a correlacao longitudinal 2-pts de ordem p:

p/3

1 : 1< 1<
:7252(33) _Zegp/i%?g jz = (e0)P/3,
j=1 j=1 j=1

K4

exceto quando p = 3, que € o0 unico valor para o qual
Kolmogorov obteve uma lei de poténcia sem usar

4
similaridade (lei -4/5 de Kolmogorov): S3(¢) = —geﬁ
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Graus de liberdade - Landau e Lifchitz (1971)

» Teoria de Kolmogorov: escalas ¢ <« ¢, sao dominadas
pela dissipacao e irrelevantes para o movimento

» Basta representarmos as escalas de ordem até /.
» Basta uma malha de espagcamento ~ /{y//,

» Graus de liberdade: ({y/(.)?

Lei de dissipacao de energia
» Comprimento tipico das grandes escalas: ¢
» Velocidade tipica das grandes escalas: Uy
» Energia cinética das grandes escalas: ey = U§/2
» Tempo de circulacdo das grandes escalas: 7y = ¢y /U

» Razao de dissipacao de energia:

US
e~rL = ¢~ "9 (lei de dissipacdo de energia)
70 lo

» Mais precisamente, lei considerada para a velocidade
turbulenta U0 (u 1( 2)1/2 e a escala integral

1
— x)uq(x + lel)) d
~ ) Jo
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Graus de liberdade em termos do numero de Reynolds

» Numero de Reynolds das grandes escalas: Re = (oUy/v
» Comprimento de Kolmogorov: £, = (v3/e)'/4

» Lei de dissipacdo de energia: e ~ Ug /g

» Logo, ly/l. ~ Re3/4

» Graus de liberdade:
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Exemplos de numeros de Reynolds de escoamentos

» Tnel de vento fy ~ 2m, Uy ~ 5m/s, v ~ 107°m? /s
= Re~10% N ~10'3, /¢.~0.1mm

» Escoamentos geofisicos ¢y ~ 10000km, Uy ~ 100km/h,
= Re~ 102, N ~10%, {.~1lem

Obs: estimativas aproximadas, pois nao estamos
considerando a escala integral e a intensidade turbulenta.
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Numero de Reynolds e CFD

» Para a representacao espacial apropriada do
escoamento: N ~ Re?* graus de liberdade.

» Para escoamentos periddicos 3D (via fft): NIn N
operacdes de ponto flutuante (flop) por iteracao.

» Como a escala de tempo dos menores turbilhdes €
T = (£2/e)/3 = (v/€)?, precisamos (usando e ~ Uy/fy), de
70/7e = (LoUp/v)'/? = Re'/? iteracBes para integracdo em
um ciclo de circulacao das grandes escalas, logo
N1/91n N ~ Re''/*1n Re flop para cada ciclo.

» Com os supercomputadores teraflop (10'2? flop/s),
podemos chegar a aproximadamente Re ~ 10%.

» Para escoamentos com simetria: Re ~ 105,106.
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» Lei de Moore: performance x1.58 por ano.

» Mudancas na arquitetura: performance x1.82 por ano.

000000 7—— NI e
— 100000 ; AR 5
-g‘. 1 _ J)Jk”"r' farth -~ = i i /’
S 10000 ;g - ,
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S 1000 = Ll o e e
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Figure 3. Extrapelztion from recent performance growth rates seen in the Top500.
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Previsao para DNS: Re=10'? em 21007
» Para simulacao DNS homogénea: P ~ Re? flop/s.

» Como a “performance’ P ~ Re*'! se multiplica por 1.82
por ano, temos Re se multiplica por (1.82)*/1 ~ 1.243.

4 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
102000 2010 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100
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Turbuléncia em duas dimensoes

1
» Conservac¢do de enstrofia: 5/ w(x)|? dx
Q

» Cascata de enstrofia para as escalas menores

» Cascata inversa de energia para as escalas maiores

S(k)k/e vk2S (k)K€

AN

-

rcascata producdo . cascata

( ) ) dissipacao.
inversa  1de enstrofia: de enstrofia de enstrofia
'de energia’ ‘
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O espectro de Kraichnan (1967)

>

>

Injecao de enstrofia nas escalas xk ~ Ky

Razdo de dissipagcdao de enstrofia n

Comprimento de Kraichnan &, = (n/v3)1/6

Dissipacao de enstrofia nas escalas k 2 K

Cascata de enstrofia em ky < k < Ky

Espectro de Kraichnan S(k) ~ 0?3573 em k; < k < Ky,
Cascata inversa de energia em kg < k K Ky

Espectro de Kolmogorov S(k) ~ €2/3k75/3 em
ko K KK Ky
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Resultados recentes sobre as equacoes de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis
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Resultados recentes sobre as equacoes de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis

T opicos:
As equacoes de Navier-Stokes, equacdes correlatas e
algumas questdes fundamentais
Aspectos matematicos das equacdes de Navier-Stokes
Teoria estatistica convencional de turbuléncia
Solucoes estatisticas das equacdoes de Navier-Stokes

Aplicacdes das solucdes estatisticas em turbuléncia
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Formalizacao do conceito de média amostral

» As médias amostrais sao definidas a partir de NV
escoamentos u™(t,x), n=1,...,N:

| N
:NZ (n)

» Em termos probabilisticos: N escoamentos
considerados, cada um com peso 1/N.

. u®@
.//\_”/’_\/ y(médio)
o——-——/\///
[ ]
e
t
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» Mais geralmente: podemos ter escoamentos com pesos
diferentes ¢,,, com > 0,

» Ou uma infinidade de escoamentos u(“), com densidade
de probabilidade dp(w),

(p(w)) = / o) dp(w)

--~7[— u (médio)

120




» Podemos usar probabilidades p = p(w) em um espaco de
probabilidades (P, X, p) e considerar varidaveis aleatorias
u = u(w) para representar os possiveis escoamentos.

» Ou podemos usar medidas de probabilidade u em
algum espaco “natural’ para escoamentos, e.g. H da
teoria de Leray:

wm»aéﬂwmw»

Nesse caso, v € uma variavel de integracao e, na
verdade, (p(u)) = (p), com u “virtual” (¢ é funcdo do
escoamento, representado por u).

» Em termos de espaco de probabilidade, temos P = H,
>, = borelianos de H e u = medida de probabilidade de
Borel em H.
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Medidas relevantes

» As medidas p podem depender do tempo (u = uq, €.9.
turbuléncia em decaimento), ou nao (turbuléncia
estatisticamente estacionaria)

» As informacdes estatisticas do escoamento estao
contidas em p. Os momentos generalizados, sao as
expressoes

wm»aéﬂwmm>

de onde podemos tirar os momentos classicos, para
funcdes polinomiais apropriadas, e.g. ¢(u) = (u — (u))*.

» Quais sao as medidas relevantes para um escoamento?

» Equac¢do para p ou p?
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Evolucao de medidas em sistemas dinamicos

» Se u’' = F(u) gera sistema dinamico {S(t)}:>0, dada uma
distribuicao inicial uo de condi¢cdes iniciais, € natural
que a evolucao dessa distribuicao seja dada por

pe=S(tpo, i.e. (&) = po(St)71E),

» Assim, para os momentos generalizados (v = S(t)w):

d d
d - —
Gi | e dmtv) = ¢

= [ #(stw)o Gt daw)

/H (S(t)w) dpio(w)

_ /H (F(S(t)w), o(SE)W)) vy do(w)

- /H F(), o (Vv de(v).
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Outra deducao para a evolucao dos momentos

» Se pensarmos na média amostral de N escoamentos
com peso, 0s momentos generalizados ¢ : H — R

satisfazem
A, — DNy - N~
g2 PO = G5 2 bup(u(0) = 30 grou® (1)
= (n) d. m
:nglﬁngp (u (t))o&u (t)
=3 0.¢' (0™ (1)) 0 F(u™ (1))
v
= Y O (F (1), ¢ " @)y
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Em termos de medida de probabilidade em H, podemos
escrever

N
Mt = Z 9n5u(n)(t),
n=1

onde 9, = medida de Dirac em u. Dessa forma,

N
=3 bupu(t) = /H o(v) djie(v)

Assim, podemos reescrever a equacao anterior:

; 2 e () = 30 (P (0). o (1)
como /H o(v) dpun(v) = /H F(v), ¢ (v)) duelv)

O_|Q_

dt

125

A formulacao obtida elimina a dependéncia explicita na
solucao das ENS, introduzindo uma variavel de
integracao v e a incognita p:

d
G [ v ane) = [ F@).¢w) duv)
H
Essa equacao para pu; € em termos dos momentos
generalizados (a regra para medidas) e € linear(!) em puy

Equacao do tipo Liouville da mecanica estatistica e
pode ser chamada de equacao de Liouville-Foias-Prodi
ou equacao de Navier-Stokes estatistica

O termo F(u) =f — vAu — B(u,u) “mora” no espaco
dual V’, logo s6 os momentos com ¢’(v) em V podem
ser considerados
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Funcoes teste ‘“cilindricas”
» Na equacao dos momentos generalizados,

d

serao consideradas funcodes cilindricas ® : H — R da
forma

(I)(LI) = ¢((u7 gl)v R (uvgk))7
onde k€N, ¢ € CL(R¥), g1,...,gL € V.

» A diferential ® em H tem a forma
k
, 11) = Z 8J¢((ua g1)7 RS (u7 gk))g]7
j=1

com ®'(u) € V, pois g; € V.
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Solucdes estatisticas das ENS - Foias (1972)

Familia {u:}+>0 de medidas de probabilidade de Borel:
> [0,00) 3t [, (V) du(v) continuo, Yy € Chad(Hw)
> t— [ [v]? du(v) em L>(0,00) e continuo em ¢ =0

>t [y IVI2 dpae(v) em Ll (0,00)

» Inequacao de energia no sentido das distribuicdes em

(0, 0):

i v 0 [ 1 ato) < (6.0) o)

» Satisfaz as ENS estatisticas no sentido das distribuicoes

m (0,00), para toda funcdo teste o.
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Inequacao de energia ‘“em niveis’ .

A inequacao de energia anterior parece natural, mas uma
outra inequacao, mais precisa e util, pode ser exigida:

sar | Py a4 [ (uIVIE dpuv)

< /H () (£, v) dpue(v),

para todo ¢ € C1([0,0)), 0 < ¢'(r) < ¢ < 0.
Segue da inequacao correspondente para sols. individuais:

1d 1 d
5 g7 () =S¥ ([uP) o ful® < ¢/ (jul®) (£, @) = v]u]]?).
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Solucdes estatisticas sentido Vishik-Fursikov (1977)
» Seja Xr(R)=C([0,T]; Bu(R)w) (esp. métrico completo)

» Seja Ur(R) ={u € X(R); u(-) solucao fraca em [0,7]}
(subconjunto compacto de X7 (R)).

» Uma solucao estatistica de Vishik-Fursikov € uma
medida de probabilidade p em Ur(R).

» Pela continuidade das solucdes em H,,, podemos
aplicar Teorema da Representacao de Kakutani-Riesz e
obter solucao estatistica de Foias-Prodi:

H

/ o(u(t)) du(u) = / (V) dpie ().
U(R)

para todo ¢ € C(Hw). (¢(u(t)) = podi(u).)
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EXxisténcia de solucoes estatisticas

Dada uma medida de Borel de probabilidade pug em H, com
energia cinética média finita [ [v|? duo(v) < oo

(1o representando a distribuicao de probabilidades do
campo inicial de velocidades)

» Foias (1972), Foias-Prodi (1976), Vishik-Fursikov
(1977): Existéncia via método de Galerkin, passando
ao limite as medidas definidas por
1™ ($)(E) = po(S™(—t)E), para qualquer boreliano
E C H, onde {S™)(t)};>0 € o operador solugcdo associado
a aproximacao de Galerkin

» Foias, Manley, Rosa, Temam (2001): Ou via
Teorema de Krein-Milman...
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Existéncia via Teorema de Krein-Milman

» Aproximar pg por combinagao convexa de pontos
extremos, que sao deltas de Dirac (5u<n), n=1,...,N.
0

» Considerar aproximacoes /LgN) definidas como as

combinacdes convexas das deltas de Dirac 5u<n>(t), nas
solucdes fracas correspondes das ENS, e passar ao
limite quando N —

H  solucdes fracas H

suporte da

. suporte da
medida po '

medida
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Aproximacao da medida inicial via Krein-Milman

>

(K-M): Sejam K C X = espaco vetorial topologico
localmente convexo. Seja E = pontos extremos de K.
Ent3o os fechos convexos coincidem: COF = COK.

Seja My(Ry) = {medidas de probabilidade em Bg(Ry)}.
My (Ryp) limitado fechado convexo em Ictvs C(Bu(Ro)w)'
Extremos de M(Ry) sao deltas d,,, com ug € By (Rp).
Dado puo em My(Ryp), existem pg, € Mo(Rp),

J(n)
def n *
pon = ) 0§~ )5113”.) — Ho, em Mo(Ro),

=1

com J(n) €N, u(({;) € Br(Ry), 9]@) €(0,1], e Z}Jg) = 1.
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Solucoes estatisticas aproximadas

>

Para cada condicao inicial u(({j‘), considere uma solucao
fraca u§") = u§") (t) com u§")(0) = ué?).
Cada solugao fraca ugn) pertence a Ur(Ry) e define uma

medida de probabilidade J_) em Mz(Rp).

Como Mrp(Ry) € convexo, temos que

Lin def Z 93(.”)(5u(_n) pertence a M1 (Ry).

j=1---J(n) ’
Como M (Ry) € compacto (fraco-estrela), temos
fins = p, cOM € Mr(Rp),

com u = solucdo estatistica de V-F e {u;}: de F-P.
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Observacoes

>

Demonstracao acima (e definicdo de Vishik-Fursikov)
valida para medida inicial de suporte limitado em H.
Caso geral tem que trabalhar mais um pouco.

As solucdes estatisticas acima sao importantes para o
tratamento de turbuléncia dependente do tempo, como
turbuléncia em decaimento.

Versao estacionaria util para turbuléncia em equilibrio
estatistico no tempo (estacionaria).

Para o tratamento de turbuléncia homogénea, pode-se
usar o caso periodico.

Para o tratamento de turbuléncia homogénea isotropica
é necessario considerar o caso ilimitado, i.e. Q = R3.
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Solucoes estatisticas homogéneas em R3

>

Solucdes estatisticas homogéneas tem energia infinita
(caso contrario a energia decairia no infinito e a
homogeneidade n3do seria valida).

Vishik-Fursikov (1978): Considerar solugdes
individuais das ENS em R? em espacos com peso e
energia infinita. Dificuldade: perde ortogonalidade do
termo bilinear.

Foias-Temam (1980): Aproximar pelo caso periodico
e passar ao limite nas solucdes estatisticas com o
periodo L — oo (Passagem ao limite delicada, usando
teorema de representacdo em L1(0,T; X)’, teorema de
compactificacdo de Cech-Stone, etc.)
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Solucoes estatisticas homogéneas em R3

» Energia e enstrofia médias sao definidas localmente:

1 [ 1 ,
() = /H el /Q u(x)|? dx dju(u),

B = /H ﬁ /Q IV ® u(x)l? dx du(u),

independentes de () pois u € homogénea.
» Desigualdade de energia: e(u:) + ufot E(us) ds < e(uo).

» Define-se solugdes auto-semelhantes {u;"“}; em v, ¢
satisfazendo leis de poténcia. S3ao caracterizadas por
solucoes estatisticas estacionarias de

ov 1 1

Existéncia de solucao com w-limite nao trivial???
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Solucao estatistica estacionaria
Medida de probabilidade de Borel p em H, satisfazendo

» Energia cinética média finita: [, |v|*> du(v) < oo
» Enstrofia média finita: [, |[v|? du(v) < oo

» Inequacao de energia
2
/ {vIvI? = (£,%)} dpu(v) <0,
{er<5Iv[?<e2}

para todos os niveis de energia 0 <e; <eg <0

» Equacao de NS estatistica estacionaria:

/ (F(v), ®(v)) du(v) =0,
H

para as funcoes teste.
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Limite generalizado de Banach

» Para o tratamento das médias temporais e para evitar a
hipotese ergddica, utilizamos o limite generalizado de
Banach, que estende, via Teorema de Hahn-Banach, o
conceito de limite para qualquer funcao limitada (€ um
funcional linear no espaco vet. das funcdes limitadas)

» Limite generalizado nao satisfaz propriedade do limite
de produto ser o produto dos limites € nao € unico

» Para funcoes periodicas, € a média dos valores
assumidos, ponderada pelo numero de vezes assumido

1,2,1,2,1,2,--- — 1.5 1,2,3,2,3,1,2,3,2,3,--- — 2.2
I Y o I
s B S I T LJ_I
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Solucdes estatisticas estacionarias e médias temporais
» Seja u=u(t),t >0, solucdo fraca e seja p € C(Hy).
» Entdo ¢(u(t)) € limitado em ¢ > 0, assim como

(0,00) 5 T % /O o(u(t)) dt.

» O limite generalizado existe e define funcional linear
positivo em C(Hy), com H,, localmente compacto:

1 [T
© LimT_)oo—/ e(u(t)) dt.
T Jo

» Teorema da Representacao de Kakutani-Riesz: existe
medida de Borel yu = u, em H, tal que

LimT_,oo% /O o(u(t)) dt = /H o(v) djia(v).
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Suporte de solucao estatistica de média temporal

» Seja u=u(t) solucao fraca e SSS associada py:

umT%%/T@(u(t)) dt:/ o(v) du(v).
0 H

» Seja ww(u) conjunto limite (fraco) de u em Hy.
» Ent3o supp (puu) C ww(u). De fato...

» JdR >0, ww(u) C By(R) (limitado)

» By (R)w Hausdorff compacto, entdo podemos separar o
fracamente fechado wy(u) do fracamente fechado
Bu(R)w \ O, onde O é vizinhanca fraca de wy(u), com
outro aberto fraco O’ entre eles.
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» Lema de Urysohn = Jy: By(R)w — R continuo, com
0<¢<1, 90|WWCBH(R)W =le 90|BH(R)w\O = 0.

» Como wy(u) atrai u(t) fracamente, temos u(t) C O’ para
t > T grande. Além disso, ¢ > 0 sempre, com p =1 em
O' C By(R)w, logo

W(O) > p(0') > LimT_m%/O plu(t)) dt = - = 1.

» Como O é aberto fraco arbitrario contendo wy(u) e p
regular, temos p(ww(u)) = inf{u(0)} =1, e como wy(u)
fechado, temos supp (i) C ww(u)

e
€
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Teoremas de topologia

» Urysohn: A, B C X fechados disjuntos em X = esp.
top. normal. Entao, 3 f: X — R continuo tq.
0< f(z) <1, f(A)=0, f(B)=1.

» Tietze: A C X fechado em X = esp. top. normal;
f: A— R continuo limitado. Entao 3 extensao
F : X — R continua limitada, F(z) = f(x) em A, €
sup,ex [F'(2)| = sup,eq [f(2)].

» Cech-Stone: X = esp. top. completamente regular
(pontos sdo fechados e VA = {x¢}, B C X fechados
disjuntos, dp como em Urysohn), entdo X &
homeomorfo a subconjunto denso de um espaco de
Hausdorff compacto X tq. V funcdo continua limitada
em X possui extensao unica para uma f¢ cont. em X.
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Turbuléncia em equilibrio estatistico

» Mé&dias amostrais associadas a escoamentos turbulentos
em equilibrio estatistico (no tempo, i.e.
estatisticamente estaciondria) sao interpretadas como
médias em relacao a solucdes estatisticas estacionarias

» AS solucdes estatisticas estacionarias das ENS colocam
as médias amostrais em um contexto rigoroso

» A partir desse conceito, sao considerados rigorosamente
0S conceitos da teoria estatistica convencional de
turbuléncia.

» As solucdes estatisticas estacionarias (em particular as
obtidas via médias temporais) ndo sao necessariamente
tnicas (as médias temporais podem depender da
solugao fraca - nao ha prova de ergodicidade).
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Algumas questoes em andamento

>

Regularizacao assintotica: mais regularidade para as
solucoes estatisticas estacionarias?

Limites de Euler e de alta rotacao das sol. estatisticas.
Medidas fisicas (tipo SRB), entropia, etc.

Teoria convencional de turbuléncia em varios
contextos, ENS, ENS com rotacao, Bénard, egs.
quasi-geostroficas, etc.

Controle 6timo estatistico.

Existéncia de solu¢des estatisticas homogéneas
auto-semelhantes.
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Por vir

Com o conceito de solucao estatistica, iremos definir e
estudar rigorosamente quantidades e relacdes fisicas
relevantes em turbuléncia:

>

Equacdes de Reynolds e de fluxo de energia.
fluxo de energia entre escalas e cascata de energia.
Lei de dissipacao de energia.

Relacao entre numeros de onda de Kolmogorov, de
Taylor e numero de Reynolds.

Similares em 2D, incluindo condicdes para a existéncia
do espectro de Kraichnan em 2D.

Sol. estatisticas auto-semelhantes e leis de poténcia.
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Resultados recentes sobre as equacoes de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis

Topicos:
As equacoes de Navier-Stokes, equacdes correlatas e
algumas questdes fundamentais
Aspectos matematicos das equacdes de Navier-Stokes
Teoria estatistica convencional de turbuléncia
Solugdes estatisticas das equagbes de Navier-Stokes

Aplicacdes das solucdes estatisticas em turbuléncia
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Aplicacoes em turbuléncia

» Constantin, Foias, Manley (1994): Condi¢cdes para a
existéncia do espectro de Kraichnan em turbuléncia
forcada.

» Bercovici, Constantin, Foias, Manley (1995):
Decaimento exponencial do espectro de poténcia.

» Foias, Manley, Rosa, Temam (2001a,b,c), Rosa
(2002): Cascata de energia e confirmacao parcial de
estimativas heuristicas em 3D.

» Foias, Jolly, Manley, Rosa (2002,2003): Em 2D:
cascata de enstrofia, confirmag¢ao parcial de estimativas
heuristicas, condi¢cOes para existéncia de espectro de
Kraichnan, reducao na dimensao do atrator para
escoamentos turbulentos com espectro de Kraichnan.
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Equacoes de Navier-Stokes
» Dominio Q Cc R% d = 2,3, aberto, limitado

» Condicdes de aderéncia com fronteira rigida, periddicas,
ou combinacao delas, como em um canal periédico:

» Equacdes de Navier-Stokes:

» Formulacado funcional, com f € V':

d
d—ltl + vAu+ B(u,u) =f.
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Solucao estatistica estacionaria
Medida de probabilidade de Borel p em H, satisfazendo

» Energia cinética média finita: [, |v|*> du(v) < oo
» Enstrofia média finita: [, [[v|? du(v) < oo

» Inequacao de energia

/ [WIV]? = (£,v)} du(v) <0,
{ei<5Iv[?<e2}

para todos os niveis de energia 0 <e; <eg <

» Equacdao de NS estatistica estacionaria:

/ (F(v), ®(v)) du(v) =0,
H

para as funcoes teste cilindricas .
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Funcoes teste “cilindricas”
» Na equacao dos momentos generalizados,

d
dt |y

B() dp(v) = [ (F(9).2'(v)) ()

H

sao consideradas funcoes cilindricas & : H — R da forma

®(u) = o((u,81),-- -, (u, 8k)),

onde k€N, ¢ € CL(RF), g1,...,gr € V.

» A diferential ® em H tem a forma
k
(I)’(u) = Z anb((u, g1)7 ceey (11, gk))gj7
j=1

com ®'(u) € V, pois g; € V.
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As equacdes médias de Reynolds - versao fraca

» ASs solucdes estatisticas estacionarias satisfazem
| @)L W)y duly) (v teste
H

» Tomando ®(u) = ¢((u,w)), onde we V e é C! e de
suporte compacto, temos

/ Y ((a,w))(f —vAv — B(v,v),w)y:y du(v) = 0.
H
» Fazendo, 7/ — 1, obtemos

((f —vAv — B(v,v),w)y v) =0,

que é a versao fraca das equacdoes médias de Reynolds.
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O escomento médio e outras quantidades médias

» Até agora, as médias que fazem sentido sao as de
momentos escalares ¢ : Hy — R, continuos e limitados

» Pela regularidade de p (suporte limitado em H e de
enstrofia finita), as médias podem ser estendidas para

()] < C(Juf)(1 + vk ul?), VueV,

» Por dualidade, podemos definir as médias do campo de
velocidades, (u), do termo bilinear, (B(u,u)), etc.
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As equacdoes médias de Reynolds - versao funcional

» Da versao fraca, obtemos a versao funcional,
((f —vAv — B(v,v),w)y'y) =0,
— vA(u) + (B(u,u)) =f (em V')
com (u) €V, (B(u,u)) € D(A73/8), para f € V.
» A versao classica pode, entao, ser recuperada:
—vAU+ (U-V)U4+VP=f-V. -(deud), V- -U=0
onde U=(u) eu’ =u-U.

» Equacdo de Hopf (para a funcao caracteristica de u —
transformada de Fourier 1) segue, também, rigorosa.
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Numeros caracteristicos

» Comprimento macroscoépico ¢y > 0 dado (tipicamente
1/2, com numero de onda ko = 1/

da ordem de \;
» po = densidade de massa (uniforme) do fluido
» unidade de massa poly = po/ri
» Energia cinética média por unidade de massa

3
50 1ul?
0 ful?)

e =

» Razao média de dissipacao de energia por unidade de
tempo, por unidade de massa

e = vrp([[ull®)
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Mais numeros caracteristicos

>

>

>

>

Velocidade média caracteristica (r.m.s) U = 2¢!/2

Numero de Reynolds

LU kg ()l
1% v

Re

Numero de onda de Kolmogorov k. = (e/v3)1/4

Numero de onda de Taylor

()" (s )1/2
’%’T = — [
(lul?) 2ve
N3o exatamento o nimero de Taylor original, kK = 1/47p,
mas assumindo homogeneidade e isotropia, k, = V15K
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Decomposicao espectral do escoamento

>

>

Para as equacgdes de fluxo de energia, precisamos
decompor o escoamento em diferentes escalas.

Decomposicao espectral em autofuncdes do operador
de Stokes,

AWj:/\jo, D<A <A <... <)\, — 0.

entao

e’
u = E Oéjo.
j=0
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Decomposicao em numero de onda

» Para cada autovalor A\, que tem dimensdo 1/L?, onde
L = comprimento, associamos numero de onda Kk = \L/2,

» Para cada numero de onda x, a componente u,, com
esse numero de onda é

u, = E ;W
A

L2
j=kK

» E o componente u, ,» com os numeros de onda (x’,x"]:
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Equacdes de fluxo médio de energia

» Analogamente ao feito para a equacao de Reynolds, de
[ @, ) duw)
H
fazendo ®'(u) — u, .,

/H [(E W) — vl |2 = b, wr )} da(w) = 0

» Logo, para todo 0 < k' < k” < 0o, € multiplicando por x3
para interpretacao fisica:

V/{8<Hu,1/’,£//H2> + K%(b(u, u, uli’,fi”)> = K%((f, u,il7,i//)>.

Equacdo de fluxo de energia nos modos (', k"], K < o0
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Fluxo de energia cinética

» EscrevendO u,./ .7 = Uk’ 0o — Uk 0o, LEMOS

—b(u,u, vy k) = —b(u, U, U o) + (U, U, Uk o)

> O termo e,(u) € —k3b(u,u,u, ) representa o fluxo por
unidade de tempo de quantidade de energia cinética
por unidade de massa transferida, pelos efeitos de
inércia (advec¢do), para os modos altos u, .

» Interpretacao pela equacao deterministica:

energ. cinética

,3_/% dissipacao injecao conveccao

d H ~ -\ Y 7~ % I Ve S N

& 7O|uf<c/,n/’|2 = - VH%““HCH” ||2 + Hg(fa ufi’,fi’/) + ey (u) - 8,4/(11) :
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Equacoes de fluxo médio de energia - modos finitos

» Pela condicao de ortogonalidade b(u,v,v) =0, temos
<e/€(u)> = _’{gb(uO,m o,k uli,OO) + Hgb(um,om Uk, 00 U—O,n)-

identificando a contribuicao dos modos altos e baixos
no fluxo.

» A equacao de fluxo médio de energia toma a forma
il s 12) = wo{(Far s W o)) + (enr (@) = (e (w)).

(e (u)) — (e ()

| |
—_— -
! !

I I
'K/ "R K
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» No caso ' =0 and k" = &,

1) = ro{(fo,n, to,k)) — (ex(w))

vrg(|[uo,x

L (en(u)

—(ex(u))

» Subtraindo da desigualdade de energia total,

ves(|lu)|?) < wg((f,u)), obtemos

V’ig<”uf$,00”2> < Kg((fn,om Uy o0)) T+ (ex(11)).

que estende eq. para s’ = oo, mas com desigualdade
(possivel ‘“vazamento’” de energia cinética para "’ = oo
devido a potencial falta de regularidade da solucao
estatistica, similar a potencial perda de regularidade das
solugdes fracas)
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Fluxo de energia restrito

» Os seguintes limites existem (MCT e LDCT)

Jim (uo ) = (ul?), T (B wo0.0)) = {(F,w).
» Defina

(e())oo =" lim (e, (u))

R— 0O

= Tim {r3((fo,x, w0,s)) — v ([[woxl*)}

R— 0O

= rp((F,w)) — vrg(|[ul|?) > 0.
» E defina o fluxo de energia restrito:

e (1) = ex(u) — (e(u))oo-
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Equacao de fluxo de energia ‘“com modos altos”

» Da equacdo do fluxo de energia para s” < oo,

Sem ‘“vazamento” de energia para infinito.

» Para solucdes estatisticas regulares (e.g. suporte
limitado em V, como as provenientes de limites
generalizados de médias temporais de solucdes
regulares globais), (e(u))so =0 € (ef(u)) = (ex(u)).
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Cascata de energia

» Como
RK— 0O

lim #5((f, Uk ,00)) =0, lim veg(|[us oo |*) = vig{llul®) = e,

podemos definir nimeros de onda k; € K; COMO O
menor e, respectivamente, o maior, tais que

KH(E )| €6 Vh2n, e vrd(lum ) ~ e

| | = "
injecao de energia ‘ ‘ dissipacao de energia
abaixo de k; acima de &;

» Em geral nada garante que k; < k;, mas esta € a
hipotese fundamental na Teoria de Kolmogorov.
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Quantificando <«

» Podemos quantificar as relacdes anteriores com a ajuda
de um parametro adimensional 6 representando a
ordem de precisdo nas relacdes (e.g. 0.01, 10710, ).

» Assim, k; € 0 maior numero de onda tal que
3 2
viy([lug,,0ol|”) = (1 — )¢,
» E k;, € 0 menor numero de onda tal que

‘/@%((f, u,.@,oo)ﬂ < Je, VK > K.
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Cascata de energia

» Uma base para a teoria de Kolmogorov € a separacao
entre as escalas de injecao e de dissipacao de energia

» Se k; < K;, entao para k; < k < k;, segue de
vhg ([0 00]l?) = KG((F, 1k 00)) + (€5 (W),

> (1 —26)e,
< (1+d)e.
_ {ek(w)

€

< 26. ou seja, no intervalo [k;, Ri],
(eX(u)) ~ € (cascata de energia).

K

» Quanto maior [k;,R;], mais significativa a cascata
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Condicoes suficientes para existéncia da cascata

» Para qualquer numero de onda k > 0,

2
vid([[ao.x|) < vigr® (g «|?) < vigr?(|ul?) < <_) 3
T

Se k? < k2, entdo vkrd{||lug .||?) <€, logo, & > 5%k,

T

» Se /@3 > k2, entdo ®; > K;, COM um pequeno intervalo

7!

de cascata

» Se k; > k;, entdo 0 > K, /K, € R; 2@3/2@/2, e uma

cascata existe com &7 > k7.

» Se KE/?’ > ﬁf/?’, entdo § > @f/?’//ﬁ/?’, logo ®; > ﬁ;/gl-ﬁg—/?)

uma ampla cascata de energia existe, com k; > k;.

, e
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Confirmacao parcial de estimativas heuristicas

» Para f em V, considere o niumero de onda caracteristico
ky = (|AY2E|/|A7Y2E))12

» Para ky < Ckg, € para Reynolds suficientemente grande,

1/3
€ < c&oUg, Ke < cmORe3/4, Ky < CKJO/ /{f/?’, Ky < cmoRel/Q,
confirmando parcialmente (e com quantidades definidas
de maneira precisa) as estimativas heuristicas da teoria
de Kolmogorov:

K 1/3 K
€~ kU3, —= ~ Re3/4, Ky ~ KJO/ mf/3, 2T ~ Rel/?,
Ko Ko
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Equacdo de Reynolds com f em V
» SefcV, entdo
—vA(u) + (B(u,u)) =f
vale em D(A~1/3),
» Multiplicando por A~!f,
(AT = v((u), £) + ((B(u,u)), A7'f)
vi(wl|f] - (b(u, A™'f, u))

IA

IA

_ 3/2 _
vip([u]?) 2 ATV2E] + end 2 (Juf?) | ATV

onde r; L (|AY/2£| /| A-1/2f|)1/2,

> Entdo [A7V2f] < wrkp(ul?)/? + e (uf?).
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Lei de dissipacao de energia
» Temos a lei para a razao de dissipacao de energia
e = vig([ull®) = mo((F,w)) < wglf|[(w)]
< kg | ATV ()2

< vidk3(|ul?) + ergry (luf?)3/
o 5/2

< C(Re,/io//if) <—f> li()US,
Ko

onde C(Re, ko/kf) = c+ Re (ko/ky)'/?

» Segue, também, para o0 numero de Kolmogorov,

€ 1/4 lif 5/8
Ke = ( ) < C(Re, Iﬁlo/lﬁlf)l/4 (—) IiQRe3/4.
Ko

3
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» Em 3D, transferéncia inversa de energia das escalas de
injecao para as escalas maiores também pode ser
provada

» Em 2D, condicdes similares para a existéncia de cascata
direta de enstrofia e de cascata inversa de energia

» Em 2D, o numero de onda que faz o papel do de

Taylor é )
C((AuN T 12
A ( () ) - (%)

» Equacao de fluxo de enstrofia em 2D:

V<|Auf<e’,n”|2> = <(fn’,n”7Aum’,n”)> + <€n’(u)> - <€n”(u)>a

para kg < k' < k" < o0,
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Transferéncia de enstrofia x transferéncia de energia

» Em 2D, pode-se mostrar que a transferéncia de energia
para 0os modos mais altos € muito mais ‘fraca” que a
de enstrofia, justificando a existéncia da cascata de
enstrofia ao invés da de energia

» De fato, temos

=

e (l?)? (Jul| Au])®
2 = (uPy{|AuP] = (uP)(au?) =

X

e para ky < Kk < Koy,

n
1 — sl e —rglen(u)) w3 ([unsll?) ~ K3

Fo(€n (1))
1-= _en—- K5 (s (u)) 1 (l[Aus, %) “_2

onde Ky € 0 maior nimero de onda em f.
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Condicoes para a cascata de enstrofia

» Em 2D, vale
2

2
9  T4RL —T_R
g

K - )
ry —T—
ry = H(% Z<(fﬁ37 uﬁ)>+7 r-= /{(% Z«fﬁ’ u))
>0 k>0
/ﬁi = ’{% Z/-c>0 H2<(fmu,{)>+, /12_ — KJ(2) Z.‘-€>0 ’%2<(f’f’u"€)>_
T4 T_

» Se r_ =0, é possivel mostrar que x2 < k?,
comprometendo a cascata de enstrofia
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