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Prefacio

Mais um livro sobre Algebra Linear Avancadal? Desnecessario, ndo? Pois é...
Algum insight que nao exista em outro lugar? Provavelmente nao. Algum motivo
especial? Nao, nenhum motivo especial. Eu apenas gosto de escrever. Gosto de
escrever as minhas proprias notas e de organizar os assuntos de maneira propria, com
um principio, meio e fim coerentes para mim. Apenas isso. Esse é o meu modus
operands.

Estas sdo, entdo, as minhas notas de aula para a disciplina de Algebra Linear do
Mestrado em Matemdtica Aplicada do IM/UFRJ, com espelho nas graduagdes em
Matemdtica Aplicada e em Engenharia Matemdtica, sob o titulo de Algebra Linear
Avancada.

Ha varios bons livros que serviram de inspiracao. O ponto de partida foram as
notas do Prof. César Niche (IM/UFRJ), que ministrou essa disciplina umas duas
ou trés vezes, e que por sua vez foram fortemente baseadas no sélido livro do Peter
Lax [8|, com algumas pitadas mais modernas de Peter Olver & Chehrzad Shakiban
[11], rico em exemplos. Outras boas fontes sao o livro do Elon Lages Lima [9], com
intimeros exercicios, o cléassico livro do Serge Lang [7] e o livro do Sheldon Axler
[1], com algumas visoes interessantes. Para aplicagoes, Ivan Savov [12] também é
bastante rico e Helene Shapiro [13] também tem algumas boas aplicagdes.

Qualquer um desses livros é um guia apropriado para uma disciplina de Algebra
Linear Avancada. Recomendo, em particular, o do Lax e do Elon, com eventuais
incursoes nos outros citados acima. E, em paralelo, os convido a seguirem as notas
atuais, para o fio da meada.

Rio de Janeiro, 8 de setembro de 2023,

Ricardo M. S. Rosa
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CAPITULO 1

Espacos Vetoriais

O foco principal de Algebra Linear sdo as transformacoes lineares. Sao funcoes
com uma estrutura particular de linearidade. Para que isso faga sentido, é preciso ter
essa estrutura nos espagos em que essas transformagoes agem. Esses espagos, com
essa estrutura minima, de adigao de vetores e de multiplicagao por escalar, sao os
espacos vetoriais. Esses espagos sao o tema desse capitulo.

1. Espacgos vetoriais

1.1. Definicao e algumas propriedades. Espacos vetoriais sao compostos de
um conjunto de “vetores” e um conjunto de “escalares” com operacoes de adigao
entre vetores e multiplicagao de um escalar por um vetor, satisfazendo condicoes
apropriadas de compatibilidade.

O conjunto de escalares deve ser um corpo, que é uma estrutura algébrica como a
dos ntimeros reais, com operacoes de adicao e multiplicacao entre eles e propriedades
adequadas de comutatividade, associatividade, distributividade e, ainda, com a exis-
téncia de elementos neutros para cada operacao e a existéncia de elementos inversos,
exceto que o elemento neutro aditivo nao possui inversa multiplicativa.

Exemplos de corpos algébricos sao os reais R, os complexos C e os racionais Q. Um
outro corpo famoso ¢ o dos nimeros p-adicos @Q,, localizados entre os racionais e os
reais e definidos pelo somatorio s = >, a;p’, onde p ¢ um namero primo. Esses sdo
todos corpos infinitos, i.e. com infinitos elementos. Corpos também podem ser finitos.
Exemplos de corpos finitos sdo os espagos quociente F, = Z/pZ = {0,1,...,p — 1},
com p primo, munido das operacoes de adicao e multiplicacao em Z, modulo p.

Podemos trabalhar com espagos vetoriais em um corpo qualquer, mas, para nos,
aqui, vamos considerar apenas os nimeros reais R e os complexos C (veja Defini-
cao 1.2). Estes tém a vantagem, em certos aspectos, de serem arquimedianos (i.e.
possuem uma ordem com a propriedade de que quaisquer elementos x,y > 0, existe
um inteiro n tal que nx > y, propriedade esta que os corpos finitos e os p-adicos
nao tém); e completos (i.e. sequéncias de Cauchy convergem, propriedade esta que os

13



14 1. ESPACOS VETORIAIS

racionais nao possuem). Os complexos também tem a vantagem de serem algebrica-
mente fechados, ou seja, qualquer polindomio nao constante sobre os complexos possui
raiz, propriedade que os reais nao tém. Isso sera devidamente explorado.

Vamos, finalmente, a definicao formal de espago vetorial.

DEFINIGAO 1.1 (Espago vetorial). Um espago vetorial sobre um corpo K é um
conjunto X munido de duas operacoes, de adi¢cao e multiplicacao por escalar,
sendo

(i) a adi¢ao de X x X em X, levando elementos u,v € X em um elemento
u+velX,

(i1) e a multiplicagao por escalar de K x X em X, levando um elemento A € K
e um elemento u € X em um elemento A\u € X,

satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) associatividade da adigao,
(u+v)+w=u+(v+w), Vuv,welX,;
(2) comutatividade da adigao,
ut+v=v-+u VYuvelJlX,
(3) existéncia do elemento neutro da adi¢do
J0e X, u+0=u, YuelX;
(4) existéncia do inverso aditivo,
Vue X, 3(—u) € X, u+ (—u) = 0;
(5) associatividade da multiplicagao por escalar,
Alpu) = (Ap)u, VA peK, Yue X;
(6) elemento neutro multiplicativo 1 € K do corpo € neutro para multiplicagao
por escalar,
l-u=u, VYuelX,
(7) distributividade da multiplica¢ao por escalar,
A+pu=-u+p-u, Vi\pek, VueX;
(8) distributividade da adigao,
Ar(u+v)=Xu+A-v, YreK VuveLX;

Os elementos de X sao chamados de vetores e os elementos de K, de escalares. O
elemento neutro da adi¢ao, 0 € X, é chamado de vetor nulo.
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FiGurA 1.1. Ilustragao da adicao u + v de vetores, da multiplicacao
por escalar Au, Av e da propriedade de distributividade A(u + v) =

AU+ A\v.

Como vamos nos restringir aos reais e aos complexos, fazemos a seguinte definigao.

DEFINICAO 1.2. Pelas razoes elencadas antes da Definicao 1.1, vamos considerar,
aqui, apenas espacgos vetorias sobre os reais ou sobre os complexos. Portanto, daqui
para a frente, K = R ou C. Em certos momentos, vamos especificar um ou outro,
mas vdrios resultados valem para ambos e serao enunciados via K. No caso especifico
K =R, chamaremos o espago de espago vetorial real, enquanto que no caso K = C,
chamaremos o espaco de espaco vetorial complezxo.

OBSERVACAO 1.1. Em termos de notagao, vamos usar, com frequéncia, os simbolos
XY, Z, ... para denotar espacos vetoriais.

OBSERVACAO 1.2. Alguns fatos:
(1) O vetor nulo € unico. De fato, se 0 e 0’ sao neutros para a adigao, entao

0=0+0=0"
(2) O inverso aditivo € inico. De fato, dado u € X, se v,w € X sao tais que
u+v=0 u+w=0,
entao
v=v+0=v+(ut+w)=(v+u)+w=0+w=w.
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(3) O elemento neutro do corpo neutraliza os vetores. De fato, observe, primei-
ramente, que

u=1lu=(140)u=1u+0u=u-+0u,
de maneira que
=u+(—u)=(u+0u)+ (—u) = (u+ (—u)) + Ou =0 + Ou = Ou,
ou seja,
u=0, VYuelX.
(4) Inverso aditivo via multiplicagao por escalar por —1. Para todo u € X,
0=0u=(l-lu=1lu+(-lu=u+(—-1)u
Logo, pela unicidade do inverso aditivo, segue que
(—u=(-u), YuelX.

(5) Um espago vetorial nao pode ser vazio. De fato, por defini¢ao, deve existir,
pelo menos, o vetor nulo, i.e. {0} C X.

OBSERVACAO 1.3. Para simplificar a notacao, escrevemos
u+(—v)=u-—v, Vu,veX.

OBSERVAGAO 1.4. Espagos vetoriais sdo a base do Célculo em Varias Variaveis.
Por exemplo, para se tomar um derivada direcional V f(x) de uma fungao f : X — Y,
em um ponto X, na direcao de um vetor v, calculamos o limite

Vo)t FOH V) = 0

h—0 h

Y

que envolve a multiplicacao por escalar Av e a adigao x + hv no espaco X e a adicao
f(x+ hv) — f(x) e a multiplicagao por escalar (1/h)(f(x+ hv) — f(x)) no espago Y.
Ou seja, o dominio X e o contra-dominio Y da funcao f precisam ser espagos vetoriais
(ou subconjuntos de espagos vetoriais ou, pelo menos, que tenham localmente uma
estrutura parecida com a de espagos vetoriais, como nas variedades). A integragao,
como limite de somas de Riemann, também requer operacoes dessa forma. Ou seja,
as estruturas vetoriais sao fundamentais para dar sentido aos objetos de Céalculo.
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1.2. Exemplos de espagos vetoriais. Vejamos, agora, alguns exemplos de es-
pacos vetorias.

EXEMPLO 1.1 (Espago trivial). Por definigdo, um espago vetorial ndo pode ser
vazio, pois deve existir, pelo menos, o vetor nulo. Mas é permitido. pela defini¢ao, que
o vetor nulo seja o tnico elemento do espago vetorial. Um espago vetorial X = {0},
onde o vetor nulo é o tnico elemento do espago é dito espago trivial. Observe,
ainda, que, dado um conjunto com um tnico elemento, digamos X = {e}, s6 ha uma
maneira possivel de definir a adi¢ao e a multiplicacao nesse espaco, a saber. e4+e =¢
e Ae = e, de modo que e é o elemento neutro da adi¢do vetorial e X = {e} é um
espago vetorial. Nesse caso, 0 = e e podemos escrever X = {0}.

EXEMPLO 1.2 (Corpo como espago vetorial). Qualquer corpo pode ser visto como
um espago vetorial sobre si mesmo. Além disso, também pode ser visto como espago
vetorial sobre subcorpos dele mesmo. Por exemplo, podemos ver C como um espaco
vetorial sobre si mesmo ou como um espagco vetorial sobre os reais.

EXEMPLO 1.3 (Produto cartesiano finito). O produto cartesiano X = R? das d-
uplas u = (z1,...,24) munido da adi¢do (x1,...,xq)+ (Y1, ..., ¥a) = (x1+Y1, ..., Ta+
yq) e da multiplicagdo por escalar A(zy,...,zq) = (Ax1,...,A\xy) é um espago ve-
torial sobre os reais R. Por exemplo, no modelo Newtoniano, a posicao de uma
particula é dada por suas coordenadas u = (z,y,z) € R®. O modelo epidemio-
logico SIR (Suscetiveis, Infectados e Recuperados) trata da evolugao temporal das
trés componentes S = S(t), I = I(t) e R = R(t), que pertencem ao espago veto-
rial (S(¢),1(t), R(t)) € R®. Analogamente, podemos considerar C¢ como um espago
vetorial sobre C, ou mesmo como um espaco vetorial sobre R.

EXEMPLO 1.4 (Produto cartesiano com indice arbitrario). Mais geralmente, dado
um corpo K e um conjunto arbitrario A, podemos considerar o produto cartesiano
K# formado pelo conjunto das funcoes

KA = {z: A — K},
cujos elementos podemos denotar como na forma de coordenadas
T = (Ta)aea;
onde
z, = z(a).

O conjunto A é chamado de conjunto dos indices. O conjunto K# tem uma estrutura
natural de espaco vetorial dada pelas operacoes “coordenada a coordenada”

(Ta)a + (Ya)a = (Ta + Va)a
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)‘(‘Ta)a = (Axa)a-

Por exemplo, R? pode ser visto como um conjunto dessa forma, com o conjunto de
indices dado por A = {1,...,d}. O conjunto de todas as sequéncias (x,)nen de
nimeros reais pode ser visto como um espaco vetorial RY. O conjunto das funcoes
f: I CR — R pode ser visto como um espaco vetorial R,

EXEMPLO 1.5 (Produto cartesiano de dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo).
Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Entao o produto carte-
siano

XxY={(u,v)yueX,veY}
munido das operacoes de adi¢do e multiplicacao por escalar definidas por

(uy,vy) + (ug, ve) = (U1 + ug, vy + vo)

A(u,v) = (Au, Av)
¢é, também, um espaco vetorial sobre K.

EXEMPLO 1.6 (Produto cartesiano de espagos vetoriais arbitrarios sobre o mesmo
corpo). Agora, se {X,}sca € uma familia de espagos vetoriais sobre um mesmo corpo
K, entao o produto cartesiano

X =1l,eaX,

é um espaco vetorial munido das operacoes de adicao e multiplicacao por escalar
definidas por

(ua)a + (Ua)a = (ua + Ua)aa

Mta)a = (Attg)a,
onde, para cada indice a, a adicao e a multiplicacao por escalar ocorrem no espago
X, correspondente.

EXEMPLO 1.7 (Conjunto versus espago vetorial). Podemos distinguir o conjunto
dos pontos em um plano xy do espaco vetorial associado. De outra forma, podemos
considerar R? = {(x,y); =,y € R} apenas como um conjunto de pontos ou entao como
um espaco vetorial quando munido das operacoes de soma de vetores e multiplicacao
por escalar. Dados dois pontos quaisquer P, = (z1,v1), P» = (x2,%2), no plano,
podemos considerar o segmento de reta

PPy ={(sx1 4+ (1 — s)xa,sy1 + (1 — s)ya); 0 < s < 1},
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assim como o vetor
PPy = (zy — 71,92 — Y1)
Nesse sentido, podemos, também, distinguir a origem O = (0,0), no plano, do vetor

nulo 0 = OO0. Aqui, usamos R? para representar tanto o conjunto de pontos no plano
xy, sem estrutura algébrica, como o espago vetorial obtido a partir dele, juntando
as operacoes de adigao e multiplicacao por escalar. Idem para R", n € N. Em
alguns momentos fazemos distingao apenas entre os pontos e os vetores, mas apenas
para efeitos didaticos. Mais para a frente, também vamos considerar normas em
R™ e produtos internos. No caso particular do produto escalar u-v = Zj U;jv;j,
obtido a partir das coordenadas de u = (uq,...,u,) e de v.= (v1,...,v,), e da
norma euclidiana [u|| = />, u} associada a ele, alguns textos usam uma notagao

diferente, como E", chamando-o de espa¢o Fuclidiano, reservando R™ para o conjunto
ou para espagos vetoriais sem estrutura de norma e produto interno especificos. Nao
vamos fazer essa distingao aqui, mas é importante saber que sao objetos matematicos
diferentes (o conjunto, o espago vetorial, o espaco vetorial com uma norma especifica
e 0 espago vetorial com um produto interno especifico).

EXEMPLO 1.8 (Complexificagdo de um espago real). Dado um espago vetorial X
sobre o corpo dos reais, podemos definir a complezificacao de X como sendo o espago
vetorial complexo dos pares ordenados u = (u,, ;) € X x X, que denotamos por

u=u, + iu;,
munidos das operagoes
u+v=(u+uw)+ilu+v;),
parau=u,+1tu; ev=v,+1iv;, e
Cu=(a+if)(u, +iw) = (au, — fu;) +i(fu, + aw).

Deixamos a cargo do leitor verificar que essas operagoes satisfazem os axiomas de
espago vetorial (Exercicio 5.6)

EXEMPLO 1.9 (Espago £'). O espago ¢* = (}(R) é o espago das sequéncias u =
(u1,usg, . ..) € RY de ntimeros reais satisfazendo

lully =) fun| < oo.

neN
Observe que || - ||y ¢ homogéneo, pois

Isully = [s]lfully,
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Em particular, temos su € ¢!, para todo real s € R.
Agora, se u,v € /1, segue que

lutolly =Dl +0al <D (fual + [oal) = D fwal + D loal = lfully + JJollr.

neN neN neN neN

Isso mostra, em particular, que se u,v € £, entao u + v € (1.
Dessa forma, vemos que ¢ é um espaco vetorial.

EXEMPLO 1.10 (Espago ¢, p > 0). Mais geralmente, o espaco ¥ = (P(R), para
p >0, é o espaco das sequéncias u = (u1, Uy, ...) € RY de niimeros reais satisfazendo

1/p
[ull, = <§j\unw> < o0.

neN

Observe que || - ||, ¢ homogéneo, pois
Isully = Isllwllp,

Em particular, temos su € 7, para todo real s € R.
Agora, se u,v € (P, segue, da desigualdade

(a+b)? < (2max{a,b})? = 2P max{a?, 0P} < 2P(a? +0P), Va,b >0, Vp >0,

que
lu+ollp < 27 ([full} + [J0l1}) ,

portanto
1/
lu+vllp < 2 (Jlully + [[oll5) "

Isso mostra, em particular, que se u,v € P, entao u + v € fP. Dessa forma, vemos
que /P é um espaco vetorial.

ExXEMPLO 1.11 (Espago £°°). Para completar, temos o espago ¢>° = (*(R), que é
o espaco das sequéncias u = (uy, us, ...) € RY de ntimeros reais satisfazendo

| u]|co = max |u,| < oo.
neN
Deixamos para o leitor os detalhes da verificacao de que isso forma um espago vetorial.

EXEMPLO 1.12 (Polinémios). O espago

Po(K) ={ag + a1z + -+ - + a,z™; ao,...,a, € K}
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de polindmios de grau no maximo n € N em uma variavel x sobre um corpo K é
um espaco vetorial munido das operagoes de adicao e multiplicagao por escalar dadas
respectivamente por

(p+ q)(x) = p(x) + q(x) = (ap + a1 + - - - + apx™) + (bg + biz + - - + by™)
= (ap + bo) + (a1 + b))z + - - + (an + by)x"

(Ap)(z) = Ap(x) = AMaog + a1z + - - + a,x") = Aag + Aayz + - - - + Aa,a”

Analogamente, o espaco
P(K) = {ao + a1z + - - - + ana™; ag,...,a, € K, n € N}

de polinémios de grau qualquer também é um espacgo vetorial quando munido da
mesma operacao de multiplicacao por escalar e com a adicao feita de maneira anéloga,
mesmo com polinémios de diferentes graus, apenas somando os monoémios de mesmo
grau e acrescentando os mondmios que estao presentes em apenas um dos polinémios,
que é equivalente a completar com coeficientes nulos os monoémios que estao em um
polinémio e nao estao em outros.

EXEMPLO 1.13 (Matrizes). O espago K™*™ das matrizes m x n, i.e. m linhas e n
colunas, onde m,n € N, também é um espaco vetorial munido das operagoes realiza-
das “coeficiente a coeficiente”, i.e. se A = (aij)i=1,..mj=1...n» B = (bij)i=1,..mj=1,..n
e A € K, entao

A+ B = (ajj+bij)i=1,..mj=1,.n, A = (Aaij)i=1,.m,j=1,..n-

Uma matriz m X n pode ser representada da seguinte forma

ap; Qa2 -+ Qip

Q21 Q22 -+  Q2p
A =

Am1 Am2  °° Omp

O elemento neutro da adi¢cao matricial é a matriz nula O = (O)SZIJ ~" em que todos os

seus coeficientes sao nulos. Para explicitar as dimensoes, podemos escrever O = 0,,, ,,,
para indicar a matriz nula m X n.

As matrizes ainda tém uma outra operacao que é a de multiplicacao matricial. Da-
das duas matrizes A € K™*? e B = KP*" com o niimero de colunas de A coincidindo
com o numero de linhas de B, podemos formar uma nova matriz AB € K"*" mul-
tiplicando apropriadamente os seus coeficientes. De fato, se A = (a;;)i=1,..m j=1,.p €
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B = (bij)i=1.. pj=1..n, entdao AB = (¢;;)i=1,..mj=1,.n ¢ definida por

Cij = Z aikbkj.
k=1,....n
Cada linha 7 de A é multiplicada, coeficiente a coeficiente, por cada coluna j de B, e
os produtos sao somados entre si, para gerar o elemento ¢;; de AB. Analogamente,
podemos multiplicar uma matriz A = (a;;)i=1, .. m,j=1,..p PO um vetor u = (x;);=1,.
nos dando o vetor Au = (v;)i=1,..n, cOmM

Yi = Z iy
ij=1,...,n
A multiplicacao matriz-vetor Au esté ligada a transformacoes lineares, enquanto que o
produto matriz-matriz esta ligado & composicao de transformacoes lineares, conforme
veremos no Capitulo 3. Uma matriz com propriedades especiais para a multiplicacao
¢ a matriz identidade I = I,, = (04)};—;, onde d;; é o Delta de Kronecker, definido
por 0;; = 1,sei=j, e d;; =0, se i # j. Em representacao matricial,

1 0 - 0
1-1,— |°
Lo 0

EXEMPLO 1.14. Variedades diferenciaveis Jl sao estruturas que podem ser pen-
sadas localmente como um espago vetorial [3|. A variedade em si ndo é um espago
vetorial, mas, em cada ponto p € Jl, podemos definir um espago tangente T,,Jl. Este,
sim, é um espaco vetorial. O conjunto T/l de todos os espagos tangentes é o chamado
fibrado tangente de J.

EXEMPLO 1.15 (Registro de audio). Em processamento de sinais digitais de audio,
cada canal é registrado como um (longo) vetor, cujo tamanho depende do tempo de
gravagao e da frequéncia de amostragem (sampling) (veja Figura 1.2). Uma frequéncia
comum ¢é a de 44,100 Hz, ou seja, 44,100 registros a cada segundo, contendo uma
medida do nivel de pressao acustica a cada registro. A variacao desse nivel ao longo
do tempo é refletida em diversas elementos musicais, como altura, dindmica e timbre.
Essa frequéncia de amostragem é capaz de resolver todas as frequéncias audiveis pelos
seres humanos, que vao de algo da ordem de 20 Hz a 20,000 Hz, evitando o efeito de
aliasing, em que uma frequéncia mais alta é confundida com uma mais baixa, por falta
de amostragem adequada (procure pelo Teorema de Nyquist-Shannon, que garante
que cada frequéncia de amostragem de f Hz é capaz de registrar todas as frequéncias
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F1GURA 1.2. Trecho de 10ms de um canal de dudio com frequéncia de
amostragem 44,100 Hz, contendo 410 amostras, visualizado como um
grafico do sinal em func¢ao do tempo.

abaixo de (f/2) Hz). Teoricamente, podemos considerer esse sinal como um vetor em
R", para n = 44,100 para cada segundo gravado. Porém, o computador nao é capaz
de armazenar um conjunto ilimitado de ntmeros reais. Cada amostra é armazenada,
entao, com um certo namero de bits, tipicamente 16 ou 24 bits. Em cima disso,
usa-se, ainda, técnicas de compressao de dados, para reduzir o tamanho do arquivo
de dudio. De qualquer maneira, a idealizacao do registro de audio como um vetor em
um espago R” é extremamente ttil na analise de sinais de audio. O processamento
de &udio, como a analise e ajuste do espectro de frequéncias, pode ser visto como
transformacoes nesses espacos, como a transformada discreta de Fourier, que veremos
posteriormente. Além de varios outros efeitos em instrumentos musicais, como delay,
reverb e distorgao, assim como os efeitos de resposta de impulso (impulse response),
para a simulagao de timbres de outros instrumentos, amplificadores e ambientes.

EXEMPLO 1.16 (Imagens e videos digitais). Uma imagem digital também pode
ser pensada como um elemento u = (u;jx);jx de um espago vetorial R"*" x R3, com
k = 1,2,3 representando as intensidades de cada cor, digamos em RGB (vermelho,
verde e azul), j = 1,...,n o namero de colunas e i = 1,..., m o namero de linhas de
cada imagem. Videos podem ser pensados como elementos em R™ " x R? x R¥, com
k representando o ntimero de quadros registrados ao longo do tempo, que depende
do intervalo de tempo e do nimero de quadros por segundo. O processamento de
imagens e videos pode ser pensado como um conjunto de transformagoes (lineares ou
nao-lineares) nesses espagos.

1.3. Isomorfismo entre espagos vetoriais. Um polinémio de grau 2, com
coeficientes reais, pode ser escrito, de maneira geral, na forma

p(z) = ax® +bx + ¢,
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onde a,b,c € R sao arbitrarios. Tudo o que determina esse polinémio sao os coe-
ficientes a, b, ¢, que formam uma tripla (a,b,c) arbitraria em R3. De certa forma,
um polinémio pode ser representado por um vetor em R?. Inclusive as operacoes de
adicao e multiplicacao por escalar se correspondem, visto que

p1(7) + p2(7) = a1 + b1z + 1 + agr® + box + o = (ay + az)x® + (by +by)x + (1 + ¢2)
corresponde ao vetor (aj + ag, by + be, ¢ + ¢3) = (a1, b1,¢1) + (az, be, ca) €
Ap(x) = Maz? + br + ¢) = (Aa)z® + (\b)x + (\c)

corresponde ao vetor (Aa, Ab, A\c) = A(a, b, ¢). Ou seja, do ponto de vista do conjunto
e da estrutura linear do espaco, os espacos Py e R3 sao similares. Tudo o que se pode
fazer com adigoes de elementos e multipligoes por escalar pode ser feito em um ou em
outro, antes ou depois de fazer essa correspondéncia. Isso pode ser formalizado com
o conceito de isomorfismo.

DEFINICAO 1.3. Um isomorfismo entre espagos vetoriais X e Y sobre o
mesmo corpo K é uma bijecao p : X — Y que preserva a estrutura linear dos espagos,
1.€.

p(u+v)=p(u)+p(v)

p(Au) = Ap(u),
para u,v € X, A € K quaisquer. Nesse caso, dizemos que X e Y sdo isomorfos
entre st.

OBSERVAGAO 1.5. A defini¢ao acima de isomorfismo garante automaticamente
que a inversa ¢! : Y — X também preserva a estrutura linear, de Y para X.
Vale ressaltar, também que as adi¢oes e multiplicagoes por escalar em cada lado das
equacoes acima sao nos seus respectivos espagos.

OBSERVAGAO 1.6. “Isomorfismo” significa “mesma forma”, das raizes gregas “iso”
(igual) e “morphus” (forma). E um conceito pervasivo em matemética, visando classi-
ficar estruturas que tém a mesma forma, e logicamente depende da estrutura do objeto
em estudo. Um isomorfismo entre conjuntos basta ser uma bijecao, pois apenas os
objetos contam. Um isomorfirmo entre espacos topologicos deve ser uma bijecao con-
tinua, que é a esséncia do conceito de topologia. Um isomorfismo entre grupos deve
preservar a operacao de multiplicac¢do (ou adi¢ao ou seja la qual for a operagao binaria
do grupo). E assim por diante. No caso de espagos vetoriais, é a linearidade que deve
ser preservada.

EXEMPLO 1.17. No caso dos polinémios de grau até dois, a funcao ax?® +bx + ¢
(a,b,c) é um isomorfismo entre P, e R3.
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EXEMPLO 1.18. No caso de uma matriz

a b 2x2
(C d)eR |

um isomorfismo com R* é obtido levando a matriz com esses coeficientes no vetor

(a,b,c,d) € R

EXEMPLO 1.19. Caso tenhamos dois espagos da forma X = R"” e Y = R™, entao
R™ x R™ nao ¢ exatamente o mesmo que R"™ mas os espacos sao trivialmente
isomorfos e sao, muitas vezes, tratados indistintamente. No primeiro caso, temos
v € X xY da forma v = (u,w) onde u = (z1,...,2,) e W = (y1,...,Ym), de
maneira que

V= ((xh s 7xn)v (yla cee 7ym))7
enquanto que v € R""™ tem a forma

V= (21,3 Zn, Zntls - s Znim)s

mas é claro que podemos fazer o isomorfismo

(1, ), Y1y ey Um)) > (1, o Ty Yty e v oy Ui )

Exemplos naturais em que se considera R" x R™ ao invés de R™ aparecem em
mecanica e em muitos outros problemas. Por exemplo, o estado cinematico de uma
tinica particula se movendo no espago ¢ dado pelo par ordenado (x, v) € R3xR3, onde
x = (x1,T9,x3) indica a posi¢ao da particula e v = (v, v9,v3) indica a velocidade
da particula. O movimento de n particulas se escreve em um espaco R3" x R3",
com n vetores posicao e n vetores velocidade. Em mecanica Lagrangiana, usamos
q € R¥ para as coordenadas generalizadas de um sistema de particulas, incluindo
possivelmente alguma restricio, ¢ p € R¥ para os momentos generalizados, formando
o par (p,q) € R* x R¥. Em estudos de sensibilidade nas condi¢oes iniciais xo de um
sistema ¢ — x(f;x0) com x(¢;x0) € R", é comum considerarmos o sistema estendido
envolvendo o estado x(t;x0) € U = R" do sistema no instante ¢ junto com a evolugao
da diferencial Dy x(t;%9) € R™ "™ nos dando um sistema em R" x R™*" que é
isomorfo a R"*"* . Caso o sistema dependa de parametros p € R¥ e queiramos estudar
a sensibilidade de z(t;xo, p) também nos parametros, devemos incluir as diferenciais
(Dy,x(t; %0, P), Dpx(t; %0, p)) € R™" x R™** nos dando um sistema em R" x R™*™ x
Rnxk_

EXEMPLO 1.20 (Matrizes em blocos). De maneira analoga a feita no Exemplo 1.19,
podemos separar uma matriz R™*" em blocos Rmitm2)xn — Rmixn s Rmaxn oy
Rm*(mAn2) — RmMXm 5 R™X"2 ou mais geralmente, R(Mitm2)x(mna) — (Rmixm
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R™*m2) x (R™M2*™ x R™2*"2) . No primeiro caso, acompanhando a estrutura de linhas,

escrevernos
A. o Am1 xXn
Am2 Xn ’

onde as dimensoes dos blocos de matrizes estao indicadas no subescrito, i.e. A, xn €
lexn e Am2><n c ngxn'
No segundo caso, escrevemos

A= [Amxnl Amxnz] .

No terceiro caso, escrevemos

_ A’ITL1 XM Aml Xn2
A N |:Am2><n1 Am2><n2:| '

Quando as dimensoes sao compativeis, podemos fazer os produtos matriciais bloco

a bloco:
C A AC AD
[A B] [D:| =AC+ BD, {B:| [C D} _ {BC BD} ’
além de
A Bl [E AE + BF C D
[C D] [F} N [CE+DF]’ (A B] [E F] — [AC+BE AD +BF],

A B||E F| |AE+BG AF+BH
C D| |G H| |CE+DG CF+DH

E claro que essa mesma ideia pode ser generalizada para véarios blocos:

All A12 Alk
e
All Al2 Alk

onde Aij c R™ix1n ¢ A € RMXn — R(m1+"'+ml)x(”1+"~+nk)7 n=mn; 4+ +ng m=
my+ -+ my.

1.4. Subespago vetorial. Subconjuntos de um espago vetorial que herdam, de
certa forma, a estutura linear tém um papel importante na teoria e ganham um nome
especial.

DEFINIGAO 1.4 (Subespago). Um subespago de um espago vetorial X sobre um
corpo K é um subconjunto nao-vazio S C X que € fechado por combinagoes lineares
de seus vetores, ou seja, € tal que
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(1) u+v €S, para todo u,v € S;

(2) Au € S, para todo A € K e todou € S;
Caso S seja diferente de X, ou seja, caso S esteja estritamente contido em X, dizemos
que S € um subespag¢o proprio de X e escrevemos, mais precisamente, S ;Cé V.

OBSERVACAO 1.7. Gracas as propriedades de invariancia, um subespaco herda do
espago todo as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar de tal forma que o
proprio subespago se torna um espago vetorial. Observe que escolhendo um vetor
v € § qualquer (estamos assumindo que um subespago é nao-vazio) e tomando A = 0
em K, temos que o vetor nulo Ov = 0 pertence a S. Portanto, temos, naturalmente,
que {0} C S CV.

OBSERVACAO 1.8. Em termos de notagao, vamos usar, com frequéncia, os simbolos
U, V,W.S,... para denotar subespacos vetoriais.

EXEMPLO 1.21 (Planos no espago). Um plano P = {(z,y,2) € R*; ax+by+cz =
d}, onde a,b,c,d € R, é um subespago vetorial de R se, e somente se, d = 0, ou seja,
se, e somente se, P passa pela origem. De fato, se uy = (z1,y1,21) € us = (22, Y2, 22)
sao elementos de P, entao

W +uy = (21 + X2, 41 + Yo, 21 + 22),

ou seja, u; + uy = (x,y, z) comx =11+ To, Yy =Y1 + Y2 € 2 = 21 + 25. Dessa forma,
com

ax + by + cz = a(xy + x2) + b(yr + y2) + (21 + 22)
=ax, + by, + cz1 + axy + bys + czo = d + d = 2d.

Portanto, u; + u; € P se, e somente se, 2d = d, ou seja, se, e somente se d = 0. Por
outro lado, se u = (z,y, 2) € P e A € R arbitrario, entdo Au = (Az, Ay, Az). Temos,

a(Ax) + b(Ay) + c(A2) = AMax + by + cz) = \d,

de modo que A\u € P se, e somente se, \d = d, portanto se, e somente se, d = 0. Com
isso, concluimos que P é subespaco se, e somente se, d = 0.

EXEMPLO 1.22 (Polinémios). O conjunto %,(R) de polinomios de grau até n
é subespaco de P,,(R), para m > n, além de ser subespago do espago P(R) dos
polinémios de grau arbitrario, assim como do espago 6(R) das fungoes continuas em
R, entre outros.

OBSERVAGAO 1.9 (Matriz transposta). Para os proximos dois examplos, lembra-

mos que, dada uma matriz quadrada A = (aij)zjzl em R™" n € N, a transposta A*™
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z

N
ﬂ v Y y

x u—+v

FiGUurA 1.3. Exemplos de subespacos: S;, de dimensao um, e Sy, de
dimensao 2, com as ilustragoes de serem invariantes por multiplicacao
por escalar e adicao.

de A ¢ a matriz quadrada A" = (a;;);';—, obtida trocando-se as linhas pelas colunas,
ie. azg = Qyjs, Z,j = 1, o, n.

EXEMPLO 1.23 (Matrizes simétricas). O conjunto
S={A eR"™ A" = A}
das matrizes simétricas ¢ um subespaco de R™*™.

EXEMPLO 1.24 (Matrizes com trago nulo). Dada uma matriz quadrada A =
(aij)ii=1 em R™" n € N, a trago tr(A) de A & o somatorio dos elementos da diagonal

de A, i.e.
t1(A) = ay + - + .
O conjunto
S={A R, tr(A) =0}
das matrizes de traco nulo é um subespaco de R™*™.
EXEMPLO 1.25 (Matrizes anti-simétricas). O conjunto
A={A e RV A" = —A}

das matrizes anti-simétricas também é um subespaco de R"*". Em termos dos com-
ponentes, sendo A = (a;;)7;_; em R™*" anti-simétrica, com n € N, temos a;; = —aj,
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para todo 1 < 7,7 < n. Em particular, temos a; = —a;;, ou seja, a; = 0, para
1=1,...,n. Com isso, o traco da matriz também é nulo,

A=ay+ -+, =0+---+0=0, VAecA

A partir de subespacos vetoriais dados, podemos formar um novo subespagos,
dado pela intersecao entre os subespacos dados.

EXEMPLO 1.26 (Intersegao de subespagos). Dados dois subespagos S1, Sy de um
mesmo espagco vetorial X, é facil verificar que S1MN.S; também é subespaco. Da mesma
forma, se S, ..., S sao subespacgos, onde k € K, entao S; N --- NS, também é.

1.5. Combinacgao linear. Como vimos, a esséncia de um espago vetorial sao as
operagoes de adigao e multiplicagao por escalar. Qual é o minimo que podemos fazer
com isso? Combinagoes lineares!

DEFINIGAO 1.5 (Combinagao linear). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um elemento u € X ¢ uma combinacao linear de elementos
vi,...,v, € X, n €N, quando

Uu=2Vy + ...+ 2T,Vp,
para alguma combinacao x1,...,x, € K de elementos do corpo.

EXEMPLO 1.27 (Combinacao em espagos Euclidianos). O vetor u = (1,2) pode
ser escrito como as seguintes combinagoes lineares

(2,5) = 2(1,0) + 5(0, 1),
(2,5) = (2,0) + (0,5),

(2,5) =2(1,1) + 3(0, 1),
(2,5)
(2,5) =

, ( 0)+ (1,1) +2(0,2),

2,5 (4 10).

EXEMPLO 1.28 (Combinagao de monomios). Um polindémio de grau n em R é
combinacao linear de {1,z,...,2"}.

EXEMPLO 1.29 (Combinagao senoidal). Uma funcao senoidal z(t) = cos(6 + wt)
com fase 6 arbitraria e frequéncia w dada pode ser escrita como combinacao linear
de um seno e um cosseno com mesma frequéncia e sem mudanca de fase:

cos(0 + wt) = Ag cos(wt) + By sen(wt),

onde
Ag =cosll, By= —senb,
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que segue da formula cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b), com a = 0 e b = wt.

As operacoes de adicao e multiplicacao por escalar entre elementos do espaco
vetorial X e do corpo K associado pode ser estendida a subconjuntos de X e de K:

DEFINIGAO 1.6 (Combinagoes lineares de conjuntos). Seja X um espago vetorial
sobre um corpo K. Dados conjuntos A, B C X e A C K, além de elementos v € X e
A € K, podemos definir os conjuntos

A+B={ue X;Jac A dbe B; u=a+b},
v+A={ue X;Jdac A u=v+a},
A ={ue X; Jac A,IN € A, u= )\a},
M={ue X; Jac A, u=\a},

Av={ue X; INe A, u= v}

EXEMPLO 1.30 (P;Lalelogramo). Um paralelogramo 0f2 com vértices A, B,C, D
no plano, onde o lado AB é semelhante a C'D e o lado AC é semelhante a BD pode
ser escrito como a seguinte soma de conjuntos, no espaco vetorial R?:

00 = {OA,0B,0C,0D} = OA + {00, AB} + {00, AC}

onde O representa a origem no plano, correspondendo a vetor nulo 0 = (% no
espago vetorial. Em relagdo a notagao, observe que se P = (x,y) é um ponto no

plano xy com coordenadas (z,y), entao interpretamos OP = (z,y) como um vetor no
espaco vetorial R?, enquanto que OP indica o segmento de reta, no plano, que liga a
origem do plano ao ponto P. Aqui, usamos R? para representar apenas o conjunto de
pontos no plano xy, sem estrutura algébrica, como o espago vetorial obtido a partir
dele, juntando as operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar. Em alguns textos,
ha uma notacao diferente para o espaco vetorial, como E", reservando R™ para o
conjunto. Nao vamos fazer essa distingao aqui, mas é importante saber que sao dois
objetos matematicos diferentes.

EXEMPLO 1.31 (Interior de um paralelogramo). No exemplo Exemplo 1.30, a
regiao () delimitada pelo paralelogramo 02 pode ser escrita como

Q= OA + {00, AB} + {MC; 0 < A < 1} = OA + {00, AB} + [0, 11{AC?}
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1.6. Subespacgo gerado e conjunto gerador. O conjunto formado por todas
as combinagoes lineares de determinados vetores tem a propriedade de qualquer com-
binagao linear de seus vetores continuar no proéprio conjunto. Ou seja, ele é um
subespaco vetorial. Esse é um tipo de subespaco muito importante, que aparece de
diversas formas e leva um nome especial.

DEFINICAO 1.7 (Subespago gerado). Seja X uwm espago vetorial sobre um corpo
K e sejam vy,...,vi. € X, k € N. O subespaco gerado por esses vetores € o
conjunto formado por todas as combinagoes lineares desse vetores e é denotado por
span{vy,...,Vg}, i.e.

span{vy, ..., vi} =4{v € X; Jrq,..., 2, € K tais que v=21vi + ... + 2,V }.

Dizemos que {v1,...,v} gera esse subespaco ou que € um conjunto gerador desse
subespaco.

Mais geralmente, o subespago gerado por um subconjunto A C X de X € o conjunto
de todas as combinacades lineares de A, i.e.

span(A) ={ve X; Ine N, Jzy,...,z, € K,

vy, ..., v, € A tais que v =11v1 + ... + T,V }.

OBSERVACAO 1.10. Dado um subconjunto B C X de um espaco vetorial X e um
subconjunto A tal que todo elemento de B pode ser escrito como combinagao linear
de elementos de A, isso ndao quer dizer que B = span(A4). O maximo que podemos
afirmar nesse caso é a inclusao B C span(A). Para que B = span(A), precisamos ter
que todas as combinagoes lineares de A estejam em B. Por exemplo, a bola unitaria
B = {(z,y) € R? z?+y* < 1} esta contida no espago gerado span{(1,0), (0,1)}, que
é todo o R2.

EXEMPLO 1.32 (geradores de R?). Qualquer vetor (z,y) € R? pode ser escrito em
termos de um numero finito de vetores, de varias formas:

(z,y) = =(1,0) +y(0,1),
=z(1,1) + (y — 2)(0,1),
= (z+y)(1,1) —y(1,0) — z(0,1)
=2(1,1) +0(1,0) + (y — z)(0, 1)
=y(1,1) + (z —y)(1,0) +0(0,1)

T
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ou seja,
R? = span{(1,0), (0,1)} = span{(1,1),(0,1)}
= span{(1,1),(1,0),(0,1)} = span{(2,3), (3,2)}.
EXEMPLO 1.33 (Senoidal). Fixado w # 0, temos, para A, € R quaisquer,
Acos(f + wt) = Acosf cos(wt) — Asen sen(wt).
Além disso, dados a,b € R, definindo A por
A=Va® + 12,

asggen (3 (5) -

de maneira que existe um tnico # tal que

vemos que

a=cosf, b= —senb.
Com isso,
acos(wt) + bsen(wt) = A cosf cos(wt) — Asenfsen(wt) = Acos(f + wt).
Ou seja,

Sw = {Acos(0 +wt), A, 0 € R} = span{cos(wt), sen(wt)}.

EXEMPLO 1.34 (Senoidal com amplitude fixa). No contexto do Exemplo 1.33, se
considerarmos apenas w, com amplitude constante A = 1, por exemplo, nao temos o
espago gerado todo, ou seja, temos apenas a inclusao

{cos(f + wt), 6 € R} C span{cos(wt), sen(wt)},
sendo que {cos(f + wt), # € R} é subconjunto que nao ¢ um subespago.
EXEMPLO 1.35 (Polinémios). Dado n, temos
P(R) = {p(x) = ap + a1z + - - - + a,a"; ao,...,a, € R} =span{l,z,... 2"},
ao passo que, permitindo que n varie,
PR) ={p(z) =ap+a1x + -+ a,x2"; n € Nyay,...,a, € R} =span(A),

onde

A={l,2,2% ..} = U {z"}.

n€Zn>0

A combinacao linear de subespacos vetoriais também da um subespaco vetorial.
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EXEMPLO 1.36 (Soma de subespagos). Dados dois subespagos S, Sz de um mesmo
espaco vetorial X, é facil verificar que S;+ .5, também ¢é subespago. Da mesma forma,
se S, ..., Sy sdo subespacos, onde k € K, entdo Sy + --- + S5 também é.

2. Base e dimensao

2.1. Conjuntos linearmente dependentes e linearmente independentes.
Lembremos, agora, a definicao de independéncia linear para um conjunto finito de
vetores.

DEFINIGAO 2.1 (Conjuntos LI e LD). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Um conjunto finito de vetores {vy,...,v,} € X ¢é dito linearmente indepen-
dente, ou simplesmente LI, quando toda combinagao linear satisfazendo

rivi+...+x,v, =0,
onde x1,...,x, € K, € tal que
ry=-=x,=0.

Caso contrdrio, o conjunto é dito linearmente dependente, ou LD.

OBSERVACAO 2.1. Observe que um conjunto formado por um tnico vetor nao
nulo u é necessariamente linearmente independente, pois o tinico miltiplo dele que é

igual ao vetor nulo é o miltiplo zu obtido com o escalar x = 0. Observe, ainda, que
um conjunto linearmente independente tem todos os seus vetores nao nulos.

OBSERVAGAO 2.2. Conferir se um determinado conjunto finito de vetores em um
espago R™ ¢é linearmente independente ou nao ¢é equivalente a resolugao de um sistema
linear homogéneo. De fato, se {vy,...,v,} C R™, escreva as coordenadas de cada
vetor na forma v; = (vy;, ..., 0m;), ¢ = 1,...,n. Entao a equacao

zvi+...+z2,v, =0
tem a forma
V11 U1in 0
Umi Umn, 0

que também pode ser escrito na forma matricial

V11 - Uin X1 0

Um1i * Umn Tn 0
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que é equivalente ao sistema

vy + s+ VT, =0,

Um1T1 + + + UpnTn, = 0.

EXEMPLO 2.1 (Vetores candnicos em R™). Os vetores e; = (1,0) e e3 = (0,1)
formam um conjunto linearmente independente em R2. De fato, o sistema associado
a equacao rie; + roey = 0 é simplesmente ;1 = 0 e x5 = 0. Mais geralmente, os

vetores canonicos e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) séo
linearmente independentes em R", com o sistema homogéneo associado se tornando
simplesmente z; = 0, j = 1,...,n. Qualquer subconjunto nao-vazio de {ey,...,e,}

também é linearmente independente.

EXEMPLO 2.2 (Fungoes linearmente independentes). Considere duas fungoes com
valores reais f = f(z) e ¢ = g(z) definidas em um intervalo I C R. Podemos
enxerga-las como vetores no espaco vetorial X = R’. O zero aditivo nesse espaco é a
funcao identicamente nula, que também denotamos, com um abuso de notacao, por
0. Suponha que, nesse espaco, Af + g = 0, para escalares A\, u € R, o que significa
que

A (@) + pg(x) =0,

para todo z. Se eles nao forem linearmente independentes, entao existem A, 4 nao
ambos nulos tais que essa equagao vale para todo z. Se apenas = 0, entao Af(z) =0
para todo x, o que implica em f(z) = 0 para todo x, ou seja, f = 0. Se apenas A = 0,
deduzimos, da mesma forma, que g = 0. Caso nenhuma das duas fungoes seja nula,
devemos, entao, ter ambos A, u # 0, de modo que g(x) = —(A/p) f(x), ou seja, uma
funcao é um multiplo da outra e vice-versa. Em resumo, duas fungoes sao linearmente
dependentes caso pelo menos uma delas seja identicamente nula ou caso uma seja um
multiplo ndo-nulo da outra. E claro que se uma delas for nula, ela ¢ um multiplo da
outra, com o multiplo sendo o zero. Portanto, podemos concluir que duas func¢oes sao
linearmente dependentes se, e somente se, uma é um mailtiplo da outra.

2.2. Subespacgos linearmente independentes e soma direta. Um combina-
¢ao com propriedades especiais aparece quando os subespagos tem intersecao trivial.
Isso esté relacionado a extensao do conceito de independéncia linear a subespacos.

PROPOSICAO 2.1. Se S; e Sy sao dois subespagos de um espago vetorial X sobre
um corpo K, entao S; N Sy = {0} se, e somente se, todo elemento de Sy + So possui
uma unica representacao como soma de um vetor em Sy e um vetor de S,, i.e. para
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todo u € S7 + Sy, existem unicos uy € Sy e uy € Sy tais que
u=u; + us.

DEMONSTRAGAO. Suponha que S; NSy = {0}. Seja u € S; + Ss. Entao, por
definicao da soma de subespacos, existem u; € 57 e uy € S, tais que u = uy + us.
Para mostrar a unicidade, suponha que u = v; + v, para outros dois vetores v € S}
e vo € 55. Entdao u = u; + uy = v; + vo. Subtraindo as duas representacoes, temos

u; —Vy = Uz — Vg,
comu; — vy € S euy —vy € 55 Logo, uy — vy = uy — vy € 51N S5;. Como
S1N Sy = {0}, entdo
U — vy =u — vy =0,
ou seja u; = Vi € Up = Vo, mostrando a unicidade. Agora suponha que valha a
unicidade. Seja u € S; N Sy. Podemos escrever tanto u = 0 +u com 0 € S e
u€e Sy, comou=u+0comuéeS; e0eS; Como a representacao é tinica, entao

devemos ter u = 0 tanto como elemento de S; como como elemento de Sy, de forma
que S N Sy = {0}. O

Essa ideia de representagao em forma tnica como soma de elementos em diferentes
subespacos vetoriais pode ser estendido a vérios subespagos.

DEFINIGAO 2.2. Um subconjunto W C X de um subespago vetorial X € dito

soma direta de subespacos Sy, ..., Sk quando todo elemento u de W pode ser escrito
de forma tnica como u = uy + --- +ug, comu; € S5, j = 1,..., k. Nesse caso,
denotamos

W=5®&5® - &5.

Usando essa defini¢ao, podemos reescrever o resultado do Proposicao 2.1 da se-
guinte forma.

COROLARIO 2.1. Se S e Sy sao dois subespacos de um espaco vetorial X sobre
um corpo K, entao W C X € soma direta W = S;® S5 se, e somente se, W = S+ 55
€ Sl N SQ = {O}

No caso de soma direta de varios subespacos, o critério é verificar que a tnica
combinagao que dé o vetor nulo é somando vetores nulos. Isso estende a condigao
S1N Sy = {0} para varios subespagos, de forma adequado ao resultado de combinagao
linear tnica. Nesse sentido, temos o conceito de subespagos linearmente independen-
tes.
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DEFINIGAO 2.3 (Subespacos independentes). Subespagos Si,...,Sx C X, k € N,
de um espaco vetorial X sao ditos linearmente independentes, ou simplesmente
independentes, quando a unica combinacao linear de elementos em cada espaco que
dd o vetor nulo € com vetores nulos, i.e. se

u +up+---+up =0,
comu; €955, j=1,...,k, entao
u=uy=---=u; =0.
Com isso, obtemos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.1. Um subconjunto W C X de um subespago vetorial X é soma
direta W = S1 B Sa @ --- & Sy de subespacos Si1,...,S5, C X, k € N, se, e somente
se, 0s subespacos Sy, ..., Sy sao linearmente independentes entre si.

DEMONSTRAGAO. A volta segue da unicidade da representacdo. Assumindo que
W & soma direta dos subespacos S; e observando que 0 = u; + - -+ + u; para u; =
0 € §j, segue da unicidade da representacao que essa ¢ a tnica adi¢ao possivel de
elementos dos subespacos S; que da o vetor nulo.

Suponha, agora, que essa seja a unica adi¢ao possivel que dé& o vetor nulo. Vamos
mostrar que as representacao sao Unicas. Para isso, seja w € W e suponha que
tenhamos duas representacoes,

W=U;+Us+---+U =V +Vy+--+ Vg,
com u;,v; € §;. Subtraindo as duas representacoes, obtemos
(= Vi) + (2 = v2) + - (= Vi) = O,

Como u; — v; € 5}, visto que S; é subespaco vetorial, e como a tnica adi¢ao que da
o vetor nulo é a de vetores nulos nos subespagos, entao cada

uj—vj:O,

ou seja u; = v;, para cada j = 1,...,k, provando a unicidade da representacao, o que
significa que W = 51 ® Sy @ - - - @ Sy € soma direta dos subespacos S, 59, ..., 5. U

2.3. Base finita. Essa ideia de representacao tinica de vetores nos leva a uma
definicdo classica de base feita em dimensdo finita, nos primeiros cursos de Algebra
Linear. Ressaltamos, aqui, que a ordem desse conjunto de vetores é fundamental,
pois isso influi na representagao. Portanto, a definicao de base envolve uma lista, ou,
dita de outra maneira, um conjunto ordenado.
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DEFINICAO 2.4 (Base finita). Um conjunto ordenado finito de elementos de um
espaco vetorial X € dito uma base de X quando todo vetor de X pode ser escrito de
maneira unica como combinacao linear dos elementos do conjunto.

OBSERVACAO 2.3. Um conjunto ordenado, ou lista, costuma ser representada
entre parénteses e intercalada por virgulas, como no caso de um vetor em R™:

(x1,...,2,) € R

Por sua vez, bases, assim como sequéncias, apesar de serem listas, costumam ser
representadas entre chaves. Vamos manter essa convencao aqui para sequéncias, mas
vamos usar uma notacao diferente para conjuntos ordenados formando bases, através
do uso de chaves duplas.

DEFINIGAO 2.5 (Notagdo para base). Denotaremos bases genéricas através dos
simbolos «, 6, ¢ e bases candnicas através do simbolo e. Se a base, digamos 6, €
formada por n vetores uy,...,u, € X, n € N, usamos a notag¢ao de chaves duplas

{3
6 ={uy,...,u,}

para representar essa base.

OBSERVACAO 2.4. Os vetores de uma base s@o necessariamente nao nulos, caso
contrario teriamos um infinidade de miltiplos do vetor nulo representando um mesmo
vetor. Em particular, um espaco vetorial trivial nao possui uma base.

OBSERVAGAO 2.5. Nem todo espago vetorial possui uma base. Veja o espaco
dos polindémios, por exemplo. Se pudéssemos escrever todos os polindmios como
combinacao linear de um conjunto finito 6 = {py, ..., p,}} de polindmios, estariamos
restritos a polindmios de grau no méaximo igual ao grau do polindémio de maior grau
dentre os polindbmios do conjunto #. Nao temos como representar todos os polinémios
desse jeito. Portanto, o espago vetorial dos polinomios de grau arbitrario nao possui
uma base no sentido acima.

Uma caracterizagao importante de base, que muitas vezes é tomada como sendo
a propria definicao de base, é a de que os seus elementos formam um conjunto LI que
gera todo o espago. Colocamos isso, aqui, como resultado.

TEOREMA 2.2. Um conjunto ordenado finito 6 = {vy,...,v,}} de elementos de
um espaco vetorial X € uma base de X se, e somente se, & € um conjunto linearmente
independente e que gera todo o espago X.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que 6 = {{vy,...,v,}} seja uma base de X. Se 6
nao fosse um conjunto linearmente independente, teriamos escalares z1, ..., x,, nem
todos nulos, tais que

rvy+...+z,v, =0.
Por outro lado, também temos

Ovy—+...4+0v, =0.

Isso nos daria duas representacoes diferentes de 0, contrariando a nossa definicao de
base. Portanto, & tem que ser LI. Por sua vez, se todo elemento de X pode ser escrito
como combinacao linear dos elementos de 6, entao certamente X pertence ao espaco
gerado por 6. Como o espago gerado por & C X deve ser, ele préprio, um subconjunto
de X, entao necessariamente X = span(6).

Vamos supor agora que 6 = {vy,...,vo}} seja LI e gere X. Bom, isso ja nos da
que todo elemento de X pode ser escrito como combinagao linear de elementos de 6.
Basta ver que isso deve ser feito de maneira tnica. Suponha, entao, que tenhamos
duas representacoes para um vetor v € X,

V=XV +...+Z,Vp, V=Y1Vi+ ...+ Y Vp.
Subtraindo as duas representacoes, temos
(x1 —y1)vi+ ...+ (T — Yn)vp = 0.

Como 6 é LI, entao todos os coeficientes acima devem se anular, o que significa que
y; = x4, para todo j = 1,...,n, ou seja, a representa¢ao deve ser tnica. Isso mostra
que ¢ é uma base, segundo a Definicao 2.4, completando a demonstragao. 0

2.4. Dimensao. Um ponto importante é o de que todas as bases de um mesmo
espago vetorial possuem o mesmo niimero de elementos. Isso nos permitir definir esse
ntmero como sendo a dimensao do espago. Vejamos, primeiro, o seguinte resultado.

LEMA 2.1. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. Considere dois conjuntos
o ={uy,...,ux}t e ={vy,...,v,,} de vetores em X, com k,m € N. Suponha que
 seja linearmente independente e que esteja contido no span de 6. Entao k < m.

DEMONSTRACAO. Vamos provar por absurdo. Ou seja, assumir que k > m e
chegar em uma contradi¢ao. Para isso, vamos usar inducao. Antes de comegar, note
que todos os vetores de « sao nao-nulos, visto que « ¢é linearmente independente.

Vamos mostrar que, a menos de uma reordenacao dos vetores de 6, temos

span(6) = span{uy,..., W, Vji1,..., Vi, J=1,...,m.
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Vamos comegar com j = 1. Como « C span(6), podemos escrever cada vetor
de @ como combinacao linear de vetores em 6. Em particular, comecando com uy,
existem escalares aqq, ..., a,;, tais que

u =a11vi+...+am1Vm-

Como u; é nao-nulo, existe pelo menos um coeficiente que é diferente de zero. Sem
perda de generalidade (basta reordenar os vetores de 6), vamos assumir que aq; # 0.

Assim, podemos escrever vi em termos de uy, Vs, ..., V,,, l.e.
1
vi=— (U5 —anVva — - — A1 Vim) -
an
Ou seja, vi € span{uy,Vvs,...,Vv,}. Obviamente, para i = 2,...,m, o vetor v;

também esta nesse espago gerado. Portanto,
span(6) = span{uy, va, ..., V. }.

Agora, vamos assumir que o resultado seja valido para j — 1, com 1 < j < m.
Vamos mostrar que também vale para j + 1. Estamos assumindo, entao, que

span(6) = span{uy, ..., Uj_1,Vj, Vji1,..., Vin }.

Como « C span(6) = span{uy,...,uj_1,V;j,Vji1,...,Vy}, entdo todos os vetores de
« podem ser escritos como combinacao linear dos vetores uy, ..., wj_1, V4, Vii1, .. .,
V. Em particular, tomando agora u; € A, existem escalares ayj, ..., a,; tais que

u; = apju + ...+ a(j,l)juj,l + Q;;Vj + a(j+1)jvj+l + ...+ Qi Vi-

Como uy, ..., u; também é LI, por ser um subconjunto do conjunto «, que é LI, entao
nao podemos ter todos os coeficientes seguintes, Aj;, ..., Ap; nulos. Caso contrario es-
creveriamos u; em funcao de uy, ..., u;_;. Portanto, algum dos coeficientes seguintes
deve ser diferente de zero. Sem perda de generalidade (podemos reordenar os vetores
restantes v;, ..., vy, o que ndo interfere nos outros que ja foram selecionados antes),
podemos assumir que \j; # 0. Assim, escrevemos

1

V= a— (llj —a;u; — ... — a(j_l)juj_l — AG+1)jVi+1 — -0 T (lmij) .

ji

Com isso, obtemos que
span(6) = span{uy, ..., Wj_1,V;,Vjt1,..., Vi }
= span{ul, ceey, W1, W, Vg, .. ,Vm},

concluindo a indugao.
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Considerando, agora, j = m, a induc¢ao acima nos da que
span(6) = span{uy, ..., u;,}.
Mas como estamos assumindo k > m, podemos, agora, pegar u,,+; € «. Como
U1 € @ C span(6), o resultado acima nos diz que u,,,; é combinagao linear de

uy,...,u,. O queéimpossivel, pois estamos assumindo « linearmente independente.
Ou seja, k nao pode ser maior do que m. Devemos, necessariamente, ter k < m. [

OBSERVACAO 2.6. Observe, na demonstracao do Lema 2.1, que o processo de
indugao foi feito com a hipotese de que k > m, para se chegar em uma contradigao,
o que invalida, por sua vez, a propria hipotese de indugao. No entanto, vale ressaltar
que, no caso possivel em que & < m, o processo de indugao é valido, mas s6 podemos
ir até j = k, ou seja, temos k < m e é verdade que, considerando conjuntos ordenados
para relacionar com bases,

span(6) = span {{ul, Wy, Vo (i), - - - ,Vo(m)}} . j=1,...k,

para alguma reordenacao (permutacao) o : {1,...,m} — {1,...,m} apropriada dos
vetores de 6.

Agora podemos mostrar que duas bases de um mesmo espaco tém o mesmo niimero
de elementos.

TEOREMA 2.3. Duas bases de um mesmo espago vetorial tém necessariamente o
mesmo niumero de elementos.

DEMONSTRAGAO. Sejam « = {vy,...,v,}} e 6 = {wy,...,w,,,}} duas bases de
um mesmo espaco vetorial X sobre um corpo K, com n,m € N. Queremos mostrar
que n =m. Como « é LI e 6 gera X, entao « esta contido no espago gerado por 6.
Segue, entao, do Lema 2.1, que n < m. Por outro lado, & também é LI e esta contido
no espago gerado por «, o que implica em m < n. Logo, m = n. 0

DEFINIGAO 2.6 (Dimensao finita). Se um espago vetorial X possui uma base com-
posta de um niumero finito n € N de vetores, dizemos que X tem dimensao finita
n e denotamos essa dimensao por dim(X) = n, visto que esse nimero finito n inde-
pende da base escolhida, gracas ao Teorema 2.3. Caso X = {0} seja o espago trivial,
dizemos que ele tem dimensao nula, i.e. dim(X) = 0. Caso ele nao seja trivial e
nem tenha uma base finita, dizemos que X tem dimensao infinita.

DEFINIGAO 2.7 (Base e dimensao de subespago). Como todo subespago de um
espago vetortal €, em si, um espago vetorial, as definicoes de base e dimensao se
estendem da mesma forma para subespacos, ou seja, uma base de um subespago S
€ um conjunto finito o tal que todo elemento de S se escreve de forma tunica como
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elementos de o. Nesse caso, S € de dimensao finita e dim(S) é o nimero de vetores
emo. Caso S seja o subespago trivial, temos dim(S) = 0, também de dimensao finita.

EXEMPLO 2.3. Em R? temos a base canénica ¢ = {{e;,e;}}, onde e; = (1,0)

e e = (0,1). Outras bases sdo {{(1,1),(=1, 1)}, {(1,0),(1, D}, {{(2,3).(3,2)}
e assim por diante, uma infinidade de opgoes. Em R", a base canoénica ¢ e =
{e1,...,e,}}, onde e; = (8;5)i=1,..n, € 0;j € 0 Delta de Kronecker. Quando traba-
lhando com mais de uma dimensao ao mesmo tempo, usamos indices para indicar a

dimensd@o em questao, por exemplo, com €, = {{}} e},..., e} indicando a base de
R™ n e N.
EXEMPLO 2.4. Considere o conjunto de todas as solugoes da equagao diferencial
d?z
- = _$’
dt?

que é dado por
S = {:c € R¥; 2(t) = Cycost + Cysent, ¥t €R, C, 0y € R} )

Como cost e sent nao sao um o miltiplo do outro, essas duas funcoes sao linearmente
independentes (veja Exemplo 2.2). Assim, podemos escrever S = span{cost,sent},
de modo que ¢ = {{cost,sent}} gera S e ¢ um conjunto LI. Ou seja, ¢ ¢ uma base de
S e dim(S) = 2.

PROPOSICAO 2.2. Seja X um espago vetorial de dimensao n e considere 6, =
{v1, ..., v} um subconjunto ordenado linearmente independente em X, com k < n.
Entao 6 pode ser completado com n — k vetores Viii,...,v, de forma que ¢’ =
{vi, ..., v} seja uma base de X.

DEMONSTRAGAO. Como k < n e 6, é LI, entdao 6, nao pode gerar X, caso
contrario 6, seria uma base de X e X teria dimensao k, ao invés de n. Assim,
existe algum vetor viy;; € X que nao estd em span{vy,...,vy}. Como vj,q nao
esta nesse espago gerado, entdao o conjunto ordenado 641 = {vi,...,vi 1} tem
que ser linearmente independente. Prosseguimos assim n — k vezes, até chegar em
6, = {v1,...,v,}} linearmente independente. Nesse caso, 6,, tem que ser uma base de
X, caso contrario poderiamos achar um outro vetor e obter um conjunto linearmente
independente com n + 1 vetores. Mas isso violaria o Lema 2.1, ja que X possui uma
base (em particular um conjunto gerador) com n elementos. Concluimos, entao, que
6, € uma base de X que completa os vetores em 6. [l

PROPOSICAO 2.3. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Se S C X € um
subespago nao trivial de X, entdao S possui uma base e dim(.S) < dim(X).
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DEMONSTRACAO. Basta seguir um raciocinio semelhante ao da demonstracao da
Proposicao 2.2, construindo conjuntos linearmente independentes em S até completar
a dimensao de S. Como X tem dimensao finita, esse argumento necessariamente
termina em um numero finito de passos. 0

Quando dois subespacos nao tém intersecao trivial, a dimensao do subespago
gerado por eles é menor do que a soma das dimensoes desses subespagos. Mais pre-
cisamente, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao é deixada como exercicio.

PROPOSIGAO 2.4. Sejam U e V' subespagos vetoriais de dimensao finita de um
certo espaco vetorial. Entao

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U NV).

DEMONSTRAGAO. Quando UNV = {0} é trivial, temos uma soma direta U+V =
UV edim(UNV) =0, de modo que a identidade vale. Quando U NV nao é trivial,
a ideia é partir de uma base de U NV e, por um lado, completar essa base até uma
base de U e, por outro, completar até uma base de V. Juntando os elementos dessas
bases, obtemos uma base para U + V. Em seguida, é s6 contabilizar os elementos das
bases de UNV, de U e de V. Deixamos isso como exercicio. O

A combinagao de bases de subespacos linearmente independentes sera fundamental
em varios momentos. Em relacao a isso, fazemos a seguinte defini¢ao.

DEFINIGAO 2.8. Ao concatenarmos bases de subespagos linearmente independen-
tes, digamos

a:{ul,...,uk}, ﬁQZ{Vh...,Vm},

bases de subespacos linearmente independentes U e V', respectivamente, a base de
S =U@&YV pode ser denotada por

c={e, 6} ={{u,. .., wl, {vi, v b = f{u, o we, v, Vi

Outra base possivel é

c={6, ¢} ={vi, ..., vi,u,...,u,}}.

A ordem para a base € fundamental. Mas observe que a ordem para a defini¢ao do
subespaco S = UDV = VU éirrelevante. No caso de vdrios subespacgos linearmente
independentes Sy,...,S;, | € N, com bases 61, ...,6;, denotamos a concatenacao das
bases, como base de S =S, @ --- DS, por

6 ={6,....,6%.
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EXEMPLO 2.5. O espaco R? pode ser escrito por
RE=UgagV,
onde
U={(z,9,0); z,y e R}, V ={(0,0,2); z € R}.
Considerando as bases
o ={(1,1,0),(—-1,1,0)}, 6 ={(0,0,1)}
de U e V, respectivamente, obtemos uma base de R?,

o ={a, 6} ={(1,1,0),(-1,1,0),(0,0,1)}.

Agora, pensando em objetos tipicos da geometria Euclidiana, fazemos as seguintes
definigoes.

DEFINIGAO 2.9 (Retas e planos). Um subespago de dimensao um de um espago
vetorial X € dito uma reta passando pela origem. Um subespaco de dimensao dois é
dito um plano passando pela origem.

Mais geralmente, temos

DEFINICAO 2.10 (Retas, planos e subespagos afim). Um subespaco afim de um
espaco vetorial X € um subconjunto de X da forma u+ S, ondeu € X e S € um
subespaco de X. Caso o subespaco afim tenha dimensao um, dizemos que o subespaco
afim € uma reta afim. Caso o subespaco tenha dimensao dois, dizemos que € um
plano afim. Caso o subespago S tenha co-dimensao um (veja Secao 2.0 para o
conceito de co-dimensao), dizemos que € um hiperplano afim.

DEFINIGAO 2.11 (Subespagos afim paralelos). Dois subespagos afim u+S e u’+5’
sao ditos paralelos quando S = S'.

DEFINIGAO 2.12 (Segmento de reta). Um segmento de reta em um espaco ve-
torial X sobre R é um conjunto da forma L = {(1—60)u+0v; 0 <0 <1}, onde
u,v € X. Os vetores u e v sao os pontos extremos do segmento de reta.

DEFINIGAO 2.13 (Cone). Um cone em um espago vetorial X sobre R é um con-
junto C' com a propriedade de que \v € C' para todo X > 0 e todo v € C'.

DEFINIGAO 2.14 (Convexo). Um conjunto C em um espago vetorial X sobre R

¢ dito convexo quando, para todo u,v € C, temos (1 — O)u + 6v € C, para todo
0<o<1.
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C g A

C
D

FIGURA 2.1. Tipos de subconjuntos de um espaco vetorial (R?): cone
convexo (A); formato estrela (B); cone nao convexo (C); reta afim (D);
segmento de reta (E) e convexo (F).

DEFINICAO 2.15 (Formato estrela). Um conjunto C' em um espago vetorial X
sobre R € dito de formato estrela quando existe um vetor u € C' tal que para todo
vetor v € C, temos (1 — 0)u+ 0v € C, para todo 0 < 6§ < 1.

DEFINICAO 2.16 (Simétrico). Um conjunto A em um espago vetorial X € dito
stmétrico quando —u € A para todo u € A.

2.5. Representagao vetorial em uma base. A definicao de base nos leva a
uma representacao de um elemento de um espaco vetorial como um vetor em K",
onde K é o corpo associado ao espago vetorial e n é a dimensao do mesmo.

DEFINICAO 2.17 (Representacao vetorial em uma base). Seja X um espago veto-
rial de dimensdo finita n = dim(X) sobre um corpo K e seja 6 = {wy,..., w,}} uma
base de X. Dado u € X, a representagao de u na base ¢ é o vetor (u); € K"
dado por

(U)ﬁ = (ZL‘l, e ,l’n),
onde xy1,...,x, € K sao os escalares definidos unicamente pela combinacao linear de
u em termos dos elementos da base,

u=2xwi+-+r,w,.
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A representagdo gera um mapeamento u — (u)s que é, de fato, um isomorfismo
entre X e K".

TEOREMA 2.4. Seja X um espago vetorial de dimensao finita n = dim(X) sobre
um corpo K e seja 6 = {wy,...,w,}} uma base de X. Entio a fungio J:V — KY
dada pela representag¢do u — J(u) = (u)g de u na base 6 é um isomorfismo entre X
e K".

DEMONSTRACAO. A demonstracao segue diretamente da linearidade do espaco e
do fato da representacao de um vetor como combinacao linear da base ser tnica. De
fato, se

u=rw;+- - +r,Wp,

V=1Y1W1+ -+ YWy,

entao
U+ v =W + -+ 2, W, + AMyiwi + - + Y, Wy,)
= (1 + Ay1)W1 + - + (T + AYp) Wh.
Como a representagao é tnica, necessariamente
Ju+Av)=(u+Av)g = (21 + Ay, - -, Ty + AYn),
de modo que
Ju+Av) = (u)s + A(v)s = J(u) + A(v),
provando a linearidade de J. Para ver que J é sobrejetivo, basta observar que qualquer
(x1,...,2,) € KY é a imagem do elemento
u=2Twi+- -+ T, Wy.
OJ

Exploraremos essa representacao vetorial mais adiante. No momento, vejamos,
apenas, alguns exemplos.

EXEMPLO 2.6. Tomando a base canonica ¢ = {{e;,e;}} de R?, onde e; = (1,0)
e e = (0,1), podemos escrever qualquer u = (z,y) € R? como u = re; + ye,, de
modo que (u), = (z,y) é o proprio vetor. Em outra base, digamos ¢ = {wy, wy}}
com w; = (1,1) e wy = (—1,1), temos

r+y r—Y T+y r—y Tty T—y
u:(xay): =+ - =

2 2 ' 9 2 g WIT T W2
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(w)s = r+y -y
6 9 ) 9 .
EXEMPLO 2.7. Na base € = {1, z, z*}}, um polindémio p(z) = ag + a1z + axx* em

P2(R) ¢é representado pelo vetor

(P)e = (a0, a1,az) € R3.

de modo que

Em particular,
(14 22%) 1002y = (1,0,2).

EXEMPLO 2.8. A base canonica do espaco R**? das matrizes reais 2 x 2 é

R

Nesse espago, temos
a b 10 0 1 0 0 0 0
S R U R 0 R R

(A), = (a,b,c,d) € R*,

EXEMPLO 2.9. Considere, agora, uma matriz simétrica em R?*2, i.e. da forma

a b
A- { ' d} |
Na base canonica de R?*2, temos
(A), = (a,b,b,d) € R

Uma base para esse subespaco de matrizes simétricas é

e={{l [0 o6 TR

Nesse subespago, temos
a b 10 01 00
A=l =elo oo o] <]

(A), = (a,b,d) € R®.

£ 9).-0e

ou seja,

ou seja,

Por exemplo,
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Essa estrutura simplificada é explorada em linguagens de programagao, economizando
o espaco de memoria necessario para alocar a matriz e acelerando diversas operacgoes
matriciais envolvendo essas e outras matrizes especiais. Veja Secao 4.2.

EXEMPLO 2.10 (Matrizes diagonais). Uma classe particular de matrizes simétricas
¢ a de matrizes quadradas diagonais D = (d;;);—,, onde d;; = 0, quando i # j. A
multiplicagao por escalar e a adicao de matrizes diagonais continua sendo uma matriz
diagonal, de forma que esse conjunto de matrizes diagonais forma um subespaco do
espago de matrizes quadradas. Uma base para esse espaco é formado pelas matrizes
D, = (dg?))?j:l com dgf) =1, quandoi=j=ke dz(»f) = 0, caso contrario. Em R?*2,
por exemplo, temos

fd, 0] 10 0 0]
p=[% J=aly o] +als 8] =ap +an.

EXEMPLO 2.11. O subespago de X = 6(R) das solugoes da equagao diferencial
de segunda ordem
d’y  dy
—= — 4= 44y =0
dx? dx Ty
¢é determinado pela solugao geral

U= {y € C@(RL y(ZL’) = (Cl + Cgl’)emj, 01,02 € R} .

Uma base natural para esse espago ¢ dada por 6 = {e**, ze**}} . Por exemplo, a
solugdo particular y(z) = (1 + 2x)e” tem a representagao

(y)ﬁ - (17 2)‘

OBSERVACAO 2.7. Em Geometria Diferencial, assim como em suas aplicagoes em
Fisica Matematica, os vetores sao chamados de contra-variantes. Isso por conta de
como os coeficientes de um elemento do espaco vetorial variam conforme mudancas
de escala nos elementos da base. Mais precisamente, suponha que ¢ = {wy,..., w,}}
seja uma base de um espaco vetorial X de dimensao n € N e seja

u=x 1w +---+x,w,

um elemento do espaco, com coeficientes x; € K nessa base. Considere, entao, uma

nova base 6 = {wr, ..., W, }}, onde w; = Aw;, para algum A > 0, representando uma
mudanca de escala na base. Nessa nova base, temos
T Tn Ty . Tn ~
U= — AW+ -+ —AIW,, = —W| + -+ —W,,.
\ 1+ + \ L + -+ \

Ou seja, enquanto a base mudou de acordo com
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os coeficientes mudaram de forma inversa,

xT; %
Por isso os vetores sao chamados de contra-variantes. Isso aparece em Geometria Di-
ferencial nos espacos tangentes de uma variedade, em relacao a mudancas de coorde-
nadas na variedade. Compare com a Observacao 3.3 que comenta sobre os funcionais
lineares (ou co-vetores) serem co-variantes.

2.6. Espaco complementar e co-dimensao.

PROPOSIGAO 2.5 (Complemento de um subespago). Seja S um subespago de um
espago vetorial X de dimensao finita. Entao existe um subespago S’ de X tal que X
¢ soma direta de S por S’, ou seja,

X=5Sa79.

DEMONSTRAGAO. Se S = {0}, basta tomar S = X, de modo que todo u € X =
S @ S’ se escreve de forma tnicau=0+u,com0e€ Seue s = X.

Se S nao é trivial, entao segue da Proposicao 2.3 que S possui uma base, digamos
o = {vi,...,vi}}, onde k = dim(S5) < dim(X). Se k = dim(S) = dim(X), entdo
S =V e basta tomarmos S’ = {0}. Nesse caso, todo u € X = S se escreve de maneira
tnica como u =u+ 0, com 0 € S’

Caso k = dim(S) < dim(X) = n, entao, gragas ao Proposi¢ao 2.2, existem vetores

Visls -,V em V' \ S tais que 6 = {vy,...,v,}} ¢ uma base de X. Tomando
S’ = span{vgy1,..., v}, vemos que S’ é um subespago de X, com dimensao n — k =
dim(X) — dim(95), tal que S+ 5" = X e ainda S NS’ = {0}. Ouseja, X =Sa@ 5" ¢
soma direta de S com §'. O

Uma consequéncia da demonstragao ¢ que dim(5’) = dim(X) — dim(S), indepen-
dente de como a base de S foi completada até uma base de X. Ou seja, temos o
seguinte resultado.

PROPOSICAO 2.6. Seja S um subespago proprio de um espaco vetorial X de di-

mensao finita. Entao todo subespaco S’ complementar a S possui a mesma dimensao
dim(S") = dim(X) — dim(S).

Deixamos os detalhes da demonstragao desse fato a cargo do leitor. Com base
nisso, podemos fazer a seguinte defini¢ao.

DEFINICAO 2.18 (Co-dimensao). A co-dimensao de um subespago de um espago
vetorial € a dimensao de um subespaco complementar.
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DEFINICAO 2.19 (Hiperplanos e hiperplanos afim). Um subespaco de co-dimensao
um de um espaco vetorial X € dito uma hiperplano. Um subespaco afim u+ S onde
ue X eS € um subespago de co-dimensao um € dito um hiperplano afim.

2.7. Espago quociente a um subespaco. Dado um subespaco vetorial S de
um espagco vetorial X sobre um corpo K, temos associado a ele uma relagao de equi-
valéncia entre vetores u,v € X dada por

u~v & u—ves§s.
Essa relagao de equivaléncia também é denotada na forma
u=v mod S,

indicando, mais explicitamente, que u e v sao congruentes modulo S.

O fato disso ser uma relacao de equivaléncia nos permite decompor o espago
na uniao disjunta das classes de equivaléncia. Uma classe de equivaléncia é um
conjunto A C X tal que

(1) A é nao vazio;

(2) Se u,v € A, entdo u ~ v, ou seja, todos os elementos da classe sdo equiva-
lentes entre si; e

(3) Seu e Aeve X sao tais que u ~ v, entdo v € A, ou seja, A contém todos
os elementos equivalentes da classe.

Denotamos uma classe de equivaléncia pelo simbolo [-]. Mais precisamente, dado
um certo elemento u € X, denotamos o conjunto de todos os elementos equivalentes
a u por

[u] ={veX; v~u}
Observe que podemos escrever
[ul ={v; veul={v; w=v—-ueS}={ut+w; weS}=u+6.

Um fato fundamental de relagoes de equivaléncia é o de que duas classes de equi-
valéncia ou sao disjuntas ou sao iguais. Por conta disso, para quaisquer dois vetores
u e v na mesma classe de equivaléncia, i.e. u ~ v, temos u — v € .S, de modo que

[ul]=u+S=v+(u—-v)+S=v+S5=][v],

Isso nos permite operar nas classes de equivaléncia através de seus representantes,
sem que certas operacoes dependam do representante: podemos somar duas classes
de equivaléncia [u;] e [uy] para obter a classe de equivaléncia [u; + uy]; e podemos
multiplicar uma das classes por A para obter [Au].
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Assim, temos um espago quociente, denotado por X/S, formado pelo conjunto
das classes de equivaléncia, de tal forma que as operacoes de adicao de vetores e
multiplica¢ao por escalar em X se estendem naturalmente a X/S:

DEFINIGAO 2.20 (Espago quociente). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K e seja S C X um subespago vetorial de X. Entao o espago quociente de X por S,
denotado por X /S, é o conjunto das classes de equivaléncia de ~, que é um conjunto
de subconjuntos de X dado por

X/S={WcCX;JueX W=][u]}={[u]; ue X} ={u+95; ue X},

munido das operagoes de adi¢cao e multiplicagiao por escalar definidas por

[w] & [u.] = [u; + us]

A® [u] = [Au].

Levando em consideracao a representagao u] = u+ 5, a adigdo em X/S pode
ser escrita como

w] @ [w]=(u+S5)® u+5)=u +u,+ 9
e a multiplicacao como
AOu]=AO (u+S)=Au+S.

Observe que, quando A # 0, entao podemos escrever a multiplicagao por escalar em
X/S como multiplicagdo em conjuntos:

AGu] = u+S = u+AS=Au+S)=A[u],

mas quando A = 0, isso nao é possivel, caso contrario o resultado seria o espago trivial
{0} ao invés do subespago S.

PROPOSICAO 2.7. A co-dimensdo de um subespago S de um espago vetorial X de
dimensao finita € igual a dimensao do espago vetorial quociente X /S, de modo que

dim(X) = dim(S) + dim(X/S). (2.1)

DEMONSTRAGAO. Se X = {0} ¢ o espago trivial, entdao S = {0} e X/S = {[0]}
Supondo que X/S tem co-dimensado k € N, entdo existe uma base {Wy,..., Wy} de
X/S, onde cada W; é uma classe de equivaléncia. Para cada j = 1,...,n, tome
u; € W; qualquer, de modo que

I/Vj:[[u]‘]]:u]‘+8, jzl,,k’
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Dado u € X, temos que [ul] € X/S, de modo que [u] pode ser escrito como com-
binagao linear dos elementos da base de X/S, ou seja, existem Ay, ..., \x € K tais
que
=X O[w]E... 0 N6 [w] =My + ... + Ay + 5.

Dessa maneira, u e Ajuy + ...+ A\yu; estao em uma mesma classe de equivaléncia, ou
seja,

u—)\1u1+...+)\kuk ES,
Seja, entao

v:u—)\lul—i-...—i—)\kuk,

de maneira que v € S e
u=M\Nu;+...+\u,+v,

provando a existéncia da representacao. A unicidade da representacao de u segue da
unicidade da representagao dos elementos de X/S em relacao a base. De fato, se

u=\u +...+\u,+v

u=Nu;+...+\Nu, +v

sao duas representagoes de u, com Aj, ..., Ag, A}, ..., AL € Kev,v/ € S, entdo o
elemento [u] € X/S pode ser escrito como

[[11]] = [[)\1111 + ...+ )\kuk]] = [[)\/1111 + ...+ A;uk]] .
Portanto,
MOw]e...onowl=Xo[w]e...oN o6 [w]
Pela unicidade dessa representagao, visto que {[u;],..., [ug]} é uma base de X/S,
deduzimos que
Aj=X, Vi=1,... k.
Assim, deduzimos também que
v=u—A\u+...+ up=u—Nu +...+\u, =V,

completando a demonstragao da unicidade dessa representacao. Suponha agora que

S tenha dimensao m € N e seja {wy,...,w,,}} uma base de S. Como v € S, entdo
v pode ser escrito de maneira Unica em termos de wy, ..., w,,. Assim, u pode ser
escrito de maneira tnica em termos de wy, ..., Wy, uy, ..., ux. Ouseja, {uy, ..., ux}}
é uma base de um espago complementar S’ = span{uy, ..., u;} de dimensao k, com

X = S @S5 Portanto, k é tanto a co-dimensao de S como a dimensao de X/S,
mostrando que as duas dimensoes coincidem. 0
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Como todos os espagos vetoriais de mesma dimensao finita sao isomorfos entre si,
obtemos que qualquer complementar de um subconjunto S de um espaco de dimensao
finita ¢ isomorfo a X/S.

COROLARIO 2.2. Todo complementar de um subespaco vetorial S de um espaco
vetorial X de dimensao finita € isomorfo ao espago quociente X/S.

OBSERVAGAO 2.8. A identidade (2.1) pode ser usada para dar uma outra demons-
tracao a Proposi¢ao 2.4. A ideia é considerar S = U NV, mostrar que (U/S)N(V/5S)
¢ o subespaco trivial de (U +V)/S, que (U +V)/S =U/S + V/S, para deduzir que
(U+V)/S=(U/S)® (V/S) ¢ soma direta e, assim, obter que

dim(U 4+ V) = dim((U + V)/S) + dim(S)
= dim(U/S) + dim(V/S) + dim(5)
=dim(U) — dim(S) + dim(V) — dim(S) + dim(.S)
= dim(U) + dim(V') — dim(5S).

3. Base de Hamel

Varios desses conceitos de espacos vetorias de dimensdo finita, como R¢ e C?, po-
dem ser estendido para espagos vetoriais quaisquer, de dimensao infinita. Na verdade,
varias defini¢oes importantes envolvem séries, que, por sua vez, requerem alguma no-
¢ao de limite e, com isso, alguma topologia. Sem topologia, a definicao de base que
podemos trabalhar se baseia, apenas, em combinagoes lineares finitas. Nesse sentido,
distinguimos esse conceito mais geral como base de Hamel. Vamos estender alguns
dos conceitos acima para esse contexto mais geral.

3.1. Combinacao linear de elementos de um conjunto qualquer. Primei-
ramente, vemos o conceito de combinagao linear de vetores em um conjunto qualquer,
nao apenas de um conjunto finito de vetores.

DEFINIGAO 3.1 (Combinagao linear). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um elemento u € X € uma combinacao linear de elementos de
um subconjunto A C X quando u € uma combinagao linear de um conjunto finito de
elementos de A, ou seja, quando existem vy,...,v, € A, n € N, exy,...,x, € K,
tais que

u=x1vy+...+IT,Vy,.

EXEMPLO 3.1 (Combinagao de mondmios). Um polinémio qualquer em R é com-
binagao linear de A = {z";n =0,1,2,...} = {1,z,2% 2°,...}.
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Também podemos estender a definicao de conjuntos linearmente dependentes ou
independentes a um conjunto qualquer, da seguinte forma.

3.2. Conjuntos linearmente dependentes e independentes.

DEFINICAO 3.2 (Conjuntos LI e LD). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K e A C X um subconjunto. Dizemos que A é linearmente independente, ou
simplesmente LI, quando A € nao vazio e todo subconjunto finito de A € linearmente
independente. Caso contrdrio, o conjunto € dito linearmente dependente, ou LD.

EXEMPLO 3.2 (Mondmios). No espaco de polinémios, o conjunto enumeravel
{1,2,2%,2°,...}
¢é linearmente independente.

EXEMPLO 3.3 (Senoidais). No espago vetoral X = 6(R) das fungoes continuas
de R em R, o subconjunto
S = {sen(wt); w € R}

é linearmente independente. Verifique!
3.3. Base de Hamel. Com base nisso, temos o conceito de base de Hamel:

DEFINICAO 3.3 (Base de Hamel). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um subconjunto A C X € uma base de Hamel para X se A €
linearmente independente e gera X.

O conceito de base que estamos acostumados em R?, por exemplo, é um exemplo
de base de Hamel. Naturalmente, a base de Hamel nao é tnica, assim como a base
no sentido classico.

Os vetores de uma base de Hamel sao necessariamente nao nulos, portanto um
espago vetorial trivial nao possui uma base de Hamel. Mas todo espaco vetorial nao
trivial possui uma base de Hamel, como mostra o resultado a seguir.

TEOREMA 3.1. Todo espaco vetorial nao trivial possui base de Hamel.

A demonstracao é usualmente feita através do Lema de Zorn, que é equivalente
ao Axioma da Escolha. Isso tudo é visto em cursos de Anélise Funcional. Veja, por
exemplo, [15].

EXEMPLO 3.4. O espago P(R) de todos os polindmios em R é um espago ve-
torial de dimensao infinita enumeravel, cuja base de Hamel pode ser, por exemplo,
o conjunto {1,z,z?% ...}}. Ja o espaco de todas as fungoes continuas tem base de
Hamel nao enumeravel. De fato, todo espacgo vetorial de dimensao infinita que possui
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uma norma que o torna um espaco completo possui dimensao nao-enumeravel. Isso
também é visto em cursos de Anéalise Funcional.

EXEMPLO 3.5. O espaco ¢y de sequéncias reais que se anulam eventualmente tem
o conjunto {{ey, ez, ...}} como base Hamel, onde e; = (J;x)ken, onde J;; é o Delta de
Kronecker.

4. Aplicagoes

4.1. Determinantes e n-volumes. O conceito de linearidade pode ser esten-
dido ao de multi-linearidade e nos dar uma noc¢ao de volume em dimensoes arbitrarias.
Esse é um dos papéis principais do conceito de determinante introduzido nos cursos
iniciais de Algebra Linear. Nesse sentido, o determinante pode ser visto como uma
fungao em um espaco produto,

n vezes
det : (K")"=K" x --- x K" —» K.

com as propriedades de ser multilinear, alternante e normalizado de tal forma a ser
unitdrio na base candnica, i.e.

(i) det(...,v+Aw,...)=det(...,v,...)+ Adet(...,w,...);

(ii) det(...,v,...,w,...)=—det(...,w,...,v,...); e

(iii) det(eq,...,e,) = 1.

Pensando em dimensoes 1, 2 e 3, a primeira e a tultima propriedades sao caracte-
risticas fundamentais das no¢oes de comprimento, area e volume, respectivamente. A
segunda propriedade nos da uma nogao de orientagao, como se tivéssemos mostrando
a frente ou o verso de uma regiao demarcada e orientada pelos vetores dados.

Mais precisamente, em dimensao um, det(u) é simplesmente det(u) = z, para
u = (r) € R!, que ¢ o comprimento com sinal de z € R. Em dimensao dois, det(u, v)
indica a area com sinal do paralelogramo gerado pelos vetores u = (a,b) e v = (¢, d),
que é o paralelogramo de vértices (0,0), (a,b), (a+c,b+d) e (c,d) e onde o sinal indica
se a rota¢ao de menor angulo necessaria para girar o vetor (a,b) na dire¢ao do vetor
(¢,d) é positiva (no sentido trigonométrico) ou negativa (no sentido horario). Em
dimensao trés, det(u, v, w) indica a o volume, com sinal, do paralelepipedo gerado
pelos vetores u, v, w.

Com isso em mente, vamos mostrar que existe uma, e somente uma, funcao com as
propriedades elencadas acima. Dessa forma, o determinante coincide com as nogoes de
comprimento, area e volume com sinal em dimensoes baixas e estende esses conceitos
para dimensoes mais altas. A unicidade segue do fato dela necessariamente ser uma
certa funcao bem definida em termos das coordenadas dos vetores.
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Antes de vermos isso, observe que, como consequéncia da propriedade (ii) acima,
se dois vetores forem iguais, o determinante é nulo. De fato, trocando os dois vetores
de lugar,

det(...,u,...,u,...)=—det(...,u,...,u,...),
mas como os vetores sao iguais, entao, necessariamente,

det(...,u,...,u,...)=0.

Isso é natural se pensarmos que o espaco gerado por esses vetores vai ter uma dimensao
a menos e, com isso, ter o seu volume n-dimensional nulo.

No caso em que pelo menos um dos vetores seja nulo, entao o determinante tam-
bém é nulo, visto que, pela propriedade (i),

det(...,0,...) =det(...,A0,...) = Adet(...,0,...),
para A arbitrario, de modo que
det(...,0,...) =0.

Além disso, por conta da multilinearidade, o determinante é uma fun¢ao homoge-
nea de grau n, i.e.

det(Auy, ..., u,) = A" det(uy, ..., u,), YA €R.
Resumimos esses resultados da seguinte forma.

TEOREMA 4.1. Dado n € N e um corpo K, seja det : (K")" — K wma fung¢ao
satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (111). Entao, dadosuy,...,u,,u, € K" e A € K
arbitrdrios, vale

det(ul, ey W1, W, Wi g, -, W21, U, U, - o ,un) = 0, (41)
det(ul, ey W1, 0,11j+1, ce ,un) = O,
det(Auy, ..., u,) = N'det(uy, ..., u,).

Agora estamos aptos a provar o resultado de existéncia e unicidade da funcao
determinante.

TEOREMA 4.2 (Existéncia e unicidade do determinante e formula de Leibniz).
Dado n € N e um corpo K, existe uma, e somente uma, fun¢io det : (K")" — K
satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (i), que podemos escrever mais precisamente
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como
det(uy,...,uj_1,u+Av,ujqq,...,u,)
=det(uy,...,uj_1, U, Wj41,...,Uy)
+ Adet(uy, ..., w1, V, Ujtq, ..., Up);
det(uy, ..., W1, W, Wigq, ..., Wjmg, Uj, W, ..., Uy)
= —det(ul, ey W1, Wy, W, -0, Wim1, W, Wjg g, - - ,un); (46)
det(eq,...,e,) =1, (4.7)

para quaisquer 4y, ..., u,, v,.w € K", A€ K, 7€ Ncom1 < j<neiecN com
1 <i < j <n. Essa funcao pode ser expressa através da formula de Leibniz, dada
por

det(uy,ug, ..., u,) = Z (—1)N(")ag(1),1ag(2)’2 C U (n) s (4.8)
O’ESn

onde u; = (ayj,...,an;) € K", j=1,...,n sao vetores em K"; S, indica o conjunto
de todas as n! permutagoes da sequéncia (1,...,n), lembrando que uma permutagdo
de (1,...,n) € uma bijecio o : {1,...,n} — {1,...,n}; o coeficiente (—1)N@) ¢ q
paridade da permutacao; e o inteiro N(o) é o nimero de inversdes da permutagao,
i.e. o numero de paresi,j em (1,...,n) comi < j eo(i)> o(j).

DEMONSTRACAO. Considere n vetores em K™ que escrevemos como
w; = (ayj, ..., an;), j=1,...,n.
Em termos dos elementos da base candnica, temos
u; = ai;€e1 + - - Gnj€n.
Usando a multilinaridade de det, temos

n
det(ug,uy,...,u,) = Z a;, 1 det(e;,, ug, ..., u,)

i1=1

n n
= E E Qi 1045 2 det(ei“eh, . ,un)

i1=112=1

n n n
=3 D e 4 adet(en ey,

i1=112=1 in=1
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Como o determinante se anula quando dois de seus argumentos sao vetores iguais,
entao sobram apenas as combinacoes com indices i1, .. .,17, distintos, ou seja, apenas
as permutacoes de 1,...,n. Assim, escrevemos

det(uy,ug,...,u,) = Z U(1),100(2),2 * * * Go(n).n det(€5(1), €5(2), - - -, €o(n));
0ESh
onde S, é o conjunto de todas essas permutacoes.

Cada determinante det(e, (1), €s(2);---,€s(mn)) € igual a 1 ou —1, ou, mais precisa-
mente, é igual a paridade sgn(c) = (—1)V) da permutacdo, que depende do niimero
de inversoes da permutagao, que é o nimero de elementos i < j em (1,...,n) tais
que o(i) > o(j). O namero de inversoes nos da o nimero de vezes que temos que
trocar os vetores para reordena-los na ordem ey, ..., e,. Nesta ordem, o determinante
é igual a 1. A cada inversao, multiplicamos o resultado por —1, gracas a propriedade
do determinante ser alternante. Assim,

det(e(,(l), eg(g), ...,€e )) ( )N(U).

Dessa maneira, obtemos a formula de Leibniz (4.8). O

O determinante pode ser usado para determinar se um conjunto de n vetores é
uma base para o espago K".

TEOREMA 4.3. Sejam uy,...,u, € K", n € N. Entao esses vetores formam uma
base para K" se, e somente se, det(uy, ..., u,) # 0.

DEMONSTRACGAO. Como sao n vetores e o espago K" é de dimensao n entao eles
formam uma base se, e somente se, sao linearmente independentes. Se os vetores
nao formam uma base, entao é porque eles sao linearmente dependentes. Nesse caso,
podemos escrever um dos vetores como combinagao linear dos outros. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que

u, =auy + -+ ap_1Up_1.
Nesse caso, usando a propriedade de multilinearidade,
det(uy,...,u,) =det(uy,...,u,_1,a1u; + -+ + a,_1u,_1)
= a1 det(ul, o, Up—1, 'Ll1> + e ap_q det(ul, oo, Up—1, un_1>.

Como o determinate se anula quando dois vetores sao iguais e como todos os termos
do lado direito acima envolve determinantes com dois vetores iguais, entao

det(uy,...,u,) =0.
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Ou seja, se os vetores sao linearmente dependentes, entao o determinante é nulo.
Dito de outra forma, se o determinante nao for nulo, entao os vetores tém que ser
linearmente independentes e, portanto, formar uma base.

Para a reciproca, vamos assumir que eles formam uma base. Entao eles geram o
espago todo. Em particular, todos os vetores da base candnica podem ser expressos
em termos dos vetores uy,...,u,. Escrevamos

e, = byu + - -bjuy,,

para ¢ = 1,...,n e coeficientes apropriados b;;, 7,7 = 1,...,n. Usando a multi-
linearidade e a propriedade do determinante ser alternante, obtemos o analogo da
formula de Leibniz (4.8), mas em termos dos determinantes de permutagoes dos ve-
tores uy,...,u,, i.e.

det(el, €, ... ,en) = Z bg(1)71bg(2),2 cee bg(n)m det(uo(l), - ,ug(n)).

O’GSn
Caso det(uy,...,u,) = 0, entdao det(u,n1),...,Usrn)) = 0 para qualquer permuta-
¢ao em S,, de modo que det(ey,es,...,e,) = 0, o que é uma contradi¢do. Logo,
necessariamente det(uy,...,u,) # 0, completando a demonstragao. 0

OBSERVACAO 4.1. Em um espaco vetorial qualquer X de dimensdo finita so-

n vezes

—N—

bre um corpo K, podemos construir uma funcao d : X" = X x --- x X — K com
as propriedades de multilinearidade e alternancia, mas a unicidade depende da es-
coha de uma base 6 = {wy,...,w,} de X cujo n-volume definimos como sendo
d(wy,...,w,) = 1 (ou, mais geralmente, qualquer escalar ndo nulo). Nesse caso,
obtemos que d(u,...,u,) = det([ui]s,...,[us)s). Mas isso depende fortemente da
escolha da base. Por esse motivo, nao costumamos definir o determinante em um
espago vetorial arbitrario. Veremos, no entanto, na Secao 3, que isso nao nos impede
de definir o determinante de um operador linear em um espago vetorial arbitrario de
dimensao finita, porque, no fundo, o determinante de um operador mede um n-volume
relativo, ou seja, mede a taxa de mudancga de n-volume, eliminando a dependéncia na
escolha da base. Isso ficard mais claro no devido momento.

4.2. Representacao computacional de matrizes especiais. Na Secao 2.5,
vimos algumas matrizes quadradas especiais, como matrizes simétricas e matrizes
diagonais. Como dito, essas formas especiais podem ser exploradas em pacotes com-
putacionais para economizar espago de memoria e para acelerar certos calculos nu-
méricos, tanto as operacoes essenciais de multiplicacao por escalar e adi¢ao, como
multiplica¢do (composigao) de matrizes e diversos tipos de fatoragao.
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Abaixo, por exemplo, uma lista de alguns tipos especiais de matrizes, definidos
no pacote padrao LinearAlgebra. jl da linguagem de programacao Julia:

Bidiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Diagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Tridiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Hermitian{T, S<:AbstractMatrix{<:T}} <: AbstractMatrix{T}
Symmetric{T, S<:AbstractMatrix{<:T}} <: AbstractMatrix{T}
SymTridiagonal{T, V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
UpperHessenberg{T, S<:AbstractMatrix{T}} <: AbstractMatrix{T}

Por exemplo, a matriz diagonal guarda apenas um vetor com os elementos da
diagonal, o que pode ser visto através da sua estrutura:

struct Diagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
diag::Vv

function Diagonal({T,V} (diag) where {T,V<:AbstractVector{T}}
require_one_based_indexing (diag)
new{T,V} (diag)
end
end

Por sua vez, a matriz tridiagonal simétrica guarda, na memoria, apenas dois
vetores, um para diagonal e outra para a superdiagonal, que serve também para a
subdiagonal. Isso pode ser visto através da sua estrutura (omitindo o construtor
interno, para melhor visualizacao):

struct SymTridiagonal{T, V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
dv::V # diagonal
ev::V # superdiagonal

end

Podemos criar uma matriz tridiagonal simétrica fornecendo esses dois vetores:

julia> SymTridiagonal([1, 2, 3, 4], [5, 6, 71])
4x4 SymTridiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 5
5 2 6
6 3 7


https://docs.julialang.org/en/v1/stdlib/LinearAlgebra/
https://julialang.org
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Algumas estruturas guardam um espago a mais para a alocacao temporaria de
varidveis necessarias para certas operacoes, ganhando eficiéncia nos calculos, como a
estrutura para matriz tridiagonal, que guarda um vetor para pivoteamento na decom-
posicao LU (que veremos posteriormente):

struct Tridiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}

dl::v # sub-diagonal

d::Vv # diagonal

du::V # sup-diagonal

du2::V # supsup-diagonal for pivoting in LU
end

Abaixo alguns outros exemplos de construcao de matrizes especiais.

julia> Diagonal ([1 2; 3 4]
2x2 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1
4

julia> Diagonal ([1, 2, 3])
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1
2

julia> Bidiagonal (ones (Int, 4, 4), :U)
4x4 Bidiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 1

julia> Tridiagonal([21, 32, 431, [11, 22, 33, 441, [12, 23, 341)
4x4 Tridiagonal{Int64, Vector{Int64}}:

11 12
21 22 23
32 33 34

43 44

julia> Symmetric ([l 2; 3 4]
2x2 Symmetric{Int64, Matrix{Int64}}:
1 2

2 4

julia> Symmetric ([l + 1im 1 + 2im; 1 + 3im 1 + 4im])
2x2 Symmetric{Complex{Int64}, Matrix{Complex{Int64}}}:
1+1im 1+4+2im
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1+2im 1+4im

julia> Hermitian([1l + 1im 1 + 2im; 1 + 3im 1 + 4im])
2x2 Hermitian{Complex{Int64}, Matrix{Complex{Int64}}}:
1+0im 1+2in
1-2im 1+0im

julia> UpperHessenberg (reshape (1:25, 5, 5))
5x5 UpperHessenberg{Int64, Base.ReshapedArray{Int64, 2, UnitRange{Int64}, Tuple({
br}e
1 6 11 16 21
2 7 12 17 22
8 13 18 23
14 19 24
20 25

Conforme mencionado, essas estruturas podem ser exploradas também para ace-
lerar calculos numéricos. Por exemplo, a seguinte linha define como é a adicao entre
duas matrizes diagonais. Observe que ela simplesmente adiciona os vetores que defi-
nem a diagonal de cada matriz (armazenada no campo diag) e cria uma nova matriz
diagonal com o vetor resultante:

(+) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal (Da.diag + Db.diag)

Isso explicita o fato do conjunto das matrizes diagonais ser um subespaco linear, visto
que a adicao de duas matrizes diagonais gera uma nova matriz diagonal. Idem para
a multiplicacao por escalar:

(%) (x::Number, D::Diagonal) = Diagonal (x = D.diag)
Vejamos um exemplo:

julia> Da = Diagonal([1l, 2, 3])
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1
2

julia> Db = Diagonal([4, 5, 6]
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
4

5
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julia> Da + Db
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
5

julia> \ = 2
2

julia> A * Da
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
2

O codigo onde essa adicao especial é definda pode ser encontrado através das macros

@which ou Redit

julia> @which Da + Db
+(Da::Diagonal, Db::Diagonal)
@ LinearAlgebra /Applications/Julia-1.9.app/Contents/Resources/julia/share/
julia/stdlib/v1.9/LinearAlgebra/src/diagonal.jl:184

Junto com essa defini¢ao, encontramos varias outras operagoes otimizadas envolvendo

matrizes diagonais:

(==) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Da.diag == Db.diag

(=) (A::Diagonal) = Diagonal (-A.diag)

(+) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal (Da.diag + Db.diag)
(=) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal (Da.diag - Db.diag)

for £ in (:+, :-)
@eval function $f (D::Diagonal, S::Symmetric)
return Symmetric ($f (D, S.data), sym_uplo(S.uplo))
end
@eval function $f (S::Symmetric, D::Diagonal)
return Symmetric ($f(S.data, D), sym_uplo(S.uplo))

end

@eval function $f (D::Diagonal{<:Real}, H::Hermitian)
return Hermitian ($f (D, H.data), sym_uplo(H.uplo))

end

@eval function $f (H::Hermitian, D::Diagonal{<:Real})
return Hermitian ($f(H.data, D), sym_uplo(H.uplo))
end
end
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x::Number, D::Diagonal) = Diagonal(x * D.diag)

%) (D::Diagonal, x::Number) = Diagonal (D.diag * x)
/ D.diag / x)
\) (x::Number, D::Diagonal) = Diagonal(x \ D.diag)

D::Diagonal, a::Number a)

) (
) (
D::Diagonal, x::Number) = Diagonal (
) (
) = Diagonal (D.diag .

") (D::Diagonal, a::Real) Diagonal (D.diag ." a) # for disambiguation
") (D::Diagonal, a::Integer) = Diagonal (D.diag .~ a) # for disambiguation
Base.literal pow (::typeof ("), D::Diagonal, valp::Val) =
Diagonal (Base.literal_pow. (", D.diag, valp)) # for speed
Base.literal pow (::typeof ("), D::Diagonal, ::Val{-1}) = inv (D) # for
disambiguation

Para efeito de comparacao, o teste a seguir exibe o tempo de processamento e a
alocacao de memoria para a adicao de duas matrizes diagonais 1000 x 1000 guardadas
de maneira completa, como se fosses matrizes densas, preenchida com zeros fora da
diagonal, e o tempo e a alocagao obtidos explorando a estrutura diagonal. Observe
a imensa diferencga entre os dois tratamentos. Da ordem de 1000 vezes mais rapido e
menos memoria.

julia> using BenchmarkTools

julia> Da = Diagonal (rand(Int, 1000)); Db = Diagonal (rand(Int, 1000));

julia> A = Matrix(Da); B = Matrix(Db); # matrizes completas

julia> typeof (A)
Matrix{Int64} (alias for Array{Int64, 2})

julia> typeof (Da)
Diagonal{Int64, Vector{Inté64}}

julia> @btime (+) (SA, $B);
304.042 ps (2 allocations: 7.63 MiB)

julia> @btime (+) ($Da, $DDb);
231.436 ns (1 allocation: 7.94 KiB)

Poucas linguagens de programacao exploram tao bem essas estruturas. Julia é
um caso particular. Além das estruturas acima, diversas outras matrizes especiais
sao definidas e otimizadas em outros pacotes.

5. Exercicios

Exercicios
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5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

1. ESPACOS VETORIAIS

Considere o conjunto
X = {u = (r,cos(r)) € R*; r € R}

munido das operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar em R definidas
por

(r1,c08(r1)) + (r2, cos(rz)) = (11 + 12, cos(ry + r2)),
A(r, cos(r)) = (Ar, cos(Ar)).

Verifique se X é um espaco vetorial sobre R ou nao. Justifique.

Sejam u, v, w vetores em um espaco vetorial. Demonstre, passo a passo, que
se u+w = v + w, entao u = v, indicando qual axioma de espaco vetorial
estd sendo usado em cada passo.

Sejan € N e v um vetor em um espago vetorial sobre o corpo R. Demonstre
que nv = v + --- + v, n vezes, indicando, passo a passo, qual axioma de
espaco vetorial esté sendo usado.

Considere o conjunto R? munido da multiplicagio por escalar A(x,y) =
(Ax, \y) usual, mas com a adigao definida por

(71,91) @ (22,12) = (21 + Y2, T2 + Y1)

Verifique quais axiomas de espaco vetorial continuam validos e quais nao sao.
Considere o conjunto R? munido da multiplicacio por escalar A(x,y) =
(Az, Ay) usual, mas com a adigao definida pelo valor médio

1+ T2 Y1+ Y2
2 ’ 2 '

(z1,51) @ (x2,y2) = (

Verifique quais axiomas de espaco vetorial continuam validos e quais nao sao.
Verifique que o espago complexificado definido no Exemplo 1.8 é, de fato, um
espaco vetorial complexo e identifique o elemento neutro da adicao.
Seja X um espaco vetorial sobre os reais. Prove que
(a) Todo subespago afim de X é convexo.
(b) Se um subespago afim de X é um cone, entdo é um subespaco.
(¢) Todo subconjunto convexo de X é um conjunto de formato estrela.
(d) Se C' é um subconjunto convexo de X, uy,...,u, € Ce0<0y,...,0, <
L com ). 0; =1, para algum n € N, entdo » ", 0;u; € C.
(e) Um subconjunto C' é um cone convexo nao vazio simétrico (i.e. u €
C' = —u € (O) se, e somente se, ¢ um subespaco.
Considerando os objetos abaixo como subconjuntos de um espago vetorial
sobre os reais, prove que
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(a) A uniao arbitraria de subespacgos vetoriais pode nao ser um subespago
vetorial;

)
(c¢) A unido arbitraria de cones é um cone;
(d) A intersecao arbitraria de cones é um cone;
)
)
)

estrela;
(h) A intersecd@o arbitraria de conjuntos de formato estrela pode nao ser de
formato estrela;
Prove que o conjunto C' = {f € €(I,R); [, f(z) dz > 0} é um cone convexo
no espago vetorial X = 6 (/,R) sobre R.
Prove que o conjunto de funcoes sub-harménicas

C={fece(LR); Af >0}

em um dominio 2 C R”, com n € N, é um cone convexo no espago ve-
torial 62(2,R) das fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis em (.
Lembrando que Af =92 f +---+ 02 f é o operador laplaciano.

A envoltoria convera de um subconjunto A em um espago vetorial X é o
menor conjunto convexo de X que contém A, ou seja, é um subconjunto
convexo de X que contém A e estd contido em qualquer outro subconjunto
convexo de X que contém A. Prove que todo subconjunto de X possui uma
envoltoria convexa.

Seja X um espaco vetorial e seja C' € X um cone em X. Prove que C' é
convexo se, e somente se, C' é invariante por adigao, i.e. se u,v € C, entao
u+v e C. O que falta para que C seja um subespacgo?

Lembremos que uma rela¢ao de ordem parcial em um conjunto é uma relagao
que é reflexiva (u < u para todo u no conjunto), antisimétrica (u < vev <u
se, e somente se, u = v) e transitiva (u < v e v < w implica em u < w).
Em um espaco vetorial real X, uma relacao de ordem parcial < em X é dita
compativel com a estrutura vetorial quando, parau,v,w € X e A > 0, temos
u—w < v-—weu < v, sempre que u < v. Nesse caso, dizemos que
X munido de < é um espaco vetorial com relacao de ordem. Um exemplo é
o espa¢o R™ munido da relagao (x1,...,2,) < (y1,...,Yn) se, e somente se,
r; < y;. Agora, dado um conjunto C' C X em um espago vetorial real X,
defina u < v se, e somente se v—u € (. Mostre que essa relagdo ¢ uma
relacao de ordem parcial se, e somente se, C' € um cone.
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5.14.

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21
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Identifique quais subconjuntos abaixo sao subespacgos vetoriais

(a) S={(r,y,2) €R3 z+2y+32=4} em X = R?;

(b) S ={(z,y,2,w) e Ry, w=2a?+y?*+ 22+ 1} em X =R,

(c) S={pePR); p'(x) =p(zx)} em X = P(R);

(d) §={pePR); p'(z) =p(z), p(0) =1} em X = P(R);

(e) S={f€6(,R); [, f(x)dr =1} em X = 6(I,R), onde ] C R ¢ um
intervalo;

f) S ={AeC; A+ A =1} em X = C™", onde A é a matriz
conjugada a A, ou seja, cada coeficiente de A é o complexo conjugado
do coeficiente correspondente em A, e onde I é a matriz identidade.

(g) S={f€BR); JweR, f(x)=sen(wz)+ 1;Vz € R} em X = G(R),
ou seja, ¢ o conjunto das fungoes f(x) = sen(wz) + 1 para alguma
frequéncia w arbitraria.

Considere um conjunto « = {uy, us, uz} de vetores em um espago vetorial
X. Prove que 6 = {uy — uj,us — uz,u; — uz} é LD, independentemente de
« ser LD ou LI

Considere um conjunto de vetores {ui,us,uz} em um espago vetorial X.
Prove que span{uy, uz, us} = span{u;, uy — uy,uz — u; }.

Sejam u; e uy dois vetores em um certo espago vetorial. Sabendo que {u; —
uy,uy — uy} é LD, podemos afirmar que {u;,us} é LD também ou nao?
Justifique.

Considere os vetores complexos u = (1,1) e v = (i,47). Prove que {u,v} é
um conjunto LD quando considerados no espaco vetorial X = C? sobre o
corpo dos complexos K = C mas é LI quando considerado no espago vetorial
W = C? sobre o corpo dos reais R.

Demonstre que se uy,...,u; sao vetores LI em um espaco vetorial X sobre
um corpo K ese A, ..., \; € Ksao escalares nao nulos, entao A\juy,..., \,u,
também sao LI.

Sejam S um subespaco vetorial de um espago vetorial X e seja A C X um
subconjunto qualquer nao vazio. Suponha que todo u € S+ A pode ser escrito
de maneira tnica como soma u = v + a de vetores v € S e a € A. Podemos
deduzir que A também é um subespaco vetorial de X e que X = S @ A?
Seja W um subespaco de um espaco vetorial X. Demonstre que W = S; @
--- @ S, é soma direta de subespagos Si,...,S, se, e somente se, W =

Si+--+Spe SN <Z#i5j> = {0}, paratodoi=1,... k.
Seja W um subespaco de um espago vetorial X. Demonstre que W = S; @
.-+ @ Sk para subespacos Si,..., Sk se, e somente se, W =S5, +---+ S, eo

Y
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vetor nulo se escreve de forma tinica como soma de vetores nesses espacos,
ie.se0=u; +...+ug, comu; €S5;,7=1,...,k, entao u; = 0, para todo
7=1,...,k.

Ache um subespago complementar do subespagco

S={uce C@(I,R);/u(m) dz =0}
I

do espago vetorial real X = 6(I,R), onde I C R é um intervalo e deduza
que S tem co-dimensao um.

Sejam X e Y dois espacgos vetoriais sobre um mesmo corpo K e suponha
que os dois tenham dimensao finita. Demonstre que o produto cartesiano
X xY ={(v,w); veE€ X, we Y} éum espago vetorial de dimensao finita,
com

dim(X xY) = dim(X) + dim(Y).

Observe que o mesmo vale caso X e Y sejam subespagos vetoriais de um
mesmo espaco vetorial ou de espagos vetoriais diferentes sobre o mesmo
corpo.

Complete a demonstragdo da formula dim(U + W) = dim(U) + dim(W') —
dim(UNW) da Proposigao 2.4, partindo de uma base de U+W e completando
até bases de U e W.

Prove que um subespaco S de um espaco vetorial X tem co-dimensao finita
k € N se, e somente se, existem vetores vq,..., vy € X tais que todo u € X
pode ser representado de maneira Gnica como uma combinagao linear

u:W+)\1V1+...+)\ka,

onde A\j,...,.\, e Kewe€S.

Dado um subespaco S de um espaco vetorial X, verifique que a relacao
u~v < u-—vVv E S entre vetores u e v de X é, de fato, uma relacao
de equivaléncia, i.e. satisfaz as propriedades de (i) reflexividade: u ~ u; (ii)
simetria: u ~ v se, e somente se, v ~ u; e (iii) transitividade: u ~ v e
v ~ w implica em u ~ w.

Considere n + 1 pontos distintos xq, ..., z, na reta. Prove que os polinémios
de Lagrange, definidos por

l(z) = Hi#j(m — ;)
’ Mizj(zj — ;)

formam uma base P, (R).
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1. ESPACOS VETORIAIS

Seja p € P3(R) \ P2(R) um polindémio de grau trés. Demonstre que 6 =
{p, P, p",p"} é uma base de P3(R), onde p', p” e p” sdo as derivadas de
p = p(x) de ordem um, dois e trés em relagao a z.

Considere o subconjunto

S ={u(x) = Cpe® cos(0 + x); Cop,0 € R}

do espaco vetorial X = RF das funcoes reais na reta. Demonstre que S é um
subespaco de X, encontre uma base para S e determine a sua dimensao.
Demonstre que S = {p € P3(R); p/(1) = 0} é um subespago vetorial de
P3(R) e que @ = {1, (x — 1)% (x — 1)*(z — 2)} é uma base para S.

Determine o subespago complementar, em P3(R), do subespago S = {p €
P3(R); p'(1) = 0} considerado no Exercicio 5.31.

Ache uma base para o subespago S = {p € P4(R); p”(2) = 0} e encontre um
subespago complementar S” de S em P4(R).

Considere o espago vetorial X = G!(R) das fungoes continuas diferenciaveis
em R. Seja f € X uma fun¢ao nao nula tal que {f, f'} seja linearmente
dependente. Determine f (a menos de constantes).

Seja X = R?*2 o espaco das matrizes reais quadradas. Considere o subespaco
das matrizes simétricas S = {A € R?*%; A" = A}, i.e. da forma A = Z 107] .
Ache a dimensao de S. Encontre, ainda, um subespaco S’ complementar a
S, ie. talque X =S 5.

Sejam U,V subespacos de um certo espago vetorial X. Considerando S =
UNYV, prove que (U/S) N (V/S) é o subespaco trivial de X/S (veja Obser-
vagao 2.8).

Sejam U, V' subespacos vetoriais de um certo espaco vetorial. Considerando
S=UnV,prove que (U+V)/S = (U/S)® (V/S) (veja Observagao 2.8).
Sejam U, V, W subespagos vetoriais de dimensao finita de um certo espaco
vetorial. Prove ou dé um contra-exemplo para a identidade

dim(U +V + W) = dim(U) + dim(V') + dim(W)

5.39.

—dim(U N V) — dim(U N W) — dim(V N0 W)
Fdim(U NV AW).
Sejam U e V subespagos vetoriais com intersecao trivial, U NV = {0}, em

um espago vetorial X. Sejam 6 e 6y bases de U e V. Mostre que 6y U Gy
¢ uma base de U @ V.
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Sejan € N e considere o espaco X = R™"*" das matrizes reais nxn. Considere
os subespacos

1 ={A€X; A" = A} (simétricas),
) = {A € X; A= (a; )}y, a;; =0, para |i — j| > 1} (tridiagonais)

ij=1>
3= {A € X7 A= (aij)?j:h Q5 = aji7i7j - 1)"'7”7
a;; =0, para |i — j| > 1} (simétricas tridiagonais)

Ache as dimensoes de cada um desses subespacos e encontre uma base para
Ss.

Prove o resultado descrito na Observacao 4.1 de existéncia e unicidade de
uma funcao multilinear alternante dy : X” — K, em um espaco vetorial
X de dimensao finita n € N sobre um corpo K, normalizado para valer
dg(W1,...,w,) =1, em uma determinada base 6 = {wy,...,w,}.

Em relagao ao funcional multilinear discutido no Exercicio 5.41, mostre que
se o ={vy,...,v,} e ={wy,...,w,} sdo duas bases de X, entao

d
do(uy,...,u,) = (V1,5 Vi)

_ dy(uy, ... u,),
dg(Wi, ..., Wy,) s, )

para vetores uy,...,u, € X quaisquer.






CAPITULO 2

Funcionais Lineares e Dualidade

1. Funcionais lineares e o dual algébrico

1.1. Definicao. Um funcional em um espaco vetorial X sobre um corpo K é
qualquer fungao f : X — K definida em X e com valores escalares em K. Por exemplo,

o comprimento de arco
(5= [ VIFIF@P i
I

do grafico y = f(x), x € I, de uma curva suave f : I — R sobre um intervalo
limitado I C R pode ser visto como um funcional (ndo linear) no espago vetorial real
X =®BY(I), sobre K = R.

De particular interesse em Algebra Linear, no entanto, sao os funcionais linea-
res, também chamadas de formas lineares, i.e. que satisfazem

fAu +v) = Af(u) +§(v),

para todo u,v e X e A € K.
O conjunto dos funcionais lineares forma um outro espago vetorial chamado de
dual, ou dual algébrico. Nesse sentido, temos a seguinte definigao.

DEFINIGAO 1.1 (Dual algébrico). Dado um espago vetorial X sobre um corpo K,
o dual algébrico X*, ou simplesmente dual no contexto de dimensao finita, € o
conjunto dos funcionais lineares em X,

X*={f: X 5 K; fOu+v) = M) +fv), Vu,v € X, A € K}

O dual algébrico X* € um espago vetorial quando munido das operagoes de adi¢ao e
multiplicagao por escalar definidas pontualmente, i.e. para todo f,g € X*, a adigdo
f+ge X* é dada por

(F+9)(u) =f(u) + g(u), VueX,
e, para todo A € K e todo | € X*, a multiplicagao por escalar \f € X* € dada por

(M) (1) = AMf(u), Yue X.
71
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OBSERVACAO 1.1. Em dimensao infinita, consideramos, em muitos casos, espacos
vetoriais munidos de alguma topologia e tais que as operacoes de adicao e multiplica-
¢ao por escalar sejam continuas nessa topologia. A partir disso, podemos considerar
funcionais § : X — K que sejam continuos, usando a topologia de X. Em particu-
lar, podemos restringir os funcionais lineares aos que sejam continuos, formando o
que chamamos de dual topologico X’ = {f : X — K;{ linear e continuo}. Nesse
contexto, o dual topolégico é chamado simplesmente de dual. No caso de X ser de di-
mensao finita e munido de uma topologia compativel com as operagoes vetoriais, todo
funcional linear é continuo, de modo que as duas defini¢oes de espago dual coincidem.
Mas em dimensao infinita, temos, em geral, apenas X’ C X*.

1.2. Exemplos de funcionais lineares.

EXEMPLO 1.1 (Produto matriz-vetor com uma matriz de uma linha). Em X = R"™,

n € N, dado a = [al an] € R a funcao f: R® — R dada por
T
f(u)zauz[al an} | =a + o anTy,
"”En
para todo u = (z1,...,2,) € R, é um funcional linear em R".

EXEMPLO 1.2 (Produto escalar em R"™ com um vetor dado). Em X = R™ n € N,
dado a = (ay,...,a,) € R", a funcao f : R" — R definida por

Fu) = a-u=agz; + -+ anan,
para todo u = (x1,...,2,) € R", é um funcional linear em R".

EXEMPLO 1.3 (Partes real e imaginaria de um complexo). Olhando X = C como
espago vetorial sobre K = R, as fungoes f : C — R dadas por f(z) = f(x +iy) =x e
f(2) = f(x 4+ iy) = y s@o funcionais lineares em X. Escrevendo f(z) = f(z + iy) =
x+10e f(2) = f(x+1y) = y+1i0, podemos interpretar essas fungées, também, como
funcionais lineares em C como espaco vetorial sobre si mesmo, K = C.

EXEMPLO 1.4 (Valor de uma fungao em um ponto). Considerando o espago X =
R! de funcoes de um intervalo I C R em R, dado 29 € I, a funcao f : R’ — R
definida por

f(u) = u(wo)

é um funcional linear em X.
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EXEMPLO 1.5 (Valor médio). Considerando o espago X = 6(/,R) em um inter-
valo I C R, a funcao

1
o) = o [ uta) a.

onde |I| é o comprimento do intervalo, define um funcional linear em X.

EXEMPLO 1.6 (Derivada em um ponto). Considerando o espago X = 6'(I,R)
em um intervalo I C R e fixando zy € I, a funcao

f(u) = ' (x)
define um funcional linear em X.

EXEMPLO 1.7 (Trago de uma matriz). Considerando o espago X = C™*" das
matrizes complexas quadradas A = (a;;);;—;, 0 traco

tr<A) =ai+ -+ anp
define um funcional linear em X.

ExXEMPLO 1.8 (Diferencial). Um exemplo fundamental é o de diferencial de um
funcional (usualmente nao linear), quando o espago vetorial estd munido de uma
norma. Mais precisamente, se f : X — K é um funcional em um espago vetorial
normado sobre K = R ou C, com a norma denotada por || - ||, dizemos que f é
diferenciavel em um ponto u € X, quando existe um funcional linear g : X — Y,
que ¢é a diferencial de f nesse ponto e é denotada por df(u) = g, que satisfaz

[f(u+h) — f(u) = (df(u))(h)]
[l

Quando u = (zy,...,2,) € X =R" e f(u) = f(z1,...,2,), n € N, entao a diferencial
calculada em um vetor h pode ser representada por uma multiplicacao por escalar
df(u) - h, onde df(u) = (0, f(x1,...,20), 0p, f(x1,...,2,)) € R™ & 0 chamado vetor
gradiente de f.

— 0, quando ||h|| — 0, h # 0.

OBSERVAGAO 1.2 (Aplicagoes). Como veremos a seguir, funcionais lineares podem
ser usados para representar hiperplanos. Em particular, estao associados a hiperpla-
nos tangentes ao grafico de funcionais nao-lineares. Também sao usados para definir
sub-diferenciais de fungoes convexas. Podem, ainda, ser usados para definir politopos
e poliedros; separar conjuntos convexos; classificar dados via maquinas de vetores de
suporte (em inglés support vector machine - SVM); etc.
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Classificagao de dados via hiperplano afim
0.8

0.6

Ficura 1.1. Classificacao de dados via hiperplano. Dois grupos de
dados ja classificados, divididos em grupos A e B, sao usados para
treinar o método, gerando um hiperplano H = {f = n} que separa os
grupos em semi-hiperplanos, e.g. Aem H_ = {f <n—0} e B em
H, ={f >n+4d}. Uma vez treinado, o hiperplano pode ser usado
para classificar novos dados (C'). Os vetores nos bordos {f = n — d}
e {f = n+ &} sdo os vetores de suporte, no método de classificagao
conhecido como mdquina de vetores de suporte, em inglés support vector

machine (SVM).

1.3. Produto de dualidade. Consideramos, inicialmente, a acdo u — f(u), em
X, de um dado funcional linear f € X*. Em seguida, consideramos o espago de todos
os funcionais lineares e definimos adi¢ao e multiplicacao por escalar entre eles, o que
significa considerar a acao f — f(u), para funcionais lineares em X*, para um dado
u € X. Podemos combinar as duas a¢oes em um mapeamento (f,u) — f(u) e definir
um funcional no produto cartesiano X* x X. Como esse funcional é linear tanto em
f como em u, dizemos que ele é um funcional bilinear, ou uma forma bilinear. E
por ser bilinear, é natural usamos uma notacao que torne isso mais natural, e.g. de
uma forma bilinear (-,-) definida no produto cartesiano X* x X. Vamos formalizar
isso e ver algumas de suas propriedades.

DEFINIGAO 1.2 (Produto de dualidade). Dado um espago vetorial X sobre um
corpo K, definimos o produto de dualidade entre o seu dual e o espago como sendo
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o funcional bilinear (-,-) : X* x X — K dado por

<f7 u> = f(u),

para f € X* eue X.

A bilinearidade se escreve

(fu+Av) = f(u+ Av) = f(u) + Af(v) = (f,w) + A, v)

(f+ag,w) = (F + ag)(u) = f(u) + ag(u) = {f,u) + a(g, w).

OBSERVACAO 1.3. Em certos casos, quando trabalhando com mais de um espago
vetorial, é util qualificar os espagos em cada produto de dualidade, escrevendo, por
exemplo,

(f, u>x*,x-
Observe que a ordem dos espagos acompanha a ordem dos argumentos, f € X* pri-
meiro e u € X em seguida.

2. Nicleo de um funcional linear e hiperplanos

2.1. O nicleo como um subespaco.

PROPOSICAO 2.1. Dado um funcional linear f € X* em um espago vetorial X
sobre um corpo K, o nicleo de §, definido por

ker(f) = {u € X; (f,u) =0},
¢ um subespaco de X.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, vamos verificar que 0 € ker(f), que é condigao
necessaria para ser subespaco. Como 0 é o elemento neutro aditivo e § é linear, temos

<f> 0> = <f70 + 0> = <f> 0> + <f> 0> = 2<f7 0>

A tnica possibilidade disso ser verdade em K é com (f,0) = 0, de modo que 0 € ker ().
Agora, basta observar que, pela linearidade de f, se u, v € ker(f) e A € K, entao

<f,11—|—V> = <f7u>+<f>v> =0+0=0,

(f, Au) = A(f, 1) = X0 = 0,

de modo que u+ v € ker(f) e Au € ker(f), mostrando que ker(f) é fechado para as
operagoes de adigao e multiplicagao por escalar. 0
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2.2. Exemplos de ntcleos.

EXEMPLO 2.1. Em X = R? dados a = (a,b) € R? e o funcional linear (f,u) =
a-u = axr+by, para u = (z,y), entdo o nucleo de f ¢ uma reta passando pela origem:

ker(f) = {(z,y) € R* az + by = 0}

EXEMPLO 2.2 (Partes real e imaginaria de um complexo). Olhando X = C como
espago vetorial sobre K = R e considerando f(z) = z, para z = x + iy € C, o nucleo
de f é o eixo imaginéario.

EXEMPLO 2.3. Seja X = P(R) o espaco dos polindmios na reta real. Considere
o funcional linear

f(p) = p(0).
O nicleo de f é composto por todos os polindémios que se anulam na origem, ou seja
ker(f) = {p € P(R);p(0) = 0} = {p;p(z) = 2q(v), ¢ € P(R)} = 2P (R).

EXEMPLO 2.4 (Valor médio). Considerando o espaco X = 6(/,R) em um inter-
valo limitado I C R e o funcional linear

1
) = / u(z) da,

onde |I| é o comprimento do intervalo, o nicleo de f é o subespago das fungoes de
média zero:

ker(f) = {u e G(I,R); /[u(x) dr = 0} |

EXEMPLO 2.5 (Derivada em um ponto). Considerando o espago X = 6!(I,R)
em um intervalo I C R e fixando zy € I, o nucleo do funcional

f(u) = u'(x0)

é o conjunto das fungdes continuamente diferenciaveis com um ponto critico em z =
Zo.

EXEMPLO 2.6 (Traco de uma matriz). Considerando o espago X = C™*" das
matrizes complexas quadradas A = (a;;)}';—;, o nticleo do trago

tr(A) =ay1 + -+ + ann

é o subespaco das matrizes com trago zero, que caracteriza as matrizes A associadas
aos sistemas 1 = Au que preservam volume no espaco de fase.
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2.3. Co-dimensao do ntcleo de um funcional nao nulo.

PROPOSICAO 2.2. Seja X um espago vetorial e seja f € X* um funcional linear
nao nulo. Entao ker(f) tem co-dimensao um, ou seja, € um hiperplano.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que ker(f) tem um complementar de dimensao
um, ou seja, que tem um complementar gerado por um tnico vetor nao nulo. Para
tanto, deve ser um vetor fora do nucleo de f. Seja, entao, w € X tal que (f,w) # 0,
que existe ja que f é ndo nulo. Basta, entdo, mostrar que X = ker(f) @ span{w}.
Para isso, podemos mostrar que, para todo u € X, existe um tnico v € ker(f) e um
tnico A € K tais que

u=v+\w.

Seja, entao, u € X qualquer. Tomemos

L Ghw
(f, w)
e
V=u-— \w.
Assim,
u=\w-+v
com

<f7 V> = <f7u - )‘W> = <f7 ll) - >\<f> W> = 07
de modo que v € ker(f), nos dando a representagao desejada. Para verificar a unici-
dade dessa representagao, sejam A, Ay € K e vy, vy € ker(f) tais que

MW+ V] = U= AW + V.

Entao, como (f,vq) = (f,v2) = 0 e § é linear, temos que

A (f, w) = M (f, w) 4 (F,v) = (F, w +vi)
= (f, Aew + va) = Mao(f, w) + (f, v2) = Xo(f, w).

Como (f, w) # 0, segue que

A= Ao
Assim,

Vo — Vi = AW — Aow =0,

de maneira que

Vi = Vo,
completando a demonstracao da unicidade. Com essa representacao tinica, deduzimos
que X = ker(f) @ span{w}. Logo, ker(f) tem co-dimensao um. O
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AN

FIGURA 2.1. Ilustragao do ntcleo S = ker(f) de um funcional §f € X*
nao nulo; do conjunto de hiperplanos afim Aw + ker(f), que forma o
espago quociente X/ ker(f); e da representa¢do u = v+ 2w de um vetor
u em X = ker(f) @ spanw. A escolha de w € X \ ker(f) é como uma
escolha de escala, ou unidade de medida, para o espaco complementar
ao nucleo.

O seguinte resultado segue da proposicao acima.

COROLARIO 2.1. Dado um funcional linear f € X* nao-nulo em um espago veto-
rial X sobre um corpo K e dado w € X tal que (f,w) # 0, temos que, para qualquer
u € X, ezistem unicos A\ € K e v € ker(f) tais que

u=\w-+v.

2.4. Espago quociente ao niicleo. Como X = ker(f) @ span{w}, no caso de
um f € X* ndo nulo, segue, da Proposi¢ao 2.7, que X/ ker(f) é isomorfo a span{w}
e, assim, tem dimensao um. Isso nos da o seguinte corolério.

COROLARIO 2.2. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita e seja f € X*
um funcional linear nao nulo. Entio X/ker(f) tem dimensao um, sendo isomorfo a
span{w}, para qualquer w € X \ ker(f).

OBSERVACAO 2.1. Vale lembrar, da Definicao 2.20, que
X/ ker(f) = {w + ker(f); w € X}.
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Como ker(f) tem co-dimensdo um, os conjuntos w + ker(f) sdo hiperplanos afim, de
modo que o espago quociente é a uniao de todos os hiperplanos afim paralelos a ker(f).

OBSERVAGAO 2.2. Uma equagao linear u' = Au, onde u = u(t) € R", A € R™",
n €N, e v =u(t) é aderivada (temporal) em ¢, tem solucao u(t) = etug, t € R. A
familia de operadores-solucdo e’ : R® — R™ age no espaco de fases R". Essa familia
pode aumentar, diminuir ou preservar volumes em R" de acordo com o determinante
de €. Esse determinante esta associado ao traco de A por det(e!) = 4. Em
particular, matrizes de traco nulo geram operadores-solucao que preservam volume. O
subespaco S de matrizes de trago nulo separa o espaco das matrizes em dois conjuntos
conexos, um formado pelas matrizes que geram operadores-solugao expansores e outro
formado pelas matrizes que geram operadores-solucao contratores.

2.5. Caracterizagao de hiperplanos. Vimos, entao, que o niicleo de um fun-
cional linear nao nulo em um espaco de dimensao finita é um hiperplano, ou seja, tem
co-dimensao um. Em outras palavras, partimos de um funcional nao nulo e chegamos
em um nicleo que é um hiperplano.

O resultado a seguir complementa o resultado acima, partindo de um hiperplano,
i.e. de um subespaco linear de co-dimensao um, e chegando em um funcional li-
near com esse subespago como nucleo. Isso nos da, de fato, uma caracterizacao dos
hiperplanos como ntcleos de funcionais lineares.

PROPOSICAO 2.3. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Dados um su-
bespago vetorial S C X de co-dimensao um e um vetor w € X \ S, existe um unico
funcional linear § € X* tal que S = ker(f) e f(w) = 1.

DEMONSTRAGAO. Como S ¢é de co-dimensdo um e w ¢ S, entdo X = S &
span{w}. Assim, todo u € X pode ser escrito de maneira tnica como soma de
um elemento de S e de um multiplo de w, i.e. existem v € S e A\ € K tnicos tais que

u=v-+\w.

Como essa decomposicao é tnica, podemos definir, sem ambiguidade, um funcional
f: X — K dado por

(f,u) = A
Sendo tnica, podemos ver que essa decomposicao é uma operacao linear, i.e. se
U =V + MW e uy = vy + Aaw, entao

u; +auy = Vy + vy + ()\1 + Oé/\g)W,
com vy + avy € S e A\ + ady € K. Dessa forma,

(f,w + aug) = A+ ade = (f, ) + aff, ug),
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mostrando que f € linear em X, i.e. f € X*.
Como w = 0 + 1w, com 0 € S, temos, por construgao, que

(f,w) = 1.

Assim, construimos f € X* com (f,w) = 1 e ker(f) = S. Essa f é tnica. De fato,
se f € X* se anula em S e vale 1 em w, entdao, usando a decomposicao acima e a
linearidade de f,

F.u) = (v +Aw) = (1, v) + AF.w) =0+ X =\ = (f,u),
para todo u € X. Ou seja, f = f, nos dando a unicidade. 0

OBSERVAGAO 2.3. A unicidade na Proposi¢ao 2.3 é dada uma vez que fixamos
w € X \ ker(f) e forcamos que (f, w) = 1. Essa escolha é como uma escolha de escala,
ou unidade de medida, para o espaco complementar ao nicleo. Podemos mudar w
ou mudar o valor de (f,w) e termos diversas representagoes diferentes, em diferentes
escalas. Mas uma vez fixada a escala, s6 ha uma escolha possivel. Dois w1, wy que
estejam no mesmo hiperplano afim paralelo a S determinam o mesmo funcional linear
e ddo uma mesma escala para X/S. Veja Secao 2.4 e Secao 5.1.

2.6. Propriedades uteis. Os seguinte corolarios sao, por vezes, tteis (veja, e.g.
Teorema 4.1).

COROLARIO 2.3. Seja X um espago vetorial de dimensao finita. Dado w € X
nao nulo, existe f € X* tal que (f,w) = 1.

DEMONSTRAGAO. Basta considerar um espago complementar S qualquer do su-
bespago span{w} e aplicar o Proposigao 2.3. O

OBSERVAGAO 2.4. Observe que §f no Corolario 2.3 pode nao ser tnico, ja que a
escolha do complementar S é arbitraria. S6 é tnica no caso em que X é unidimensi-
onal.

OBSERVACAO 2.5. O resultado do Corolério 2.3 continua valido no caso de dimen-
sao infinita, mas a demonstracao requer o uso de base de Hamel. Mais importante do
que isso é que, em alguns casos, o tal funcional f € X* pode nao ser continuo, o que
é relevante no caso de dimensao infinita (em dimensao finita, como falamos na Ob-
servagao 1.1, todos os funcionais lineares sao continuos). O lado positivo disso é que
se todos os funcionais lineares continuos se anularem em um determinado subespago,
entao esse subespaco é denso no espaco todo. Em relagao a isso, veja, por exemplo,
Exemplo 1.3.

COROLARIO 2.4. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e sejam u,v € X.
Se (f,u) = (f,v) para todo f € X* entio u=v.
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DEMONSTRAGAO. Por linearidade, temos (f,u — v) = 0, para todo f € X*. Se
u—v # 0, entdo segue da Corolario 2.3 que existe f € X* tal que (f,u — v) # 0. Mas
isso contradiz a hipétese. Logo, u — v = 0, ou seja, u = v. 0

2.7. Caracterizagao de hiperplanos afim. A caracterizagao anterior de um
subespago de co-dimensao um como o nicleo de um funcional linear nao nulo se
estende facilmente para hiperplanos afim. Vimos que um hiperplano afim é um con-
junto w + S onde S é um subespaco de co-dimensao um. Vamos ver, abaixo, uma
caracterizagao de um hiperplano afim como conjunto de nivel de um funcional linear.

PROPOSICAO 2.4. Um hiperplano afim pode ser caracterizado como sendo um
conjunto de nivel de um funcional linear, i.e. um conjunto H C X € um hiperplano
afim em um espago vetorial X sobre um corpo K se, e somente se, existe um funcional
linear nao-trivial f € X* e um escalar n € K tal que

H={f=n} ={ueX; (fu) =n}

DEMONSTRACAO. Seja H =w + S, onde w € X e S é um hiperplano. Como S
¢ um hiperplano, S tem co-dimensao um e existe um complementar S’ de S que é de
dimensao um. Nesse caso, S’ tem uma base que é formada por um tnico elemento
nao nulo, digamos S’ = span{w;}, para algum w; € X. Todo vetor u em X pode
ser decomposto de forma tnica como

u=v+ AWy,

onde v € S e A € K. Como essa decomposi¢ao é tinica, podemos definir, sem
ambiguidade, o funcional linear f : X — K por

(f,u) = (f, v+ Awy) = A

Em particular, (f,u) = 0 se, e somente se, u € S. Além disso, (f, w;) = 1.
O funcional f definido acima é, de fato, linear, pois se u’ = v/ 4+ X'w; é outro vetor
em X, entao

Futu)=(Fv+v+A+N)w) =+ X =(f,u) + (fu),
visto que v + v/ € S. Da mesma forma, dado p € K, temos uv € S de modo que
(F, pa) = (F, pv 4+ Auwy) = A = p(f, a).
Isso mostra que § € X*. Seja, agora,
p=(f, w).
Observe que, para u = v + A\wy, temos u € H se, e somente se, u = W + Vv, para

algum v € S. Nesse caso,
V4 AW =W+ V,



82 2. FUNCIONAIS LINEARES E DUALIDADE

de modo que
AW —W=vVv—-—veES.
Como § s6 se anula em S, vemos que u = v + A\w; pertence a H se, e somente se,
(f, Awy —w) =0,
0 que nos leva a
0= (f, Awr —w) = A{f, w1) = (fw) = A —p,
ou seja, u € H se, e somente se, (f,u) = u. Isso nos da a caracterizagdo H = {f = u},

para essa f. 0J

Essa caracterizacao pode ser usada para verificar se dois hiperplanos sao paralelos,
como mostra o resultado a seguir.

PROPOSICAO 2.5. Dois hiperplanos Hy e Hy em um espago vetorial X sobre um
corpo K sao paralelos quando existe um funcional linear nao-trivial f € X* e um
escalar € K tais que

f(ul — 112) = B, Yu; € Hl,\V/lIQ € H,. (21)

DEMONSTRACAO. A ideia é escrever Hi = wi; + S e Hy = wy + S, tomar um
funcional f € X* com ker(f) = S e definir 5 = (f,wa) — (f, w1). Em seguida, ¢ s6
verificar que (2.1) vale. Deixamos os detalhes para o leitor (Exercicio 7.1). O

OBSERVAGAO 2.6. Unindo a representacao do espago quociente X/ ker(f) como
uniao dos hiperplanos afim paralelos ao nucleo do funcional linear dada na Observa-
cao 2.1, i.e. X/ker(f) = {u+ker(f)}, com a caracterizagdo de hiperplanos afim dada
na Proposicao 2.4, podemos escrever

X/ker(f) = {H,,n € K},
onde
Hy={f=n}={ueX; (fu) =n}

Essa caracterizacao nos da, de fato, um isomorfismo n — H, = {f = n}, entre K e
X/ ker(f).

3. Dimensao do espago dual

A Proposicao 2.3 é fundamental para construirmos uma base para o dual X*,
COmMo veremos agora.
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3.1. Funcionais que identificam os vetores de uma base. Primeiramente,
construimos funcionais que “enxergam” somente um dos vetores de uma dada base.

LEMA 3.1. Seja X um espago vetorial de dimensaon € N e seja 6 = {wy,...,w,}
uma base de X. Para cada i =1,...,n, existe um unico funcional linear §; € X* tal
que

<fi7wj>:5ij7 i,jzl,...,n,
onde 6;; € o Delta de Kronecker.

DEMONSTRACAO. Basta aplicar a Proposicao 2.3 paracadai =1, ..., n, tomando
w=w,; eS=.5; =span{w,, j #i}. O

3.2. Base dual e dimensao. Agora, vamos mostrar que esses funcionais formam
uma base para o dual.

TEOREMA 3.1. Sejam X um espago vetorial de dimensaon € N, 6 = {wy,...,w,}
uma base de V' e f1,...,f, € X* funcionais lineares tais que

(fiswj) =0i5, 4,5=1,....n
Entao 6* = {f1,...,f.} € uma base de X*.
DEMONSTRACAO. Dado u € X, temos uma representacao tnica em termos da
base,
u=M\w;+- -+ \,w,. (3.1)
Com isso, observe que
Fi,u)y = (Fi, w1 + -+ Awy) = MG, wi) + -+ Ao (Fi, W) = A (3.2)
Agora, seja f € X* arbitrario. Nesse caso, temos, para u € X qualquer,
(f,u) = (f, awy + - + Ay wy,)
AL(f, W)+ A <f W)
(i w) (F,wi) + - =+ (fn, ) (F, W) (3.3)
{F, w
(f

7 ><f17 u> e <f7 Wn) <fn7 11>
(Wof1 + -+ f(Wa)fn, 1),

ou seja,
f=aifi + -+ anfn € span{fr, ..., fn}, (3.4)
com
a; = f,w;), i=1,....n

Como isso vale para qualquer f, segue que 6* gera V*.
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Falta mostrar que ¢* é linearmente independente. Suponha, entao, que
/\1f1 + - )\nfn =0,

onde o elemento o do lado direito é o zero de X*, ou seja, é o funcional nulo o(u) =
0 € K, para todo u € X. Mais explicitamente, isso significa que

)‘1<f17u> +e )‘n<fmu> =0,

para todo u € X. Em particular, tomando u = w;, para cada i = 1,...,n, e usando
que (f;,w;) =0, para j # i, e (f;, w;) = 1, obtemos

Como i = 1,...,n é arbitrario, obtemos que 6* é LI. Portanto, * é uma base de
X O

A base & construida no Teorema 3.1 leva o nome especial de base dual a 6.

DEFINICAO 3.1 (Base dual). Seja X um espago vetorial de dimensao finita n € N
e seja & = {w1,...,w,} uma base de X. Entdo a base 6* = {f,...,f.} de X* dada
pelo Teorema 3.1 € chamada de base dual a base 6.

OBSERVAGAO 3.1. Observe que, na passagem de (3.1) para (3.4) via (3.3), os
coeficientes \; e os elementos da base w;, na representacao de u, trocaram de papel,
virando, na representacao de f, os elementos da base f; e os coeficientes a; = (f, w;),
respectivamente, em uma manifestacao da dualidade entre X e X*.

COROLARIO 3.1. Seja X um espago vetorial de dimensao finita. Entao dim(X*) =
dim(X).

DEMONSTRAGAO. Caso X = {0} seja o espaco trivial, entdo X* = {o} e ambos
tém dimensao zero. Caso X nao seja trivial, entdo dim(X) = n para algum n € N,

de modo que o Teorema 3.1 diz que X* também tém dimensao n. Em qualquer caso,
temos dim(X) = dim(X™). O

OBSERVACAO 3.2. A base dual parece um tanto esdrixula, a primeira vista, mas
pode ser visualizada de maneira bem natural. Pense que os elementos da base dual
sao funcionais lineares e, portanto, podem ser visualizados pelas suas curvas de nivel,
que sao hiperplanos no espago primal. E sao hiperplanos bem particulares, que estao
associados diretamente ao sistema de coordenadas. Veja, por exemplo, a Secao 3.2.
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FIGURA 3.1. Tlustracdo do base dual 6* = {f;, 2} através das curvas
de nivel de f; e f9, formando o sistema de coordenadas da base primal
6 = {w,wy}. Cada f; da base dual 6*, quando aplicado a um vetor u,
da exatamente a i-ésima coordenada (f;,u) da representacdo de u na
base 6. E cada funcional f, quando a aplicado aos vetores w; da base

primal 6, da a i-ésima coordenada (f, w;) de f na base dual. Observe
que w; estd no nicleo de f; e wy esta no nucleo de f;.

N

3.3. Representacao de vetores e funcionais lineares. Como corolario da
demonstracao do Teorema 3.1, a base dual pode ser usada para dar uma expressao
mais explicita para a representacao de um vetor em uma base, feita na Definicao 2.17.

TEOREMA 3.2 (Representacao vetorial via base dual). Seja X um espaco vetorial
de dimensao finita n = dim(X) € N e seja 6 = {wy,...,w,} uma base de X. Seja
6* = {f1,....fn} a base dual correspondente, ou seja, tal que f;(u;) = 0, para i # j,
e fi(w;) = 1. Entao, dado u € X, temos

u=(fi,))wy + ...+ (fo, u)w,

e, em particular, a representacdo (u)g de um vetor u € X na base 6 pode ser escrita
como

(u>ﬁ = <<f17u>7 R <fn,11>)

DEMONSTRACAO. Segue da demonstracao do Teorema 3.1, mais precisamente das
equagoes (3.1) e (3.2). O
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Analogamente, a representagao de um funcional linear na base dual é dada atraveés
da aplicacao do funcional nos elementos da base primal.

TEOREMA 3.3. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita n = dim(X) € N,
6 = {wy,...,w,} uma base de X e 6* = {f1,...,fn} a base dual dada na Defini-
cao 3.1. Entao os coeficientes de um funcional linear qualquer §f € X™ nessa base dual
6* sao dados por (f,w;), j =1,...,n, de modo que
f = <f7 W1>f1 +oe <f7 Wn>fn

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema 3.2, temos
u= <f17 11>W1 +oe <fm 11>W
Assim, dado f € X*,
<f7 u> = <f7 <f17 u>W1 +e <fm u>WTL>
Pela linearidade de § e usando que os termos (f;, u) sao escalares,
<f7 u> = <f7 W1><f17 u) + <f7 Wn><fn= u>‘
Como isso vale para todo u € X, isso significa que, como funcionais lineares,

f = <f7 W1>f1 +oe <f7 Wn>fn7

provando o resultado. O]

Como consequéncia da representacao de um funcional linear em relacao a base
dual, temos um isomorfismo entre o dual e K'*™.

TEOREMA 3.4 (Representagdo do dual em K'*"). Seja X um espago vetorial
de dimensao finita n = dim(X) € N, 6 = {wy,...,w,} uma base de X e 6* =
{f1,...,fn} a base dual dada na Definicao 3.1. Entao X* € isomorfo a KM com o
isomorfismo J : X* — K" sendo dado por

W = W = [(owa) -+ (Fw)] e K™

O vetor-linha [flg« € uma representagao de f em K", em rela¢io a base 6.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, observe que, para f,g € X* e A € K, temos,
pela defini¢ao de adi¢ao e multiplicacao por escalar em X*, que

f,wi) + >\<97W1> - (Fs W) + Ag, W)

(
Fwi), o (s Wn>) + (g, w1), -5 (8, Wa))
() + >\J( )-

=
(
(
J
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Portanto, J preserva as operacoes de adi¢cao e multiplicacao por escalar. Falta mostrar
que é uma bijecao. Primeiramente, segue da representagao dada pelo Teorema 3.4
que, se J(f) = J(g) para f,g € X*, entao

(f, w) = J(f)(w)s = J(g)(w)s = (g, w),

para todo u € X, mostrando que f = g, ou seja, J é injetivo. Agora, dado f =
/i -+ fa] € K", podemos definir f € X* por

(f,u) = £(u)s,
para todo u € K". | é, de fato, linear, pois o produto matriz-vetor ¢ linear,
(fut+Av) =f(u+Av)g =f(u)s + M(v)s = (f,u) + A(f, v),
Observe, ainda, que
(F,w;) =t(w;)s = [,
de modo que

J(f) = (<f7W1>7"'7<f7Wn>) = (fla---7fn) =1,

ou seja, J é sobrejetivo. Portanto, J é uma bijecao que preserva as operacoes de
adicao e multiplicacdo por escalar, o que faz de J um isomorfismo entre X* e K*".
Em particular, eles tém a mesma dimensao, ou seja, dim(X*) = n = dim(K>"). O

OBSERVACAO 3.3. A Observagao 2.7 comenta que, em Geometria Diferencial,
assim como em suas aplicagoes em Fisica Matematica, os vetores sao chamados de
contra-variantes. Por sua vez, os funcionais lineares f, ou, melhor, os co-vetores [f]4+,
que representam f em uma base dual 6%, sao ditos co-variantes. Vejamos. Seja
6 = {wy,...,w,} uma base de um espago vetorial X de dimensdo n € N e 6* =
{f1,...,fn} a base dual. Um dado f pode ser expresso por

f=wufi+- 4 ynfn,

onde y; = (f, w;). A mudarmos a base do espago primal para 6 = {W1,..., Wy}, onde
w; = A\w;, para algum A\ > 0, a base dual ¢é alterada para 6* = {f,...,f,} com
i
fl - )\7

para compensar o fato de que precisamos ter

(i) = (M Awi) = (ow) = 1
Desse modo,
fzky1%+“~+kyn% = Myifi + -+ Anf
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Ou seja, enquanto a base primal mudou de acordo com
W; — )\Wi,

os coeficientes dos co-vetores mudaram da mesma forma,
Yi = Ay,

contrastando com a forma vista no Observacao 2.7 de que os coeficientes dos vetores

mudaram de forma inversa,
T
€T; — —.
A

Por isso os vetores sao chamados de contra-variantes e os co-vetores de co-variantes.

Também podemos representar um elemento do dual em K", visto que K" ¢ K"
sao o mesmo espaco do ponto de vista vetorial. A diferenca s6 aparece na multipli-
cacao matricial.

TEOREMA 3.5 (Representagao do dual em K"). Seja X um espago vetorial de di-
mensdo finitan = dim(X) € N, 6 = {wy,...,w,} uma base de X e 6* = {f1,...,fn}
a base dual dada na Definicao 3.1. Entao X* € isomorfo a K* com o isomorfismo
J: X* = K" sendo dado por

JG) = [flor = (o = (F,wa), -, (F,wa)) € K.

O vetor (f)g+ € uma representacao de f em K", em rela¢io a base 6.
DEMONSTRACAO. Idem. O

EXEMPLO 3.1. Seja X = R? e considere a base canonica ¢ = {ej,ex}, e; = (1,0)
eey = (0,1). A base dual 6* = {f1,f2} é dada por f;(z,y) = z, fo(z,y) = y, visto que
fi(1,0) =1, f1(0,1) =0, §2(1,0) = 0, f2(0,1) = 1.

Outra forma de ver isso é pela expansao de u = (z,y) qualquer,
u = (z,y) = ze; +ye; = fi(u)e; + f2(u)es.

EXEMPLO 3.2. Seja, novamente, X = R2? mas considere, agora, a base 6 =
{(1,0),(1,1)}. Pela expansao de um vetor u = (x,y) qualquer, temos

u=(z,y) = (z—y)(1,0) +y(1,1),
de onde vemos que
filz,y) =x -y, falzy) =y
formam a base dual 6* = {fy, fo}. Podemos verificar que

fl(lvo) =1, f1(17 1) =0, fg(l,O) =0, f2(1, 1) =1



3. DIMENSAO DO ESPACO DUAL 89

Nessa base dual, o funcional f(z,y) = 2x + 3y, por exemplo, se escreve como

f(l‘, y) = f(lw O)fl + f(17 1)f2 = 2f1 + 5f2-
Ou seja,
[f]o = [2 5] :

EXEMPLO 3.3. No espaco X = P53 dos polindémios de grau menor ou igual a trés,
podemos considerar a base 6 = {1, z,2% z*}. A base dual é

1 1
ﬁ* — {(50,(50D, 560D2, 650D3} y

onde gy é a delta de Dirac, que é o funcional linear (dy,p) = p(0), e D representa a
derivada em relacao a x, de modo que

1 1 1

<50D7p> = p/(0)7 <§50D27p> = §p//(0)7 <660D37p> = gpm(O)‘

Nao é dificil verificar que essa base satisfaz as condi¢oes de base dual, dadas no
Teorema 3.1.

1

EXEMPLO 3.4. Considerando o espago X = P3 e usando a base dual dada cons-
truida no Exemplo 3.3, vamos ver como escrever o funcional (f, p) = p(2) nessa base.
Os coeficientes sao dados por

<f7 1> =1, <f’ ZE) =2, <f7 ZL’2> =22 = 4, <f7 I3> =27 =38
Desse modo,

4
f - (5(] + 2(50D + 560D2 + %(SOD?’.

Assim, para qualquer p € P3,

p(2) = p(0) + 29/(0) + 2"(0) + 5p"(0)

Por exemplo, no aplicando isso ao polinémio p(z) = 1 + 2z + 323, encontramos, de
um jeito ou de outro, p(2) = 29.

3.4. Realizacao de um dual. O dual é, naturalmente, um espaco um tanto
mais abstrato. Vimos como representa-lo como K'*” ou K", no caso de dimensao
finita. Mas como fica o produto de dualidade? Ele é substituido por um funcional
bilinear. Fazer isso em conjunto com o produto de dualidade nos leva ao conceito
de realiza¢ao do dual. Com ele, é possivel dar uma representagao mais concreta ao
dual e ao produto de dualidade, o que também nos permite operar com esses objetos,
deduzir resultados e obter estimativas de forma mais natural. Veja Segao 3.4.
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e

= qu*

X*

F1GURA 3.2. Realizacao do dual X* de X via espago vetorial Y, iso-
morfismo J : X* — Y e forma bilinear ((-,-)) : ¥ x X — K, com

(F,w)x- x = (J(1), w)y.x.

DEFINICAO 3.2. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. Uma realizac¢ao
do dual consiste em um espago vetorial Y sobre o mesmo corpo K, um isomorfismo
J: X* =Y entre o dual X* e Y e uma forma bilinear (-,-) : Y x X — K tal que

{f, w) = (J(f), w), (3:5)
para todou € X e fe X*.

EXEMPLO 3.5. Em alguns casos, para deixar claro os espagos envolvidos, denota-
mos a realizacdo (3.5) por

(Fow)xe x = (J(F), 0y x.

Observe a ordem em que os espagos aparecem na notac¢ao, acompanhando a ordem
dos argumentos do produto de dualidade e da forma biliner.

O caso principal de realizacao do dual que exploraremos aqui é o do dual de K",
que iremos identificar, incialmente, com vetores-linha K", com a forma bilinear
sendo o produto matriz-vetor. Outra representacao que exploraremos posteriormente
é a de representar o dual de K" pelo proprio K", com a forma bilinear sendo o
produto escalar. Isso pode ser feito para qualquer produto interno em K", ou mais
geralmente nos chamados espacgos de Hilbert, que sao espagos com produto interno
que sao completos em relacao a norma gerada pelo produto interno.

TEOREMA 3.6. Seja K um corpo e considere o espaco vetorial X = K". FEntao
uma realizacio do dual X* é o espaco Y = K" com a forma bilinear sendo o
produto matriz-vetor

(Vv U) =VvVu=yin + - YnTn,
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onde
T
x

v=[y % - ya] € K", u= 2 € K"
Tn
DEMONSTRAGAO. Considerando a base canonica ¢ = {ey,...,e,} de K", com
e; = (1,0,...,0),...,e, =1(0,...,0,1), defimos o isomorfismo
J(f) = [<f’ el> <f> 92> T <fa en)} .
Como u = (z1,...,x,) pode ser escrito como

u =€y + -+ ITpey,
temos, pela linearidade de | € X,

(fu) = (f,z1e1 + -+ znen) = zaff,en) + -+ 2a(f, en) = J(Hlu
U

OBSERVACAO 3.4. Nao deixemos que a aura da abstracao encubra fatos simples.
Por exemplo, se X = R? e f € X*, entdo, escrevendo os elementos do espaco na forma
u = (z,y), um funcional linear ¢ uma fun¢ao f(x,y). Tomando a = f(1,0), b = (0, 1)
e escrevendo (z,y) = (z,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0, 1), obtemos, da linearidade de f,
que o funcional deve ser da forma

flx,y) = f(z,0) + §(0,y) = zf(1,0) + yf(0,1) = ax + by = [a b} (Z) )

Analogamente (ou indutivamente), se X = R" e u = (x4, ..., z,), entdo um funcional
linear f € X* deve ser da forma

flxy, ..., zn) = 21§(1,0,...,0) + - + 2,§(0,...,0,1) = ayx1 + - - - a2,
T1

—Ja ... a

Tn

3.5. Representacao do espago e do dual. Também podemos representar
qualquer espaco de dimensao finita por K", de modo que a representacao feita no
Teorema 3.6 pode ser estendida a um espago de dimensao finita qualquer. Podemos
representar tanto X como X* através de suas isomorfias como K" e K'*" ou mesmo
ambos com K". Sendo assim, a aplicacao de um funcional f € X* em um vetor u € X
se reflete em uma operagao entre os seus representantes. Veja Secao 3.5
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TEOREMA 3.7. Dada uma base 6 = {wy,...,w,} de um espago vetorial X de
dimensao finita n € N sobre um corpo K e 6* = {f1,...,f,} a base dual, a aplicagdo
de um funcional linear f € X* a um vetor u € X pode ser expressa via produto
matriz-vetor entre as suas representacoes em K" e K" respectivamente, i.e.

<f= 11> = [ﬂﬁ*(u>ﬁ = flul +...+ fnum

onde
flo-=[fi - fu] =[F.w1) -+ (fu)] e K"
6 X1 <f1,u>
(we=1| :]= .| e K™
Tn <fn7u>

DEMONSTRAGAO. Basta observar que, pela linearidade de f € Y*,
(Fw) = (F,eawi + -+ 4+ 2o Wn) = 21(f, W) + - 2, Wa) = [flo- - (0)s.
O

No caso em que ambos X e X* sao identificados com K", a forma bilinear é,
de fato, o produto escalar. Isso antecipa um resultado mais geral de representagao
de funcionais lineares em espagos de Hilbert (que sdo espagos vetoriais com produto
interno e completos em relagao & topologia da norma associada ao produto interno),
conhecido como o Teorema da Representagao de Riesz. Vejamos, a seguir, esse resul-
tado no nosso caso particular de dimensao finita.

TEOREMA 3.8. Dada uma base 6 = {wy,...,w,} de um espago vetorial X de
dimensado finita n € N sobre um corpo K e 6* = {f1,...,f,} a base dual, a aplicagcdo
de um funcional linear f € X* a um vetor u € X pode ser expressa via produto escalar
entre as suas representagoes em cada base, i.e.

(F,w) = (e~ - (s = F,wi)ur + ..+ F(wa)un,

onde

Re==|{ ) =[Hw1) - Fuw]eK”

T (fi, )
(W= 1]= o] €K™

Ln (fn, w)
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feX” uecx
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1) e \ I/,
|
[—f—]4. € KI*" I ul e K™!
\ 1,
~
|
[—f=]s |u
ip

FiGURA 3.3. Diferentes representagoes para X e X* e para o produto
de dualidade (f,u). Dada uma base & para X, com base dual associada
6* para X*, cada elemento u € X pode ser representado pelo vetor
(u)s € K" dos coeficientes de u na base & ou por um vetor-coluna
[u]; € K**! enquanto que cada f € X* pode ser representado pelo vetor
(f)s+ dos coeficientes de f na base dual 6* ou pelo vetor-linha [f]s«. Em
K" x K", o produto de dualidade toma a forma de um produto escalar
(f)s+ - ()4, enquanto que em K™*! x K!*" o produto de dualidade toma
a forma de uma multiplicacao matricial [f]s-[u]s.

DEMONSTRAGAO. Analoga a do Teorema 3.7.

93
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4. O bidual

Como X* é um espago vetorial, podemos considerar, também, o seu dual, que é
chamado de bidual de X.

4.1. Definigao.

DEFINICAO 4.1 (Bidual). Dado um espago vetorial X, o seu bidual, denotado
por X**, é o dual do seu dual, ou seja X** = (X*)*.

EXEMPLO 4.1. Seja X = R? e considere um funcional linear qualquer
f(u) = f(z,y) = ax + by,
agindo em u = (z,y) € R?. Fixando um vetor uy = (zg, yo) arbitrério, a fungao
f = f(o) = azo + byo

¢ um funcional linear, que leva um elemento §f = f(z,y) = ax + by de X* no escalar
f(up) = axg + byo. Ele é, portanto, um elemento do dual do dual de X, i.e. um
elemento de X**.

4.2. Morfismo canédnico.

OBSERVACAO 4.1. O funcional do Exemplo 4.1 ndo é um mero exemplo, mas um
caso tipico, que nos leva a uma identificacao entre cada elemento de um espago em um
elemento do bidual. Isso define um transformacao linear que é chamada de morfismo
canodnico ou morfismo natural. No caso de dimensao finita, veremos, em seguida, que
esse morfismo é um isomorfismo.

DEFINIGAO 4.2. Seja X um espago vetorial. O morfismo natural ou candénico
€ a transformacgao linear J : X — X** definida através do produto de dualidade,
levando um vetor u € X em um elemento J(u) € X*™* que é o funcional linear em X*
dado por

<J(u)7 f)X**,X* = <f7 u>V*,V'

OBSERVACAO 4.2. E imediato verificar que o morfismo natural J dado na Defini-
¢ao 4.2 é linear. De fato,

<J(u+ /\V>’f> = <fvu+ )‘V> = <f’ 11> + )‘<f7 V>
(J(u), ) + A(v), ) = (J(u) + A(v), ),

para todo §f € X*, ou seja,
Ju+Av) = J(u) + M(v).
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4.3. Isomorfismo natural com o bidual em dimensao finita. Como menci-
onado acima, no caso de dimensao finita, o morfismo natural é um isomorfismo entre
0 espaco e o seu bidual.

TEOREMA 4.1. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. O bidual X** é
isomorfo a X através do morfismo natural, ou candénico, dado na Defini¢ao J.2.

DEMONSTRAGAO. Se X = {0} é o espago trivial, é facil ver que tanto X* quanto
X** sao triviais, de modo que o isomorfismo é imediato. Considere, agora, X nao
trivial. Vamos mostrar que J é uma bijecao.

Se J(u) = J(v), entdao (J(u),f) = (J(v),f) para todo § € X, ou seja
{F,w) = (J(u),f) = (J(v).§) = {Fv),

para todo § € X. Segue, entao, do Corolario 2.4, que u = v, mostrando que J é
injetivo.
Para ver que J : X — X** & sobrejetivo, vamos primeiro mostrar que, dada uma
base 6 = {wy,...,w,} de X, segue que {J(wy),...,J(w,)} é uma base para X**.
Considere a base dual 6* = {f;,...,f,} de X*, onde (f;, w;) = d;; € o Delta de
Kronecker. Observe que cada J(w;) é tal que

(J(wi), ;) = (s, wi) = b
Portanto, segue do Teorema 3.1 que 6** = {J(wy),...,J(w,)} é base do dual de X*,

ou seja, ¢ base do bidual X**.
Em particular, dada g € X**, podemos escrever

g=7d(wi) 4+ +d(wWy) = J(nwi + - wy) = J(u),

para u = y;wy + - - - 7, Wy, ou seja, J : X — X** é sobrejetivo.
Portanto, J é uma bijecao que preserva a estrutura de espago vetorial, ou seja, é
um isomorfismo entre X e X**, como queriamos mostrar. O

OBSERVAGAO 4.3. Em dimensao finita, é facil identificar o dual X* com o proprio
X e com o seu bidual X**, além do dual algébrico coincidir com o dual topolégico.
Em dimensao infinita, as coisas nao sao tao simples. Essa identificagao entre o espago
e o espaco dual se estende para o dual topolégico quando o espaco é um espaco de
Hilbert. Mas para espagos de Banach ou outros espagos vetorias topologicos, o dual
topologico X’ pode ser de uma natureza bastante diferente de X. A identificacao
entre o espaco X e o seu bidual topolégico X”, por sua vez, ja vale para uma gama
mais ampla de espagos, chamados de espacos reflexivos, para os quais o morfismo
canbnico J : X — X tem um papel crucial. Esses espacos sao ditos reflexivos
justamente quando esse morfismo é um isomorfismo.
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OBSERVACAO 4.4. Apenas para saciar, ou instigar, um pouco a curiosidade, to-
mando 1 < p < 00, o dual topologico de /P pode ser representado pelo espago £7, onde
q ¢ o “dual” de p, definido por 1/p + 1/g = 1, com o produto de dualidade dado por

<V7 u>£q,gp = Z Uity
J

onde u = (ug,ug,...) € P e v = (v1,v9,...) € £7. Observe, por conseguinte, que
o dual topologico de ¢4 é, de volta, o proprio /7. Em particular, esses sao espagos
reflexivos, onde o bidual é isomorfo ao espaco. No caso p = 1, o dual topologico de
¢' & (. Porém, o dual de £°°, que ¢ o bidual de ¢!, nao é o ¢!, sendo um espaco um
tanto mais complicado, o que faz de ¢! um exemplo de espago nao-reflexivo (assim
como ().

5. Anulador de um subespaco

5.1. O subespago anulador. Vimos que o nicleo de um funcional linear nao
nulo é um subespago de co-dimensao um. Se f € X* é ndo nulo e S = ker(f), podemos
dizer que f “anula” os elementos de S. Mais geralmente, temos a seguinte definigao.

DEFINICAO 5.1 (Anulador). Seja S um subespago de um espaco vetorial X. O
anulador de S € o conjunto de todos os funcionais lineares que se anulam em S e é

denotado por S° (ou S*), i.e.
SO ={fe X*(j,v) =0, Vv € S}.

A Secao 5.1 ilustra o conjunto de anuladores de um hiperplano S. Escolhendo
qualquer w € X \ S, podemos definir um funcional f € X* que anula S e tal que
(f,w) = 1. Variando w (ou variando o valor (f,w) = \), obtemos uma familia
unidimensional de funcionais, cujos “graficos” sao “hiperplanos” no espago estendido
X xK (com a inclina¢ao desses hiperplanos diretamente relacionada a A). O funcional
nulo 0 € X* também anula S e o seu gréfico é o proprio X x {0}.

OBSERVAGAO 5.1. Nao héa produto interno para justificar a notacao de S° com
sobrescrito L, até mesmo porque f e u “moram” em espacos distintos, mas a notagao
¢ baseada no produto de dualidade, em que (f,u) = 0 parau € S e f € S°, que se
assemelha ao de um produto interno. E verdade, no entanto, que quando X possui
um produto interno (-,-) e é de dimensao finita ou, mais geralmente, é completo na
norma associada ao produto interno, entao todo f € X’ (o dual topologico) possui
um “representante” v em X tal que (f,u) = (v,u), para todo v € X. O conjunto
desses representantes é, de fato, ortogonal a S, segundo o produto interno (-,-), e
¢ comumente denotado por S*, que é um subespaco de X, enquanto que S° ¢ um
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grafico de §

FIGURA 5.1. Tlustracio da familia S° = {f € X*; S C ker(f)} de anula-
dores de um hiperplano S (unidimensional, nesse caso), em um espago
vetorial X representado pelo plano xy. Os anuladores estao represen-
tados através de seus graficos, que no caso sao planos no espaco xyz,
onde z = f(u), u = (z,y). Mais geralmente, os anuladores sdo todos os
hiperplanos, no espago estendido X x K, que contém S x {0} C X x K.

subespaco de X’ isomorfo a S*. Por conta disso, alguns autores usam S+ para denotar
o que chamamos de S°.

PROPOSIGCAO 5.1. O anulador S definido na Definicao 5.1 é um subespago vetorial
de X*.

DEMONSTRACAO. Imediata. Verifique. O

5.2. Dimensao do anulador.

TEOREMA 5.1. Seja X um subespaco vetorial de dimensao finita e seja S C X
um subespaco de X. Entao

dim(X) = dim(S) + dim(S°).

DEMONSTRAGAO. Se S = {0} é o subespago trivial, entdao qualquer funcional
linear se anula em S, ou seja, S = X*. Nesse caso, dim(S) = 0 e dim(S5°) = dim(X),
provando o resultado nesse caso.
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Suponha, agora, que S tenha dimensao k£ € N, com, naturalmente, k£ < n =
dim(X). Se k = n, entao S = X e S° = {0}, nos dando, novamente, dim(X) =
dim(S) = dim(S) + dim(S°).

Se k < n, entao S possui um subespago complementar S’ de dimensao n — k. Seja

{w1,...,w} uma base de S e seja {wWgi1,...,w,} uma base de S’. Pelo Lema 3.1
e pelo Teorema 3.1, existem funcionais fi, ..., f, tais que f;(w;) = J;;, de modo que
{f1,...,fn} forma uma base de X*. Nenhum fy,...,f; anula S, enquanto que todos
08 fr+1,-..,fn anulam S. Dessa forma,

S° = span{fii1, .-, fnl,

de modo que dim(Sy) =n — k. Com isso
dim(X) =n =k +n — k = dim(S) + dim(S"),

completando a demonstracao. 0

6. Aplicagoes
6.1. Quadratura de polindmios.
TEOREMA 6.1 (Quadratura de polinomios). Considere o espago vetorial P, (R)
dos polindmios de grau menor ou igual a n € N. Seja I C R um wntervalo finito

e considere m + 1 pontos distintos xq,...,x, em I. Entao existem niumeros reais
mo, ..., My, tais que

/I p() dz = mop(o) + -+ + mup(an), (6.1)

para todo p € P,(R).

DEMONSTRAGAO. Observe que

pHﬂMZ[ﬂ@M

define um funcional linear em %, (R), ou seja, f € P,(R)* pertence ao dual algébrico

desse espago. A ideia é mostrar que os funcionais p — p(z;) formam uma base para

esse dual, de modo que f se escreve como combinacgao linear desses funcionais.
Defina, entao, para cada j =0, ...,n, o funcional linear f; € %,(R)* dado por

fi(p) = p(z;),
para p € P,(R). Vamos mostrar que 6 = {fy, ..., fn} € LI. Suponha que
Aofo+ -+ Aufn =0.
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Entao
para todo p € &, (R). Pela defini¢do de f;, isso significa que
)\OP(IO) ot )‘np<xn) = 07
para todo p € P, (R). Para cada j =0,...,n, considere o polinémio
q;(x) = Wigj (2 — 25).

Observe que ¢; ¢ um polindémio de grau n, portanto pertence a %,(R). Além disso,
qj(z;) =0, parai # j e ¢;(z;) # 0. Com isso,
0 = Xogj(zo) + -+ + Angj(zn) = Ajg;(x;),
o que nos da
Aj = 0.

Como isso vale para todo j = 0, ..., n, vemos que 6* é LI. Como %, (R)* tem dimensao
n 4+ 1, segue que 6* é uma base de P, (R)*.
Agora, considere a quadratura

Esse ¢ um funcional linear em P(R)*. Portanto, ele se escreve de forma tunica
como combinagao linear dos elementos da base 6¢:*. Sendo assim, existem escalares
my, . .., My, tais que

/Ip<x) dz = f(p) = mOfO(p) +-+ mnfn(p) = mop(ZL’o) + - 'mnp(xn)v

completando a demonstracao. 0]

OBSERVAGAO 6.1. Quem sdo os coeficientes m; em (6.1)?7 Para ver isso, aplica-
mos a férmula aos polindmios ¢; definidos na demonstragao do Teorema 6.1. Como
¢;j(z;) = 0 para j # i, temos

/qj(il?) dz = m;q;(z;),

= f ey &

ou seja,
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Polinémios de Lagrange

1d-——— = .- [ — - T 4
/‘ t

_— ly

) e—— — o — 9 — ——& — 63
I 64

FIGURA 6.1. Polinémios de Lagrange ¢; = I1,2;(z — ;) /I (x; — @),
para j = 0,...,4, no intervalo real [0,4]. Cada ¢; se anula em = = z;,
para i # j, e vale 1 em z = x;.

Os integrandos sao os polinémios conhecidos como polinémios de Lagrange,
i SV

¢ (x) = )
’ Mizj (i — x5)
que tém, ainda, a propriedade ¢;(z;) = 1. Ou seja, s@o uma versao normalizada dos

g;- Cada coeficiente m; ¢ a quadratura de cada polindomio de Lagrange ¢;, no intervalo
I.

6.2. . Por vir...
6.3. . Por vir...

7. Exercicios

Exercicios

7.1. Faca os detalhes da demonstragao da Proposicao 2.5.

7.2. Seja X = R? e considere os conjuntos dados por A = {(0,0),(1,0)} e B =
{(0,1),(0,2)}. Encontre um hiperplano H = {f = n}, com f € X* (pode
pensar na forma f(u) = azx + by, para u = (x,y)) que separe os conjuntos de
tal forma que A C {f <n—¢}, BC {f > n-+¢e}, para algum £ > 0 “6timo”,
ou seja, tal que nenhuma das duas inclusdes valha para ¢’ > . Esse exercicio
¢ inspirado nos modelos de mdquina de vetores de suporte (support vector
machine - SVM). (O hiperplano pode ser escolhido de forma tinica impondo
as condigoes de a® + b*> = 1 e de € ser o maior possivel.)
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Com X, A e B como no exercicio anterior, encontre um hiperplano H tal
que todos os pontos do hiperplano sejam equidistantes das centroides de A
e de B. Esse exercicio ¢ inspirado no método de k-means, com k = 2.
Considere a base canonica 6 = {1, z, 2% 2*} do espago P3(R) dos polindmios
reais de grau no maximo quatro. Encontre explicitamente os elementos da
base dual 6* = {fo, f1, f2, f3}, tais que (f;,z") =1 e (f;,27) =0,4,57=0,...,3,
Jj # i

Idem para a base de polinomios de Lagrange « = {{g, {1, {2, {3}, em pontos
distintos zy < 21 < 22 < @3, onde {; = ;i (x — x;) /I (z; — ;).

Usando a base dual 6* da base 6 = {1,z,2? 23} do espago P3(R), feita no
Exercicio 7.4, represente os seguintes funcionais lineares

(a) (f.p) = p(0);

(b) (f.p) = p(1);

(c) {f,p) = 1/(2);

(@) (.0) = Jy pls) ds.

Represente os mesmos funcionais lineares do Exercicio 7.6, agora na base
dual da base de polinémios de Lagrange, obtida no Exercicio 7.5, tomando
os pontos rg = 0,27 = 1,29 = 2,23 = 3.

Encontre os funcionais (f1, (z,v)) = fi(z,y) = ax+by e (f2, (z,y)) = fo(z,y) =
cx + dy da base dual 6* = {f;,f»} associada & base 6 = {(1,1),(—1,1)} de
R2.

Encontre explicitamente os funcionais lineares (f;, (z,y,2)) = fi(z,y,2) =
a;x + by + ¢z, a;, b, ¢ € R i =1,2,3, e (f2, (z,y)) = cx + dy da base dual
6* = {f1, 2, f3} associada a base 6 = {(1,0,0),(2,1,0),(5,1,1)} de R3.

Os funcionais lineares f; (x,y) = (f1, (z,y)) = 20—3y e f2(z,y) = (f2, (z,y)) =
4x — y formam uma base 6* do dual de X = R2. Encontre a base primal 6
de X, associada a essa base dual.

Seja X um espaco vetorial real com relacao de ordem <, conforme definido
no Fxercicio 5.13 do Capitulo 1. Essa relagao de ordem induz uma relagao no
dual X* definida por g < f quando (g, u) < (f,u), para todo u > 0. Mostre
que essa relacao induzida no dual é uma relagao de ordem parcial compativel
com a estrutura vetorial do dual.

Usando o morfismo canonico J : X — X** de um espago vetorial X no seu
bidual X**, feito no Teorema 4.1, mostre que se X é de dimensao finita e
S C X é um subespaco de X, entao o anulador do anulador de S é o préprio
S, ie. S% =S, ou, mais precisamente, J(S) = 500,
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Considere o subespago S = span{(1,0,1,2);(1,2,1,0)} de R* e caracterize
os parametros (ay,as, as,as) tais que os funcionais lineares (f,u) = aju; +
Aoty + azuz + agug, u = (uq, ..., u,), estdao no anulador S°.

Considere o subespago S = {p € P,(R);p(0) = 0} = 2P,_1(R) do espago
vetorial 2,(R), onde n € N. Encontre os funcionais lineares que estao no
anulador S° de S.

Considere o subespago S = {4 € R"*";tr(A) = 0} das matrizes quadradas
de traco nulo em S = R"*". Mostre que S é um hiperplano e determine o
anulador S° de S, ou seja, todos os funcionais lineares que se anulam em S.
Considere o subespago S = {4 € R?**?; A" = A} das matrizes simétricas
em X = R?*2, Mostre que S é um hiperplano e determine o anulador S° de
S, ou seja, todos os funcionais lineares que se anulam em S.

Considere o subespago S = {4 € R3*3; A" = A} das matrizes simétricas
em X = R*3. Qual a dimensao de S? Qual a dimensao do anulador S° de
S? Ache uma base para S°.



CAPITULO 3

Transformacoes Lineares

Neste capitulo, vamos relembrar o conceito de transformagoes lineares, ver alguns
exemplos e ver algumas de suas propriedades mais fundamentais.

1. Fundamentos

1.1. Definicdo de transformacao linear. A esséncia da Algebra Linear é o
estudo de transformacoes lineares, ou seja, que preservam a estrutura de linearidade
inerente aos espagos vetoriais. De fato, os espagos vetoriais foram abstraidos dessa
forma justamente por serem as estruturas fundamentais para o estudo dessas trans-
formacoes. Em cima desses tipos de espacos, é natural falarmos de transformacoes
lineares, conforme definidas a seguir.

DEFINIGAO 1.1. Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K.
Uma transformacgao linear de X emY é uma fungcio T : X — Y de X em Y que
¢ aditiva e homogeénea, i.e. satisfaz

(i) T(u+v)=T(u)+ T(v), para todo u,v € X; e
(17) T(Au) = AT (u), para quaisquer u € X e X € K.

Quando o dominio e o contra-dominio coincidem, denotamos a transformacao
linear por operador linear. Questoes especificas de operadores lineares sao discutidas
a partir do Capitulo 4

1.2. Alguns conceitos essenciais. Assim como em teoria de conjuntos, defini-
mos alguns conjuntos especiais associados a uma transformacao linear.

DEFINIGAO 1.2 (Dominio e contra-dominio). Dada uma transformagao linear T :
X =Y entre dois espacos vetoriais X eY sobre um mesmo corpo, dizemos que X €
o dominio de T e que Y € o contra-dominio de T.

DEFINIGAO 1.3 (Nucleo). Dada uma transformagao linear T : X — Y entre dois
espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, definimos o nicleo de T, denotado
por ker(T), como sendo o conjunto

ker(T) ={u € X; T(u) =0},
103
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onde, naturalmente, o elemento 0 a direita € o elemento de Y que € neutro para a
adi¢ao vetorial.

DEFINICAO 1.4 (Imagem). Dada uma transformacao linear T : X — Y entre dois
espagos vetoriais X eY sobre um mesmo corpo, definimos a tmagem de T, denotada
por Im(T), como sendo o conjunto

Im(T)={veY;JueX, T(u)=v}={T(u) €Y; ue X}

TEOREMA 1.1. Seja T : X — Y uma transformacao linear entre dois espac¢os
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo. O nicleo ker(T) de T € um subespago
vetorial do dominio X, enquanto que a imagem Im(T) € um subespago vetorial do
contra-dominio Y .

DEMONSTRACAO. As demonstragoes seguem imediatamente da propriedade de
linearidade de T, ou seja, pelo fato de T preservar as operagoes de adi¢ao e multipli-
cacao por escalar. 0

DEFINICAO 1.5 (Posto). Seja T : X — Y wma transformacao linear entre dois
espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo. O posto de T € a dimensdo da sua
magem.

1.3. Exemplos.

EXEMPLO 1.1 (Transformagcao linear associada a uma matriz). Com X = R" e
Y = R™, sendo n,m € N, cada matriz A € R™*" gera, naturalmente, uma trans-
formacao linear associada T, : R" — R™ definida pela multiplicacao da matriz

A= (aij)ijzl’j:” por um vetor u = (u;)j=1,., € R" definida por

A Uy + -+ A1y

i ag Uy + -+ - + agpty,
TA(u) = Au = (Z az‘juj) _ 2191 2 !
i=1,..,m ’

=1

Am1Ul + -+ QmnUn

EXEMPLO 1.2 (Rotacao). A transformagao linear T : R? — R? definida por
T(z,y) = (—y,z) é a matriz de rotagdo de um vetor u = (z,y) por 90°, no sen-
tido trigonométrico, ou anti-horario. Ela é representada pela matriz

0 —1
w0 1]
Mais geralmente, Ty(z,y) = (cos(0)x — sen()y, sen()x + cos(0)y), representada pela
matriz

O o i |
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é uma rotagao de um angulo 6 qualquer, também no sentido trigonométrico.
EXEMPLO 1.3 (Representagao polinomial). A transformagao J : P, (R) — R"*!
definida por
dp 1d%p
Jp) = 0),—(0),=—=(0), ...
= (0. 0. 5550,

¢ a transformagao linear que leva um polinémio p = p(z) de grau no maximo n nos
coeficientes J(p) = (ao, ..., a,) de sua representa¢ao candnica

1.d"p
"n!dzn

(0)) eR", VpeP,(R),

p(z) = ap + a1 + - -+ + apa”,

visto que ap = p(0) e que cada a;j, j = 1,...,n é exatamente a derivada de ordem
7 de p dividida por j fatorial. Essa transformacao linear é um isomorfismo entre
P,(R) e R*™'. Idem para J : 2, (C) — C"*!  onde as derivadas, agora, sao derivadas
complexas,
dp 1d?p
J(p) = 0),—(0),===(0),...
= (p0. 0.5 550)

EXEMPLO 1.4 (Isomorfismos). Vimos, no Exemplo 1.3, um exemplo de transfor-
macao linear que é um isomorfismo. De fato, todo isomorfismo J : X — Y entre
dois espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo é, por defini¢do, um exemplo de
transformacao linear. Mais ainda, a inversa J=! : ¥ — X é, também, uma transfor-
magao linear, agora de Y em X. Verifique (Exercicio 6.1)! Veja mais sobre isso na
Secao 3.2.

1.d™p
"nldzn

(O)> eC", VpeP,(C).

EXEMPLO 1.5 (Diferencial). Assim como no caso de funcionais, um exemplo fun-
damental é o de diferencial de uma funcao (usualmente nao linear) entre dois espagos
vetoriais sobre o mesmo corpo, quando munidos de normas. Mais precisamente, se
F: X — Y é uma funcao entre dois espacos vetoriais normados sobre o mesmo corpo,
com as normas denotadas por || - |[x e || - ||y, respectivamente, dizemos que F ¢ dife-
renciavel em um ponto u € X, quando existe uma transformagao linear L : X — Y,
que é a chamada diferencial de f no ponto u e denotada por DF(u) = L, que satisfaz

[F(u+h) —F(u) — (DF(u))(h)|[y
I x
Quando u = (21,...,2,) € X =R" e F(u) = (fi(z1,...,2n), .., fn(z1,.. ., 2,)) €
Y =R™, n,m € N, entao a diferencial calculada em um vetor h pode ser representada
por uma multiplicagio matricial DF(u)h, onde DF(u) = (0., fi(w1,...,74)); ;27
que é, entao, nesse caso, tomada como a definicao de diferencial de F.

— 0, quando ||h||x — 0, h#0.
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EXEMPLO 1.6. Dadas duas variedades diferenciaveis Jl, N (veja Exemplo 1.14) e
uma funcao diferenciavel F : Ml — N, a diferencial DF(p) : Tp Ml — Twp)N de F no
ponto p é uma transformacao linear entre a variedade tangente a Jl no ponto p, que
¢ o espago vetorial T, l, e a variedade tangente a N no ponto da imagem F(p), que
¢ o espaco vetorial Ty N.

EXEMPLO 1.7 (Redes neurais). Redes neurais podem ter diversas formas e nao sao
transformacoes lineares, mas boa parte da sua estrutura depende de transformacgoes
lineares. As redes pro-alimentadas densas, por exemplo, sao composicoes de transfor-
macoes lineares com funcgoes escalares chamadas de fungoes de ativagao, simulando o
comportamente de neuronios, tendo, em geral, essencialmente dois estados, “ativado”
ou “nao”, ou estados variando de intensidade. Podemos escrever, mais precisamente,
uma rede pro-alimentada na forma

h(x) = 0, oWj 0041 0Wj_y0--- 00y 0W(x),

onde cada W, : R"-* — R"™ ¢ uma transformagcao linear, entre espagos de dimensao
nj—1 e n;; cada j = 0,...,k representa uma camada da rede neural; cada n; ¢é
a dimensao, ou largura, da camada, indicando o “ntimero de neurdnios” em cada
camada, que nada mais sao do que varidveis reais; e cada o; : R — R é uma funcao
de ativacao, estendida para agir em cada espaco R" via o(u) = (0(;));=1,...n,, Para
u=(v1,...,2,,) € R". A primeira camada, correspondendo a j = 0, ¢ a entrada da
rede, enquanto que a ultima camada, correspondendo a j = n, é a saida. As camadas
intermediarias, j = 1,...,n — 1, sao as chamadas camadas ocultas. Veja Figura 1.1.

EXEMPLO 1.8 (Convolugao - molificagdo). A convolugao entre duas fungoes f, g :
R™ — R é a operacao que leva essas duas fung¢oes na funcao f % g definida por

(fxg)(x) = . fy)g(x—y)dy = . f(x—y)g(y) dy,

quando a integral estd bem definida. Isso acontece, por exemplo, para f € LP(R) e
g € L1(R), onde 1 < p, ¢ < oo satisfazem

1 1

-—+-=1

P q
A convolugao é bilinear em f e g. Uma convolugao muito usada é a entre uma fungao
f e um molificador suave p. da forma

pe(x) = 2y (f) :

e™ \¢g
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T

— U1
Ty ——

— Y2
xs3

F1GURA 1.1. Ilustracao de uma rede neural densa, com trés entradas,
duas saidas e duas camadas ocultas, onde £ = 3, ng = 3, ny = 7,
Ng = 5, nsg = 2.

onde p € B°(R™) (i.e. fungdes de suporte compacto, diferenciaveis de qualquer ordem
e com diferenciais continuas) e
/ p(x) dx = 1.

Nesse caso, sendo f € LP(R"), 1 < p < oo, a molificacdo p. * f é uma fung¢ao ainda
em LP(R™), de classe %, e que converge para f em LP(R™). O mapeamento entre f
e T.(f) = f- = p- x f é uma transformagao linear de LP(R™) em LP(R"™) N 6>(R").

EXEMPLO 1.9 (Equagoes diferenciais lineares). Uma equagao diferencial linear

a@)dstgt) - b(t)dz—it) + e(t)z(t) = f(1)

pode ser interpretada como uma equagao linear
Ax = f,

para uma incoginta z € X = 6*(R), com f € Y = G(R) dado e A: X — Y definido
por
2

d
A=a— +b—
adt2+ dt+c’
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ou seja, para cada x = z(t) € X, temos Az € Y definido por

() (t) = o)) D oy U o)

onde a,b,c € X também sao conhecidos. O problema homogéneo, i.e.

a(t)% + b(t)% +e(t)a(t) =0

é o nucleo ker(A) da transformagao A. A solugao geral da equacao nao-homogénea é
um subespaco afim

T = Tp + Tp,

onde xj € ker(A) e x, = x,(t) ¢ uma solucdo particular, ou seja, um representante
qualquer do subespago X/ ker(A).

EXEMPLO 1.10 (Sistema de resposta ao impulso). Um sistema de resposta ao im-
pulso (Impulse Response - IR) é uma transformagdo que recebe um breve impulso
(como uma delta de Dirac em um determinado instante, no caso continuo, ou um
Delta de Kronecker, no caso discreto) e retorna um determinado sinal de resposta.
Em teoria, a resposta pode ser linear ou nao-linear, mas o caso linear é de extrema
importancia pratica e muito usada no processamento de sinais de audio, de imagem e
de video. No caso de sinais de dudio, por exemplo, os sistemas de resposta de impulso
sao usados na simulacao de amplificadores e ambientes para se produzir efeitos de gui-
tarra e de outros aparelhos musicais. Primeiro, grava-se, em estudio, a resposta, a um
determinado sinal de dudio, de um amplificador real, em um ambiente de controlado
de estidio ou em algum ambiente de exibicao musical. Em seguida, o espectro dessa
resposta é analisado, via transformada de Laplace, como uma assinatura do que esta
se querendo capturar. A partir dessa analise, uma transformacao linear, na forma de
convolugao, é gerada. Posteriormente, essa convolugao pode ser aplicada, entao, a
sinais de guitarra ou de outros instrumentos musicais, para simular o efeito real de se
usar aquele determinado amplificador ou ambiente, e assim por diante.

EXEMPLO 1.11 (Tratamento de imagem). Em tratamento de imagem, varios filtros
podem ser utilizados, para gerar diversos efeitos. Nem todos sao lineares, mas uma
boa gama deles tem, sim, a forma linear. Por exemplo, o filtro Gaussiano aplica uma
(forma discretizada) de convolu¢ao com uma fungdo Gaussiana, visando suavizar uma
imagem, ou uma determinada regiao de uma imagem.

EXEMPLO 1.12 (Transformada de Fourier). A transformada de Fourier pode ser
vista, inicialmente, como uma transformacao linear F : L*(R",C) — L*°(R",C), que
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leva uma funcao integravel a Lebesgue f : R" — C em uma fungao essencialmente
limitada f = F(f) : R® — C dada por

~

flw)=F(f)(w) = W /Rn f(x)e ™ dx, weR", (1.1)

onde w = (wy,...,w,) € R"™ representa a frequéncia angular, nas diversas diregdes.
Ha& outras formulagoes, por exemplo, definindo a transformada de Fourier como

(x)e_’?’rg"Z dx,
R’IL
agora com a frequéncia & = 27w, mais diretamente relacionada a série de Fourier
classica. Com a formulagao (1.1), no entanto, a transformada inversa F~! tem uma
forma mais parecida com a transformada direta, por ter o mesmo fator multiplica-
tivo. Ainda com essa formulacao, a relacdo entre a derivada, no espago fisico, e a
multiplicagao algébrica, no espaco de frequéncias, toma a forma

F(95.f) = (i)*F(f).

1.4. Transformacao linear definida a partir da acao em uma base. Gra-
cas a linearidade, podemos definir uma transformagao linear apenas definindo o que
acontece com os vetores de uma base.

TEOREMA 1.2. Sejam X eY espacos vetorias de dimensao finita sobre um mesmo

corpo K e seja & = {wy,...,w,} uma base de X. Sejam vi,...,v, € Y wvetores
quaisquer em Y . Entdo existe uma unica transformacao linear T : X — Y tal que
T(w;) = vy, para cadai = 1,...,n. Nesse caso, dizemos que T € obtida por extensao

linear, a partir da acao em .
DEMONSTRAGAO. Dado um u € X qualquer, podemos escrever
u = (fi,m)wi + - + (fa)un,

onde «* = {f1,...,f.} € a base dual a «. A partir dessa formula, podemos definir
T:X —Y por
T(ll) = <f17 U.>V1 + -+ <fn7 u>Vn ey.

Se v € X ¢é outro vetor e A € K, obtemos,
T(u+Av) = (fl,u+ Av)vy + -+ fo,u+ Av)v,

- <f1’ 11>V1 +oe <fn’ 11>Vn + )‘<f17V>V1 +---t )‘<fna V>Vn
=T(u) + AT(v),
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mostrando que T é linear. Como nao ha outra forma de escrever um vetor u como
combinacao linear dos vetores da base e a acao nesses vetores da base estd bem
definida, essa é a tnica transformacao linear possivel. 0

EXEMPLO 1.13. Em R2, considerando os mapeamentos
€, — €q, €y — —eq,

vemos que a transformacao obtida por extensao linear desses mapeamentos é a rotacao
de 90 graus no sentido trigonométrico, com

xre; +yey — x(ez) + y(—ey) = —ye; + weq,
ou seja, T(z,y) = (—y,x).
EXEMPLO 1.14. Em R3, a transformacao linear obtida por extensao linear de
e — e, € —e e3— —eg

é a reflexao de xyz em relagao ao plano zy, dada mais explicitamente por T(z,y, z) =
(z,y,—2).

EXEMPLO 1.15. De R3 para R?, considerando
(1,0,0) — (1,1), (0,1,0) — (1,1), (0,0,1) — (0,0)

obtemos, por extensao linear, a transformacao T(x,y,z) = (v +y,z + y).

2. O Teorema do Nicleo e da Imagem

Esse ¢ um teorema fundamental em Algebra Linear. E um resultado de “con-
tabilidade™ para onde vao as “dimensoes” do espaco dominio? Parte pertence ao
nucleo da transformacao e é anulado por ela, sendo levado no elemento neutro do
contra-dominio. A parte restante vai para além e forma a imagem da transformagao.
Ou seja, a dimensao do espago dominio é repartida entre a dimensao do nicleo e a
dimensao da imagem. A imagem é, de fato, isomorfa ao espaco quociente do ntucleo.

2.1. Enunciado e demonstracao.

TEOREMA 2.1 (do Nucleo e da Imagem). Seja T : X — Y wma transformagao

linear entre dois espacos vetoriais X eY sobre um mesmo corpo, com X de dimensao
finita. Entao

dim(X) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)). (2.1)
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DEMONSTRAGAO. A demonstracao classica parte de uma base {wy, ..., Wy} para
ker(T) e a completa até uma base {wy,...,w,} de X, no caso em que 1 < k < n,
onde k = dim(ker(T)) e n = dim(X). Todo u € X se escreve de forma tinica como

u=2T1wWi+- -+ T, Wy.
Aplicando T e considerando que T(w;) = 0 para todo i = 1,..., k, obtemos
T(u) = $k+1T(Wk+1) +o At an(Wn)

Portanto, a imagem Im(T) é gerado pelos vetores {T(wWgi1),..., T(w,)}. Para ver
que eles sao linearmente independentes, suponha que

)\k+1T(Wk+1) + -+ )\nT(Wn) = 0.

Por linearidade, temos

T()\k+1wk+1 + - )\nwn) = 0.
Ou seja, \pr1Wri1 + -+ AW, € ker(T). Como {wy,...,wy} & base de ker(T), entdo,
aquele vetor é combinacao linear destes, ou seja, existem A, ..., A\, € K tais que

Mot 1Wht1 + - AWy = MWy + - - - \p Wy,

ou seja,

)\1W1 + ...+ )\ka - /\k+1Wk+1 — e )\an =0.
Mas como {wy,...,w,} é uma base de X, entdo esses vetores sao linearmente inde-
pendentes, de modo que, necessariamente, os coeficientes devem todos se anular, i.e.
AL = -+ =\, = 0. Em particular, isso prova que {T(Wy41),..., T(w,)} forma um

conjunto LI. Como ja vimos que eles geram Im(T), entao eles formam uma base para
essa imagem. Ou seja, dim(Im(T)) =n — k. Assim,

dim(X) =n=k+ (n — k) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)).

Faltam os casos em que um dos subespacos é trivial. Além do caso em que o
proprio X ¢ trivial e, assim, ambos os subespacos sao triviais. Comegando com o
caso em que X = {0}, entdo necessariamente ker(T) = {0} e Im(T) = {0}, de modo
que todas as dimensoes sao nulas e o resultado ¢é trivialmente valido.

Caso ker(T) = {0} e dim(X) = n € N, entdo ndo partimos de uma base de
ker(T), ja que tal nao existe. Tomamos, entdo, uma base qualquer {wy,...,w,} de
X. Obtemos, de forma semelhante a feita acima, que {T(wy),..., T(w,)} é base de
Im(T), de modo que dim(X) = dim(Im(T)) e dim(ker(T)) = 0, satisfazendo também
a igualdade (2.1).

Finalmente, caso dim(ker(T)) = n = dim(X), entdo partimos de uma base de
ker(T) com n elementos, digamos {wy, ..., w,}. Nesse caso, essa também é uma base
de X e todo u € X se escreve como combinacao linear de elementos do ntucleo, sendo,
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F1GURA 2.1. Tustracao do Teorema do Nicleo e da Imagem através do
isomorfismo entre X/ker(T) e Im(T), para uma transformagao linear
T : X — Y entre dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo.

portanto, também parte do nticleo, ou seja, a imagem é necessariamente Im(T) = {0}.
Assim, dim(Im(T)) =0 e (2.1) também ¢ valida.
Isso completa a demonstracao. O

OBSERVAGAO 2.1. Uma outra demonstracao do Teorema 2.1, bastante elegante,
que aparece, por exemplo, no livro do Lax [8], usa espago quociente. Além de elgante,
é também ilustrativa. Veja Figura 2.1. Passa por mostrar que X/ ker(T) é isomorfo a
Im(T) via isomorfismo J([u]) = J(u+ker(T)) = T(u), independente do representante
da classe [u] € X/ker(T). Assim, usando (2.1), obtemos

dim(Im(T)) = dim(X/ ker(T)) = dim(X) — dim(ker(T)).
Deixamos a verificacdo de que X/ker(T) ¢é isomorfo a Im(T) para o leitor (Exerci-

cio 6.3)

2.2. Consequéncias imediatas.

TEOREMA 2.2. Se dim(Y) < dim(X), entdo necessariamente dim(ker(T)) >
dim(X) — dim(Y) > 1.

DEMONSTRAGAO. Como Im(T) C Y, o resultado segue imediatamente de
dim(ker(T)) = dim(X) — dim(Im(T)) > dim(X) — dim(Y) > 1.
O

TEOREMA 2.3. Se dim(Y) = dim(X), entdo ker(T) = {0} se, e somente se,
Im(T) =Y se, e somente se, T é uma bije¢io, ou seja, T € injetivo se, e somente se,
¢ sobrejetivo e se, e somente se, € bijetivo.

DEMONSTRAGAO. Segue de Equation (2.1) e da hipdtese do teorema que
dim(ker(T)) = dim(X) — dim(Im(T)) = dim(Y) — dim(Im(T)).
Logo,
ker(T) = {0} < dim(ker(T)) = 0 < dim(Im(T)) = dim(Y) < Im(T) =Y,

ou seja, T € injetivo se, e somente se, é sobrejetivo e, portanto, se, e somente se, é
bijetivo. 0
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SoT

2N

X —Y — Z

FiGuraA 3.1. Tlustracao da composicao T oS : X — Z de transforma-
es T: X >YeS:Y — Z.

3. O espacgo das transformacgoes lineares

3.1. O espaco vetorial das transformacoes lineares. Dados dois espacos
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, podemos considerar o conjunto de todos
as transformacoes lineares de X em Y. Nesse espaco, podemos estender, de forma
natural, as operagoes de adicao e multiplicacao por escalar dos espagos vetoriais para
esse conjunto de transformagoes, fazendo deste um espago vetorial, também.

DEFINICAO 3.1 (Espago vetorial das transformagoes lineares). Dados dois espagos
vetoriais X eY sobre um mesmo corpo K, denotamos o espaco de todas as transfor-
magoes lineares de X em'Y por

L(X,)Y)={T: X =>Y; T linear }.

FEsse espago L(X,Y) é um espaco vetorial sobre K quando munido das operagoes
de adi¢cao e multiplicacao por escalar definidas pontualmente, i.e. para todo T,S €
L(X,Y), a adicaio T+ S € L(X,Y) € a transformagao linear de X em 'Y definida
por

(T4+S)(u) =T(u)+S(u), VuelX,

e, para todo A € K e todo T € L(X,Y), a multiplica¢io por escalar \T € L(X,Y) €
a transformacao linear de X em 'Y definida dada por

(AT)(u) = AT(u), Yue X.

Uma propriedade extra é a de que as transformagoes lineares podem ser compostas
umas com as outras, desde que os espagos sejam compativeis.

DEFINIGAO 3.2. Sejam X,Y e Z espagos vetoriais sobre um mesmo corpo e sejam
T e ZL(X,Y), S € L(Y,Z) transformagoes lineares. Entio a composi¢cdo So T :
X — Z deT com S, também denotada simplesmente por ST, € definida por

(ST)(w) = (SoT)(w) =S(T(w) € Z, Vue X.

E facil ver que a composicao é uma transformagao linear.
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PROPOSICAO 3.1. Sejam X,Y e Z espacos vetoriais sobre um mesmo corpo e
sejam T € L(X,Y),Se€ L(Y,Z). Entao SoT € £(X,Z), ou seja, a composi¢ao é,
também, uma transformacao linear.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que

(SoT)(u+ Av) =S(T(u+ Av) =S(T(u) + A\T'(v)))
= S(T(w) + AS(T(v)) = (S0 T)(u) + AS o T)(v),
para todos u,v € X e todo A € K. O

Podemos combinar a composicao com as operacoes de adicao e multiplicacao por
escalar. Nesse caso, podemos observar que a composicao é distributiva em relagao a
adicao:

PROPOSICAO 3.2. Sejam X,Y e Z espacgos vetoriais sobre um mesmo corpo e se-
jam T,Le L(X,Y) eR,S € Z(Y,Z). Entao a composi¢ao € distributiva a esquerda,
1.€.

So(T+L)=(SoT)+(Sol)
e distributiva a direita, i.e.
(S+R)oT=(SoT)+(RoT).

DEMONSTRACAO. A demonstracao da distributividade a direita é imediata da
definicao de composi¢ao, enquanto que a distributividade & esquerda usa a linearidade

de S. O

Podemos, também, combinar trés ou mais composicoes. Nesse sentido, podemos
dizer que a composicao é associativa.

PROPOSICAO 3.3. Sejam X,Y,7Z e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo e
sejam T € £(X,Y), Re Z(Y,Z) eS e L(Z,W). Entao

(RoS)oT=Ro(SoT).
DEMONSTRAGAO. A demonstracao também é imediata. O

OBSERVACAO 3.1. As propriedades acima de distributividade e associatividade da
composicao, em relagao a adicao, se assemelham as propriedades da multiplicao em
um anel. Esses motivos justificam a notacao de composicao S o T como um produto
ST. Em relacao a isso, vale ressaltar que também podemos enxergar a multiplicagao
de matrizes como a composi¢ao das transformacoes associadas a elas, justificando,
novamente, a notacao de produto para a composicao.
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OBSERVACAO 3.2. Nem sempre faz sentido considerar a composicao na ordem
contraria também, i.e. ToS junto com SoT. Isso s6 faz sentido quando o dominio e o
contra-dominio coincidem. Mesmo assim, nesses casos, apesar das duas composigoes
fazerem sentido, elas podem nao coincidir. Isso é discutido na Secao 1.2.

OBSERVACAO 3.3. No caso de duas transformacoes lineares associadas a matrizes
(veja Exemplo 1.1), digamos Tpa : K* — KP e Tg : K — K™, com n,p,m € N,
A € KP*" e B € K™*? onde Ta(u) = Au, para u € K" e Tg(v) = Bv, para v € K?,
a transformacao composta é a transformagao associada ao produto das matrizes, i.e.
Tg o Ta = Tga, onde Tgau = BAu, para u € K”. De fato, se A = (ajj)i=1,...mj=1,..p
e B = (bij)iz1,.pj=1,.n, entdo, para u = (z1,...,2,) € R",

(TB o T/_\)(u) = TB(TAU)

= TB E aijj
j=1m k=1,
k=1

bik E Qg
seeesD Jj=1,...,n

= Y > baay

k=1,...pj=1,...n =l

= TBAu.

3.2. Invertibilidade de transformacgoes lineares. Se T : X — Y ¢é uma
bijecdo, entdo existe a sua inversa T-!: Y — X que ¢ uma transformacao linear de
Y em X. Essa inversa satisfaz T~}(T(u)) = u, para todo u € X e T(T™1)(v) = v,
para todo v € Y. Nesse caso, dizemos que T é wnvertivel.

DEFINIGAO 3.3. Uma transformacao linear T : X — Y entre dois espagos vetori-
ais sobre o mesmo corpo € dita itnvertivel quando T € uma bijegao, i.e. € injetiva e
sobrejetiva, o que significa dizer que T € um isomorfismo entre X e Y.

PROPOSICAO 3.4. A inversa T~':Y — X de uma transformacao linear T : X —
Y entre dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo também € linear.

DEMONSTRAGAO. Deixamos essa demonstragao com Exercicio 6.1. U

PROPOSICAO 3.5. Se T : X — Y eS :Y — Z sao transformacdes lineares
ambas invertiveis, onde X, Y e Z sao espacos vetoriais sobre o mesmo corpo, entao
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F1cURA 3.2. Tlustragao da composicao T oS : X — Z de transforma-
esT: X -YeS:Y — Zedainversa (ToS)™' =S71oT™1: Z — X.

(SoT): X — Z também é invertivel e a sua inversa € dada pela composi¢ao de suas
mversas, em ordem trocada, 1.e.

(SoT)t=T1toS™"
DEMONSTRAGAO. Também deixamos essa demonstra¢ao como Exercicio 6.2. [
Em algumas situagoes, podemos ter uma inversa apenas em um sentido.

DEFINICAO 3.4. Uma transformacao linear T : X — Y entre dois espagos vetori-
ais sobre o mesmo corpo € dita tnvertivel a direita quando existe R : Y — X linear
tal que To R =1 e € dita tnvertivel a esquerda quando existe L - Y — X tal que
LoT = 1. Nesses casos, R € dita a inversa a direita de T e L € dita a tnversa
a esquerda de T. Naturalmente, T € invertivel se, e somente se, T € invertivel a
direita e a esquerda e, nesse caso, as inversas coincidem. Além disso, se R € a inversa
a direita de T, entao T € a inversa a esquerda de R e se L € a inversa a esquerda de
T, entao T € a wnversa a direita de L.

PROPOSICAO 3.6. Seja T : X — Y uma transformacgao linear entre dois espacos
vetoriais X eY sobre o mesmo corpo. Se T € invertivel a direita, entao T € sobrejetiva
e se T € invertivel a esquerda, entao T € injetiva.

EXEMPLO 3.1. Considerando X = R? e Z = R, vemos que T(z,y) = x é invertivel
a direita com inversa a direita S(z) = (z,0), pois T(S(z)) = T(z,0) = 2z, mas T nao
é invertivel a esquerda pois nao é injetiva. Da mesma forma, S nao é invertivel a
direita pois S nao é sobrejetiva. Observe, ainda, que, nesse caso especial, podemos
fazer a composigao So T, que nos da S(T(x,y)) = S(x) = (x,0), mas, em geral, com
trés espacos distintos, apenas uma composicao ¢ possivel. E interessante, também,
enxergar as matrizes (nas bases candnicas) que representam cada transformagao, com

T sendo representado por [1 O} e S, por [(1)] :
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3.3. Representagao matricial em espacos de dimensao finita.

DEFINIGAO 3.5. Dados espagos vetoriais X eY de dimensao finita n = dim(X) €

N em = dim(Y) € N sobre um mesmo corpo e dadas bases ¢ = {w1,...,w,} de X
et ={vi,...,vpn} deY, a representacao matricial de uma transformagao linear
T:X — Y entre as bases é a matriz
<glaT(W1>> <917T(W2)> T <91,T(Wn>>
o | (e, T(wi)) (g2, T(w2)) -+ (g2, T(Wy))
[Tl = : Do :
(O, T(W1)) (s T(W2)) o+ (g, T(Wa)),
onde 6* = {g1,...,8n} € a base dual de 6. Quando X eY sao iguais e usamos a

mesma base, digamos 6, nos dois espagos, escrevemos apenas [T]s para representar
[T13-

TEOREMA 3.1. Sejam X e Y dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo, com
dimensoes finitas n = dim(X) € N em = dim(Y) € N. Sejam « = {wy,...,w,} e
6 ={vi,...,Vvy} bases de X e Y, respectivamente. Entdo

para todo u € X, onde (u), € a representacio de u na base «; (T(u))s € a repre-
sentagio de Tu na base 6; e [T]y € a representagio de T da base « para a base
6.

DEMONSTRAGAO. Observe que a representacao de T(u) na base & pode ser escrita
como

(T(w)s = ({gi> T(W)))i=1,...1m;
para todo u € X. Para um tal u, temos
u=(f,))wy + -+ (fu, w)wy,

de modo que, a i-ésima linha da representagao de T(u) na base 6 é

(9:, T()) = (g, T({Fr, w1 + -+ + (fn, W)W,))
= (gi, Fr, T (W) + -+ (o, ) T(W,))
= (fr, W {gi, T(W1)) + -+ (Fa, ) (@i, T(Wa))
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Como isso vale para cada linha ¢, reconhecemos o vetor (T(u))s = ((gi, T(0)))i=1,..m
como o produto matricial

(g1, T(w1)) (g1, T(w2)) -+ (g1, T(wn))] /(1o w)
(92, T(w1)) (g2, T(w2)) -+ (g2, T(wWn))| [ (F2,w)
(00 TOV) {0 Tw2)) = (g TOv)) \(f )
ou seja,
(T(w)s = [T]§ (),
conforme desejado. 0

Usando o Teorema 2.1 do Niucleo e da Imagem, podemos dar uma representacao
simples de uma transformagao qualquer em bases apropriadas.

TEOREMA 3.2. Sejam X e Y dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo, com
dimensoes finitas n = dim(X) € Nem = dim(Y) € N, eseja T : X — Y uma
transformacao linear. Entao existem bases a de X e 6 de'Y tais que a representagao
[T]y de T da base @« para a base 6 tem a forma de blocos

[T]g, Infk: Onfk:,k
OmfnJrk,nfk OmfnJrk,k

DEMONSTRAGAO. Seja k = dim(ker(T)). Se k = n, entdo ker(T) = X e a imagem
é trivial, visto que dim(Im(T)) = n — k = 0. Nesse caso, T é o operador nulo, T = 0,
com
[T}g = Omxn,

em qualquer base, onde 0,,y, é a matriz m x n com todos os elementos nulos.

Suponha entao k£ = dim(ker(T)) < n. Nesse caso, pelo Teorema 2.1 do Nucleo e
da Imagem, dim(Im(T)) = n — k > 1. Obviamente, n — k < m, pois a dimensao da
imagem nao pode ser maior do que a do contra-dominio.

Tomemos uma base {vy,...,v,_r} da imagem Im(T). Complete até uma base
6 ={vi, ..., Voks Va—kt1,---,Vm} de Y | se necessario (i.e. se n —k < m.)

Agora, para cada v;, i = 1,...,n — k, que estao na imagem de T, existe w; € X
tal que T(w;) = v;.

Se k = dim(ker(T)) > 0, tome também uma base {w,_gi1,...,w,} do nicleo

ker(T), formada por k vetores, numerados de n — k + 1 até n. Se k = 0, entdo esse
conjunto é vazio e podemos ignorar esses termos no argumento abaixo.

Vamos mostrar que « = {wy,...,w,} é uma base de X. Como sao n vetores e
dim(X) = n (contabilidade ja feita pelo Teorema 2.1 do Ntcleo e da Imagem), basta



3. 0 ESPACO DAS TRANSFORMACOES LINEARES 119

verificar que sao linearmente independentes. Suponha, entao, que
)\1W1 + )\nwn = 07

onde Aq,...,\, € K. Aplicando a transformacao T e usando que w,,_gi1,..., Wy,
estao no nucleo de T, sobra

MT(wy) 4+ -+ Ak T(Wyg) = 0.
Como T(w;) =v; e {vy,..., Vv, x} € linearmente independente, entao
AM ==X =0.
Voltando a identidade inicial, sobra, agora,

)\nfk+lwn7k+1 + -+ )\nwn =0.

Como {W,,_k41,...,W,} é linearmente independente, por ser base de ker(T), entéo
Ankr1 ==X =0,
também. Isso completa a demonstracao de que @ = {wy,...,w,} é base de X.

Agora falta escrever [T|§. Seja 6* = {g1,...,0n} a base dual de 6. Cada coefici-
ente 7j (linha ¢, coluna j) da matriz [T]y é dado por

(gi, T(w;)).
Paraj=n—k+1,...,n, temos w; € ker(T), de modo que (g;, T(w;)) = 0, ou seja,
todos os elementos das colunas n — k + 1 até n se anulam.

Parai =n — k4 1,...,m, o funcional g, anula os elementos da imagem de T,
pois a imagem ¢ gerado pelos vetores vq,..., v, ;. Portanto, todos os elementos das
linhas n — k4 1 até m se anulam.

Sobra o blocoi =1,...,n—k, j=1,...,n — k. Nesse bloco, T(w;) = v; e, por
6* ser a base dual de 6, que é formada pelos v;’s, temos (g;, T(w;)) = 0,5, o Delta de
Kronecker, nos dando a matriz identidade (n — k) x (n — k). Em resumo,

<gZ,T<Wj)>: ij ’L',j:]_,...,n—k?,

(g, T(w;)) =0, i=n—k+1,....mouj=n—k+1,...,n
Em outras palavras, podemos escrever, em forma de blocos,
| P On—kk
Tl = ’
[ ]ﬁ |:Omn+k,nk OmfnJrk,k

conforme desejado. No caso particular em que k =0 e m > n, isso se reduz a
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Caso m = n — k (posto maximo), temos, por outro lado,
Tl = Lok Oniy] -

E caso k =0 e m = n, temos apenas

O

OBSERVAGAO 3.4. Na demonstragdo do Teorema 3.2, trocando a ordem dos ele-
mentos da base @, escolhendo primeiro uma base do nicleo ker(T) e completando
com as pré-imagens da base de Im(T), a matriz muda de forma para

[T]@ _ On—k,k In—k
6 — .
OmfnJrk,k OmfnJrk,nfk
Temos muita flexibilidade na representacao, podendo escolher as bases @ e & sem
muita amarracao.

EXEMPLO 3.2. Considere X = R* Y = R¥ e T(z,y) = (z +y,7 +y,0). O
nicleo de T tem dimensao 1 e é dado por ker(T) = span{(1,—1)}. A imagem de
T também tem dimensao 1 e é dada por Im(T) = span{(1,1,0)}. Completemos até
uma base 6 = {(1,1,0), (0,1,0),(0,0,1)} de Y. Agora, uma pré-imagem de (1, 1,0) &,
por exemplo, (1,0), visto que T(1,0) = (1, 1,0), mas observe que qualquer elemento
em (1,0) + ker(T) = {(1 + s,—s), s € R} serve. Juntando a pré-imagem {(1,0)} da
base da imagem Im(T) com a base {(1,—1)} do nicleo ker(T), obtemos uma base
6 = {(1,0),(1,—1)} para X. As colunas de [T]§ s@o obtidas vendo a a¢do de T nos
elementos da base de saida « e representando-os na base de chegada 6¢. Observe que

T(1,0) = (1,1,0) = 1(1,1,0) + 0(0,1,0) 4+ 0(0, 0, 1),
enquanto que
T(1,1) = (0,0,0) = 0(1,1,0) + 0(0,1,0) 4+ 0(0,0, 1).

Portanto,

10
Te =0 o] = {o L 81“] .
0 0 2x1 2x1
OBSERVACAO 3.5. Nao devemos nos iludir com a simplicidade da representacao
feita no Teorema 3.2. O que a transformagao realmente faz esta escondido na relagao
entre as bases. Outras representagoes sao mais uteis, como a decomposicao SVD, que
veremos mais adiante. Assim como as representacoes de operadores lineares, feitas
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usando-se uma mesma base de ida e de chegada, quando o dominio e o contradominio
coincidem.

EXEMPLO 3.3. Corroborando a ideia de que a representacao acima esconde a a¢ao
da transformacao na escolha das bases, considere uma rotacao Ry : R? — R? de um
angulo € no sentido trigonométrico, no plano, dada por

Ro(z,y) = (zcosh — ysend, xsenf + ycosh).

Na base canonica ¢ = {(1,0), (0,1)}, temos a representagao

Rilo - [cos@ — sen 9] |

senf  cosd
Mas, escolhendo a base « = {(cosf, —senf), (senf, cos )}, temos

Ry(cos 6, —sen ) = (cos® & + sen? §, cos @ sen ) — sen § cos ) = (1,0)

Ro(sen @, cos ) = (sen 6 cos — cosfsen §,sen® § + cos®0) = (0, 1),
de modo que
. 1o
[RG]ﬁ - |p 1:| :

EXEMPLO 3.4. De maneira semelhante, considere a transformacao T : R? — R?
dada por T(z,y) = (2x,y/2), para (z,y) € R% Na base canénica ¢ = {(1,0), (0,1)},
essa transformacao ¢ representada por

=15 1)

Escolhendo, no entanto, a base « = {(1/2,0),(0,2)}, como T(1/2,0) = (1,0) e
T(0,2) = (0,1), temos a representagao

M= ]

4. Transformagao adjunta

Dados dois espacos vetoriais X e Y e considerando o produto de dualidade entre
eles e os seus duais (ou quaisquer outras formas bilineares entre eles e outros espagos),
ha uma forma natural de gerar uma transformagao “dual” de uma transformagao linear
de X em Y. A bilinearidade do produto de dualidade e a linearidade da transformagao
“primal” garantem a linearidade da transformacao “dual”’, chamada de transformacao
adjunta.
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Isso é 1til em varios contextos, onde um “problema primal” pode ser transformado
em seu “problema dual” e, muitas vezes, ser resolvido mais facilmente assim. Veremos,
posteriormente, que, quando os espagos X e Y sao iguais e temos um produto interno
disponivel, a transformacao adjunta pode ser representada como um operador no
proprio espago e, nesse caso, relagoes especiais entre o operador e seu adjunto podem
ser exploradas.

4.1. Adjunta de uma transformacgao.

DEFINICAO 4.1. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e seja
T : X — Y uma transformacao linear. A transformacao adjunta T* : Y* — X*
¢ a transformacgao que leva um funcional linear g € Y* em um funcional linear
T*g € X* definido por sua agdo (T*g)(u) = (T*g,u) x. x em cada vetor u € X via

<T*g,u>X*7X = (g,Tu>Y*’Y.
PROPOSIGCAO 4.1. A transformacgao adjunta T* : Y* — X* dada na Definicao 4.1

¢ linear.

DEMONSTRACAO. Basta verificar que

= (T'gu)y.y +9(Thu)y.y, YueX,
para todos g,h € Y* e v € K. =

PROPOSIGAO 4.2. Dados espagos vetoriais X, Y e Z sobre um mesmo corpo K,
A € K e transformacgoes lineares T,L: X —Y,S:Y — Z, entdo

(THL*=T+L*, (AT)*=AT*, (SoT)*=T*oS"
Além disso, caso T seja invertivel, entao
(T—l)* — (T*)fl.

OBSERVAGAO 4.1. A propriedade (AT)* = AT* mencionada na Proposi¢ao 4.2
vale tanto em espagos vetoriais reais quanto em espacos vetoriais complexos. Mas ao
considerarmos transformacoes entre espagos com produto interno e, junto com isso,
identificarmos a transformacao adjunta T* com transformacoes T* nos proprios es-
pacos, é que temos uma diferenciacao entre os casos real e complexo. No caso real,
continuamos a ter a relacao (/\-T')* = AT*. Ja no caso complexo, devido ao fato do pro-
duto interno complexo ser uma forma sesqui-linear (linear na primeira componente,
linear-conjugada na segunda componente e conjugada-simétrica), a relagio passa a
ser ()\T)* — AT*, onde \ é o complexo conjugado de um escalar .
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EXEMPLO 4.1 (Transformada de Fourier). Vimos no Exemplo 1.4 que a transfor-
mada de Fourier pode ser considerada como um operador linear no espaco de Schwartz
S(R™, C). O dual topologico do espago de Schwartz pode ser visto como o espago das
distribuicoes temperadas S(R™, C)', quando o dual de L*(R™) é identificado consigo
mesmo. O espaco das distribui¢oes temperadas esta contido no espaco das distri-
buigoes D(R™ R)’, que é o dual do espago D(R", R) das fungoes teste infinitamente
continuamente diferenciaveis de suporte compacto. Ou seja,

2(R™,R) ¢ S(R",C) c L*(R",C) = L*(R",C) c S(R",C) c D(R™,R)".

Usando essa dualidade, podemos definir a transformada (adjunta) de Fourier de distri-
buigoes temperadas F* : S(R",C) — S(R",C)". A transformada adjunta F* concide
com transformada inversa G em L?(R", C). Voltaremos a falar sobre isso quando dis-
cutirmos produto interno em espacos vetoriais complexos. De qualquer forma, a ideia
é definir a transformada de Fourier de uma distribuicao temperada via dualidade.

Em particular, podemos falar da transformada de Fourier da distribuicao delta
de Dirac 0 e observar que 5((.0) = (2m)™/% Yw € R", ou seja, o seu espectro contém
todas as frequéncias, com igual amplitude!

De fato,

. 1 1

(Fb.) = (5.5 w) = (0.9 = (9u)(0) = oz [ o) de = (),

4.2. Representagao matricial de transformacgoes adjuntas. Ao olharmos a

representacao matricial da adjunta T* de uma transformacao linear T entre espagos

de dimensao finita, observamos que a representacao da adjunta é a transposta da

matriz que representa a transformacao T. Lembremos que a matriz transposta é
obtida dispondo as linhas de uma matriz em colunas (veja Exemplo 1.23).

TEOREMA 4.1. Sejam X e Y espagos vetoriais de dimensao finita n = dim(X) €
Nem =dim(Y) € N. Seja T € L(X,Y) uma transformacao linear de X em Y.
Dadas bases ., de X, e 6, de'Y, sejam <’ e 6’ as respectivas bases duais. A repre-
sentacao matricial [T*]i/, da transformacao adjunta é a transposta da representa¢ao
matricial [T]§.

DEMONSTRAGAO. Sejam « = {wy,...,w,}, 6 = {vy,...,vp,}, ¢’ = {f1,.. ., fn}

et ={g1,.--,9m}
De acordo com a Definicao 3.5, temos

[Tlg = (aij)z,:j:bij:n? aij = (8, T(W;))y-y
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Para a representacao da transformacao adjunta, lembremos, do Teorema 4.1, que
o bidual X** é isomorfo a X via isomorfismo candnico J : X — X** dado por

<J<u)vf>x**,x* = (f, u>x*7x-
Com isso, a base 6" de X** dual a 6’ estd associada exatamente a 6, via 6" =

{J(wy),...,J(w,)}.

Dessa forma, temos a representagio [T*]%, dada por

T = ()il ™™ by = (W), TH(8))) e x- = (T7(85), Wi e x-
Agora, usando a defini¢ao de transformagao adjunta, temos

bij = (T°(8)): Wi) x- x = (85 TWi)yo y = aji,
parad = 1,....,n e j = 1,...,m. Isso mostra que [T*]%, ¢ a matriz transposta de
[T]§ - O

OBSERVACAO 4.2. A relacdo entre as representagoes de T e T*, de uma ser a
transposta da outra, esta atrelada a escolha das bases de X* e Y* serem as bases
duais as escolhidas para X e Y. Isso é importante ressaltar.

OBSERVACAO 4.3. Tendo em vista a Observacao 4.2, vale destacar o que acontece
no caso em que tratamos diretamente com R" e com matrizes, ao invés de partirmos de
uma transformacao e escolhermos uma base para representa-la. Nesse caso, partindo
de uma matriz, é como se tivéssemos, implicitamente, escolhido as bases canonicas.
Ainda assim, a adjunta nao é, naturalmente, uma matriz. Mas veremos, quando
falarmos de produto interno, no Capitulo 7, que, ao considerarmos o produto escalar
em R", podemos associar a adjunta da transformacao linear associada a uma matriz
A € R™" 3 transformacao linear associada a transposta A" de A. No caso de uma
matriz complexa A € C"*" em C", a adjunto estara associada & matriz adjunta, que
é o complexo conjugado da matriz transposta.

EXEMPLO 4.2. Considere a transformagao linear T(x,y,2) = (z +y,y + 2) de R?
em R2. Escolhendo as bases candnicas €3 de R? e €5 de R?, temos a representacao

M=o 1 9

As bases duais €’ sao transformacoes que capturam cada coordenada dos vetores, i.e.
n )
fi(z1,...,2n) =2, 7=1,...,n, n € N. Assim,

75 =

!
€3

O ==
— = O
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4.3. Relagoes entre imagem e niicleo de uma transformacao e de sua
adjunta.

TEOREMA 4.2. Dada uma transformacao linear T € £L(X,Y) entre espagos veto-
riais X,Y sobre um mesmo corpo K, temos Im(T)? = ker(T*), ou seja, o anulador
da tmagem de T € exatamente o nicleo da adjunta de T.

DEMONSTRAGAO. Pelo produto de dualidade e a defini¢ao de adjunta, temos
(T'g,w) = (g, Tw),
para todou € X e g € Y*. Logo, usando o Corolario 2.3,
geker(T") e Tg=0< (T'g,u)=0,Vue X < (g, Tu) =0, Vue X
& (g,v) =0, Vv € Im(T) < g € Im(T)?,
provando o resultado. 0

TEOREMA 4.3. Dada uma transformacao linear T € £L(X,Y) entre espagos veto-
riais X,Y sobre um mesmo corpo K, temos ker(T*)? = Im(T), ou seja, o anulador
do nicleo da adjunta T* € exatamente a tmagem de T.

DEMONSTRACAO. Usando que o anulador do anulador de um subespaco é o pro-
prio subespago (veja Exercicio 7.12), obtemos, a partir do resultado do Teorema 4.2,
que

Im(T) = Im(T)*" = ker(T*)°,
provando o resultado. ]

TEOREMA 4.4. Dada uma transformagao linear T € L(X,Y) entre espagos veto-
riais X,Y sobre um mesmo corpo K e supondo que X tem dimensdo finita, entdo

dim Im(T) = dim Im(T"),
ou seja, o posto da adjunta € igual ao posto da transformacao.

DEMONSTRAGAO. Usando a identidade dada no Teorema 5.1, aplicada a S =
Im(T), temos

dim X = dim Im(T) + dim Im(T?).
Por outro lado, usando o Teorema 2.1 do Nucleo e da Imagem no espaco dual, temos
dim X* = dimker(T*) + dim Im(T™).
Como o dual tem a mesma dimensao do espago, obtemos

dim Im(T) 4 dim Im(T?) = dim ker(T*) + dim Im(T*).
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Pelo Teorema 4.2, temos dim(Im(T)") = dim(ker(T*)), logo, obtemos a identidade
dim Im(T) = dim Im(T™),
como queriamos demonstrar. O

OBSERVAGAO 4.4. O resultado do Teorema 4.4 se traduz para matrizes como o
resultado classico, em Algebra Linear, de que “posto-linha” é igual ao “posto-coluna”.

Caso o contradominio Y tenha a mesma dimensao que o dominio (em particular
caso T seja um operador linear), entdo obtemos também uma igualdade entre as
dimensoes dos ntcleos.

TEOREMA 4.5. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear entre espagos veto-
riais X,Y de dimensao finita, sobre um mesmo corpo K, com dim X = dimY . FEntao
dimker(T) = dim ker(T*).

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 2.1 do Nucleo e da Imagem, temos
dim(X) = dimker T + dimIm T, dim(Y™") = dimker T* + dim Im T™.
Como dim(X) = dim(Y") e como dim(Y') = dim(Y™), obtemos
dimker T+ dimIm T = dimker T* + dim Im T*.
Do Teorema 4.4, as dimensoes das imagens coincidem, nos dando
dimker T = dim ker T%,
como desejado. 0]

EXEMPLO 4.3. Consideremos, novamente, a transformagao do Exemplo 4.2, T(z,y, z) =
(r +y,y + z) de R® em R? representada na base canonica por

M=o 1 Y]

e cuja adjunta é representada por

[T ]eg =

O ==
_ = O

Temos
ker(T) ={(z,y.2); y = —x, z =a} = span{(1,—1,1)}, Im(T)=R?

enquanto que ...
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5. Aplicacoes

5.1. Sistemas de equacgoes lineares, forma escalonada e decomposicao
LU. A representagao em blocos dada no Teorema 3.2 é quase a forma escalonada
reduzida vista nos cursos iniciais de Algebra Linear, que visa a resolucdo de sistemas
de equagoes algébricas lineares. A diferenca é que, na forma escalonada, nao alteramos
a base de saida «, como feito no Teorema 3.2. Apenas alteramos a base 6.

O interesse inicial é na resolucao de sistemas de equagoes algébricas lineares, da
forma

a1121 + Q1222 + - -+ + A1 Ty = by,

2171 + Q22To + -+ + G2 Tp = bo,

(5.1)

A1 T1 + AmaZa + -+ + AmnTy = b,
_ i=m,j=n _ m > : _ n 4
onde A = (a;;); ;27" e b = (b;)iZ; sdo conhecidos e u = (z;)}_, ¢ formado pelas
variaveis que queremos encontrar e que resolvem o sistema. Isso pode ser escrito na
forma vetorial

Au =b.
Denotando a base canonica no dominio R" por ¢, = {ef,...,e"} e base canonica
no contradominio R™ por e,, = {el’,...,e"}, a matriz A estd associada a uma

transformacao linear T : R" — R™ com

a1x Qa2 -+ Q1p
Q21 Q22 - Q2p
€ _ —
[TA]e; - A -
m1 Am2 **° Omn

O método de eliminacao gaussiana consiste em fazer operacoes elementares nas
linhas do sistema até chegar a uma forma triangular superior para um sistema equi-
valente ao original. O que essas operagoes nas linhas fazem é, no fundo, escolher
uma nova base 6 para o espago de chegada. Mas o espaco de saida continua com a
base canonica e, por isso as variaveis x1, ..., T, para as solu¢oes continuam as mes-
mas. Nesse processo, podemos chegar na forma escalonada ou na forma escalonada
reduzida.

Uma maneira de enxergar a forma canonica reduzida (reduced row-echelon form)
é escolher o primeiro elemento da base ¢ como sendo a primeira coluna nao nula da
matriz A,

Vi = 1Ae;»l1 7é 0,
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com Ae; = 0 para 1 < j < j;, se houver. Em seguida, buscamos a primeira coluna
J2, J1 < ja < n tal que
vy = Aej, ¢ span{vi},

e assim por diante, encontrando uma sequéncia de colunas j = ji, jo, ..., ji tal que

v = Ae} ¢ span{vy,..., v 1},
com

Ae} € span{vy,...,vi 1},

para j;_1 < j < j;. Caso k < m, simplesmente completamos com elementos quaisquer
até uma base 6 = {vy,...,v,,} de R™. Assim, da base €, a base &, obtemos a forma
canonica reduzida

1« x 0 0 x 0 % 0]
0 01 x 0 0 0
T]en = 0001 % %0 %20
s 00 00O0O0OT1%o0
00 00O0OO0OO 0O OI1
000000 OO0 0]
Como a base de saida nao mudou, as solugoes (x1,...,z,) do sistema original sao as
mesmas do sistema equivalente na forma reduzida,
1 « « 0 0 x 0 % O] -
001 x0*0 % 0| [ by
0001 0 %0 To | by
000O0O0OO0OT1xO0 o S
000O0O0OO0OO0DTO0OT1 T, b,
00000 O0O0 0 0]
para um lado direito apropriado b = (51, o ,Z;m)

A tnica dificuldade, aqui, ¢ encontrar B, que ¢é a representacao de b na nova
base 6. Encontrar b requer inverter o processo de mudanca de base. E nesse ponto
que entra o método de eliminagao gaussiana. O método de eliminacao gaussiana é
mais do que meramente encontrar uma nova base tornando o sistema triangular. E
uma receita para se calcular a mudanga inversa de base e, em particular, o novo
lado direito b, facilitando os céalculos. O ingrediente principal dessa receita sao as
operacoes elementares. As operacgoes elementares sao invertiveis e as suas inversas
também sao operagoes elementares. Vamos aos detalhes.

As operacgoes elementares sao as de



5. APLICACOES 129

(i) Multiplicagdo de uma linha por um escalar ndo nulo, que tem a forma ma-
tricial seguinte, com inversa da mesma forma,

1 1 1 1

>

- 1— = 1—

9
(ii) Adi¢ao de um multiplo de uma linha a uma outra linha, que tem a seguinte
forma matricial, com inversa da mesma forma,

1 1 |
1 1
E = , E!l=
A 1 A 1
(iii) Troca posigao de duas linhas, que tem a seguinte forma matricial, com mesma
inversa ~ _
1
0 1
E=E"'=
1 0

1

Para a eliminacao gaussiana, a ideia também comeca com a escolha da primeira
coluna j; nao nula da matriz A,

Ae} #0

e nos dando o primeiro elemento da nova base 6,

_ n
Vl — JAej17
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mas a diferenca importante é a de nos dar uma receita para escrever ey’, que é a
representacao de vy na base desejada 6, em termos de v;. Essa receita vem na forma
de uma composicao Ey = E;, E;, _;---E;; de r; € N operagoes elementares E; ,,
r=1,...,r, le.

[Vl]ﬁ = eT = E1V1 = ElAe;Ll.
O novo sistema, em particular o novo lado direito do sistema, com esse primeiro
escalonamente, toma a forma

ElAu = Elb
Se ji1 = 1, a primeira coluna de [T]|;" toma a forma
1
0
0
e a matriz escalonada toma a forma
1 =% *
0 % *
E A =
O K e *

mas, caso j; > 1, entao as primeiras j; — 1 colunas sao nulas e a matriz escalonada
toma a forma

0 01 % *

0 0 0 = *
ElA:

O --«- 00 % -+ %

Em seguida, pegamos o menor indice jo, 71 < jo < n, tal que
A€l ¢ span{v, },
0 que é equivalente a
E,Ae}, ¢ span{E,v,} = span{e'},

Veja que, com a matriz escalonada, fica facil decidir se E;Ae}, estd no conjunto
gerado por e’ ou nao, ou seja, basta olhar se ha algum coeficiente nao nulo do
segundo coeficiente em diante.

A outra diferenca, agora, é que o segundo vetor v, da base & é tomado de tal

forma que
n _ 1 _m m
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para um escalar ai, apropriado, dado pela primeira coordenada de Eie}, e com as
operacgoes elementares compondo E, envolvendo apenas a segunda linha em diante.
Seguimos assim, até encontrar um conjunto {vy,..., vy} linearmente indepen-
dente, para algum k& < min{n,m}, e uma sequéncia E;,... E; de composi¢oes de
operacoes elementares, tais que o sistema se escreve de forma equivalente como

E, -EAu=E,---Eb,

com U = E; ---E;A na forma escada, com pivos iguais a 1. Essa forma escada é,
por exemplo, da forma

1 % % % % % % * %]
0 0 1 % % % % * %
00 0 1 % % % % %
U=E:EA=10 000001 5 «
00 0O0O0O0OO 0OTQO0O1

0 0O 0OOO OO0 0 0]

Em certos casos, as matrizes elementares nao necessitam da operacao de troca de
linhas. Nesse caso, todas as matrizes elementares sao triangulares inferiores, assim
como as suas inversas, de modo que

L=E'E;'---E " (5.2)

é triangular inferior e obtemos A como um produto de uma matriz triangular inferior
L com uma matriz triangular superior U, conhecida como decomposigao LU de A:

A=LU. (5.3)

Caso a troca de linhas seja necessaria, a matriz L nao é mais triangular inferior
e estamos efetivamente falando do processo de pivoteamento, que implica em uma
permutacdo das linhas. Mais detalhes sobre isso em uma disciplina de Algebra Linear
Computacional.

5.2. Diferenciagao automatica. Diferenciacao é um dos pilares da matemaética
e é fundamental em diversas aplicacoes, nao apenas para a formulacao de modelos,
mas também para a estimacgao de parametros, analise de sensibilidade, inferéncia, etc..
Para efeitos praticos, dada a complexidade de diversos modelos, é importante termos
a disposicao ferramentas computacionais de diferenciacao. Uma ferramenta que tem
se mostrado extremamente eficiente é a de diferenciacao automaética. Ela é baseada
em reduzir uma expressao complexa a uma composicao de fungoes primitivas, para
as quais a diferencial é conhecida e, com isso, obter a diferencial da funcao composta
de maneira iterativa, a partir da composicao dessas primitivas.
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A diferenciacio é, na verdade, um problema muito mais de Analise do que Algebra
Linear, mas, no final das contas, envolve a composi¢cao de transformacoes lineares.
Além disso, para ser eficiente, ela deve ter o maior niimero possivel de primitivas e isso
envolve obter primitivas de operacoes envolvendo, também, diversas transformacoes
lineares (e.g. trago, determinante e inversa de um operador, assim como o de diversas
fatorizagoes de uma transformacao linear, entre outras), que, no fundo, séo o pilar da
computacao cientifica. Por esses motivos, é interessante tomarmos um certo espago,
aqui, para descrever essa ferramenta.

Para colocar o problema em perspectiva, um caminho natural para a diferenciacao
é a diferenciacao simbdlica, onde se busca expressar explicitamente uma determinada
composicao de fungoes em termos da variavel inicial.

Por exemplo, dadas formulas de fungoes f = f(z) e g = g(y), com derivadas f’(x)
e ¢'(y), buscamos uma foérmula explicita, em func¢ao de x, para a derivada h'(z) da
composicio h(x) = g(f(x)). Para efeito de ilustragao, se f(x) = cos(z) e g(y) = 2,
entao h(z) = g(f(z)) = cos(x)? e W(x) = —2cos(x)sen(z). Isso, no entanto, pode
se tornar bastante custoso ao considerarmos composi¢bes um pouco mais complexas,
como

h(x) = sen(2z + 2e2<@ 4 In(1 + 2%)). (5.4)

Nesse caso, a derivada se torna

2
W (x) = cos(2x + 2@ 4 In(1 + 2*)) (2 — 4sen(x)e? =@ 4 SL) :
1+ a3
A complexidade da derivada aumenta em uma ordem consideravel com a complexi-
dade da composicao. Funcoes de varias variaveis complicam ainda mais.

Alias, vale ressaltar que, mesmo no caso de uma tnica variavel, como a h(z) em
(5.4), temos tanto operadores unarios (i.e. que dependem apenas de uma variavel,
como x — 2z, ¥ — 23, x + cos(x), x — €%, x — In(x) etc.) quanto binarios (como
(x,y) — z+ye (z,y) — xy), sendo que os binarios sao associativos e podem envolver
mais de dois argumentos (como em (z,y, z) — = +y+ 2, e assim por diante) de modo
que, invariavelmente, mesmo no caso escalar, devemos tratar fungoes multivariadas
em algum momento.

Podemos usar as ferramentas de introspegao da linguagem julia para ver como a
expressao acima ¢ entendida, em uma primeira etapa, por uma linguagem de progra-
macao. Observe, a seguir, que as operagoes binarias aparecem como diferentes ramos
(que podem ter mais de dois, no caso de multiplas operagoes binarias associativas).

julia> dump (Meta.parse(": (sin(2x + 2exp(cos(x)) + log(l + x73)))"); maxdepth=20)
Expr
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head: Symbol quote
args: Array{Any} ((1,))
1l: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol sin
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((4,))
1: Symbol +
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))
1: Symbol =

2: Int64 2
3: Symbol x
3: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))
1: Symbol =
2: Int64 2
3: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol exp
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol cos
2: Symbol x
4: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol log
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))
1: Symbol +
2: Int64d 1
3: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))

1: Symbol ~
2: Symbol x
3: Int64 3

Isso pode ser visualizado em forma de arvore, como ilustrado na Figura 5.1.
O que é evidente é a complexidade da expressao e o custo de se obter a derivada
simbolica da mesma. A derivacao simbolica é possivel e é muito util. Ha pacotes que
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sen

0g

N\ N 1
| 1/ \
| / \2

F1GURA 5.1. Visualizagao, em forma de arvore, de como a linguagem
interpreta e expressa, inicialmente, a funcio h(r) = sen(2z + 225 4
In(1 + 2?%)).

se utilizam de representacoes simbolicas de um modelo para construir automatica-
mente uma implementagao direta do modelo, inclusive de forma otimizada (veja, por
exemplo, ModelingToolkit.jl: High-Performance Symbolic-Numeric Equation-Based
Modeling) [10].

Em muitos casos, no entanto, como por exemplo em redes neurais, em modelos
envolvendo equagoes diferenciais, em modelos probabilisticos, e assim por diante, a
derivagao simbolica nao ¢ uma opgao viavel.

Uma alternativa é aproximar a derivada via diferencas finitas. Por um lado, esse
método €, em principio, bem menos custoso e de mais simples e ampla implementacao,
mas estd sujeito a erros nao despreziveis de aproximacao. Mesmo assim, pode ser
bastante conveniente.

Um terceira alternativa é a de deriva¢ao automdtica, onde as derivadas de uma
ampla classe de fung¢oes fundamentais sdo implementadas de maneira exata (apenas
sujeitas a erros de arredondamente de ponto flutuante mas sem erros mais grosseiros
de aproximagao) mas nao se busca expressar as derivadas da fun¢ao composta expli-
citamente. Essas sao calculadas recursivamente, somente nos pontos em que isso se
faz necessario.

Relacionadas ao exemplo acima, podemos implementar as derivadas parciais das
seguintes fungoes


https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/dev/
https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/dev/
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flx) | f(x)
c 0
T 1
x? 2x
x3 3z
sen(z) | cos(x)
cos(z) | —sen(x)
exp(z) | exp(x)
In(z) | 1/|z]
Podemos, também, implementar o gradiente de algumas fungoes de vérias variaveis
flz,y,z,...) | Vf(z,y,z,...)
T4y (1,1)
r+y+z (1,1,1)
Ty (y, z)

As diferenciais de fungoes vetoriais podem ser calculadas através dos gradientes de
cada componente.

A partir dessas derivadas fundamentais, podemos calcular a derivada da fungao
h(z) definida em (5.4). Essa funcdo, representada na arvore Figura 5.1, pode ser,
também, representada, de forma paralela em relagao aos ramos da arvore, como uma
funcao composta, para facilitar a descricao matematica,

h(z) = f5(fa(fs(f2(f1(2))))),

onde

fi(z) = (z,cos(z),2°)
f2(p,q,7) = (p, exp(q), 1 + 1),
fs(u,v,w) = (2u, 2v, In(w)),
fa(a,b,c) =a+b+c,

r) =
) =
)
f5(z) = sen(2),
Essa composigao pode ser visualizada na Figura 5.2.

Cada diferencial pode ser calculada a partir das diferenciais elementares que a
linguagem ja tem implementada, ilustradas nas tabelas acima.
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T?—U=D——q=2u

T~

os(z) —v=-exp(q) = b=20——2=a+b+c— h=sen(z)

_—

ﬂ/»lil\%

2P ——w=1+r—c=In(w)

FIGURA 5.2. Ilustracdo da composigao h(z) = f5(fa(f3(f2(f1(x))))).

O processo, entao, é o seguinte. Uma vez fixado um ponto zy para o calculo de
h'(xzg), calculamos, iterativamente, os valores das fungdes envolvidas na composigao,

(Po: 4o, 20) = f1(w0) = (z, cos(x), °)

(u0; vo, wo) = f2(Po: go; 7o) = (Po; exp(go), 1 + 70),

(ao,bo,cg) f3(ug, vo, wo) = (2ug, 209, In(wy)),
(
(

| |
=

Qo bQ,CO) = a0+b0 —I-C(),

2p) = sen(zp),

| \
S~

5

e as diferenciais em cada ponto correspondente,

[ 1
Df1 (l’o) = — SGD(I0>

i 3x(2)

1 00
D fao(po, qo,m0) = |0 exp(qo) O},

_O 01

2 0 0
Df?)(u()a/UO)wO): 0 2 0 )

00 =

L |zo0]
Df4((10, b0>CO) = 4 ,1]>
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Finalmente, a derivada de h(zx) é encontrada via composi¢ao:

h/(l’o) = Dfs(Zo)sz;(ao, bo, Zo)Df:a(Uo, Vo, wo)sz(Pm qo, Zo)Dfl (ﬂvo)

2.0 0] 11 0 0 1
=cos(z0)[1,1,1] [0 2 O

00 ] [0 0 3
1 1 00 1
= cos(20)[2, 2, m] 0 exp(qo) 0] |—sen(xg)
2

ol o 0 1 322
1 1
= COS(ZO)[27 2 eXp(QO)7 _] - Sen($0)
|20l 3x?
0
3z
= cos(29) | 2 — 2exp(qo) sen(zg) + Tl
0

Cada calculo desse é muito facil e rapido para o computador. A tnica questao
é ter todas as primitivas necessarias implementadas. E isso envolve primitivas das
implementagoes computacionais, como for, 1f, ifelse, etc.

O calculo pode ser acelerado quanto mais primitivas forem incluidas, para reduzir
o quantidade de composi¢oes. Como boa parte da computacao cientifica se baseia em
composi¢ao de varias operagoes lineares, é importante implementar as diferenciais de
operacgoes envolvendo essas transformacoes, como calculo do determinante, do traco,
de transformagao inversa, de transposta e de diversas fatoracoes [5].

Por exemplo, se T = Tp : R" — R™ ¢ a transformacao linear Tp(u) = Au
associada a uma matriz constante A € R™*" entao a sua diferencial é a propria
transformacao,

DTa(u) = A € Z(R",R™).
Se a propria matriz A = A(u) depende da variével u, entdo precisamos calcular a
diferencial DA (u), que vai variar com a dependéncia de A(u) em u. Mas se em
cima disso tivermos uma funcao de A, como A2, entdao precisamos calcular a diferen-
cial dessa dependéncia, assim como no caso de mais uma transformacao linear. Por
exemplo, a func¢do (A,B) € R™" x R™" — AB € R"*" é uma funcao bilinear nas
matrizes e a sua diferencial pode ser expressa por

D(AB) =DAB + ADB.
Isso vem, de fato, da bilinearidade, visto que

(A +DA)(B+DB) = AB+DAB + ADB + DA DB,
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de modo que
(A+DA)B+DB)—AB=DAB+ ADB +06(2).

O termo de ordem linear em DA e DB (i.e. de ordem O(1)) nessa aproximagao é
DA B + A DB, que é, portanto, a diferencial do produto das matrizes.
No caso da inversa A~!, podemos usar que

AT'A =1
para deduzir, via formula para a diferencial do produto matricial feita acima, que
DA™'A+A'DA =0,

de modo que
DA™'=—-A"'DAA"

Para mais detalhes e para mais formulas, veja, por exemplo, [5].

5.3. Analise dimensional e o Teorema de Buckingham-Pi. A demonstra-
¢ao do Teorema de Buckingham-Pi ¢ uma aplicagao interessante do Teorema 2.1 do
Nicleo e da Imagem. Vejamos do que trata esse teorema, o seu enunciado e uma
demonstracao de parte dele.

A anélise das dimensoes fisicas (ou de outra natureza) das quantidades caracte-
risticas de um determinado problema é de grande valia em diversos aspectos. A sua
aparente simplicidade revela simetrias que muitas vezes afloram de maneira obser-
vavel no fenomeno em questao. Por detras da simples analise, se escondem solucoes
particulares que tém papel significativo no comportamento do sistema e levam a rela-
¢oes aparentemente universais entre as quantidades envolvidas. Em um aspecto mais
mundano, a analise dimensional é til na verificacao da corretude de certas féormulas
e de certas estimativas obtidas de um certo modelo.

No cerne do problema esta um modelo que envolve certas quantidades fisicas (e.g.
peso, posicao e velocidade de um objeto) que dependem de uma ou mais dimensoes
fisicas (e.g. massa, comprimento e tempo). Dependendo da situacdo, é possivel
extrair quantidades adimensionais que determinam relagoes importantes entre essas
quantidades.

Para ilustrar o processo, vamos considerar o modelo classico de um péndulo. Nesse
modelo, temos uma fina haste de comprimento ¢ e massa considerada desprezivel,
com uma das extremidades fixas e com a outra extremidade prendendo um objeto
de massa m. Isso sob a acao da forca gravitacional, com aceleracao gravitacional g.
Um pequeno movimento na massa faz com que o péndulo oscile, com um periodo 7,
descrevendo um arco de circulo a cada oscilagao, com angulo de oscilacao igual a 260,
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FiGurA 5.3. Tlustragao de um péndulo com haste de comptrimento
¢, objeto com massa m, sob a acao da gravidade com aceleracao g,
oscilando até um angulo méximo # em relagao ao eixo vertical e com o
periodo de oscilacao 7, nao representado.

ou seja, 0 é o angulo entre o eixo vertical direcionado para baixo e o vetor posi¢cao do
ponto de maior distancia do eixo, conforme ilustrado na Figura 5.3.

Temos, com isso, cinco quantidades fisicas. As dimensoes fisicas envolvidas sao
a massa M, o comprimento L e o tempo T. Denotando [¢] a dimensao fisica de uma
quantidade qualquer ¢, temos

] =1,
[m] =M,
[9] = %
7] =1,
0] = 1.

Observe que 6 é adimensional, o que é denotado por dimensao 1, pois é definido por
uma razao ¢ = a/r entre um arco de comprimento a de uma circuferéncia e o raio r
da mesma, ambas com a mesma dimensao, de forma que # dimensao tem dimensao

Olhando para uma combinacao qualquer de poténcias dessas quantidades ¢, m,
g, 7 e 0, podemos considerar uma nova quantidade que chamamos de II, simbolo
usado por Buckingham e que deu nome ao resultado hoje conhecido como Teorema
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de Buckingham-Pi. Mais precisamente, considerar uma nova quantidade II dada por
a, b _c_dpe

IT = 0"m’g°T0°, (5.5)

onde a, b, ¢, d, e sao, em geral, nimeros racionais, mas, em teoria, podem ser quaisquer

numeros reais, desde que a poténcia em questao faga sentido.
Olhando para a dimensao de II, obtemos

I_ (&
1] = [emtrte] = el o] = Lo () T
Combinando os termos com a mesma dimensao, obtemos
[11] = LoteMPTd=2, (5.6)

A partir disso, buscamos combinagdes que nos dao uma quantidade II que seja adi-
mensional. Para isso, cada poténcia acima deve ser igual a zero. Ou seja, devemos
resolver o sistema linear

a+c=0

b=0
d—2c=0
e qualquer

(5.7)

Esse é um sistema homogéneo, de trés equagdes com cinco incognitas. Se nao houver
nenhuma redundéncia, esperamos um conjunto solucao de dimensao dois. De fato,
resolvendo, obtemos o conjunto solucao

C ={(a,b,c,d,e) = (r,0,—r,—2r,s); r,s € R}
= span{(1,0,—1,-2,0), (0,0,0,0,1)}.

Usando cada vetor dessa base, encontramos duas quantidades adimensionais, deno-
tadas por II; e Ils:

l
I = 0'm°g 7720 = — 11, = (O'm°¢°7°0" = 0. (5.8)
gT

Observe que a segunda é o proprio angulo 6, que ja sabiamos ser adimensional desde o
inicio. Mas agora conhecemos também uma outra quantidade adimensional, IT;. Mas
a escolha da base é arbitraria. Por exemplo, qualquer poténcia II} de II;, i = 1,2,
continua sendo adimensional, assim como qualquer combinagao IT7'I15%.

A partir dessa quantidade II;, obtemos uma relacao entre o periodo 7 e as outras
quantidades:
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Uma andlise mais formal, nos leva a uma relagao f(Il;,Ils) = 0 entre as quanti-
dades adimensionais que se refletem em uma dependéncia do periodo no angulo 6, da
forma

0=g(0)]—.
g
Para pequenas oscilagoes, isso é bem aproximado por uma constante de proporcio-
nalidade. Por outro ponto de vista, para angulos pequenos de oscilagao, podemos
aproximar o problema do péndulo por um de massa mola, para o qual temos uma
solugao simples explicita, que nos da a relacao

_ 9
8—27‘(‘\/;.

Mas para angulos maiores, a dependéncia em # nao pode ser desprezada.

No exemplo acima, reduzimos o problema de encontrar quantidades adimensionais
a um sistema linear homogéneo, que resolvemos explicitamente. Em geral, o que
podemos usar é o Teorema 2.1 do Nicleo e da Imagem para, pelo menos, responder
quantas quantidades adimensionais podemos esperar extrair do modelo. Isso pode
ser formulado de seguinte maneira.

TEOREMA 5.1. Considere um sistema com n quantidades qq, . .., q, em que m di-
mensoes fundamentais estao envolvidas. Sen > m, entao pelo menos n—m grandezas
adimensionais 11y, ... 11, ., independentes podem ser definidas como poténcias das
quantidades originais. Além disso, cada equagao (escalar) f(qu,...,qn,) = 0 entre es-
sas quantidades, pode ser substituida por uma relagao correspondente f*(Iy, ..., Il,_,) =
0 entre os grupos adimensionais 11,

Esse teorema foi proposto em 1914 por Buckingham. O nome Pi se deve a nota-
¢ao matemaética II para um produtoério, conforme originalmente denotado por Buc-
kingham, visto que as quantidades adimensionais sao produtos das quantidades ori-
ginais do modelo.

Os fundamentos desse resultado de analise dimensional repousam, essencialmente,
em duas hipoteses:

(1) Universalidade: todas as variaveis relevantes foram incluidas no modelo.
(2) Homogeneidade dimensional: A relagao fisica f(qy, ..., q,) = 0 proposta pelo
modelo é dimensionalmente homogénea.

No enunciado do teorema, observe que afirmamos a existéncia de, pelo menos,
n — m quantidades adimensionais independentes. Isso porque, dada uma quantidade
adimensional II, qualquer poténcia II" também é adimensional. Mais geralmente,
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dadas quaisquer quantidades adimensionais Iy, ..., Iz, uma combinagao qualquer
da forma II7* - - - II;* também ¢ adimensional. Portanto, quando dizemos que temos
n — m quantidades adimensionais IIy,...,II;, queremos dizer que nenhuma delas é

combinagao multiplicativa de poténcias das outras quantidades. Observe que tomando
o logaritmo, podemos reinterpretar isso em termos de combinagoes lineares. Definir
o logaritmo de quantidades dimensionais, satisfazendo as propriedades esperadas de
um logaritmo como o de ntimeros reais, ¢ possivel mas requer um certo formalismo,
que nao faremos aqui.

Além disso, nao vamos, aqui, tornar preciso o que sao “dimensoes” e “quantidades”,
no contexto do teorema, nem o que sao essas condi¢oes de universalidade e homoge-
neidade, mas saibam que tudo isso pode ser devidamente formalizado com estruturas
matematicas. Para mais detalhes, vejam, por exemplo [2, 6, 14].

Mas podemos dar detalhes da demonstracao, pelo menos da primeira parte, en-
volvendo apenas a existéncia das quantidades adimensionais. A obtencao da relacao
adimensional f*(IIy,...,II,,_,,) = 0 é um pouco mais delicada.

DEMONSTRAGAO. Formemos o produto

Tn

Queremos saber para quais escolhas de r; o produto é adimensional. Para ver isso,
olhamos para a dimensao do produto e substituimos cada [g;] em termos de suas

dimensoes fundamentais. Se temos apenas m dimensoes fundamentais Dy, ..., D,,,
entao essa substituicao d4 origem a um produto

] = @)™ - lg]™ = Dy*--- Dy, (5.9)
onde cada s;, j = 1,...,m, é¢ uma combinacao linear dos r;, 7 = 1,...,n.

Mais precisamente, escrevamos a dimensao de cada ¢; na forma
a1 yai,2 a;
(@) = D" Dy -+ - Dy
Multiplicando as poténcias de ¢;, obtemos a dimensao
- ai,1 a1,2 a1,m\"t a2,1 a2 - myazm\'2 | n,1 Man2  Myanm\’™
() = (Dy"' Dy** -+ Dy )™ (DY D2 - Dpze)™ - (D™ D D)™
eescrevendo em termos de poténcia de cada dimensao, obtemos

R d t d t d da d , obt

[H] _ Dal,lTl“l‘"'an,l"’nDa1,2T1+"'an,2Tn Da,17m7’1+-'~an,m’!’n
- 1 2 m :

Isso pode ser escrito na forma

1] = D" D32 - -~ Dy
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onde
§1=0a1,171 + - Ap1Tn,

So = G1271 + - Gy 2Ty,

Sp = A1,mT + - QpmTn-

Isso é exatamente (5.9), com as combinacoes lineares de s; em termos dos r; tornada
mais explicita.
Escrevemos essa dependéncia linear dos s; nos r; como

s = Ar,

ondes = (s1,...,8,) € R™, r=(ry,...,1,) € R" e A = (a;;);; € R™*" é uma matriz
m X n.

Para que o produto [II| = Dj* - - - D™ seja adimensional, devemos ter cada potén-
cia se anulando, i.e.

s; =0, 1=1,...,m.
Isso nos leva a um sistema linear homogéneo de m equacoes lineares para n incoégnitas
T1y.e.3Tn,

Ar =0.

Ou seja, reduzimos o problema a se determinar o niicleo da transformacgao linear
associada a uma matriz de tamanho m x n, ou seja

ker(A) = {r € R"; Ar = 0}.
Pelo Teorema 2.1 do Ntcleo e da Imagem,
dimker(A) + dimIm(A) = n.
Como dim Im(A) < m, obtemos
dimker(A) =n — dimIm(A) > n —m.

Logo, a dimensao do ntcleo é no minimo n — m. Portanto, temos, no minimo,

n — m solucoes linearmente indepentes, r*, k=1,...,n —m.
Cada solugao r* = (r¥, ... r¥), k =1,... ,n—m, nos d4 uma quantidade adimen-
sional

k k
_ 1 T
Hk = ql e qnn
Isso corresponde, justamente, as n — m grandezas adimensionais do enunciado do
teorema. Pelo menos. A matriz pode nao ter posto maximo, de forma que o niicleo

pode ser maior do que n — m, revelando outras quantidades adimensionais. 0
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5.4. Dualidade em programacao linear. Considere um problema de otimi-
zacao linear da forma
max (f, u), (5.10)
Au<b
onde A : X — Y é uma transformacao linear entre espagos vetoriais X e Y sobre um
mesmo corpo K; b € Y; e f € X* sao fornecidos; e > sao relagoes de ordem parcial
em X eY (ie. u>0em X e Au < b em Y), compativeis com as estruturas vetoriais
correspondentes (veja Exercicio 5.13). A maximizagao ocorre em rela¢do a variavel
u € X, restrita ao conjunto admissivel

U = {u > 0; Au < b}. (5.11)

A formulagao (5.10), por ser a original, pode ser chamada de problema primal. O
problema dual tem a forma

min (g, b), (5.12)
A*g>f

onde a minimizagao, agora, é na variavel g € X*, restrita ao conjunto admissivel
F={geY" Ag>f} (5.13)

e onde as relagoes sao as relagoes de ordem parcial induzidas nos duais X* e Y* (veja
Exercicio 7.11).

Qual a relagao entre os dois problemas? Ela é dada pelo seguinte resultado,
conhecido como Teorema Fraco de Dualidade.

TEOREMA 5.2 (Fraco de Dualidade). Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um
mesmo corpo com relagdo de ordem parcial < (mesma notagdo para os dois espagos),
A: X — Y uma transformacao linear, b € Y e f € X* sao fornecidos. Supondo que
0s conjuntos admissiveis U e F, definidos em (5.11) e (5.13) sejam nao vazios, vale
a desigualdade

sup (f,u) < inf (g, b). (5.14)
u>0 920
Au<b A"g>f

DEMONSTRAGAO. Observe que para todo u € U e para todo g € F, vale
(f,u) < (A'g,u) = (g, Au) < (g, b),

de modo que

sup (f,u) < inf (g, b).
u>0 >0
Au<b A*g>f
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COROLARIO 5.1. Se
inf (g,b) = —o0,

g>0
A*g>f

entio o problema primal é invidvel (nao possui solugao). Por outro lado, se

sup (f,u) = oo,
u>0
Au<b

entao o problema dual € invidvel.

COROLARIO 5.2. Seu € U e g € F admissiveis sao tais que

(g,b) = (f,w),

entdo u e g sao solugoes dtimas dos problemas primal (5.10) e dual (5.12), respecti-
vamente.

Sob certas condicoes, o maximo e o minimo acima coincidem, que é a versao forte
do teorema de dualidade, ou Teorema Forte de Dualidade.

EXEMPLO 5.1. Nao ha nada de tao especial na forma primal. Na verdade, de-
pendendo do contexto, se o interesse inicial for pelo problema (5.12), entdao podemos
chamaé-lo de problema primal, de forma que (5.10) seria, entao, o seu dual.

EXEMPLO 5.2. Também podemos considerar inicialmente uma variagao do (5.10),
na forma, muito comum,

min (f, u). (5.15)
Au<b

Esse problema pode ser reescrito como

Au<b

que &, sim, da forma (5.10).

5.5.

6. Exercicios

Exercicios
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

3. TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo e seja J: X — Y um
isomorfismo entre X e Y, i.e. uma transformacao linear que é uma bijecao
entre o seu dominio e o seu contra-dominio. Por ser uma bijecao, a sua
inversa J™! : Y — X esta bem definida e satisfaz J71(J(u)) = u, para todo
ue X elJJ'(v)) = v, para todo v € Y. Mostre que J7' : Y — X também
¢ linear.

Sejam T: X — Y eS:Y — Z transformagoes lineares invertiveis, onde X,
Y e Z sao espagos vetoriais sobre o mesmo corpo. Mostre que (SoT) : X — Z
também ¢ invertivel e a sua inversa ¢ dada por (SoT)™! =T 1oS™L

Seja T : X — Y uma transformacao linear entre espacos vetoriais X e Y
sobre o mesmo corpo, com X de dimensao finita. Mostre que X/ker(T) é
isomorfo a Im(T) (veja Teorema 2.1).

Sejam X,Y e Z espacos vetoriais sobre um mesmo corpo, T,L € Z(X,Y) e
R,Se€ 2(Y,Z) e A € K. Mostre que

So(T4+AL)=(SoT)+ A(Tol)

(S+AR)oT=(SoT)+ A(RoT).

O Teorema 2.1 do Nicleo e da Imagem nos fornece uma outra demonstragao
de que se U,V sao dois subespagos de um espago vetorial X, entao dim(U U
V) =dim(U) + dim(V) — dim(U N'V). Para isso, considere a transformagao
linear T : UxV — X dada por T(u,v) = u+v, para (u,v) € UxV. Observe
que, nessa transformacao, o dominio é o produto cartesiano U x V' enquanto
que X é o contra-dominio. Identifique a dimensao do dominio U x V', assim
como o nucleo de T em U x V e a imagem de T no contradominio X e use o
Teorema do Ntcleo e da Imagem para deduzir o resultado.
Encontre uma base para o nicleo das seguintes transformacoes lineares

(1) T:R? — R? dado por T(z,y,2) = (x — y,y — 2,2 — @);

(2) T:R3 — R? dado por T(z,y,2) = (z — y,y — 2);

(3) T: Py — Py dado por T(p)(x) = p”(x);

(4) T:R*? — R? dado por T(¢%) = (a+b,d —¢)

Encontre uma base para a imagem das seguintes transformacoes lineares

(1) T:R?* — R? dado por T(z,y) = (x — y,z — 2y, 3z — 2y);

(2) T:R3 — R* dado por T(z,y,2) = (x —y,y — 2,0 — 2, + Yy + 2);

(3) T: Py — Py dado por T(p)(z) = p”(z);

(4) T:R*? — R?* dado por T(¢%) = (a+b,d—c)
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6.11.

6.12.

6.13.

6.14.
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Encontre uma transformacao linear T : R® — R? tal que o ntcleo seja o plano
x4+ 1y + 2 = 0 no dominio R? e a imagem seja a reta y = x no contra-dominio
R2.
Sejam T : X — Y e S : Y — Z transformacoes lineares entre espagos
vetoriais X, Y, Z sobre o mesmo corpo. Entao
(1) Mostre que Im(ST) C Im(S).
(2) Mostre que ker(T) C ker(ST).
(3) Mostre que dim(ker(ST)) < dim(ker(S)) + dim(ker(T)).
(4) Dé um exemplo em que vale a igualdade dim(ker(ST)) = dim(ker(S)) +
dim(ker(T))
Seja T : X — Y uma transformacao linear entre dois espacos vetoriais de
dimensao finita X e Y. Mostre que existe um espago vetorial Z e duas
transformacoes lineares S : X — Z e R : Z — Y tais que T = RS, com S
sobrejetiva e R injetiva.
Sejam T : X — Y e S : Y — Z transformagoes lineares entre espagos
vetoriais X, Y, Z sobre um mesmo corpo.
(1) Suponha que T e S sejam sobrejetivos. Mostre que ST é sobrejetivo.
(2) Suponha que T e S sejam injetivos. Mostre que ST ¢ injetivo.
(3) Suponha que T e S sejam bijetivos. Mostre que ST é bijetivo.
Sejam T : X — Y eS : Y — Z transformacoes lineares entre espacos
vetoriais X,Y, Z sobre um mesmo corpo. Mostre que se ST : X — Z é
bijetiva, entao T é injetiva e S é sobrejetiva. Dé um exemplo mostrando que
nao ¢é necessario que T seja sobrejetiva e que S seja injetiva, para que ST seja
bijetiva.
Seja T : X — Y uma transformacao linear entre dois espagos vetoriais X e
Y de dimensao finita.
(1) Mostre que T ¢é sobrejetiva se, e somente se, leva um conjunto de vetores
{w1,...,w,} que geram X em um conjunto {Twy,..., Tw,} de vetores
que geram Y.
(2) Mostre que T ¢é injetiva se, e somente se, leva um conjunto de vetores

{wi,...,w,} LI em X em um conjunto de vetores {Twy,..., Tw,} LI
em Y.
(3) Mostre que T ¢é bijetiva se, e somente se, leva uma base {wy,...,w,}

de X em uma base {Twy,..., Tw,} de Y.
Seja T : R™*"™ — R™" a transformacao linear que leva uma matriz quadrada
A € R™™ em sua simetrizagdo T(A) = (A + A™)/2, onde A" é a sua trans-
posta (veja Exemplo 1.23). Encontre o posto dim(Im(T)) de T e caracterize
o seu nucleo ker(T).
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6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

3. TRANSFORMACOES LINEARES

Seja T : X — Y uma transformacao linear entre dois espagos vetoriais X e
Y sobre o mesmo corpo K. Seja C' C X um conjunto convexo no dominio
de T. Mostre que a imagem TC = {Tu; u € C'} de C sob T é um conjunto
convexo no contra-dominio Y.

Seja T : X — Y uma transformagao linear entre dois espagos vetoriais X
e Y sobre o mesmo corpo K. Seja C' C Y um conjunto convexo no contra-
dominio. Mostre que a pré-imagem T'C = {u € X; Tu;e C} é um
conjunto convexo no dominio X.

Seja M : X — Y uma transformacao invertivel, entre dois espagos vetoriais
X e Y de mesma dimensao finita. Considere uma base qualquer ¢ de X.
Encontre uma base « tal que [M]f =1, onde I é a matriz identidade.
Considere uma corda de comprimento ¢ com uma extremidade fixa e a outra
presa a um objeto de massa m. Suponha que esse sistema corda-massa gire
em um movimento circular uniforme, com velocidade tangencial constante v.
Esse movimento gera uma tensao T na corda. A tensao ¢ uma forga. Use
analise dimensional para deduzir a relagao

—— = constante.

muv
Em 1941, G. I. Taylor, um famoso fisico e matematico britanico, com gran-
des contribuigoes & mecéanica dos fluidos, fez uma estimativa do rendimento
da primeira bomba nuclear detonada pelos EUA, na chamada experiéncia
Trinity. A estimativa foi feita apenas com analise dimensional e dados da
evolucao da frente de onda obtidos de uma filmagem da explosao. Assu-
mindo que os tinicos parametros relevantes para o calculo do rendimento F
(energia despendida) sdo a densidade p do ar, o raio da onda de choque
r = r(t) e o instante de tempo ¢, encontre uma relacao adimensional entre
essas quantidades.
Estimar o atrito na parede de um tubo é uma das tarefas mais comuns em
aplicagoes de engenharia envolvendo fluidos. Para tubos longos circulares e
asperos em regime de escoamento turbulento, a tensao de cisalhamento no
parede, 7, ¢ uma fungao da densidade p, viscosidade (dinamica) p, veloci-
dade média V', diametro do cano d, e da altura de rugosidade da parede €.
Assim, funcionalmente podemos escrever a rela¢ao 7, = f(p, u, V., d, ¢).
(1) Usando o procedimento do Teorema de Buckingham-Pi, mostre como

chegar nos grandezas adimensionais

Tw Re — de’

3
Cp=—% =
f pvQ? M € d’


https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear_weapon_yield
https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear_weapon_yield
http://nuclearweaponarchive.org/Usa/Tests/Trinity.html
http://nuclearweaponarchive.org/Usa/Tests/Trinity.html
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(2) Conclua que a relagdo pode ser simplificada para Cy = f*(Re,c*).
O termo C é chamado de coeficiente de atrito na parede; Re é chamado de
numero de Reynolds; e €* é chamado de rugosidade relativa.






CAPITULO 4

Operadores Lineares

Quando uma transformacao linear tem o seu contra-dominio igual ao seu dominio,
dizemos que a transformacao é um operador linear. Operadores lineares trazem uma
riqueza de propriedades e aplicagoes, que comegaremos a explorar, aqui.

1. Fundamentos

1.1. Definicao de operador linear.

DEFINICAO 1.1. Dado um espago vetorial X, uma transformacao linear T : X —
X desse espaco nele mesmo leva o nome especial de operador linear em X.

1.2. A Algebra dos operadores lineares. No caso em que o dominio e o contra-
dominio sao o mesmo espacgo vetorial, podemos compor transformacoes lineares em
qualquer ordem e repetidamente. Além disso, temos uma estrutura de dlgebra asso-
ciativa.

PROPOSIGAO 1.1. Dado um espago vetorial X sobre um corpo K, o espa¢o £(X, X)
dos operadores lineares em X € denotado simplesmente por £(X) e forma uma dlgebra
em relagdo as estruturas de espago vetorial em £ (X) e de composi¢ao de operadores,
ou seja, L(X) é um espago vetorial sobre K e a composi¢io define uma opera¢ao
bindria o : L(X) X L(X) — L(X) que € distributiva a direita e a esquerda e é
compativel com o corpo, no sentido de que (AS) o (uT) = Au(So T). Mais ainda,
ZL(X) € uma dlgebra associativa, visto que a composi¢do é associativa (mas nao €
comutativa).

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposi¢ao 3.2 e da Proposicao 3.3. U

Composigoes do mesmo operador ganham uma notagao adequada.

DEFINIGAO 1.2. Dado um espago vetorial X e um operador linear T € £(X), a
composi¢ao de T consigo mesmo, repetidas vezes, € denotada por TF = TT--.T (k
vezes), k € N.

151
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DEFINICAO 1.3. Dado um espaco vetorial X sobre um corpo K, um operador
linear T € L(X) e um polindomio p = p(x) = ap + a1x + ... + a,x™ com coeficientes
ag, - - ., a, no corpo K, podemos definir o operador p(T) € £(X) por

p(Mu=(al + a1 T+...+a, T Hu=au+a;Tu+...+a,T"u,
para todo u € X.

PROPOSIGAO 1.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Se p e q sao polindomios sobre o corpo K, entao vale a identidade

(pg)(T) = p(T)g(T).
Em particular, se p estd na forma fatorada p(x) = a(x — x)™ - -+ (x — xp)"™, com
oy s Ty €K, ny,....ny, € N em €N, entao

p(T) =a(T —zol)™ - (T — z,,1)".

DEMONSTRACAO. Basta expandir e fazer as devidas manipulacoes algébricas.
Deixamos para o leitor verificar. 0

OBSERVAGAO 1.1. Nesse caso em que T,S € £ (X, X), em um mesmo espago
vetorial X, podemos considerar tanto a composi¢ao S o T como a composi¢gao T o S.
E natural, nesse momento, questionar se vale a comutatividade ToS = So T. Isso
nao ¢ verdade, em geral. Por exemplo, considerando X = R?, T(z,y) = (—y,z) a
rotagao de 90° no sentido trigonométrico e S(x,y) = (z,—y) a reflexdo no eixo z,
temos que (So T)(z,y) = (—y, —z) é a reflexdo em relagdo a reta y = —x, enquanto
que (T oS)(z,y) = (y,z) é a reflexdo em relacao a reta y = z.

OBSERVACAO 1.2. Outro exemplo interessante de nao-comutatividade aparece em

X = B°(R) com as operagoes fundamentais do Célculo. Mais precisamente, seja T
o operador de derivagao, i.e. dado f € 6*°(R), temos T(f) como sendo a derivada

de f,
df
()@ = L)
E seja S o operador que leva uma fungao f € €*°(R) na sua primitiva que se anula
na origem, i.e.

S()(x) = / " f(e) de.

Naturalmente,

(ToS)(f) =1,
para todo f € €°(R). Por outro lado,

(SeT)(f) = f—F(0),
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para f € 6°(R) qualquer. Podemos escrever que
TS =1, ST =1— 4y,
onde | é o operador identidade e dy(f) = f(0) é a delta de Dirac.

EXEMPLO 1.1. O espaco R?® munido do produto vetorial x é um outro exemplo
de &lgebra nao comutativa.

EXEMPLO 1.2. O espago 6(€2) de fungodes reais continuas em um dominio 2 C
R™ n € N, é uma algebra comutativa quando munida da multiplicacao de funcoes
(f9)(x) = f(x)g(x), Vx € 2, para f,g € B(2). Da mesma forma, o subespago P(f2)
de polindmios restritos a ) também é uma &algebra associativa, sendo, portanto, uma
sub-dlgebra de 6(2). Ambas sao algebras com unidade para a multiplicagao, dada
pela fungao constante 1(x) = 1.

EXEMPLO 1.3. Algebras aparecem de forma importante em diversos resultados.
Por exemplo, o Teorema de Weierstrass (que diz que toda fun¢do continua em um
intervalo fechado limitado pode ser aproximada uniformemente por polindémios) tem
por extensao o Teorema de Stone-Weierstrass [4]. Esse teorema trata da densidade
na algebra 6(K) das fungdes continuas em um espag¢o métrico compacto K qualquer
e diz que toda sub-algebra de 6(K') que contém a unidade multiplicativa e que separa
os pontos de K é densa em G(K). A condi¢ao de separar pontos é a de que, dados
pontos z,y € K, existe p na sub-algebra tal que p(z) # p(y).

OBSERVACAO 1.3. O Exemplo 1.3 ilustra um caso em que um subespaco vetorial
proprio é denso no espaco. Isso s6 é permitido acontecer em dimensao infinita. Em
relacao a isso, veja Observacao 2.5.

EXEMPLO 1.4 (Transformada de Fourier no espago de Schwartz). A transformada
de Fourier definida no Exemplo 1.12 do Capitulo 3 pode ser considerada como um
operador linear F : §(R",C) — S§(R", C), no espago de Schwartz

xeR”

S(R",C) = {f € 6®(R",C); Yo, B € N", sup [x*(D°)(x) [ < oo} ,

onde x* = (z',...,2%") e DPf = (001 f,...,00f), para o = (ov,..., ) € N?
e = (P1,...,0n) € N" que é o espago das fungoes teste com decaimento super-
polinomial das funcoes e das suas derivadas.

EXEMPLO 1.5 (Transformada inversa de Fourier no espago de Schwartz). A trans-
formada inversa de Fourier, G : S(R",C) — S§(R",C) tem a seguinte forma, bem
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semelhante & da propria transformada direta,

9(x) =G(g9)(x) = W /Rn g(w)e™¥ dw, x € R™. (1.1)

EXEMPLO 1.6 (Transformada de Fourier em L?). Pela densidade de S(R™, C) em
L*(R",C), a transformada de Fourier pode ser estendida, também, a um operador
linear em L?(R",C).

1.3. Operadores lineares invertiveis.

PROPOSIGAO 1.3. Seja X um espaco vetorial e considere a dlgebra de operadores
lineares £ (X). O subconjunto de £(X) formado pelos operadores lineares invertiveis
€ um grupo, com o elemento unitdrio sendo o operador identidade, denotado por
| - X — X e definido por [(u) = u, para todo u € X. Por vezes, denotamos o
operador identidade por |x, para deizar claro o espaco vetorial em que ele age. Fsse
grupo de operadores lineares invertiveis em X € denotado por GL(X) (advindo de
grupo linear geral ou general linear group, em inglés). No caso particular em que
X = K", denotamos esse espago por GL(n, K).

OBSERVACAO 1.4. O exemplo da Observacao 1.2 serve para ilustrar, também, um
par de operadores T,S : X — X em que SoT = | é o operador identidade mas
ToS # |, ndao. E de que eles nao sao operadores invertiveis em X. Em dimensao
finita, no entanto, isso nao acontece, conforme provado no Teorema 1.1.

OBSERVACAO 1.5. A nomenclatura de grupo linear geral vem do fato de que, no
caso de uma matriz n X n invertivel, as suas colunas (e as suas linhas) sdo vetores
linearmente independentes, que é a posigao genérica (ou mais provavel, em um sentido
topologico) de n vetores no espago. Ou seja, se escolhermos “aleatoriamente” n vetores
em um espaco de dimensao n é quase certo que eles sejam LI. Pensemos indutivamente:
tendo escolhido k vetores LI e escolhendo o (k 4 1)-ésimo vetor “aleatoriamente”; o
conjunto serd LD se, e somente se, o (k + 1)-ésimo vetor estiver no subespago k-
dimensional gerado pelos k primeiros vetores, que ¢ um espaco “infimo” dentro de
todo o espaco n-dimensional possivel. Nesse sentido, vemos que essa escolha é muito
particular e improvavel. Vejamos, se Sy é o subespaco gerado pelos k£ primeiros
vetores LI e S}, ¢ um subespago complementar, entdo o (k + 1)-ésimo vetor serd
escolhido da forma u = v+ w, onde v € S, e w € S}, sao arbitrarios, sendo que
a unica escolha possivel para que o conjunto agregado de (k + 1) vetores seja LD é
que w = 0, que é uma escolha muito particular, perto de todas as outras escolhas
possiveis. Uma maneira rigorosa de expressar isso ¢ que o conjunto S, \ Si é aberto
e denso no conjunto S,, de todas as escolhas possiveis. H4 uma definicao mais formal
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de propriedade genérica em espagos topologicos que é justamente baseada na ideia de
intersecoes enumeraveis de conjuntos abertos densos.

TEOREMA 1.1. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e sejam T,S € L(X)
operadores lineares em X. Entao SoT =1 se, e somente se, ToS =1 se, e somente
se, T e S sdo invertiveis com S = T~ e vice-versa.

DEMONSTRAGAO. Observe que, por simetria, provar que So T = | implica em
T oS =1 ¢é analogo a mostrar que T oS = | implica em So T = 1. Ou seja, basta
mostrar uma dire¢ao para provar a equivaléncia.

Além disso, se T e S sdo invertiveis com S = T~1 e T = S~!, entdo é imediato que
SoT=leToS=1

Ou seja, s6 precisamos mostrar que So T = | implica em T e S serem bijetivos e
ToS=1

Caso X = {0} seja o espago trivial, entdo T e S levam o elemento neutro no
elemento neutro e nao ha nada mais a se provar. S6 precisamos trabalhar no caso em
que dim(X) € N.

Seja, entao, n = dim(X). Suponha que SoT = |. Entao ker(SoT) = ker(l) = {0}.
Além disso, ker(T) C ker(S o T), logo ker(T) = {0} também, o que prova que T é
injetiva. Pelo Teorema 2.1 do Ntcleo e da Imagem,

dim(Im(T)) = dim(X) — dim(ker(T)) = dim(X).
Como X ¢é de dimensao finita, isso implica em Im(T) = X, o que prova que T é
sobrejetiva. Ou seja, T é uma bijecao. Resta mostrar que ToS = 1.
Seja, agora, entao, v € X arbitrario. Como T é uma bijecao, existe u € X tal que
v =T(u).

Aplicando S e usando que So T = |, obtemos

S(v) =S(T(u)) =u.
Aplicando agora T, obtemos

T(S(v)) =T(u) =v.
Como isso vale para v arbitrario, obtemos que ToS = |. Isso completa a demonstragao.

O

OBSERVACAO 1.6. Olhando a demonstracao do Teorema 1.1, parte do argumento
foi mostrar que se T é invertivel e SoT = |, entdo necessariamente S = Tt e ToS = I.
Mostramos isso tomando um v € X e chegando a T(S(v)) = v. Outra maneira passa
por usar a associatividade da composicao e chegar em

S=Sol=So(ToTH)=(SoT)oT ' '=loT'=T"L
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Assim, ToS=ToT ! =1I.

OBSERVACAO 1.7. O resultado do Teorema 1.1 nao se estende a espagos de dimen-
sao infinita. De fato, considere, por exemplo, o espago vetorial X = RN = {(z;) en}
das sequéncias de nimeros reais e o operador linear em X dado por T(zy,xs,...) =
(0,21, x9,...). Entao T é injetivo mas nao é sobrejetivo.

Como consequéncia do Teorema 2.1, em particular do Teorema 2.3, temos que
um operador T € £(X) é invertivel se e somente se ¢ injetivo e se, e somente se, é
sobrejetivo.

TEOREMA 1.2. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e seja T € L (X).
Entao ker(T) = {0} se, e somente se, Im(T) =Y se, e somente se, T € invertivel.

1.4. Mudanca de base. Dado um vetor u em um espago vetorial X de dimensao
finita n = dim(X) € N sobre um corpo K, podemos representa-lo em diferentes bases.
De acordo com o Teorema 3.1, se @ e ¢ sao duas bases de X, entao vale

(u)s = (lu)s = [IJ§ ().

A representacao [l]j do operador identidade, da base « para a base 6, tem o nome
especial de matriz de mudanca de base.

DEFINIGAO 1.4. Seja X um espago vetorial de dimensao finita n = dim(X) € N
e sejam a e 6 duas bases de X. Entdo a representacao [|§ do operador identidade
da base a para a base 6 € chamada de matriz mudanca de base, da base a para
a base 6., e leva a representacao de um vetor na base ¢ na representacao do vetor na
base 6, i.e.

[us = [1]§ [u..

TEOREMA 1.3. No contexto da Definicio 1.4, a matriz [I|° define a operagao
wmversa e vale a identidade

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente de

(0)e = (ln)o = (1[5 (w)s = [, (l0)s = (1% (1] (w)..
ou seja,
15105 = 1.

W
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OBSERVAGCAO 1.8. Seja X um espago vetorial de dimenséo finita n = dim(X) €

N e sejam « = {wy,...,w,} e 6 = {vy,...,v,} duas bases de X, com as suas
respetivas bases duais ¢* = {f1,...,f.} e 6* = {g1,...,09,}. Entdo, de acordo com o
Teorema 3.1, seguindo a Definicao 3.5, temos
(g1, w1) (g1, w2) -+ (g1, Wy)
@ (g2, w1) (g2, W2) -+ (g2, Wy)
1§ = . - .
<gm>W1> <gm,w2> e <gTVL7Wn>

Em outras palavras, cada coluna j ¢ a representacao, na base 6, do j-ésimo vetor w;
da base <.

EXEMPLO 1.7. Considere a base canénica ¢ = {(1,0),(0,1)} em R? e a base
6 ={(1,2),(1,3)}. Temos

(1,2) = 1(1,0) + 2(0,1),  (1,3)=1(1,0) + 3(0,1),

=y 5

Como estamos “chegando” na base canonica, as colunas sao simplesmente os vetores
da base 6. Para a mudanca inversa,

(1,0) = 3(1,2) — 2(1,3), (0,1) =—(1,2) +(1,3),

=5 i

Para o controle de sanidade, verificamos os produtos das duas matrizes M = [I]§ e

M e e [3 =111 1] [t o]
e A R

2. Similaridade

ou seja,

ou seja,

Perfeito.

Operadores invertiveis formam uma classe bem particular de operadores lineares.
E sao fundamentais no estudo de outros operadores lineares, invertiveis ou nao. Po-
demos pensar os operadores invertiveis como ‘“reorganizacoes’ de um mesmo espago
vetorial. Caso o espaco seja de dimensao finita, possuindo portanto uma base finita,
digamos « = {wy, ..., w,}, um operador invertivel M funciona como uma mudanga
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de base, levando a base « em uma nova base 6 = {M(wy),...,M(w,)}. E o que
acontece caso queiramos representar um determinado operador T € £(X) em cada
uma dessas bases? Eles naturalmente devem ter representagoes (matriciais) diferentes
em cada base, mas, no fundo, representam a mesma transformacao. Como podemos
identificar que representam a mesma transformacao? Para isso, deve ser indiferente
aplicar a transformagao antes ou depois da mudanca de base. Isso nos leva ao conceito
de similaridade. E como operadores lineares em dimensao infinita estao intrinsica-
mente ligados a matrizes quadradas, o conceito de similaridade se estende a essas
matrizes.

2.1. Operadores similares.

DEFINICAO 2.1. Seja X um espaco vetorial. Dois operadores lineares S, T €
ZL(X) sao ditos similares, ou conjugados quando existe um operador invertivel
M e GL(X) tal que

MS = TM,
ou, equivalentemente,

S=M'TM.

DEFINIGAO 2.2. Seja X um espago vetorial. Dado M € GL(X), a transformagao
T Ty =M1ITM em £(X) € chamada de transformacgao de similaridade ou
operador de similaridade ou operador de conjugacgao.

TEOREMA 2.1. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. O operador de
similaridade satisfaz

(S -+ T)l\/l - SM +TM7
(AT)m = ATwm

(ST)I\/I = SMTM7
para quaisquer T,S € L(X) e A € K e para todo M € GL(X).

DEMONSTRAGAO. Segue imediatamente da definigdo de similaridade e das pro-
priedades de associatividade e de distributividade a esquerda e & direita da operacao
de composicao que

S+Tu=M'S+TIM=M"(SM+TM) =M 'SM+ M 'TM = Sy + Ty

ATy = MTAT)M = M HA(TM)) = AM™ITM = ATy
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Usando ainda que | = MM~ temos, também, que
(ST)y =MHST)IM =M SITIM = M (S(MM~HT)M
= (M7'SM)(M~'TM) = Sy Tw.
O

OBSERVACAO 2.1. Em outras palavras, o Teorema 2.1 diz que cada operador
de similaridade T +— Ty é um automorfismo da élgebra £(X), pois preserva a sua
estrutura de algebra, ou seja, a de espago vetorial munido da operagao de composicao.

TEOREMA 2.2. Seja X um espago vetorial. Dados um operador linear T € £(X)
e operadores lineares invertiveis M,N € GL(X), temos

(TM)N = TMN~

DEMONSTRACAO. O resultado segue da associatividade da composicao e do fato
de que (MN)~! = (N"!M™1), visto que

(Tw)n = (M7ITM)y = N"Y(M~'TM)N = (N~'M~1)T(MN)
= (MN)""T(MN) = (T)un.
0

EXEMPLO 2.1. O Teorema 2.2 diz que o conjunto de operadores de similaridade
{8(M);M € GL(X)}, onde §(M) € £(X) é dado por S(M)(T) = Twm, é um grupo,
visto que S(M)S(N) = S(MN), com o elemento neutro sendo §(I) e o inverso de S(M)
sendo §(M~1). Mas isso ¢ mera curiosidade. Nao iremos usar essa abstragao aqui.

2.2. Similaridade como relagao de equivaléncia. Os resultados acima ga-
rantem que a relacao de similaridade entre operadores lineares ¢ uma relagao de
equivaléncia.

TEOREMA 2.3. Seja X um espago vetorial. A relacao de similaridade entre dois
operadores T,S € L(X), i.e. T ~S quando S = Ty para algum M € GL(X), € uma
relagdo de equivaléncia em £L(X), ou seja, satisfaz

(i) (reflezividade) T ~ T;
(i) (simetria) T ~S se, e somente se, S~ T.
(1) (transitividade) T ~S eS ~ R, entao T ~R.

DEMONSTRACAO. Para a reflexividade, basta considerar o operador identidade
| € GL(X), de tal modo que Ty = I"!Tl = ITI = T, ou seja, T ~ T, para um
T € Z(X) arbitrario.
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Para a simetria, se T ~ S, dado M € GL(X) tal que S = M~TM, basta considerar
M~! no operador de similaridade, para obter T = MSM~! = (M~1)71SM~! = Sy,
mostrando que S ~ T.

Por fim, se T ~ S e S ~ R, entao existem M,N € GL(X) tais que S = M~!TM e
R =N"'TN. Com isso,

R=N"'TN=N"'M'TM)N = (N""M")T(MN) = (MN)"'T(MN) = Ty,

ou seja, T ~ R, completando a demonstracao. Observe que, para a transitividade,
usamos a propriedade provada no Teorema 2.2. 0]

O resultado do Teorema 2.3 de que a similaridade é uma relagao de equivaléncia
nos leva a buscar entender o conjunto de todas os operadores lineares a partir de
representantes de cada classe de equivaléncia

[T]l.={Twm; VM € GL(X)}

em £(X)/ ~, e, assim, buscar, também, classificar todos os tipos de operadores
possiveis. Veremos que isso é possivel em dimensao finita.
Algumas classes sao simples, como mostram os seguintes exemplos.

EXEMPLO 2.2. A classe de equivaléncia do operador identidade | contém apenas
o operador identidade, i.e. [I] . = {I}. De fato, se M € GL(X), entao Iy = M~1IM =
M~'M = I. Da mesma forma, a classe de equivaléncia do operador nulo 0 (definido
por O(u) = 0 € X, para todo u € X) contém apenas o operador nulo, i.e. [0] = {0},
visto que, nesse caso, Oy = M~10M = 0.

EXEMPLO 2.3. Mais geralmente, a classe de equivaléncia de um multiplo da iden-
tidade, Al, para A € K, que inclui os casos anteriores A = 1 e A = 0, também
contém apenas o proprio operador, i.e. [Al] . = {Al}, visto que, se M € GL(X), entao
AD)pm = MY ADM = AM7HM = AM~IM = )l

Vimos que o grupo de operadores lineares nao é comutativo, mas ha uma relagao
interessante entre as duas ordens possiveis de se compor dois operadores, como mostra
o resultado a seguir.

TEOREMA 2.4. Seja X um espago vetorial e sejam T,S € L(X). Se pelo menos
um dos dois operadores for invertivel, entao TS e ST sao similares entre si.

DEMONSTRACAO. Supondo T invertivel, usamos M = T no operador de similari-
dade para escrever
ST=T'TST=T4TST = (TS,

mostrando que ST é similar a TS.
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Por simetria, o resultado também vale caso S seja invertivel. Ou, mais explicita-
mente, supondo S invertivel, temos

TS =S7!STS = (ST)s,
completando a demonstracao. ([l

EXEMPLO 2.4. Em relacao ao resultado do Teorema 2.4, definindo M = T, pode-
mos, naturalmente, escrever

MST = TST = TSM.

Ou seja, para que isso implique em similaridade, precisamos que M = T seja invertivel.
Da mesma forma, escolhendo M = S, podemos escrever

MTS = STS =STM.

Nesse caso, precisamos que M = S seja invertivel para que isso implique em similari-
dade.

EXEMPLO 2.5. Vimos na Observacao 1.1, que a rotacao de 90° no sentido trigo-
nométrico T(z,y) = (—y,z) e a reflexdo S(x,y) = (z, —y) no eixo = nado comutam,
como operadores em R?. Mas observe que ambos sao invertiveis. Entao segue do
Teorema 2.4 que ST é similar a TS, com a similaridade podendo ser obtida tanto
com T quanto com S. Vimos que (ST)(z,y) = (—y, —z) é a reflexdo em relacao a

reta y = —x, enquanto que (TS)(x,y) = (y,x) é a reflexdo em relagdo a reta y = x.
Considerando, por exemplo, M = T no operador de similaridade, temos

MST = TSM,
com

Considerando M = S no operador de similaridade, temos

MTS = STM,

(MTS)(z,y) = S((TS)(2,y)) = S(y, ) = (y, —x).

2.3. Similaridade entre matrizes. Matrizes sao, de certa forma, a esséncia
das transformagoes lineares em dimensao finita. Ja vimos que toda matriz da origem
a uma transformagao linear entre espacos R™ e R™, para n,m € N apropriados, e
toda transformacao linear entre espagos de dimensao finita pode ser representada por
matrizes, dependendo das bases escolhidas para cada espaco.

No caso de operadores lineares, o dominio e o contradominio sao os mesmos e
a representagao de um operador linear em uma determinada base da origem a uma
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matriz quadrada, n X n, onde n é a dimensao do espaco. Escolhendo bases diferen-
tes, obtemos matrizes diferentes representando a mesma transformacao linear. Nesse
sentido, o conceito de similaridade se aplica, identificando que essas matrizes sao
manifestacoes de um mesmo operador linear. Vamos ver, aqui, mais diretamente, o
efeito desse conceito na espaco das matrizes.

Se T € £(X) ¢ uma transformagao linear em um espago X de dimensao finita
n = dim(X) € N sobre um corpo K e se « e 6 sao duas bases de X, entdo temos as
representagoes [T|, e [T]s como matrizes em K". Qual a relacao entre [T], e [T]4?
Isso é dado pelo préximo resultado.

TEOREMA 2.5. Seja T € Z(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensdo finita n = dim(X) € N e sejam « e 6 duas bases de X. Entao

[Tle = MF[T] 015, (2.1)
DEMONSTRACAO. Certamente podemos escrever
(Tu)s = [Tls(u)s,  (Tu)e = [Tls(u)a,
(Tw)s = [ (Tw)e = [ [T]a () =[5 [T]a 15 (ws.
Combinando as expressoes, temos
[Tls (w)s = [z [T].[1]5 (ws,

para todo u. Ou seja,

[Tls = ME [T] 05

O

Caso o espaco seja o proprio K” e estejamos trabalhando diretamente com matrizes
como os operadores lineares, a identidade (2.1) toma a forma

B=M"1AM,
6

onde M faz o papel da matriz mudanga de base [I]%, com inversa M~! = [I]¢; A faz
o papel da representacao do operador linear na base « e B, na base 6. Isso nos leva
a seguinte definicao.

DEFINICAO 2.3. Duas matrizes A,B € K", n € N, sao ditas similares quando
existe uma matriz invertivel M € K™*" tal que
MB = AM,

ou, equivalentemente,

B=M'AM.
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EXEMPLO 2.6. As matrizes
0 1 2 0
SR
sao similares, i.e. B = M~'AM, onde

11 o[ 3 =1
M__Q 3}’ M _[—2 1]’

o)== ) sl s

ou seja,

A matriz A representa o operador

T(z,y) = (y,y — 62)
na base canonica, enquanto que B representa o operador na base formada pelas

colunas de M, i.e.

6 ={(1,2),(1,3)}.
A matriz M = [I]% é a matriz mudanga de base, da base canénica para a base 6, com
matriz inversa M~ = [I]

3. Determinante de matrizes e operadores linear

=X\

Vimos, na Se¢ao 4.1, o determinante como um funcional multilinear em (K")"
K" x .-+ x K", representando o n-volume, com sinal, da regiao delimitada por n
vetores. Esse mesmo determinante pode ser usado para indicar a taxa de variacao de
n-volume de uma regiao sendo levada em outra regiao por uma transformacao linear.
Isso nos leva ao conceito de determinante de uma matriz e, eventualmente, do de um
operador linear, como veremos agora.

3.1. Determinante de matrizes quadradas.

DEFINIGAO 3.1 (Determinante de matrizes quadradas e formula de Leibniz). Seja
n € N e K um corpo e considere uma matriz A € K"*". Definimos o determinante
de A por
det A = det(Aey, ..., Ae,),
onde o determinante no lado direito € o funcional multilinear alternante e normalizado
na base canodnica, definido no Teorema 4.2. Em termos dos coeficientes A = (a;;);;—;
de A, temos, também, a formula de Leibniz (4.8), dada por

det(A) = Z (_1)N(J)aa(l),1aa(2),2 © Qo (n)n (3.1)

O'GSn
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OBSERVAGAO 3.1 (Notagdo). Uma nota¢do comum, para simplificar, do determi-
nante de n vetores u; = (a;;)i_;, ou da matriz associada A = (a;;);j=}, é com barras
simples para delimitar os coeficiente, ou seja

ay; Q2 -+ Qip a1 Q12 - Aip

ag1 Q922 -+ Qop Q21 Q22 -+ dAgp
det(uy,...,u,) = det(A) = det ) . ) =

n1 Qp2 - Qpp Ap1 Ap2 -+ Qpp

EXEMPLO 3.1. Em dimensao dois, com dois vetores u = (a,c) e v = (b,d),
formando a matriz
a b
a=[rd)

a b
d

Em dimensao trés, com trés vetores u = (a,d, g), v = (b,e, h), w = (¢, f, 1), formando
a matriz

temos

det(u,v) = det(A) =

':ac—bd.

a b c
A=|d e f],
g h 1
temos
a b c
det(u,v,w) =det(A) =|d e f|=aei—afh+bdi—bcg+ cdh — ceg.
g h 1

OBSERVAGAO 3.2 (Formula de Laplace). Ha outras maneiras de se calcular o
determinante. Por exemplo, pensando o determinante como uma fungao matricial,
conforme discutido Definigao 3.1, a féormula de Laplace, ou expansao de Laplace,
calcula o determinante de uma matriz recursivamente em termos de determinantes
de “matrizes menores”,

det(A) = Z(—l)iJrjaijMij,
j=1
em termos de qualquer linha i =1,...,n, ou

n

det(A) = Z(—l)”jaijMij,

=1
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em termos de qualquer coluna j = 1,...,n, onde M;; é a matriz menor obtida de A
descartando a linha 7 e a coluna j. Por exemplo, no caso de uma matriz 3 x 3, temos
a b c
d e f:a; J;—b'd J;+c‘d ;
g h i g g

OBSERVAGAO 3.3 (Determinante via escalonamento). Conforme discutido na Se-
¢ao 3.5, o determinante pode pode ser calculado mais facilmente via escalonamento
da matriz.

3.2. Determinantes de matrizes especiais. Podemos calcular facilmente o
determinante de algumas matrizes especiais.

OBSERVAGAO 3.4 (Determinante da identidade). O determinante da matriz iden-
tidade é exatamente 1:

det(I) = det(Ieq,...,Ie,) = det(eq,...,e,) = 1.

OBSERVAGAO 3.5 (Determinante de uma matriz triangular superior). O deter-
minante de uma matriz triangular superior é o produto das diagonais. De fato, se
U = (ai;)i; com a;; = 0 para ¢ > j, ent@o, na féormula (3.1), como os coeficientes do
somatorio 8a0 Ggy(1),104(2),2 * * * Go(n)n, O UNICO termo que sobrevive deve ter o(j) <7,
para todo j = 1,...,n, o que necessariamente nos da o(1) = 1, 0(2) = 2, ...,
o(n) = n, ou seja, o é a identidade, nos dando N(o) =0 e

det(ul, g, ..., lln) = Z (—1)N(”)ag(1),1a0(2),2 *tGo(n);n = @11 " Gpp,
O’GSn

que é o produto dos termos da diagonal.
OBSERVAGAO 3.6 (Determinante de uma matriz triangular inferior). Da mesma

forma, o determinante de uma matriz triangular inferior também é o produto dos
elementos da diagonal.

OBSERVAGAO 3.7 (Determinante de uma matriz diagonal). Como caso particu-
lar, o determinante de uma matriz diagonal também é o produto dos elementos da
diagonal. Isso também pode ser visto diretamente da férmula de Leibniz (3.1).

OBSERVAGAO 3.8 (Determinante da matriz elementar de troca de linhas). Se E ¢é
uma matriz elementar de troca de linhas, entao det(E) = —1, pois equivale a trocar
a posicao dos elementos de uma base, ou seja,

det(E) :det(...,Eei,...,Eej,...):det(...,ej,...,ei,...)
:—det<...,ei’...,e]”.,,) :—1
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para determinados indices 1 <i < j <n.

OBSERVAGAO 3.9 (Determinante da matriz elementar de multiplicagdo de uma
linha por um escalar). Se E é uma matriz elementar associada a multiplicagdo de uma
linha por um escalar, entao ela é da forma diagonal, com um fator A na linha a ser
multiplicada e com 1 nos outros elementos da diagonal. Dessa forma, o determinante
de E, sendo o produto dos elementos da diagonal, é igual a det E = \.

OBSERVAGAO 3.10 (Determinante de uma matriz elementar que adiciona um mul-
tiplo de uma linha a outra). Nesse caso, se o efeito EA de uma matriz elementar E
em uma matriz A é adicionar um multiplo A de uma linha 7 de A & linha j de A,
entdo Ee; = e, para [ # i e Ee; = e; + \e; (verifique!). Com isso,

det(E) = det(Eeq, ..., Ee;,...,Ee,) = det(e,...,e; + Xej,....ej5,...,€,)
=det(e,...,€;,...,€j,...,e,) + Adet(e,...,e;,...,€j,...,e,) =1+0=1

visto que e; se repete, no tltimo determinante, e, portanto, o segundo determinante
se anula.

3.3. Propriedades do determinante. Definimos o determinante de n vetores
em um espac¢o de dimensao n como um n-volume com sinal, inspirado na ideia de
volume. E natural que, no caso de matrizes, o determinante esteja associado a taxa
de variacao de volume pela transformacao associada & matriz.

TEOREMA 3.1. Se A € K", n € N, em um corpo K e uy,...,u, € K", entao
det(Auy, ..., Au,) = det(A) det(uy,...,u,) (3.2)
DEMONSTRAGAO. Escrevemos u; = (a1j,. .., anj) = a1j€1 + - - + apje,. Assim,
det(Aul, R ,Aun) = det <A (Z aljel-> g ,A (Z anjei>)
j=1 j=1

— i i aijy - gy, det(Aejl,...,Aejn)

J1=1 Jn=1

= Z A15(1) * * * Qno(n) det(AeU(l), - ,Aeg(n))

O'GSn
= Z (—1)N(”)a10(1) * Gpg(n) det(Ael, . ,Aen).
gESy

Pela Definicao 3.1 de det(A) e pela formula (4.8) de det(uy,...,u,), isso nos da
exatamente (3.2). O
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OBSERVACAO 3.11. No contexto do Teorema 3.1, caso uy,...,u, sejam linear-
mente dependentes, entao Auy, ..., Au, também sao linearmente dependentes e os
dois lados de (3.2) se anulam. Caso esses vetores sejam linearmente independentes,
entdo o determinante det(uy,...,u,) é ndo nulo e podemos escrever o determinante
de A precisamente como taxa de variagao de n-volume:

det(Auy,...,Au,
det(A) = JeUAW Un).

det(uy,...,u,)
Pode ser que A nao seja invertivel e que Auy,..., Au, sejam linearmente depen-

dentes, caso este em que det(A) = 0. Mas, em geral, podemos ter det(A) também
diferente de zero, quantificando precisamente a variacao de volume.

Uma consequéncia importante do resultado anterior diz respeito ao determinante
do produto de matrizes.

TEOREMA 3.2. Sejam A, B € K", n € N, em um corpo K. Entao
det(AB) = det(A) det(B). (3.3)
DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da Defini¢ao 3.1 do determinante e da for-
mula (3.2) que
det(AB) = det(ABey,...,ABe,)
det(A) det(Bey,...,Be,)
= det(A)det(B),

provando o resultado. 0

Como det(A) det(B) = det(B) det(A), pois sao escalares, temos o seguinte colo-
rario.
COROLARIO 3.1. Dados A,B € K", n € N, em um corpo K, temos
det(AB) = det(BA).
3.4. O determinante de matrizes invertiveis.

TEOREMA 3.3. Uma matriz M € K"", n € N, sobre um corpo K, € invertivel
se, e somente se, det(M) # 0.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 2.1 do nucleo e da imagem, como M é uma
matriz quadrada, portanto gerando um operador linear de K" em K", entao M ¢
invertivel se, e somente se, Im(M) = K", ou seja, se e somente se {Mey,...,Me,}
gera K™, o que, como sdo n vetores, é equivalente a {Mey, ..., Me,} ser linearmente
independente. Logo, segue de Teorema 4.3, que M ¢ invertivel se, e somente se,
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det(Mey, ..., Me,) # 0. Pela definigao de det(IM), isso significa que M ¢é invertivel
se, e somente se, det(M) # 0, completando a demonstragao. 0

Uma matriz nao invertivel é dita uma matriz singular, logo, temos o seguinte
colorario.

COROLARIO 3.2. Uma matriz A € K™" n € N, sobre um corpo K, € singular
se, e somente se, det(A) = 0.

Para uma matriz invertivel, temos uma relagao imediata entre o determinante da
matriz e a da sua inversa, gragas a propriedade (3.3).

TEOREMA 3.4. Seja M € K™ uma matriz invertivel, sobre um corpo K, com

n € N. Entao
1

det(M™1) = Tt

(3.4)

com ambos 0s determinantes nao nulos.

DEMONSTRACAO. Como M ¢é invertivel, o seu determinante ¢ diferente de zero,
assim como o de M~!. Além disso, gragas a (3.3), temos

det(I) = det(M M) = det(M 1) det(M).
Como det(I) = 1, obtemos o resultado desejado. O
3.5. Calculando o determinante via escalonamento. Combinando a for-
mula (3.3) para o determinante do produto de matrizes com a fatorizagdo LU vista

na Sec¢ao 5.1, obtemos uma maneira mais pratica de se calcular o determinante.
De fato, dada uma matriz A, o escalonamento nos leva a uma fatorizagao

A=1LU,
como em (5.3), onde U é triangular superior e onde L é uma composi¢ao
L=E/'E;' - E.'

de matrizes elementares Ej_1 (lembrando que a inversa de uma matriz elementar
também ¢é elementar), conforme (5.2). Gragas a formula (3.3), obtemos

det(A) = det(E; ") - - - det(E, ') det(U).

Como U ¢ triangular, o seu determinante é o produto das diagonais. E o de-
terminante de matrizes elementares também é facilmente calculavel (veja Se¢ao 3.2).
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Segue, também, de (3.4), que det(E;') = 1/ det(E;), com det(E;) podendo ser de-
duzido mais diretamente do processo de escalonamento. Dessa forma, obtemos
B det(U)

~ det(Ey) - - - det(Ey)’

EXEMPLO 3.2. Incluir um exemplo de calculo de determinante via escalonamento.

det(A) (3.5)

3.6. Determinante invariante por similaridade. Como consequéncia das
formulas do determinante do produto de matrizes e do determinante da inversa de
uma matriz, obtemos o resultado fundamental de que os determinantes de matrizes
similares sao iguais. Ou seja, o determinante é invariante pela operagao de similari-

dade.

TEOREMA 3.5. Sejam A,B € K", n € N, sobre um corpo K. Se A ~ B entdo
det(A) = det(B).

DEMONSTRAGAO. Com as matrizes sendo similares, existe uma matriz invertivel
M € K™ tal que B=M"'AM. Com isso, segue de (3.3) que

det(B) = det(M 'AM) = det(M ') det(AM) = det(M ') det(A) det(M).
Gragas a (3.4), obtemos det(B) = det(A), provando o resultado. O

3.7. Determinante de operadores lineares. Gragas a invariancia do deter-
minante por similaridade, obtemos a importante propriedade do determinante da
representacao de um operador em uma base ser independente da base. Isso nos per-
mite definir o determinante de um operador linear em um espaco vetorial qualquer
de dimensao finita.

TEOREMA 3.6. Seja T € £L(X), em um espago vetorial X de dimensao finita.
Entao det([T]s) independe da escolha da base 6 de X.

DEMONSTRACAO. Segue do Teorema 3.5 e do fato das representacoes de um ope-
rador em bases diferentes serem matrizes similares, conforme visto no Teorema 2.5.

O

Com isso, podemos definir o determinante de um operador linear escolhendo uma
base arbitraria.

DEFINIGAO 3.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita. Definimos o determinante de T como sendo o determinante de uma
representacao qualquer de T, ou seja, det(T) = det([T]s), para uma base 6 arbitrdria

de X.
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OBSERVAGCAO 3.12. Vale det(T) = dg(Tuy,..., Tu,)/ds(uy,...,u,), onde dg :
X" — K é qualquer funcional multilinear alternante nao nulo em X", ou seja, essa
razao ¢ independente da escolha da base (veja Observacao 4.1 e Exercicio 5.41).

O Teorema 3.2 tem a sua versao de operadores.

TEOREMA 3.7. Sejam T,S € £(X) operadores em um espago vetorial X real ou
complexo. Entao

det(TS) = det(ST) = det(T) det(S). (3.6)

OBSERVACAO 3.13. O resultado do Teorema 3.7 é natural quando pensamos o
determinante como taxa de variacao de hipervolume, de modo que a taxa de variacao
pela composicao TS é o produto das taxas de variacao por cada operador. E apesar
do conjunto em si nao ser o mesmo, dependendo da ordem dos operadores, a taxa de
variacao ¢ a mesma.

3.8. Determinante do operador adjunto. Usando que a representacao ma-
tricial do operador adjunto é a transposta da representacao matricial do operador e
usando a simetria do determinante em relacao aos seus coeficientes, deduzimos que o
determinante do operador transposto ¢ igual ao determinante do operador em si.

TEOREMA 3.8. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e considere um
operador linear T € L(X). Entao det(T) = det(T*).

DEMONSTRAGAO. Seja 6 = {wy,...,w,} uma base de X e &' = {f1,...,f.} a
base dual. Segue do Definicao 3.5 que

[Tl = (aij)i =1, aij = (Fi, Twy).

Por outro lado, segue do Teorema 4.1 que a representacao [T*|g do operador adjunto
na base dual é a transposta de [T]4, i.e.

[T*]gr = (aji)ijl = [T]K
Por outro lado, usando a férmula de Leibniz (3.1), temos
det(T) = Z (—1)NVag1) 10022 Ao(n)n-
O'ESn
Cada permutacao o € S,, corresponde a uma tnica permutacao inversa o~ € S, de

modo que podemos escrever

N(o
det(T) = D (=) a0(1).0-1(6(1)) o (2),0-1(5(2) - Go )0~ 1(o(m)-
O'ESTL
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Reordenando o(1),...,0(n) em cada termo, podemos escrever

Qo (1),0-1(a(1)) 0 (2),0-1(a(2)) " " * Go(n),0~1(a(n)) = A1,0-1(1)A2,0-1(2) """ Uno—1(n)-
(Por exemplo, as1azaa13 = a13a32a91, com o(1) =2, 0(2) =3ec(3) =1eo (1) = 3,
o7 12)=3ec71(3)=2).
Agora, reparametrizando o somatério por £ = o~ ! € S,,, obtemos

det(T) = D a1e)aze) -+ aneem) = det([T"]sr) = det(T*),
£esy

concluindo a demonstracao. ([l

4. O operador projecao

Um operador especial, chamado de operador projecao, é fundamental no entendi-
mento de quase todos os operadores, sendo ttil na “decomposi¢ao” de um operador
qualquer em partes mais simples. Vamos estuda-lo nesta secao, junto com o operador
involutivo, para enriquecer a discussao.

4.1. Definicao e exemplos.

DEFINIGAO 4.1. Seja X um espago vetorial. Um operador P € £(X) € dito uma
projecao quando P é idempotente, ou seja, P? = P.

EXEMPLO 4.1. Por exemplo, em X = R? o operador P(x,y) = (z,0) satisfaz
P(P(x,y)) = P(z,0) = (z,0) = P(x,y), i.e. P> =P. O operador P(x,y) = (z —y,0)

também satisfaz P2 = P. Ambos projetam no eixo z, mas tém ntcleos distintos.

EXEMPLO 4.2. Observe que o operador nulo 0 e o operador identidade | sao,
também, projegoes, ambas triviais, em um certo sentido.

OBSERVACAO 4.1. Como ser4 visto na Secao 4.3 e, em particular, na Definicao 4.2,
dizemos que P é um operador proje¢ao sobre V' = Im(P) ou, mais precisamente,
que é o operador projecao sobre V = Im(P) ao longo de W = ker(P). Usamos
os artigos “um”, no primeiro caso, e “0”, no segundo caso porque pode haver varios
operadores projecao sobre um mesmo subespago V', com nicleos diferentes, mas so

ha um operador projecao se especificarmos a imagem e o nucleo.
4.2. Propriedades do operador projecao.

TEOREMA 4.1. Dado um operador projecao P em um espaco vetorial X, temos
que o espago se decompoe em soma direta entre o nicleo e a imagem de P, i.e.

X = ker(P) @ Im(P).
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Além disso, todo u € X se escreve de forma tinica como u = w+v, onde w € ker(P)
e v € Im(P) e, com essa decomposi¢cio, o operador proje¢io toma a forma
P(u) =v.

DEMONSTRACAO. Para ver que é soma direta, devemos mostrar, primeiro, que
a intersegao é trivial. Suponha, entdo, que u € ker(P) N Im(P). Como u estd na
imagem de P, existe v € X tal que u = Pv. Aplicando P a essa identidade e usando
que P? = P, obtemos que

Pu=P?’v =Pv=u.
Por outro lado, u também esté no nucleo de P, de modo que Pu = 0, nos levando a
u=Pu=0.

Portanto, ker(P) N Im(P) = {0} ¢é trivial. Isso diz que ker(P) & Im(P) é soma direta.
Falta deduzir que essa soma direta é o espaco todo. Para isso, usamos o Teo-
rema 2.1 do Nucleo e da Imagem, que nos garante que

dim(X) = dim(ker(P)) 4+ dim(Im(P)).
Como temos uma soma direta entre os espagos acima, vale
dim(ker(P) + Im(P)) = dim(ker(P)) + dim(Im(P)) — dim(ker(P) N Im(P))
= dim(ker(P)) + dim(Im(P)) = dim(X).
Dessa forma, o subespago ker(P) + Im(P) gera o espago todo X e obtemos
X = ker(P) & Im(P).
Agora, se u =w + v com w € ker(P) e v € Im(P), entao
Pu = Pw + Pv = Pv,

visto que w esté no nucleo de P. Por sua vez, v = Pv, para algum v € X, visto que
v estd na imagem de P. Assim, usando que P é idempotente,

Pu=Pv=Pv=yv,
completando a demonstracao. 0
OBSERVACAO 4.2. Na demonstragao da Teorema 4.1, é sempre verdade que
dim(ker(P)) + dim(Im(P)) = dim(X),

gragas ao Teorema do Nucleo e da Imagem. O que nao é sempre verdade é que
a intersegao ker(P) N Im(P) é trivial. Vejamos, por exemplo, T(z,y) = (y,0), em
R% Temos ker(T) = Im(T) = {(z,0); x € R}, que é o eixo z. Outro exemplo é



4. O OPERADOR PROJECAO 173

S(z,y) = (y — z,y — x), cuja imagem e o niucleo sdo dados pela reta y = z. Na
verdade, esses dois operadores sao similares entre si.

OBSERVACAO 4.3. O conceito de idempotente é mais geral e diz respeito a qualquer
elemento e, em um conjunto £ com uma operacao binéria o : £ x E — E, tal que
eoe = e. No caso de operadores lineares, um operador idempotente é uma projecao.

4.3. Caracterizacao de um operador projecao. A soma direta entre o nicleo
e a imagem do operador nao é o que caracteriza uma projecao, pois varios outros
operadores possuem essa propriedade, conforme exemplificado na Observacao 4.4.

OBSERVAGAO 4.4. Nao é necessario ser uma projecao para valer ker(T)NIm(T) =
{0}. A propria identidade | é tal que ker(l) = {0} e Im(l) = X. Qualquer operador
invertivel também se decompoe assim. Um outro exemplo menos trivial em R? é
T(x,y) = (27,0). A imagem é o eixo z e o nicleo é o eixo y, mas temos T2 = 2T. E
tantos outros exemplos.

No entanto, a decomposicao do espago no Teorema 4.1 junto com a forma Pu = v
é, sim, suficiente para caracterizar um operador projecao, conforme resultado a seguir.

TEOREMA 4.2. Seja X um espago vetorial e suponha que Ve W sejam subespacgos
de X com

X=WaV.

Entao todo u € X se escreve de forma inica comou =w+v, ondew € W eveV.
Isso nos permite definir o operador

Pu=v,

de acordo com essa decomposi¢ao. Seque que o operador P assim definido é uma
projecao, com Im(P) =V ker(P) = W.

DEMONSTRAGAO. Sejau =w +v,comw € W ev € V. Pensando na decom-
posicao do préoprio v entre esses subespagos, vemos que, como ele ja estd em V| ele é
da forma

v=0+v,
de modo que, pela definicao de P, vale
Pv=v.

Sendo assim,
P?>u = P(Pu) = Pv =v = Pu

Como u € X ¢é arbitrario, provamos que P? = P. 0
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DEFINICAO 4.2. No contexto do Teorema 4.2, dizemos que P € o operador pro-
jecao sobre V, ao longo de W. Se nao especificarmos W, dizemos apenas que P
¢ um operador projecao sobre V.

OBSERVAGAO 4.5. No Teorema 4.2, o operador Q = |—P dado por Qu =w = u—v
também é uma projecao. Nesse caso, Q é o operador projecao em W ao longo de V.

EXEMPLO 4.3. Por exemplo, em X = R?, o operador P(z,y) = (z,0) é a projegao
de R? no eixo z, ao longo do eixo y. O seu projetor complementar é Q = | — P, que se
escreve Q(z,y) = (z,y) — (2,0) = (0,y), que é a projecao de R? no eixo y, ao longo
do eixo x.

EXEMPLO 4.4. O operador P(z,y) = (r — y,0) também projeta no eixo z, mas
ao longo da reta y = x. O seu projetor complementar Q(z,y) = I(z,y) — P(z,y) =
(z,y) — (x —v,0) = (y,y) projeta na reta y = z, ao longo do eixo x. A representagao
de P na base canoénica € = {(1,0),(0,1)} é

Pl=[o o

Ql. = {8 ﬂ |

4.4. Representacao matricial de um operador projegao.

enquanto que

TEOREMA 4.3. Dado um operador projecao P em um espago vetorial X de dimen-
sao finitan = dim(X) € N, entao, em uma base & apropriada, temos a representacao

Im Om,nfm
[P}ﬁ N |:Onm,m Onm,nm:| ’

onde m = dim(Im(T)) € o posto de T, 0 < m < n.

4.5. Operadores involutivos. Um tipo simples de operador que pode ser en-
tendido facilmente junto com o operador projecao é o de operadores involutivos.

DEFINICAO 4.3. Seja X um espago vetorial. Um operador R € £ (X) ¢é dito
wvolutivo quando satisfaz a identidade R*? = 1. Em outras palavras, quando R é
invertivel € a sua propria inversa, R~! = R.

EXEMPLO 4.5 (Reflexdes). Por exemplo, em X = R?, i.e. no plano zy, a reflexao
em relagao ao eixo x, dada por R(x,y) = (z,—y) é um operador involutivo. Assim
como a reflexdo R(x,y) = (—z, —y) em relagdo a origem. Mas nem todo operador
involutivo é uma reflexdo. A reflexdo envolve a ideia de ortogonalidade, de modo
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que a definicao do que é um operador reflexao, no sentido mais geral, sera vista
posteriormente.

EXEMPLO 4.6. Ainda em X = R? o operador R(x,y) = (z — 2y, —y) satisfaz
R(R(z,y)) = Rz — 2y, —y) = ((z — 2y) — 2(—y), —(=y)) = (z,y) = l(z,y), ou seja,
também é involutivo. Se assemelha a uma reflexao, “rebatendo” no eixo x, mas o faz
de forma paralela a reta y = x, que nao é ortogonal ao eixo . Em particular, a norma
Euclidiana do vetor R(zx,y), proveniente do produto interno, é, em geral, diferente da
norma de (z,y). Novamente, s6 trabalharemos com produto interno mais pra frente,
mas aproveitamos para ja colocar essa diferenca em perspectiva.

TEOREMA 4.4. Dado um operador involutivo R em um espaco vetorial X, temos
que o espaco se decompoe em soma direta entre os vetores mantidos fixos e os vetores
levados em seus vetores inversos, i.e.

X=VaoWw,
onde
V={ueX; Ru=u}, W={ueX; Ru=—-u}
Além disso, todo u € X se escreve de forma tunica comou=v +w, ondev € V e
w € W e, assim, o operador R age da forma
R(u) =R(v+w)=v-—w.

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, é imediato verificar que V' e W sao subes-
pacos vetoriais. Agora, se u € VNI, entao, por estar em V', vale Ru = u. Por outro
lado, como também estd em W, entao Ru = —u. Logo, u = Ru = —u, de modo que
u=0. Assim, VNW = {0} e temos uma soma direta V' & W. Para ver que V + W
gera todo o X, seja u € X. Somando e subtraindo (1/2)Ru, temos

L lg lR u+Ru+u—Ru
u=u-+-Ru—=-Ru= )
2 2 2 2
Sejam
u + Ru u — Ru
VvV = , W= )
2 2

Vamos verificar que v € V e w € W. Para isso, observe que, usando que R? = I,
B Ru + R%*u ~ Ru+u

Rv =V,
2 2
de modo que v € V. Da mesma forma,
_Ru—R’u Ru—u_ u—Ru

R _ _
w 2 2 2
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de modo que w € W. Com isso, provamos a soma direta
X=VaeW

Agora,seu=v+wcomv € Vew € W, entao, usando a linearidade e a propriedade
desses subespacos, obtemos que

Ru=R(v+w)=Rv+Rw=v—w.
Isso completa a demonstracao. 0
De maneira analoga ao do operador projecao, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 4.5. Seja X um espago vetorial e suponha que V- e W sejam subespagos
de X com

X=VaeW
Entao todo u € X se escreve de forma inica comou=w+v, ondew € W eveV.
Isso nos permite definir o operador linear R : X — X dado por

Ru=R(v+w)=v—w,
de acordo com essa decomposi¢ao. Seque que o operador R assim definido € involutivo.

DEMONSTRACAO. Sejau=v+w, comv €W ew € V. Entao, pela definicio
de R, temos
Ru=v—w.
Como v € Ve —w € W e a decomposigao é tunica, entao aplicando novamente R,
obtemos
RRu=Rv-w)=v—(-w)=v+w=u

Como u € X ¢é arbitrario, provamos que R? = |, ou seja, que R é involutivo. U

5. Subespacgos invariantes

O conceito de subespaco é natural no estudo de espagos vetoriais. Quanto com-
binamos isso com operadores lineares, é natural questionar como um operador linear
opera em cada subespaco do espaco vetorial. E razoavel esperar, também, que certos
subespacos tenham propriedades especiais em relacao a acao do operador linear. Em
particular, podemos ter um subespaco sendo levado nele proprio. Isso pode ser ex-
plorado no sentido de reduzir o entendimento do operador ao de sua restricao a esses
subespagos. Esses espacos, ditos invariantes, tém um papel fundamental no entendi-
mento de operadores lineares e, também, por outro lado, na construcao de operadores
lineares com certas propriedades desejadas. Esses espacos tem uma conexao direta
com os operadores de projecao, como veremos a seguir.
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5.1. Definigao.

DEFINICAO 5.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X.
Um subespaco tnvariante de T ¢ um subespaco U C X tal que

TU) cU.

Restrito a U, o operador mantém, obviamente, a sua propriedade de linearidade.
b ) b
Dessa forma, podemos definir um “novo” operador linear apenas restringindo o ope-
)
rador ao subespago invariante.

DEFINIGAO 5.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
suponha que U C X seja um subespaco invariante de T. FEntao podemos definir a
restricao de T a U como o operador linear

T,:U—=U

dado por
Tl (u) = T(u), Vu e U.

E claro que o proprio X e o subespago trivial {0} podem ser vistos como subes-
pacos invariantes, mas o interesse maior estd, obviamente, nos subespagos proprios
nao triviais. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 5.1. O operador T : R?> — R? dado por T(z,y) = (2z,3y), para
(r,y) € R? possui dois espagos vetoriais proprios nao triviais, o eixo x e o eixo
y. Ao longo do eixo x, o operador dobra o tamanho dos vetores, T|exo,u = 2u,
enquanto que no eixo y, o operador triplica os vetores de tamanho, T|eixo, 0 = 3U.

EXEMPLO 5.2. No caso do operador identidade, qualquer subespaco vetorial é
invariante.

EXEMPLO 5.3. Para qualquer operador linear T € £(X), em um espago vetorial
arbitario X, nao é dificil verificar que tanto o nucleo como a imagem de T sao inva-
riantes. Naturalmente, quando restrito ao ntcleo, o operador se reduz ao operador
nulo, i.e. T|kex(t) = 0 (onde no lado direito temos o operador nulo no espago ker(T)),
que, por sua vez, também pode ser visto como a restricao do operador nulo de X ao
nicleo de T. Ou seja, podemos escrever, também, T|xer(t) = O|ker(T), Onde agora 0 se
refere ao operador nulo em X.

EXEMPLO 5.4. O operador T(z,y) = (z+y, x+y) tem nucleo {y = —z} e imagem
{y = z}. Como todo subespago invariante deve pertencer a imagem do operador, o
tnico subespago nao trivial capaz de ser invariante é a reta y = x. E, de fato, se
y =z, entdo T(z,y) = T(z,z) = (22, 22), que também estd nessa reta. T|,_,u = 2u
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EXEMPLO 5.5. No caso de um operador projecao P : X — Y, visto que P? = P,
temos Pu = u, para todo u € Im(P), ou seja, a restrigdo de P & sua imagem ¢ a
identidade. Podemos escrever isso como Pl[m(p) = lim(p), onde o subscrito de | indica
em qual espago o operador identidade age. Por outro lado, assim como para qualquer
outro operador, Plier(p) = Oker(p)-

EXEMPLO 5.6. No espago dos polindmios &, os subespagos &,, dos polinémios com
grau no maximo n € N sdo invariantes pelo operador derivada p(z) — p'(x). Mas
esses subespagos nao sao invariantes pelo operador integragao p(x) — fox p(s) ds.

5.2. Conexao com o operador projecao. O préximo resultado diz que se um
operador linear T comuta com um determinado operador projecao, entao o subespaco
sobre o qual o espaco é projetado e o subespaco ao longo do qual o espaco é projeto
sao invariantes pelo operador T. Isso tem um papel crucial na teoria espectral e no
entendimendo de operadores lineares.

TEOREMA 5.1. Seja T € 2L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
seja P € £(X) um operador projegio. Se TP = PT, entao V = Im(P) e W = ker(P)

sao subespagos invariantes de T.

DEMONSTRAGAO. Se u € V = Im(P), temos u = Pu. Usando a comutatividade,
deduzimos que
Tu=TPu=PTuecIm(P) =1V,
ou seja, TV C V, provando que V ¢ invariante por T.
Agora, seja Q = | — P. Entao, Q também comuta com T, visto que

TQ=T(1-P)=T-TP=T—-PT=(1-P)T=QT.

Sendo Q um operador projecao que comuta com T, segue da primeira parte da demons-
tracao que Im(Q) ¢ invariante por T. Mas Im(Q) = ker(P), de modo que W = ker(P)
também ¢é invariante. 0

OBSERVAGAO 5.1. A comutatividade com o operador projegao, trabalhada no Teo-
rema 5.1 nao ¢, no entanto, estritamente necessaria para um subespaco ser invariante.
Podemos ter diferentes projegoes sobre um mesmo subespago invariante que nao co-
mutem com o operador. Mais ainda, pode nem haver uma projecao que comute com
o operador, conforme veremos nos exemplos a seguir. Mas se consideramos um subes-
pago invariante em conjunto com um subespago complementar também invariante,
entao a comutatividade se torna uma caracterizagao. Isso é visto no Exercicio 7.11.
Ou seja, assumindo que X = S & 5" e que P é a projecao sobre S ao longo de ',
entao S e S’ sdo invariantes se, e somente se, T e P comutam. Um resultado analogo
vale para X = 51 ¢ ---5,,. Veja Exercicio 7.12
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EXEMPLO 5.7. Considere o operador linear T(z,y) = (2z,3y), visto no Exem-
plo 5.1. Os eixos x e y s@o invariantes. Se escolhermos a projegao P(z,y) = (x,0)
sobre o eixo z, ao longo do eixo y (ambos invariantes), cuja proje¢ao complementar
é Q(z,y) = (0,y), entao é facil ver que

(
(PT)(x,y) = P(2z,3y) = (22,0),
(TQ)(z,y) = T(0,y) = (0, 3y),
(QT)(,y) = Q(2z, 3y) = (0, 3y),

ouseja, TP =PT e TQ = QT.

Por outro lado, se escolhermos a projegao sobre o eixo x (invariante) ao longo
da reta y = x (que nao é invariante), i.e. P(z,y) = (z — y,0), com Q(z,y) =
(z,y) = (# —y,0) = (y,y), entao

(TP)(z,y) = T(z —y,0) = (2(z — y),0),
(PT)(z,y) = P(2z 3) (2z — 3y,0),
(TQ)(z,y) = T(y,y) = (2,3y),
(QT)(z,y) = Q(2z, 3y) = (3y, 3y),

ouseja TP #PT e TQ # QT.

EXEMPLO 5.8. Em alguns casos, pode nem ser questao de escolha. Pode simples-
mente nao haver projecao que comuta com o operador. Por exemplo, considerando
T(z,y) = (y,0), entdo qualquer projecao P sobre o eixo x é tal que

TP(ZE, y) = T(Z’ O) = (0, 0)7
para algum z intermediario, enquanto que
PT(z,y) = P(y,0) = (y,0),

visto que P ¢ a identidade ao longo do eixo .
EXEMPLO 5.9. No exemplo T(z,y) = (2z,3y), considerado no Exemplo 5.1 e no
Exemplo 5.7, definindo P(z,y) = (x,0), com complementar Q(z,y) = (0,y), observe

que podemos escrever
T =2P + 3Q,

visto que
(2P +3Q)(z,y) = 2P(z,y) + 3Q(z, y) = 2(z,0) + 3(0,y) = (2z,3y) = T(z,y).

Esso tipo de decomposi¢ao seréd buscada plenamente na parte de teoria espectral.
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5.3. Representagao matricial em blocos. Suponha que X = U®V e sejam P
e Q as projegoes sobre U e V, ao longo de V' e U, respectivamente. Dada T € £(X),
como | = P 4 Q, podemos escrever

T=P+QT(P+Q) =PTP+PTQ+ QTP +QTQ.
Aplicando P e usando que P2 = | e PQ = 0, temos
PT =PTP +PTQ.
Aplicando agora Q, obtemos, analogamente,
QT =QTP +QTQ

Em forma de sistema, temos

PT = PTP + PTQ,
QT = QTP +QTQ.

Essas equagoes de operadores podem ser escritas na “forma matricial”

(PT) B {PTP PTQ} (P)
QT/) |QTP QTQ| \Q/"
As projecoes P e Q que aparecem a direita nos coeficientes da matriz acima parecem
redundantes, ja que serao multiplicadas por P e Q, respectivamente, mas a inclusao
delas deixa mais claro o operador que age em cada bloco e tem uma ligacao mais
direta com a representagao final do operador em blocos, uma vez escolhida uma base
de X a partir de bases de U e V.

De fato, dada uma base 61 de U e uma base 6, de V, entao 6 = 6, U 65 € base de
X e temos, em nivel matricial,

me = () = (ke )

enquanto que, em nivel vetorial,

ol = = 7 () = (ol
- [ o] (Gal).

Voltando para a representagao

PT\ [PTP PTQ] [P
QT/ |QTP QTQ| \Q
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estas nao sao, exatamente, matrizes reais ou complexas, mas vemos que a mesma
estrutura de blocos e multiplicagao em blocos vista no Exemplo 1.20 vale.
Agora, se U = PX é invariante, entao TPX € U, de modo que QTP = 0. Nesse
caso, temos a forma triangular
PT =PTP +PTQ,
QT = QTQ,

que pode ser escrita como
PT\ [PTP PTQ| (P
QT) 0 QTQ| \Q
Se, além disso, V' = QX também é invariante, entao temos a forma diagonal

{PT: PTP

QT = QTQ.
que pode ser escrita como

(&) =% ardl ()

Para fazer uma conexao mais concreta com matrizes, escrevemos isso da seguinte
forma

TEOREMA 5.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial nao
trivial X de dimensao finita. Suponha que X =V & W, com subespagos nao triviais

VeW, esejam 61 = {wy,..., Wy, } e by = {Wp,41,..., Wpn,4n,} bases de V e W,
onde ny = dim(V') e ng = dim(W). Considere a base 6 = 6, U6y de X. Entao

A B
onde

A=[PThl,, B=[PTlwl, C=[QT|vs,, D=[QT|wls.-

Se V' for subespaco invariante de T, entdo

‘A B
(T]s = 0 D| (5.2)
Se W for subespaco invariante de T, entao
‘A o]
[T]ﬁ = _C D_ . (53)
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Se ambos Ve W forem subespagos invariantes de T, entdo

A 0
-3 9 o
DEMONSTRAGAO. Deixamos a verificacao desse resultado para o leitor. [l

OBSERVAGAO 5.2. Para simplificar a visualiza¢ao, blocos nulos podem ser omiti-
dos. Assim, (5.2), (5.3) e (5.4) tomam as formas

A B A A
D\’ C D|’ D|-
EXEMPLO 5.10. Considere o operador T : R — R* dado por T(z,y,z,w) =
(x 4+ 2y + 3z + 4w,y + 22 + 3w, z + 2w, w). Entdo o eixo x é invariante, o plano zy

¢ invariante e o espago zyz é invariante. Escrevendo R* = {plano zy} x {plano zw},
temos, usando a base canonica,

ou, omitindo os blocos nulos,

=N

1
0

O N W
— N W

EXEMPLO 5.11. Considere o operador T : R* — R* dado por T(z,y,z,w) =
(x +y,z+2y,z+w,z+ 3w). Entao os subespagos zy e zw sao invariantes. Na base
canonica temos

ou, omitindo os blocos nulos,

11
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5.4. Subespagos encaixantes e forma triangular em blocos. As represen-
tagoes (5.2) e (5.3) do Teorema 5.2 podem ser estendidas a mais de dois subespagos
invariantes. A chave para obter uma forma triangular é que esses subespacos sejam
encairantes.

TEOREMA 5.3. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X
de dimensao finita n € N. Suponha que Sy,...,S,, m € N, 1 < m < n, sejam
subespacos invariantes de T, com

{06555 &---C S, =X.

Seja 6 = {wy,...,w,} uma base de X associada a esses subespagos encaizantes, i.e.
tal que
Sj = span{wi, ..., Wy, },
onde n; = dim(S;),
1<y <ng <+ < ny =n.

Entao a representacao de T na base 6 tem uma forma triangular superior em blocos,
1.€.

All A12 T Alm
A22 e AQm

[T]s = . |
A'mm

onde Aj; sao blocos de matrizes quadradas de dimensoes (nj —nj_1) X (n; —n;_1) e
A;; sdo blocos de matrizes retangulares de dimensoes (n; —n;_1) X (nj —nj_1).

DEMONSTRAGAO. Considerando a base dual {fy, ..., f,}, cada coeficiente de [T]; =
(ai;)i3=) € dado por a;; = (fi, Tw;). Primeiro, observamos que cada bloco ¢ dado por

Aij = (o, Twj) )iy, nim1 <i' <ny, njoy < j' <y,
para i,j = 1,...,m. Em seguida, para cada n;_; < j' < n;, temos w; € S; \ S;j_1 e
Twj € span{wy,..., Wy, },

de modo que
<fz'/, TWj/> =0, i > n;.

Ou seja, os blocos A;j com 7 > j sao todos nulos, restando a forma triangular superior.

O
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OBSERVAGAO 5.3. Uma forma triangular inferior pode ser obtida a partir das
condigoes do Teorema 5.3, apenas reordenando a base. Tomando, por exemplo, ¢ =

{vi,...,vn} com Sj = span{vy,_n,, ..., V,}, obtemos [T], da forma
An
M- ]
AmI. Am2. .. A,

EXEMPLO 5.12. Considere o operador T : R* — R* dado por
T(z,y,2) =Ta(z,y,2) = (r —y,x — 2,0 —w,w — y),

associado & matriz

1 -1 0 0
1 0 —1 0
A=11 o 0 -1
0 -1 0 1

Observe que
T(1,1,1,1) = (0,0,0,0) = 0(1,1,1,1).

T(1,0,1,0) = (1,0,1,0)
Para completar a base, escolhemos vetores canonicos,
6 =1{(1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.
Temos

T(0,0,1,0) = (0,-1,0,0) = —(1,1,1,1) +(1,0,1,0) + (0,0,0, 1)

T(0,0,0,1) = (0,0,—1,1) = —(0,0,1,0) + (0, 0,0, 1).

Assim, obtemos a representacao triangular em blocos

olol-1 0
o1 1 0
mﬁ_oo 0 —1
0olo| 1 1
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5.5. Subespacgos invariantes independentes e forma diagonal em blocos.
A representagao (5.4) do Teorema 5.2 também pode ser estendida a mais de dois

subespacos invariantes. A chave para obter uma forma diagonal em blocos
esses subespacos sejam linearmente independentes entre si.

é que

TEOREMA 5.4. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X

de dimensao finita n € N. Suponha que Si,...,S,, m € N, 1 < m < n,
subespagos invariantes de T e linearmente independentes. Seja 6 = {wy,..
uma base de X associada a esses subespacos independentes, i.e. tal que

S = SPAN{ Wy, 4oy 15 -+ Wy ooy 4m; )

onde n; = dim(S;),
ny+ng+---+n, =n
Entao a representagao de T na base 6 tem uma forma diagonal em blocos, i.e.
Ay
[T]s = A y ,
Amm
onde Aj; sao blocos de matrizes quadradas de dimensoes n; X n;.
TEOREMA 5.5. No contexto do Teorema 5.4, também podemos escrever

onde P; sao as projecoes sobre cada S;, ao longo de ©;4;S;.

sejam
* Wn}

DEMONSTRACAO. Deixamos a demonstracao para o leitor. Em relacao a isso,

veja o Fxercicio 7.12.

O

EXEMPLO 5.13. Considere, novamente, o operador do Exemplo 2.1, dado por

TA(I,y,Z) = (ZZE —y+Z,{E+27$—y+QZ’),
e considere os subespagos invariantes
Sy = span{(1,1,0)}, Sy = span{(0,1,1)}, S =span{(1,1,1)}.

Como podemos escrever um vetor u = (x,y, z) na base canonica na base 67
vendo

(2,9,2) = a(1,1,0) + (0, 1, 1) +¢(1, 1,1) = (a+ c,a+ b+ e,b+ ),

Resol-
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ou seja, precisamos resolver o sistema
= I‘7

=Y
= Z,

a
a +

-+ +
o O O

b
b
quenosdia=y—z2,b=x+2—y, c=y—x, ou seja

(,y,2) = (y—2)(1,1,0) + (y —2)(0, 1, 1) + (z —y + 2)(1, 1, 1),
ou

[(:I:,y,z)]ﬁ:(y—z,y—x,x—i—z—y).

Observe, agora, que as projecoes sobre cada subespaco, ao longo dos outros subespa-
¢os, sao obtidas retendo apenas a componente em cada subespacos, i.e.

Pl('xayvz) = (y—z)(l,l,O) = (y—z,y—z,O),
P2(x7y72) = (y_l‘)(()a]-a]-) = (O,y—fﬂ,y—l'),
Pg(x,y,z):(af—i—z—y)(l,l,l):(Sc—i—z—y,x—i—z—y,x—i—z—y).

Dessa forma, podemos escrever o operador como
T =Py 4+ Py + 2Ps.
Na forma matricial, podemos escrever

A=P,+P;+P;

01 -1 000 1 -1 1 2 -1 1
=01 -1{+|-1 10} +2|1 -1 1| =1 01
00 O -1 10 1 -1 1 1 -1 2

onde A =[T|, e P, =[Pjl., j =1,2,3.

6. Aplicagoes
6.1. . Por vir...

6.2. . Por vir...
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7. Exercicios

Exercicios

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

Seja T : X — X um operador linear em um espago vetorial X.

(1) Mostre que se u € Im(T), entdo Tu € Im(T).

(2) Mostre que se u € ker(T), entdo Tu € ker(T).

Encontre um operador T : R? — R? tal que o ntcleo e a imagem de T sejam
iguais a reta y = 2x.

Encontre a projecao P : R? — R? do espaco R?, com coordenadas zyz, sobre
o plano zy, ao longo da reta z = y = x. Encontre, também, a projecao
complementar Q = | — P.

Encontre a projecao P : R?* — R? de R? sobre o subespaco

U =span{(1,1,0),(0,1,1)},

ao longo do subespago V' = span{(1,0,1)}.
Encontre a projecao P : R* — R* de R* sobre o subespaco

U = span{(1,1,0,0),(0,0,1,1)},
ao longo do subespaco
V= Span{(la 07 17 O)a (]-7 07 07 1)}

Encontre a projegao P : R* — R* de R? no plano {(z,y,z,w); * = y,w = 0},
ao longo do plano {(z,y,z,w); = 0, w = z}. Encontre, também, a
projecao complementar Q = | — P.

Considere o espaco vetorial 23 dos polindmios com coeficientes reais de grau
no méaximo trés. Mostre que P3 é soma direta dos subespacos V = {p €
Ps, p"(0) = p"(0) = 0} e W = {p € P3; p"(0) = p'(0), p"(0) = p(0)}.
Em seguida, encontre a projecao P : P3 — P3 de um polinémio p(z) =
ao + a1x + axx® + azax® € Py sobre o subespaco V', ao longo do subespaco W.
Considere o espago X = 6([—L, L], R) das fun¢oes reais continuas definidas
no intervalo [—L, L], onde L > 0, e seja P uma fun¢ao definida em X por

(P()(w) = LD

Mostre que P é um operador linear em X e que é uma projecao.

Sejam P,Q : X — X dois operadores tais que | = P + Q. Mostre que P e Q
sao projecoes se, e somente se, PQ = QP = 0.

Sejam P,Q : X — X dois operadores tais que | = P + Q. Mostre que P e Q
sdo projegoes se, e somente se, ker(P) Nker(Q) e Im(P) N Im(Q) sao triviais.

, Vo e [-L, L]
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7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.
7.16.

4. OPERADORES LINEARES

Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X. Suponha
que o espaco seja soma direta X = U & V de dois subespagos invariantes
U eV de T. Suponha que P seja a projecao de X sobre U ao longo de V.
Mostre que o operador e a projegao comutam entre si, i.e. TP = PT. (Dica:
mostre primeiro que PTQ =0 e QTP =0, onde Q = | — P). (Essa resultado
complementa o Teorema 5.1, dando a comutatividade como caracterizacao
de subespagos complementares invariantes. Veja, também, a Observacao 5.1)
Complementando a Observacao 5.1, temos a seguinte caracterizacao. Seja
T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X. Suponha que
X = 51®---®Sy,, onde S; sao subespagos de X, e seja P; o operador projecao
sobre S;, ao longo de @,4;5;. Entao Si,...,S,, sao todos invariantes se, e
somente se, TP; = P;T, para todo j =1,...,m.

Seja P : X — X um operador projecao, em um espago vetorial X. Defina
R =1— 2P. Mostre que R é involutivo.

Seja R : X — X um operador linear em um espagco vetorial X. Mostre que
R é involutivo se, e somente se, existem projecoes P,Q : X — X tais que
P+Q=leR=P—-Q.

Verifique a validade do Teorema 5.2.

Demostre o resultado descrito no Exercicio 5.41, da independéncia da fracao
em relacao a base.



CAPiTULO 5

Operadores Nilpotentes

Operadores nilpotentes tém um papel fundamental na teoria espectral de opera-
dores lineares. Sao parte essencial da forma normal de Jordan de um operador linear
em dimensao finita, discutida no Capitulo 6. Operadores com estruturas especiais as-
sociadas ao produto interno, como operadores normazis, que incluem os autoadjuntos
e outros que aparecem com frequéncia em aplicagoes, prescindem desses operadores
nilpotentes, mas, no caso geral, esses operadores sao essenciais.

1. Fundamentos

1.1. Definicao. Um operador nilpotente é, por definicao, um operador cuja al-
guma poténcia inteira positiva o anula completamente.

DEFINIGAO 1.1. Seja X um espago vetorial. Um operador N € Z(X) é dito
nilpotente quando existe um inteiro positivo k € N tal que N¥ = 0. O indice de
nilpoténcia de N é o menor inteiro k € N com essa propriedade.

Ou seja, aplicando um operador nilpotente N sucessivamente, o espago é, eventu-
almente, todo colapsado na origem:

X — N(X) — N*(X) — - — N 1(X) — {0}.
1.2. Exemplos.
EXEMPLO 1.1. Em R?, o exemplo cléssico ¢ dado pelo operador
N(z,y) = (y,0),
que é representado, na base canoénica, pela matriz
01
0 0|

O eixo z é levado na origem, enquanto que o plano todo zy é levado primeiro no eixo
x, que em seguida é levado na origem.

189
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EXEMPLO 1.2. O exemplo classico de operador nilpotente em R™ é o operador
N(x1, 2o, 23, ..., 2T,) = (T2, 23,...,2y,0).

O espago diminui de uma dimensao a cada aplicacao do operador:
R™ 5 R x {0} 5 R™2 x {(0,0)} —% -~ {0},

EXEMPLO 1.3. Um exemplo ndo-canénico é dado pelo operador N : R? — RR?
dado por
N(z,y) = (z—y,z—y), (v,y) R
Este operador leva o plano todo na reta y = x, enquanto que a reta y = x é levada
na origem. Temos

Im(N?) = N*(X) = {0},
Im(N) = N(X) = {(z,9); y = =},
Im(N%) = Im(l) = R%

EXEMPLO 1.4. No espago X = %P, dos polindmios de grau no maximo n, o opera-
dor derivada D : @, — P, (Dp)(z) = p/(z), para p € P,,, ¢ um operador nilpotente
com indice n + 1, que é a dimensao do espaco.

EXEMPLO 1.5. No espagco X = P dos polinomios de ordem arbitraria, o opera-
dor derivada nao é nilpotente, pois para cada poténcia n € N, temos z" € X com
D"*lg" = 0 mas D"2" = n/.

1.3. Propriedades fundamentais. Observe que cada N7(X) = Im(N’) da sequén-

cia abaixo ¢ um subespaco vetorial que estd no nicleo da poténcia N*=7. E possivel
mostrar que cada subespaco é um subespaco proprio do subespaco anterior, i.e.

X =N(X) 2N(X) 2 --- 2 N"(X) 2 N*(X) = {0} (1.1)
De maneira similar, cada ntcleo ker(N*=7), j = 0,...,k, é subespaco préprio do
ntcleo seguinte. Mas a imagem N7(X) = Im(N’) pode nao coincidir com o niicleo

ker(N*=7).
Vamos formalizar, a seguir, o resultado sobre o encadeamento proprio dos nicleos,
mas o resultado sobre (1.1) deixamos como Exercicio 5.4.

TEOREMA 1.1. Seja N : X — X um operador nilpotente em um espag¢o vetorial
X, com indice de nilpoténcia k € N. Entao

{0} S ker(N) S -+ S ker(N*') G ker(N*) = X, (1.2)

ou seja, cada ker(N7) € subespago proprio do nivel ker(N'™1) imediatamente superior,
para j =0,...,k—1.



2. CICLOS 191

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, se ker(N) fosse trivial, entdao N seria invertivel
e, com isso, todas as suas poténcias N¥ seriam invertiveis, com inversa (N~1)*. Assim,
nenhuma poténcia N* seria nula e N niao poderia ser nilpotente. Logo, a primeira
inclusao propria {0} G ker(N) é verdadeira. Suponha, agora, que ker(N’) = ker(N/*)
para algum 1 < j < k — 1. Nesse caso, para um u € X arbitrario, temos 0 = N*u =
N+IN*~1=Ju, de modo que N*~1=7u esta no niticleo de N7+, Como esse niicleo é igual
ao de N7, temos, também, que N*"'u = N’N¥~1=Ju = 0. Como u € X é arbitrario,
isso mostra que N*~! = 0, contrariando a hipotese de que k é o menor indice que
anula N. Portanto, todas as inclusoes devem ser proprias. 0

COROLARIO 1.1. Seja N : X — X um operador nilpotente em um espago vetorial
X de dimensao finita. Entao N nao pode ter um grau de nilpoténcia maior do que a
dimensao do espaco.

DEMONSTRAGAO. Isso segue imediatamente de (1.2), visto que, a cada poténcia,
a dimensao do nucleo aumenta de pelo menos uma unidade, nao podendo passar da
dimensao do espago todo. U

2. Ciclos

2.1. Cadeias de vetores e ciclos. No caso de operadores nilpotentes, a cadeia
de subespacos formada pela acao do operador linear no espaco X pode ser repre-
sentada por uma ou mais cadeias formadas pela agao do operador em um ou mais
vetores. Eventualmente, os vetores da cadeia sao levados no vetor nulo, fechando
um ciclo. Vamos formalizar essa nocao. As defini¢bes abaixo nao requerem que o
operador seja nilpotente. Vamos fazer essas definicbes em um contexto mais geral.
Isso seréa explorado mais pra frente, no Capitulo 6, como partes de um quebra-cabeca
mais complicado, valido para operadores quaisquer. No momento, no entanto, vamos
usar isso, logo em seguida, para investigar os operadores nilpotentes.

DEFINIGAO 2.1. Seja T : X — X wum operador linear em um espago veto-
rial X. Dado um certo vetor u € X e um inteiro nao negativo j, a sequéncia
f{u, Tu,..., T'ul} ¢ chamada de cadeia de vetores gerada por u, de comprimento
7+ 1. Esta cadeia € chamada de um ciclo quando é linearmente independente e
mazximal, no sentido de que T?*tu é combinacao linear das iteracoes anteriores, i.e.
fu, Tu,..., TV u}} € linearmente dependente.

Certos ciclos sao longos o suficiente para formarem uma base. Nesse sentido,
temos a seguinte definicao.

DEFINICAO 2.2. Seja T : X — X um operador linear em um espaco vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N. Quando existe um ciclo « = f{u, Tu,..., T" u}}
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que forma uma base de X, dizemos que T € um operador ciclico, que u é um vetor
ciclico para T e que w € o ciclo gerado poru. A base ciclicat = {T" 'u,..., Tu,u}}
de X, para o operador T, € a base « em ordem inversa.

EXEMPLO 2.1. Considere, por exemplo, o operador em R? associado & matriz

3 -1 1
A=|-2 4 2
-1 15

Entao o vetor u = (1,1, 1) gera o ciclo
{u, Au, A%u}} = {{(1,1,1),(3,4,5),(10,20,26) } ,

que forma uma base ciclica de R3. Por outro lado, o vetor v = (1,0, —1) gera um
ciclo mais curto, que nao forma uma base,

{v. Avl = {(1,0,-1),(2,-4,6) }},
visto que
A’v = (4,-32,-36) = —12(1,0, —1) + 8(2, —4,6) = —12v + SAv.

EXEMPLO 2.2. Um operador involutivo, R € £(X), R? = |, s6 pode gerar ciclos
de, no méximo, dois vetores e, portanto, nao admitem uma base ciclica em espacos
de dimensao maior de que dois.

2.2. Exemplos de ciclos em operadores nilpotentes. Para ganharmos in-
tuicao, vamos ver exemplos de ciclos em operadores nilpotentes especificos. Observe
que, nos exemplos abaixo, o ciclo, da Definicao 2.2, termina quando T/*!u = 0.

EXEMPLO 2.3. Em R", o operador canonico que ¢é nilpotente com indice n, igual
a dimensao, é o operador visto no Exemplo 1.2, definido por

N(Q?l,l'g,l'g, R 7$n) = (.772,.1'3, s 7'7;7170)7
que, na base canonica ¢ = {{ey,...,e,}}, tem a forma
010 ...0
001 ...0
NJo=]: + ¢ - ¢
000 ... 1
000 ... 0

Podemos representar esse operador pela seguinte cadeia de vetores, exibindo a agao
do operador na base:

N N N N N
e, —e, 1 —> - ---—ey—>e; — 0.
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Podemos visualizar isso da seguinte forma mais enfeitada, que é til, principalmente,
no caso de varios ciclos:

oe,

€n—1

€

0

Vemos que esse operador é ciclico e que a base canonica é uma base ciclica.

Nao custa ressaltar que esses sao s6 vetores representativos da acao do operador
no espaco. Todos os vetores multiplos desses acompanham o ciclo, de modo que todo
o espaco ¢ “colapsado” em subespacos cada vez menores, até serem levados todos na
origem.

OBSERVACAO 2.1. A ordenacao da base influencia, naturalmente, na forma da

representagdo. No exemplo anterior, onde N(xq, ..., z,) = (22,23, ..., 2y, 0), a0 orde-
narmos os vetores da base canonica na ordem da cadeia de vetores, o = {{e,, ..., e},
obtemos
00 ... 00
10 ... 00
NJjg = [+ & -~ &
00 ... 00
00 ... 10

A escolha da base ciclica ser na ordem inversa é apenas para definir a forma canénica
como sendo aquela formada por 1’s na superdiagonal. Apenas convencao.

EXEMPLO 2.4. Podemos ter operadores nilpotentes com um indice menor do que
a dimensao do espaco. Por exemplo, considerando os operadores

Ni(2,9,2) = (y,0,0),
(xy,zw):(yOwO)
Ny (2,9, ) = (3, 2,0,0),
Ni(z,y, z,u,v,w) = (y,2,0,v,0,0),
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temos N; com indice k = 2, em R3; Ny com indice & = 2, em R* N3 com indice
k=3, em R* e Ny com indice k = 3 em R®. E ilustrativo olhar essas transformacao
de acordo com as suas agoes nos elementos da base:

N1 N2
oe o€ ey
€1 ®es € €3
0 0
N3 N4
oes o€
€9 € ®¢€s
ey ®ey e €1 @€
0 0

Podemos, ainda, olhar as representagao matriciais desses operadores, na base cano-
nica:

0000
[Nl]ez 0 0 0 [Ng]ez ,
00 0 0001
L 0000
] 0 1 0 0 0 07
0100 001000
00 10 000000
[N?’]@_oooo’ [N4]6_oooo1o
0000 000000
0 000 0 0]

EXEMPLO 2.5. Todos os exemplos acima ilustram a agao do operador através
da acao dele em cadeias de vetores da base candnica, por isso suas colunas e linhas
s6 contém um unico elemento nao nulo. Mas varios outros operadores nilpotentes
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existem de outra forma. Por exemplo, o operador considerado no Exemplo 1.3,

N((L’,y):(x—y,l’—y), (%ZU) 6:|R27
leva o plano todo na reta y = x, enquanto que a reta y = x é levada na origem, sendo,
portanto, o nicleo de N. Tomando w; = (1, 1) como a base do nticleo, podemos, em
seguida, escolher qualquer vetor que é levado em w1, por exemplo, (1,0) ou (0, 1), ou
qualquer vetor wy € (1,0) + ker(N) = {(1,0) + (s, s); s € R} que teremos
wy — wy = Nwy — N2wy = 0.

Esse operador é representado na base candnica por

1 -1
[N]e = |:1 _1:|
enquanto que, na base ciclica 6 = {wy, waJ}, é simplesmente
0 1

EXEMPLO 2.6. Mais geralmente, podemos formar qualquer ciclo, ou conjunto
de ciclos, envolvendo todos os elementos de uma base, para construir um operador
nilpotente. Por exemplo, a transformacao N com o ciclo

(1,1,1) — (2,1,0) — (3,0,0) —s (0,0,0)
¢ dada por
N(x,y,2) =N(z(1,1,1) + (y — 2)(2,1,0) + (z — 2y + 2)(3,0,0))
=2(2,1,0) + (y — 2)(3,0,0) = (3y — 2, 2,0),

cuja representagao na base canonica é

EXEMPLO 2.7. Para uma matriz mais cheia, considere, por exemplo, os ciclos

(1,1,0,4) —> (3,0,2,0) —> (0,1,0,1) —> (0,0,0,0)

(0,5,1,0) — (0,0,0,0).
A transformacao associada a esse conjunto de ciclos, na representagao canonica

(z,y,z,w) = xe1 + yes + ze3 + wey,
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¢é melhor expressa na forma matricial

—123 =37 185 40
-3 -1 5 1
—80 —24 120 26
-12 -4 20 4

[T]e =
E claro que, na base

¢ ={(1,1,0,4),(3,0,2,0),(0,1,0,1),(0,5,1,0) }} ,

a transformacao tem a forma

[Tl =

OO = O
o O OO

1

0

0

0 0

OBSERVAGAO 2.2. No Exemplo 2.5, onde N(z,y) = (x —y, z — y), apos selecionar

w; = (1,1) como base do ntcleo, tivemos a op¢ao de escolher qualquer vetor que é

levado em wy, ou seja, qualquer vetor wy € (1,0) +ker(N) = {(1,0) + (s, s); s € R}.

Isso ilustra que a escolha da base que leva a um ciclo (ou conjunto de ciclos, em

outras situagoes) nao ¢é unica, visto que a escolha de wy ¢ livre, dentro de um certo

espacgo afim. Além disso, poderiamos ter selecionado qualquer outro vetor como base

do nucleo. Mas, nesse caso, qualquer escolha nos daria, de qualquer forma, um

ciclo wy — w; — 0. Caso haja mais de um ciclo, podemos chegar em formas finais

ligeiramente diferentes, reordenando os ciclos, mas o ponto principal dessa observagao
é a de que a escolha do ciclo nao é tnica.

OBSERVAGAO 2.3. Ainda com base no Exemplo 2.5, onde N(z,y) = (x — y,x —
y), escolhemos primeiro um elemento w; em ker(T) para em seguida escolher uma
pré-imagem wo de wy. Mas isso s6 funcionou de maneira facil porque o ntucleo é
unidimensional e nao tivemos liberdade nessa escolha. Se o ntucleo tiver dimensao
maior, podemos acabar escolhendo uma base do nticleo que nao tenha pré-imagem.
Isso é melhor discutido no proximo Exemplo 2.8.

EXEMPLO 2.8. Comecar construindo o ciclo “por baixo”, como foi feito no Exem-
plo 2.5 e discutido no Observacao 2.3, nem sempre funciona, ou requer cuidados
maiores. Por exemplo, no operador N(z,y,2) = (z,2,0), o nicleo é o plano zy,
ker(N) = {z = 0}. Se escolhermos {{e;, e;}} como base do nicleo, ndo vamos encon-
trar nenhum w3 € X que seja levado em algum desses dois vetores do nucleo. Desse
jeito, nao vamos encontrar um ciclo caracterizando o operador. Temos a opgao de
escolher primeiro um vetor wy € ker(T) N Im(T), completar a base de ker(T) com
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um vetor wy e por ultimo encontrar ws que seja pré-imagem de wy. Mas esse pro-
cedimento pode se tornar bastante complexo em casos de varios ciclos. O mais facil
é comegar “de cima”’, com um ws em X \ ker(N), em seguida tomar w; = Nwsj e,
por ultimo, completar a base de ker(N) com um wy. Esse é o procedimento que sera
generalizado.

2.3. Caracterizagao de ciclos em operadores nilpotentes. Bom, ja vimos
exemplos suficientes para termos uma intuicao melhor sobre esses operadores nilpoten-
tes. A chave sao os ciclos. O tamanho dos ciclos esta ligado ao indice de nilpoténcia.
Podemos ter vérios ciclos, pelo menos um do tamanho do indice de nilpoténcia, com
outros podendo ser mais curtos. Essa é a ideia. Vamos ver, de fato, que qualquer
operador nilpotente em dimensao finita é completamente definido por um ciclo ou
conjunto de ciclos, sendo pelo menos um deles do tamanho do indice de nilpoténcia.
Vamos tornar essas ideias mais precisas. Para isso, vamos comecar com o caso em
que o indice de nilpoténcia é igual & dimensao do espaco, caso este em que s6 pode
haver um ciclo e o operador é, entao, ciclico. Antes, vamos ver o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 2.1. Seja N : X — X um operador nilpotente em um espago vetorial
X. Seuc X € tal que NNu = 0 mas NV"'u # 0, para algum j € N, entdo o conjunto

ordenado
{{u, Nu,..., Nj_lu}}
é linearmente independente e, portanto, forma um ciclo.
DEMONSTRAGAO. Suponha que
MN Tl + N 2u 4 - 4+ A Nu + A\ju = 0.
Precisamos mostrar que todos os escalares se anulam. Aplicamos N’~!, de modo que
NIH (N7 a + AN 2a+ -+ A Nu+ A\ju) = N 7'o = 0.
Por outro lado, usando que N7'u = N7 “IN/u = N'~70 = 0 para todo j/ > j, obtemos
NIt (Ale_lu + N 2a 4 Aj—iNu + )\ju)

= MNTINT T u+ NI Pu 4+ A N TN+ AN T

= MNY2u+ N2 4 X N PNu+ AN

= )\ij_lu.
Logo,

/\ij_lu =0.

Como N/~'u # 0, segue que \; = 0. Sobra, entdo,

/\1Nj_1u -+ )\gNj_Qu 4+ 4 /\j_lNll = 0
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Aplicando agora N'=2 e proseguindo de maneira analoga, chegamos a

)\j,leflu =0.
Novamente, obtemos que A\;_; = 0. Repetimos o procedimento até chegar em
MN~la = 0.
Como antes, isso implica em \; = 0. Portanto, todos os coeficientes se anulam, i.e.
A1 = ---=\; = 0, mostrando que o conjunto ¢ linearmente independente. [l

3. Forma normal de operados nilpotentes

3.1. Forma normal no caso operadores nilpotentes ciclicos. Com base no
que ja vimos, podemos caracterizar, nesse momento, os operadores nilpotentes com
indice de nilpoténcia igual & dimensao do espacgo, que nos dao operadores ciclicos.

TEOREMA 3.1. Seja N : X — X um operador nilpotente em um espago de dimen-
s@o finita, com grau de nilpoténcia igual & dimensao do espago, n = dim(X) € N.
Entao, para u € ker(N"™) \ ker(N"~1) arbitrdrio, temos que

6 = {{N"_lu, ..., Nu, u}}
¢ uma base de X para a qual N € definido pelo ciclo
u S Nu- - -5 N a0, (3.1)

Assim, vemos que N € um operador ciclico. Além disso, na base 6, temos a represen-
tacao candnica

010 ... 0
001 ...0
Nlo=|: & - 1. (3.2)
000 ... 1
000 ... 0

DEMONSTRAGAO. Como N tem grau de nilpoténcia n, entao N*~! # 0. Com isso,
existe u € X tal que N*"tu # 0, com N"u = 0. Gracas a Proposicao 2.1, o conjunto

6 = {{N"flu, ...y Nu, u}}

é linearmente independente. Como 6 contém n vetores e n é a dimensao do espaco
X, entao ¢ é uma base para X, provando o primeiro resultado. Naturalmente, essa
base tem a propriedade ciclica (3.1). Como é uma base, a transformagao N esta
completamente determinada por esse ciclo. Por conta da ordenacao escolhida para o
ciclo, segue a representagao (3.2). O



3. FORMA NORMAL DE OPERADOS NILPOTENTES 199

OBSERVACAO 3.1. No caso em que o indice é menor do que a dimensao do es-
paco, temos, necessariamente, dois ou mais ciclos. Ciclos podem existir mesmo para
operadores que nao sejam nilpotentes, pois podem ser nilpotentes apenas em um
determinado subespaco.

3.2. Forma normal no caso geral. Para provar o caso geral, de que um ope-
rador nilpotente possui uma base formada por um ou mais ciclos, vamos usar o
Teorema 1.1 e construir a base ciclica passo a passo.

Vamos, precisar, também, do seguinte resultado que garante que a uniao de ciclos
formados por vetores linearmente independentes em um espaco complementar ao nu-
cleo de uma dada poténcia do operador forma um conjunto linearmente independente.

PROPOSIGCAO 3.1. Seja N : X — X um operador linear em um espago vetorial X .
Sejam w1, ..., W,,, m € N, vetores em ker(N¥), para algum k € N, e suponha que eles
sejam linearmente independentes e que o subespaco gerado por eles tenha intersegao
trivial com o micleo ker(N*=1), i.e.

span{wy, ..., w,,} Nker(N*~') = {0}.
Entao o conjunto de ciclos
o = {{Wl, N w o NF T W, Nkflwm}}
¢ linearmente independente.
DEMONSTRAGAO. Primeiramente, como wy, ..., w,, € ker(N¥), entdo
Niwy, ..., Niw,, € ker(NF77),

para todo j = 0,...,k—1 (na verdade até k, mas isso nao é importante). Além disso,
da hipotese de intersegao trivial, também temos que

span{N’wy, ..., N'w,,} N ker(NF=771) = {0}.
De fato, se
)\1NjW1 + - /\mNij € ker(Nk_j_1)7
entao
NF1 (Arw + - A wi) = NP7 (AN wy + - A NP w, ) = 0,
de modo que
MWy + - AWy, € ker(NF71),

além de, naturalmente,

AWy + - AW, € span{wy, ..., W, }.
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Como a intersecao entre esses dois conjuntos é trivial, segue que
AWy + - AWy, = 0,
ou seja, a intersegao entre span{Nwy, ..., N'w,,} e ker(N¥*=7~1) também & trivial.
Com isso, vamos mostrar que o conjunto « é LI. Para tanto, suponha que
A oWy + -+ Al,k—lNk_lwl + Ao oWo + - -0 F /\2,k—1Nk_1W2
+ o A oWy + - )\mk_lNk_le =0

Separamos os termos em grupos, de acordo com o nivel em relacao aos niicleos de
poténcias do operador:

u; = A17ijw1 4 - )\mJNij.

Para cada j, temos
u; € span{Nwy, ..., N'w,,} C ker(N*7).
Comecamos com j = 0, temos, por um lado,
ug € span{wy, ..., w,},
enquanto que, por outro,
U = —u; — - —uy_; € ker(NF71),

Como os subespacos tém intersecao trivial, segue que

uy =0, u; +---ug_q = 0.

Agora, com
Uy = A oW1 + - Ay oWe, = 0,

e sendo os vetores {wy, ..., w,,} lineramente independentes, deduzimos que
Ao =" =Ano=0.
Suponha, entao, por indugao, que tenhamos mostrado que
Ai == Api =0,
para todo: =0,...,7 — 1, para algum 1 < j < k — 1. Vamos mostrar que o mesmo

vale para j. Nesse ponto, sobraram
u; + Wi+ -+ U = 0.

Como ' '
u; € span{N'wy,...,N'w,,}

Wt + o4 upg € ker(Nk_j_l),
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com
span{N’w, ..., N?w,,} Nker(N*~71) = {0},
segue que
u; = A\ jNwy +---+ A, jNw,, =0,
ou seja,

\% (Al,jwl + - )\m,ij) =0,
Isso significa que

ALjWi+ s A Wi € ker(N7) C ker(NF™1),

visto que j < k — 1. Mas a intersecao entre o span{wy, ..., w,,} e ker(N*1) & trivial.
Lembrando que os vetores wy, ..., w,, formam um conjunto LI, deduzimos que
A== Am; = 0.

Isso completa a indugao até 7 = k — 1, mostrando que todos os escalares se anulam e
o conjunto « é LI. 0

Na verdade, o resultado acima foi s6 um aquecimento para o resultado que vamos
realmente precisar. Precisamos considerar o caso de ciclos de tamanhos variados.
Vamos ver, entao, a seguinte extensao do resultado acima.

PROPOSICAO 3.2. Seja N : X — X um operador linear em um espago vetorial X .
Sejam wy, ..., W,,, m € N, vetores em X e ky > --- > k,, > 1 inteiros positivos tais
que w; € ker(N*7) \ ker(N*~1). Suponha que para cada k,, <k < ky, o conjunto “no
mesmo nivel”

ar = {{N"Fw;; k <k; <k }} Cker(N¥)

seja linearmente independente e que o espaco gerado por <y tenha intersecao trivial
com ker(NF=1) i.e.

span (i) Nker(NF~1) = {0}.
Entao o conjunto de ciclos
o = { wi, .. N Yy we, o NP N W, Nkm_lwm}}
¢ linearmente independente.

DEMONSTRACAO. Deixamos os detalhes da demonstracao desse resultado para
o leitor. E uma pequena variacao da demonstracao da Proposicao 3.1. Para tal, é
importante observar que
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0¢Nlay = {Nvtw; k<k; <k},

ou seja, a4, estd, de fato, “no nivel” de ker(N¥)/ker(N¥~1). Assim, por conta da hipo-
tese das intersecoes serem triviais, podemos separar, indutivamente, uma combinacgao
linear

)\I,OWI + -+ )‘1,k1 Nkl_lwl + )\Q’OWQ + ..+ /\27k2Nk2_1W2 + -
+ )\m,OWm + -+ Am,kmemilwm =0
em cada nivel, obtendo

zm: Z )\ijNij = 0,

j=1 k=0,...k;—1
e em seguida usar a hipodtese de que os vetores de cada nivel sao LI. 0

Agora, podemos ir ao resultado geral de caracterizacao de operadores nilpotentes.

TEOREMA 3.2. Seja N : X — X um operador nilpotente com indice de nilpoténcia
k € N, em um espaco vetorial X de dimensao finita n = dim(X) € N. Entao existem
vetores Wi, ..., W,, e indices ki,...,k, € N, com m € N, tais cada

ﬁj = {{Nkj_le', ceey NWJ,W]}}
€ um ciclo, 1.e. € linearmente independente com Nkjo =0, e o conjunto
6=06,U---Ub,,

forma uma base de X. Além disso, na base 6, o operador N tem uma estrutura de
blocos,

J 0 -~ 0
0Jy, - 0
NJs = S . :
0o 0 --- J,
com blocos J; de tamanho k; x k; e da forma
010 ... 0
001 ...0
000 1
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DEMONSTRAGAO. Primeiramente, se £k = 1, entao N = 0 e basta escolhermos
uma base qualquer 6 = {wy,...,w,}} de X e definir m =n e k; = 1, para todo j =
1,...,n. Nesse caso, 6; = {{w;}} e Nw; = 0, para todo j, concluindo a demonstracao
para esse caso. Os blocos nilpotentes sdo todos 1 x 1, com J; = [0].

Se k = n, basta aplicar o Teorema 3.1 e obtermos um tnico bloco nilpotente .J;
como em (3.2).

Falta considerar, entdao, o caso 2 < k <n — 1. A ideia é escolher, sucessivamente,
bases para os espacos quocientes ker(N*=7+1)/ker(N*=7), j = 1,...,k, e selecionar
representantes para formar cada ciclo. Vamos aos detalhes.

Primeiramente, denotamos por ~j_; a relagao de equivaléncia médulo ker(N*7),
j=1,...k ie.

U~y ;v & v—u € ker(N*7),

onde, por conveniéncia, incluimos N® = I, com ker(N?) = ker(l) = {0}. A classe de
equivaléncia modulo ker(N¥77) de um elemento u é denotada por [u];.
Sejam

m; = dim(ker(N*77*1) / ker(N¥77)).
Gragas ao Teorema 1.1, temos
m; > 1, Vi=1,... k.
Além disso, usando a Proposicao 2.7, temos
n = dim(X) = dim(ker(N*))
= dim(ker(N*)/ ker(N*~1)) + dim (ker(N*~1))
= dim(ker(N*)/ ker(N*7)) + dim(ker(N*1)/ ker(N*~2))
+ -+ + dim(ker(N?)/ ker(N)) 4 dim(ker(N))
=my +mg + -+ my.

O objetivo, a partir desse ponto, é obter os representantes de bases apropriadas para
0s espagos quocientes acima.

Comegamos, entao, escolhendo representantes wy, ..., w,,, para uma base do es-
paco quociente ker(N¥)/ker(N*—1),

{{ [[Wl]]k—l Y [[Wml]]k—l}} :

Em seguida, aplicando N, “descemos” esses elementos para o nivel ker(N*~1) / ker(N¥~2),
obtendo os elementos

{{ INw1], o, -, [[Nwml]]k_Q}} ) (3.3)
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Um fato importante é que esses elementos sao linearmente independentes. Isso sai da
Proposicao 3.1, mas uma demonstragao mais direta é discutida na Observagao 3.4.
Observe que isso nos da que

mo Z my.

Caso my > my, podemos completar até uma base de ker(N*~1)/ker(N*~2),

{{ [[Nwl]]k_z P [[Nwml]]k—2 ) [[Wm1+1]]k_2 [ [[szﬂk—2}} )

com novos representantes Wi, 41, .. ., Wy, com o entendimento de que esse conjunto
extra é vazio, quando my = m;.

Suponhamos, por inducao, que tenhamos encontrado bases de cada espaco quoci-
ente ker(N*~1) /ker(N*~%), parai =1,...,j < k, da forma

{{ [[Niilwlﬂ k—i’ 0 [[Niilwmlﬂ k—i’ [[Wmi—ﬁlﬂk—i yer [[Wmi]]k—z’ }} :

Vamos “descer” mais um nivel e completar até uma base de ker(N*=7) / ker(N*=7=1),
se necessario. A questao mais delicada é mostrar que, aplicando N no caso i = j, o
conjunto

{{ [[Njwlﬂkfjfl A [[Njwmlﬂ k—j—12"""" [[Nwmjflﬂﬂ k—j—17"""" [[Nwmjﬂ k—jfl}}

¢ linearmente independente. Isso sai, agora, da Proposicao 3.2. Mas, novamente,
podemos dar uma demonstracao mais direta, como discutido na Observacao 3.5. Com
isso, podemos completar até uma base de ker(N*=7)/ker(N*=i~1),

o T o il
(O PR O R 0 Y

Assim, podemos concluir a indugao até j + 1 = k.
Nesse momento, coletamos os seguintes vetores,

/ k—1 k—1 k—2 k—2
ﬁ:{{N wi, ... N wy,, N “wq, ... N WmQ,...,Wl,...,ka}},
onde cada grupo
I 7j—1 7j—1
6, = {{N wi,...,N Wml,...,Wm]._1+1,...,ij}}

é linearmente independente. Precisamos mostrar, ainda, que o conjunto todo 6’ é
linearmente independente. Isso segue da Proposicao 3.2.
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Obtemos, entdo, que o conjunto &’ de n = my+msy+- - -+my, vetores é linearmente
independente, no espaco X de dimensao também n. Concluimos, assim, que ¢’ é base
de X.

Para a base desejada 6, do enunciado do teorema, precisamos, apenas, reordenar
a base 6’, separando cada ciclo

ﬁj = {{Nkjile', ceey NW],W]}} y

onde 1 < k; <k édadopor k,sel <j<mepork—1i,sem_;+1<j<m, para
1=2,...,k.

Observe que cada nivel ker(N*7)/ker(N¥=7~1) tem dimensao m;, mas m;_; ele-
mentos vém do nivel de cima, com a base sendo acrescida de m; — m;_; vetores,
quando necessario. Apenas esses novos elementos formam um novo ciclo. Assim,
temos um total de

m:m1+(m2—m1)+---(mk—mk,1):mk

ciclos. Portanto, o ntmero total m de ciclos é exatamente m;. Escrevendo assim,
temos que ¢ =6, U---U®b,, ¢a base desejada. O

OBSERVAGAO 3.2. A demonstracao do Teorema 3.2 é construtiva. Escolhemos
representantes para a base de X/ker(Nf~1). Descemos um nivel, aplicando N, e
completamos com os representantes até uma base de ker(N*71)/ker(N*~2), e assim
sucessivamente, até uma base de ker(N) = ker(N)/{0}. Esse processo de construcao
da base 6 pode ser ilustrado pela seguinte figura:

ow: oW X/ ker(N+—1)
Nw, Nwy @ W3 ker(NF=1) / ker(N*~2)
N2w, N2wy Nw; oW,y ker (NF~2) / ker(N*—3)

NF=tw, @ NF-lw, @ NF2wy @ NF3wy @ Wi, ker(N)/{0}
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OBSERVAGAO 3.3. Observe que cada ker(N*=7*1) /ker(N*=7) ¢ isomorfo a qual-
quer complementar de ker(N*=7) em ker(N¥=91), ou seja a qualquer subespago S’ C
ker(NF=771) tal que

ker(N*=) = ker(N*) @ §'.

Também podemos dizer que m; = dim(ker(N*=71)/ker(N*77)) ¢, também, a co-
dimensao de ker(N*=7) como subespaco de ker(N*=7+1).

3.3. Mais exemplos. Ja vimos varios exemplos simples, na Secao 2.2. Vamos
ver mais alguns exemplos, a partir do processo descrito na Observacao 3.7.

EXEMPLO 3.1. Considere o operador N : R® — R® dado por
T(x,y,z,u,v,w) - (x_wa_z,x_z,.f—Z—FU,—U?
r—z+u—w,xr—z+u—w)

que estd associado & matriz

1 -1 00 0 0
1 0 -10 0 0
1 0 -10 0 0
N=1 0o -11-1 o
1 0 -11 0 -1
1 0 -11 0 -1
Calculamos
0 —1 1 0 0 0]
0O -1 1.0 00
, o110 00 .
N=1lo -110 -1 1] ¢ N=0
0 -1 10 -1 1
0 -1 10 —1 1,
Portanto,
ker(N*) = RS (dimensao 6),
ker(N?) = {(z,y, z,u,v,w); z=1vy, w = v} (dimensao 4),

ker(N) = {(x,y, z, u,v,w); z=y =2, w=0v = u} (dimensao 2).
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Temos, também,
my = dim(ker(N®)/ ker(N?)) =6 — 4 = 2,
my = dim(ker(N?)/ker(N')) =4 — 2 = 2,
ms = dim(ker(N)/ ker(N°)) =2 — 0 = 2.

Como representantes para uma base de dim(ker(N®)/ker(N?)) (ou, de outra forma,
como geradores de um espago complementar a ker(N?)), tomamos

w; = (0,1,-1,0,0,0), wy = (0,0,0,0,1,—1) € ker(N?) \ ker(N?).
A partir desses, temos
N(w;) = (=1,1,1,1,1,1), N(w,) = (0,0,0,—1,1,1).

Esses geram classes de equivaléncia linearmente independentes em ker(N?)/ker(N),
que tem, justamente, dimensao mo = 2. Em seguida, temos

N?(wy) = (=2, -2, -2, -2, -2, —2), N?(wsy) = (0,0,0, -2, -2, —2).

que geram classes de equivaléncia linearmente independentes em ker(N)/ ker(N°), com
dimensao exatamente msz = 2. Assim, encontramos os ciclos

(0,1,—1,0,0,0) — (=1,1,1,1,1,1) —» (=2,-2, -2, -2, -2, —2) —> 0,
(0,0,0,0,1,—1) — (0,0,0,—1,1,1) —> (0,0,0,—2, —2, —2) — 0.

Na base
6 = {N2W17 NW17W17 N2W27 NW27W2}
={(-2,-2,-2,-2,-2,-2),(-1,1,1,1,1,1),(0,1,—-1,0,0,0)
(0,0,0,-2, -2, -2),(0,0,0,~1,1,1),(0,0,0,0,1, ~1)},

temos a representacao

[N]s =

S OO OO

SO O OO
oo oo+ O
DD DD OO
DO = OO O
O = OO OO

EXEMPLO 3.2. O Exemplo 3.1 comegou com um espac¢o quociente de dimensao
dois e nao foi necesséario acrescentar mais vetores. Vamos fazer um outro exemplo,
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em que isso ¢ necessario. Vamos considerar o operador N : R® — RS dado por

N(z,y,z,u,v,w) = (r —2y — 2,0,z — 2,y + 2+ u—v/2 —w/2,
r+y+u—v/2—w/2;x+y+u—v/2—w/2)

que esta associado & matriz

1 -2 -1 0 0 07
0 0 00 0 0
N — 1 0 -1 0 0 0
0 1 11 —1/2 —1/2
1 1 01 —1/2 —1/2
|1 1 01 —1/2 —1/2_
Calculamos
0 —2 0 0 0 07
0 000 O0@O
5 10 =20 0 00 3
N"=1 00000 ¢ N=0
0 -2 0 0 0 O
0 —2 0 0 0 0]
Portanto,
ker(N%) = R® (dimensao 6),
ker(N2) = {(:U7y> zZ,U, U,’LU); Yy = 0} (dimenséo 5),

ker(N) = {(x,y, z,u,v,w); y=0; 2 =2 = —u+v/2+w/2} (dimensao 3).
Temos, assim,
my = dim(ker(N®)/ ker(N*)) =6 — 5 =1,
my = dim(ker(N?)/ ker(N')) =5 -3 =2,
ms = dim(ker(N)/ ker(N°)) =3 — 0 = 3.

Como representante para uma base do espago unidimensional dim(ker(N?)/ker(N?))
(ou, de outra forma, como gerador de um espago complementar a ker(N?)), tomamos

w; = (0,1,0,0,0,0) € ker(N?) \ ker(N?).

A partir desse, temos
N(w;) = (—2,0,0,1,1,1).
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Para completar até uma base de ker(N?)/ker(N), que tem dimensiao my = 2, acres-
centamos o representante

wy = (0,0,1,0,0,0).
Observe que, se
u € span{Nwy, wy} Nker(N) = {0},
entao
u = aN(wy) + fws = (2,0, 8, a, a, ) € ker(N),

deve satisfazer a condigao z = x = —u +v/2 + w/2, i.ec.

f=-2a=—-a+a/2+a/2=0,
mostrando que a = § = 0, ou seja, u = 0, de modo que, como desejado,

span{Nwy, wo} N ker(N) = {0}.
Descendo mais, obtemos

N*(wy) = (—2,0,-2,0,-2,-2),  N(wg) = (—1,0,—1,1,0,0),

cujas classes de equivaléncia sao linearmente independentes em ker(N)/ ker(N°), com
dimensao m3 = 3. Assim, precisamos de mais um representante para completar a
base. Tomamos

wy = (0,0,0,0,1, —1).
E facil verificar que ws € ker(N) e que {N?(w;),N?(w;),ws} é LI. Desta forma,
encontramos os ciclos
(0,1,0,0,0,0) —> (—2,0,0,1,1,1) —> (—2,0,-2,0, -2, —2) —— 0,
(0,0,1,0,0,0) —s (—1,0,—1,1,0,0) —s 0,
(0,0,0,0,1,~1) —s 0.

Na base
6 = {N2W1, Nwy, wi, NW2,W2,W3}

= {(=2,0,-2,0,-2,-2),(-2,0,0,1,1,1),(0,1,0,0,0, 0)
(—1,0,—1,1,0,0),(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,1,—1)},



210 5. OPERADORES NILPOTENTES

temos a representacao

0 1 0 0 0 0
001000
000000

[N]ﬁ—000010
000000
0000 0 0

3.4. Demonstragoes alternativas. Podemos fazer demonstragoes alternativas
de varios passos da demonstracao de Teorema 3.2 e até mesma da proxima demons-
tragao como um todo. Isso ¢ discutido nas seguintes observagoes.

OBSERVAGAO 3.4. . Uma demonstragao de (3.3) se baseia na Proposi¢ao 3.1, mas
podemos dar uma demonstracao mais direta. De fato, suponha que

AL INWA ]y 4 Ay [NWo, [ = [0], 5 -

Como [0],_, = ker(N*2), entdo
N (Awy + - 4 A, Wi, ) € ker(NF72),
o que significa que
MWy A+ - Ay Wi, € ker(NFT1).

Mas, na classe de equivaléncia moédulo ker(N¥~1), isso nos d4

A [wal—y + - Ay [Won [y = [0] 4y -
Como {{[w1], - [Wm.],_1}} € LL visto que é uma base de ker(N*)/ker(N*~1),

entao
)\1:"':)\WL1 :Ou
mostrando que {{[Nwi], ,,...,[Nw,, ], ,}} € LL

OBSERVAGAO 3.5. Uma demonstragao de (3.4) se baseia na Proposicao 3.2, mas
também podemos dar uma demonstracao mais direta. Considere, entao, uma combi-
nacao linear tal que

A1 [[Njwlﬂ hejo1 T Ami [[Njwmlﬂ gjo1 T Am; 141 [[Nwmj—l"‘lﬂk—j—l
N )\mj HNWmJH 1= [[Oﬂk—j—l .
Isso significa que
)\1NjW1 + 4 )\m1 Nijl + 4 )\m]._1+1Nij_l+1
+o A, Nwy,, € ker(NF=7=1).,
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Ou seja,

)\1Nj_1W1 4+ )\m1 Nj_lwm1 + -+ )\mj,1+1ij,1+1
o Ay Wi, € ker(NF79),

Mas isso, por sua vez, significa que

A [N Lwy ] ot Ay [[Nj_lwml]]k_j o Ay [[wmjfﬁl}]k_j
ot A, [[ij]]k—j - [[O]]kfj :
Como esses elementos formam um conjunto LI, deduzimos que
M= = Ay =0,
mostrando que o conjunto (3.4) é linearmente independente.

OBSERVACAO 3.6. Na demonstracao do Teorema 3.2, deduzimos que a uniao, em
7, dos conjuntos ﬁ; ¢ linearmente independente a partir da Proposicao 3.2. Mas
podemos dar uma demonstracao mais direta. De fato, suponha que

Z Z)\{VW:O.

j=1,...k weﬁ}

para determinados escalares \/,. Primeiro, escrevemos que
1 — J k—1
g AW = — g E Aow € ker(N*7),
web) j=2,...,k wEﬁ;-

enquanto que
> AW € X D ker(NF).
web]

Entao, na verdade,
Z AL w € ker(NF71).

web]
[sso significa, em termos da relacao de equivaléncia médulo ker(N¥~1), que
1
Z Aw W]y = 0], -
web]

Mas como {{[w],_,; w € 6/ }} & base de ker(N¥)/ker(N*~1), entao A}, = 0, para todo
w € 6.
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Da mesma forma, a cada passo i = 1,...,k, escrevemos
A j k—i
E AW = — E g A,w € ker(N"™),
wet] J=itl,. kweb)
com

Z AL w € ker(NF=H),

web]
de modo que, na verdade,

Z Aw W], = [0],_;

web]
e, por {{[w],_,; w € 6/}} ser base de ker(N*="1) / ker(N*~%), segue que A}, = 0, para
todo w € 6., concluindo, ao final, que todo o 6’ ¢ linearmente independente.

OBSERVAGAO 3.7. Uma outra demonstracao do Teorema 3.2, equivalente a de-
monstracao dada acima, mas sem fazer referéncia a espaco quociente pode ser dada
pedindo que {wy, ..., W,,, } gere um subespago complementar ao subespago ker(N*~1)
em ker(N*¥) = X e, em cada passo j = 1,...,k — 1, mostrar que

{{Njwl, o Nw, NW, g1, Nwmj}}

¢ linearmente independente e gera um subespaco de ker(N¥=7) que é transversal
a ker(N*=9=1) podendo, entdo, ser completado até um subespaco complementar a
ker(N*=7=1) em ker(N*=7), ou seja, tal que

o : .
ker(N*™7) = span {Njwl, o, NPw
k—j—1
NWo, g1y s NWo , Wi 1, 7ij+1} @ ker(N*777).
Essa demonstracao se baseia mais diretamente no resultado do Proposicao 3.2.

OBSERVACAO 3.8. Uma outra demonstracao do Teorema 3.2 pode ser dada via
inducao no indice de nilpoténcia. Nela, reduzimos um operador nilpotente N de
ordem k, em um espago vetorial X, a um operador nilpotente de ordem k — 1 restrito
a imagem Im(N) e assumindo que o resultado vale para operadores nilpotentes até
ordem k — 1. Completa-se esse conjunto LI até uma base de X. Como nada vem
de graca, ha, também, um certo trabalho em se mostrar esse tultimo passo. Para
essa demonstracao, veja, por exemplo, |9, 1]. Veja, também, o Exercicio 5.17 e o
Exercicio 5.18, relacionados a essa demonstracao.

4. Aplicagoes
4.1.
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5. Exercicios

Exercicios

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

Seja X um espacgo vetorial de dimensao n € N. Mostre que, para qualquer
inteiro 0 < k < n, existe um operador linear N : X — X em X tal que
N? = 0 e dim(Im(N)) = k. Mostre, ainda, que nao é possivel ter um com
k =n.

Mostre que um operador linear N : X — X em um espaco vetorial X ¢é
2-nilpotente, i.e. N> =0, se, e somente se, Im(N) C ker(N).

Seja N : X — X um operador linear em um espago vetorial X. Suponha
que N seja nilpotente e que ker(N) N Im(N) seja trivial. Mostre que N ¢ o
operador nulo, N = 0.

Seja N € £(X) um operador nilpotente em um espago vetorial X, com indice
de nilpoténcia k € N. Mostre que Im(N) C ker(N*7!). Mais geralmente,
mostre que Im(N’) C ker(N*=7), para j =0,1,...,n

Em cada um dos itens a seguir, dé um exemplo de operador nilpotente N €
£ (R™) de indice k sob as condigoes dadas, indicando exemplos de ciclos que
caracterizam o operador.

(1) n =3, k=3, Im(N) = ker(N?) e Im(N?) = ker(N);
(2) n =4, k=2, Im(N) = ker(N);
(3) n=4, k=2, Im(N) & ker(N);
(4) n=4, k=3, Im(N) & ker(N*) e Im(N*) & ker(N);
(5) n="5, k=3, Im(N) & ker(N*) e Im(N?) & ker(N);
(6) n =06, k=2, Im(N) = ker(N);
(7) n=16, k=2, Im(N) & ker(N);

E possivel termos exemplos de operadores nilpotentes N € £(R") de indice
k sob as seguintes condigoes? Caso positivo, dé um exemplo e exiba ciclos
que caracterizam o operador. Em caso negativo, justifique.

(1) n=3, k=3, Im(N) G ker(N*) e Im(N?) & ker(N);

(2) n=4, k=3, Im(N) = ker(N?) e Im(N?) = ker(N);

(3) n=5, k=3, Im(N) = ker(N?) e Im(N?) = ker(N);

Faca os detalhes da demonstragao alternativa do Teorema 3.2 descrita na
Observagao 3.7.
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5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5. OPERADORES NILPOTENTES

Considere o operador N : R* — R* associado & matriz

—123 =37 185 40

-3 -1 5 1

N= —80 —24 120 26
-12 -4 20 4

Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base 6 associada a esse(s) ciclo(s) e a
representacao do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
Considere o operador N : R* — R* associado & matriz

1 2 0 )
6 —5 17 =38
-3 0 —6 9
-2 1 =5 10

N =

Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base ¢ associada a esse(s) ciclo(s) e a
representagao do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
Considere o operador N : R® — R® associado a matriz

-3 1 3 0 —1 07
-2 1 2 0 -1
-1 0 -1 1 1
-5 1 7 -1 =3

2 -1 -6 2 3
-1 0 1 0 -1

— o = OO

Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base 6 associada a esse(s) ciclo(s) e a
representacao do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
Considere o operador N : 3 — P53 definido no espago de polindémios de grau
no maximo trés por N(p) = p” — p/, onde p’ e p” indicam as derivadas de
primeira e de segunda ordem de um polinémio p = p(z). Mostre que N é
nilpotente, com indice de nilpoténcia igual & dimensao do espaco e encontre
um ciclo p3 — ps — p1 — po.

Verifique que qualquer matriz n x n da forma a seguir é nilpotente com indice
2:

aq a - aq



5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.
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Verifique que qualquer matriz n X n da forma a seguir é ciclica, ou seja,
nilpotente com indice n:

2 2 2 1—n]
n+ 2 1 1 -n
1 n+2 1 -n
. ) )
1 e s nH42 —n|

Considere o operador N : 3 — P53 definido no espago de polindémios de grau
no maximo trés por N(p) = p” — p”, onde p” e p"” indicam as derivadas de
segunda e de terceira ordem de um polindémio p = p(x). Encontre o indice
de nilpoténcia de N e ciclos que, juntos, foram uma base de P;.

Seja N : X — X um operador nilpotente de indice k£, em um espago vetorial

X. Mostre que | — N é invertivel, com inversa
k—1
(=N =T4+N+N" - NT =D N
j=0

Observe a semelhanga com a expansio (1 —0)' = >, ¢

Seja N : X — X um operador nilpotente de indice k, em um espago vetorial
X. Mostre que | + N ¢ invertivel e encontre uma férmula para a inversa
(I+ N)~! em termos de poténcias de N.

Seja N : X — X um operador nilpotente de indice 2, em um espago ve-
torial X de dimensdo finita, i.e. N? = 0. Sejam m; = dim(Im(N)) e
my = dim(ker(N)). Considere uma base {Nwy,...,Nw,, J} da imagem
Im(N) de N e uma base {w,,11,...,Wp, } do nicleo ker(N) de N. Mos-
tre que

ENwq, w1, Nwo, wo, ... . NW, , Wi, Wiy 415 - -+ s Wi, I}
¢ uma base de X.
Seja N : X — X um operador nilpotente de indice 3, em um espaco vetorial

X de dimensao finita, i.e. N* = 0. Mostre que N : Im(N) — Im(N) é um
operador nilpotente de indice 2 e, portanto, Im(N) possui uma base da forma

wi, oo swi , Nwy, oo Nw W g, W, B
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onde m; = dim(ker(N?)/ ker(N?)) e my = dim(ker(N?)/ker(N)). Escolhendo,
agora, uma base {Wy,,11,..., Wy, J} de ker(N), mostre que

2 2
{{N wi, Nwy, wi, ..., N*w,, , Nw,, , Wy,

Nwm1+17 Wi+l -« Nwmga Wings Wimg41y - -+ s Wing }}

é uma base de X.



CAPITULO 6

Teoria Espectral e a Forma Normal de Jordan

1. Fundamentos

1.1. Autovalores e autovetores. Como visto nos primeiros cursos de Algebra
Linear, ha certas “diregoes” privilegiadas no espago, em que um operador age apenas
esticando, contraindo e/ou refletindo os vetores naquela dire¢do, ou seja, mudando
a escala e/ou o sentido, mas sem alterar a dire¢do. Além disso, vimos que pode
haver varias dessas dire¢oes, com mudangas de escala e dire¢ao, diferentes ou nao, e
que, muitas vezes, caracterizam completamente o operador. Em alguns outros casos,
envolvendo operadores nilpotentes, essa caracterizacao pode nao ser completa, mas ¢é
um passo fundamental. Vamos, aqui, relembrar essa ideia, associada aos conceitos de
autovalor, autovetor e autoespaco.

DEFINIGAO 1.1. Seja T : X — X wum operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Um escalar A € K é dito um autovalor de T quando existe um
vetoru € X tal queu# 0 e

Tu = \u.

Um tal vetor nao nulo u é chamado de autovetor de T associado ao autovalor .
EXEMPLO 1.1. Por exemplo, o operador T : R? — R? definido por
T(z,y) = (27, —6y)
tem, como autovalores, A\ = 2 e Ay = —6. Um autovetor de A\ = 2 é o vetor
u; = (1,0),
ou qualquer multiplo nao nulo dele, ou seja, qualquer u = (x,0), com = # 0, ¢ um
autovetor, satisfazendo
T(z,0) = (22,0) = 2(z,0).
Um autovetor de Ay = —6 é o vetor
u, = (0,1),
ou qualquer u = (0,y), com y # 0, visto que
T(0,y) = (0, =6y) = —6(0,y).
217
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Qualquer outro vetor nao nulo muda de dire¢ao, visto que

T({L‘,y) = (21’, _6?/)7

cuja inclinagdo é —6y/2x = —3y/x, que ¢é diferente de y/z, que a inclina¢ao do vetor
original.

1.2. Autoespacgos. O conjunto de todos os autovetores associados a um de-
terminado autovalor gera um subespaco linear chamado de autoespago, conforme a
definicao a seguir.

DEFINICAO 1.2. Seja T : X — X um operador linear em um espaco vetorial
X sobre um corpo K. Se A € K é um autovalor de T, entao o autoespago de T
associado a A € o conjunto V (T, \) definido por

V(T,A) =ker(T = Al) ={ue X; Tu= Au}.

OBSERVAGAO 1.1. Observe que, em V(T, ), na Definicao 1.2, ndo se exige que
u seja diferente do vetor nulo. Ou seja, o autoespaco é formado pela uniao entre o
conjunto de autovetores e o vetor nulo. Desta forma, ele se torna um subespaco. De
fato, se u,v € V(T,\) e a € K, entao

Tu+av) =Tu+aTv = u+ alv = A(u+ av),
de modo que u+ av € V(T,\), mostrando que V (T, \) é um subespago.

OBSERVACAO 1.2. No corpo dos reais, nem todo operador possui autovalor. O
exemplo classico é a rotacao, digamos R : R? — R? dado por

R(l’,y) = (-y,l’), (ZE,y) S RQ,

que é a rotagao de noventa graus no sentido trigonométrico. Se Ru = Au, para algum
u = (z,y), entdo devemos ter (—y,x) = A(x,y). Nesse caso, —y = \x e x = \y, de
modo que * = Ay = —A(—y) = —A(Az) = —X?z. Sex =0, entao y = —Az =0 e

u = (0,0) nao pode ser autovetor. Se x # 0, entao \> = —1, que por sua vez, nao tem
solugao real. Ou seja, nao existe autovalor real A de R, pois este deveria satisfazer
A% = —1. Na base canénica € = {(1,0), (0,1)}, temos a representacao
0 —1
[R]e - |:1 O:| .

OBSERVAGAO 1.3. Nos complexos, no entanto, o operador R : C* — C2, dado por

R n) =(-n¢), (&) eC?
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que é a complexificacio do operador rotacao da Observacao 1.2, tem autovalores
complexos +¢. Para achar o autoespaco, devemos resolver

§ = +in,

Multiplicando a primeira equagao por —i, obtemos a segunda equagao, ou seja, nos
complexos, as duas equagoes sao reduntantes. Isso define os autoespagos:

V(T,i) ={(&mn);n = —il} = {(&§ —i§); § € C} =span{(1, —i)}

VT, =i) = {(&n)in = i€} = {(£,i€); € € C} = span{(1,1)}

ambos de dimensao 1. Como a dimensao do espaco é dois, temos
C?* =V(T,i) @ V(T, —i)

Além disso, na base ¢ = {(1, —i), (1,)}, temos

i )

O que faz isso funcionar é o fato de C ser um corpo algebricamente fechado, o que
significa dizer que qualquer polindmio nao constante sobre os complexos possui raiz.
Isso seré explorado na proxima secao para garantir que todo operador linear sobre
um espago vetorial de dimensao finita possui autovalor.

Um resultado que é trivial mas que nao custa ressaltar é o de que um autoespago
é um subespago invariante pela transformacao.

TEOREMA 1.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
suponha que A seja um autovalor de T. Entao o autoespag¢o V (T, \) = ker(T—Al) é um
subespago invariante por T, com T(V(T,\)) = V(T,A), se A #0, e T(V(T,\)) = {0},
se A= 0.

DEMONSTRAGAO. De fato, se u € V(T,\), entdo Tu = Au € V(T, \), mostrando
que V(T,\) é invariante. Caso A = 0, entdo naturalmente Tu = 0, para todo
u € V(T,A), de modo que T(V(T,\)) = {0}. Se A # 0, dado u € V(T, \), basta
tomar v = u/\ para obter Tv = Tu/\ = Au/\ = u, mostrando que T(V(T,\)) =
V(T,\). O
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1.3. Espectro de um operador. O conjunto de autovalores é de fundamental
importancia no estudo de um operador. Vamos ver que, a partir dele, pelo menos
em dimensao finita, podemos caracterizar completamente um operador, obtendo que
ele é similar a uma forma candnica dentro de uma classe finita bem definida de
formas canonicas. Ou seja, conseguimos identificar por completo um conjunto de
representantes do espago quociente £(X)/ ~, segundo a relagao de similaridade de
operadores.

Em dimensao finita, esse conjunto de autovalores leva o nome especial de espectro.
Em dimensao infinita, no entanto, esse conjunto de autovalores nao é suficiente. Por
isso o conceito de espectro é generalizado de uma maneira ligeiramente diferente,
definida como se segue.

DEFINICAO 1.3. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T € L(X) um operador em X. O espectro de T, denotado por o(T), é definido
por

o(T)={XeK; (T — Al)é um isomorfismo de X}.

Como dito acima, em dimensao finita, isso é equivalente ao conjunto de autovalo-
res.

TEOREMA 1.2. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T € L(X) um operador em X. Supondo X de dimensao finita, o espectro o(T)
de T € formado pelo conjunto de autovalores de X.

DEMONSTRAGAO. Vimos, na Definicao 1.1, que um escalar X\ é um autovalor de
um operador T € £(X) quando existe um vetor ndo nulo u, chamado autovetor, tal
que

Tu = Au.

O conjunto de autovetores gera um subespaco chamado de autoespaco e que é carac-
terizado pelo nicleo
ker(T — Al).

Quando ntcleo de T — Al é nao trivial, A é um autovalor. Quando esse nicleo
é trivial, A nao é um autovalor. Gragas ao Teorema 1.2, podemos caracterizar um
autovalor \ dependendo de T — Al ser ou nao uma bije¢ao. Como T — Al é linear, isso
é equivalente a ele ser um isomorfismo de espacgos vetoriais. Portanto, o espectro é
exatamente o conjunto de autovalores. 0

OBSERVACAO 1.4. Em dimensao infinita, podemos ter o nucleo de T — Al néao
trivial, ou seja, T — Al injetivo, mas sem que T — Al seja bijetivo. Nesse caso, o
espectro contém nao apenas autovalores, mas outros escalares também. Em espagcos
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normados de dimensao infinita, um conceito que veremos no Capitulo 7, podemos
diferenciar os casos em que T — Al nao é sobrejetivo e com imagem podendo ser densa
ou nao. Assim, temos o espectro dividido em trés partes. O espectro pontual o,(T)
feito dos escalares A tais que T — Al nao é injetivo, ou seja, os autovalores. O espectro
continuo c.(T) em que T — Al é injetivo mas nao é bijetivo e a sua imagem é densa
no espago (i.e. o fecho da imagem ¢ o espago todo). O espectro residual o,(T) em
que T — Al é injetivo mas a sua imagem nao ¢ nem densa no espago todo.

De qualquer forma, para todo A fora do espectro, temos que T — Al é um isomor-
fismo do espaco. O conceito de raio espectral nos da uma limitacao do espectro.

DEFINIGAO 1.4. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K real ou complexo e

seja T € L(X) um operador em X. O raio espectral de T € definido por
p(T) = sup [Al.
Aeo(T)

OBSERVACAO 1.5. Em dimensao finita, esse raio espectral é sempre finito e é o mé-
ximo dos modulos dos autovetores. Veremos mais adiante que o niumero de autovalores
¢, no maximo, igual a dimensao do espago, digamos Ay, ..., Ax, com k < n = dim(X).
Nesse caso, p(T) = max{|\i|,...,|\s|}. Veremos, no Capitulo 7, que, mesmo em
dimensao finita, se consideramos um operador T limitado (veja Defini¢ao 1.10), entao
p(T) também é finito.

OBSERVACAO 1.6. O espectro aparece de forma fundamental em conjunto com o
tratamento de operadores via formula de Cauchy, de integracao complexa. Veja, por
exemplo, Observacao 5.1.

2. Diagonalizagao no caso de um conjunto completo de autovetores

Se for possivel encontrar uma base formada por autovetores, entao decompor
0 espac¢o nos autoespacos associados aos autovalores caracteriza completamente o
operador através de simples operadores de mudanca de escala, em cada autoespaco.
Do ponto de vista de representacao matricial, o operador toma a forma diagonal,
nessa base.

2.1. Autoespacos de autovalores distintos. Um resultado importante, que
iremos explorar, é o de que autoespacos de autovalores distintos sao independentes.
Isso sera fundamental para a decomposicao do espago em subespagos invariantes em
que um determinado operador atua de uma forma mais simples. Primeiramente,
vamos ver o caso de dois autoespacos, apenas para efeitos didaticos, visto que a
demonstracao no caso geral pode ser feita de maneira independente.
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TEOREMA 2.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Sejam X\, u € K autovalores distintos de T. Entao

VT, )N V(T u) = {0},

onde V(T,A) =ker(T — Al) e V(T, u) = ker(T — pul) sdo os autoespagos associados a
A e .

DEMONSTRAGAO. Suponha que u € V(T,A\) N V(T, u). Nesse caso, temos Tu =
Au e Tu = pu, de modo que
Au = pu.
Como \ # u, entao u = 0. O

Agora, vamos ao caso de autoespacos de varios autovalores distintos.

TEOREMA 2.2. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X sobre
um corpo K. Sejam A, ..., Ay € K autovalores distintos de T. Entdao os autoespagos
V(T, ;) = ker(T — \jl) sao subespagos independentes entre si, de modo que vale a
soma direta

VT, M) @ - @ V(T, \p).

DEMONSTRAGAO. Gragas ao Teorema 2.1, basta mostrar que, se u; € V(T, ),

g=1,... k, com
U1+UQ+"'+Uk:0, (21)

entao cada u; = 0 ¢ nulo. Como de habito, podemos mostrar isso por inducao em k.
Se k = 1, s6 temos um autoespago e a condi¢ao (2.1) se reduz a u; = 0, que nos diz
diretamente que u; deve ser nulo.

Agora, supondo o resultado valido até k—1, aplicamos (T — ;1) & expressao (2.1),
de modo que
Como cada u; é autovetor, isso nos da

()\2 — )\1)112 +--- 4 (/\k — Al)uk =0.

Pela hipotese de inducao, isso significa que

(A — A)u; =0,
para 7 =2,..., k. Como os autovalores sao distintos, entao
u; =0,
para j = 2,...,k. Por fim, como todos esses vetores se anulam, (2.1) nos diz que

111:0,
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completando a demonstracao. O
2.2. Diagonalizagao.

TEOREMA 2.3. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de

dimensado finita n = dim(X) € N. Suponha que {w,...,w,} seja uma base formada
por autovetores de T, associados a autovalores Ay, ..., \,, distintos ou nao. Entao, a
representacao [T]s de T nessa base é a matriz diagonal
MO0 - 0
0 A :
Te=1| " (2.2)
: - .0
0 --- 0 A,
DEMONSTRAGAO. Seja 6* = {fi,...,f.} a base dual a 6. Isso significa que
(fi,wj) = dij € o Delta de Kronecker. Agora, a matriz [T]s = (a;;);j=, ¢ dada

pelos coeficientes a;; = (f;, Tw;). Assim, usando que cada w; é um autovetor, temos

ai; = (fi, Twj) = (fi, Ajw;) = A (fi, W) = A,

que é exatamente a matriz (2.2). O
No Teorema 2.3, definindo P; como sendo o operador projecao sobre span{w,} ao
longo de span{wy, ..., W,_1,Wj41,..., W, }, podemos escrever
=Py +---+P,
e

T=MPi+--+ AP,
Mas os autovalores podem ser repetidos, com autoespacos de dimensao maior do que
um, sendo mais natural juntar os autovetores iguais nos seus respectivos autoespacos
e reescrever isso da seguinte maneira.

TEOREMA 2.4. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de

dimensao finita n = dim(X) € N, com autovalores Ay, ..., g, com 1 < k < n, com
autoespagos de dimensio n; = dim(V(T,\;)), 7 =1,...,k. Suponha que
n=mny+---+n. (2.3)
Entao
X=V(T,A\) @ - dV(T,\). (2.4)

Além disso, definindo P; € Z(X) o operador projecao sobre V(T,\;) ao longo de
@iV (T, \;), entdo
| =Py +---+Py (2.5)
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e
T =MPi+ - AP (2.6)
A representagao matricial em uma base 6 = 6, U---Uby formada pela uniao de bases
arbitrdrias 6; = {w1, ... ,W%j} de cada autoespago V (T, N;) toma a forma de blocos
AlInl
AL,
[Tls = t : (2.7)
eI,

DEMONSTRACAO. Como os autoespacos sdo independentes, conforme visto no
Teorema 2.2, e as dimensoes deles somam até a dimensao do espago, garantido pela
condigao (2.3), entao o espago todo X é soma direta dos autoespagos, provando (2.4).
Gragas a isso, as projegoes P; somadas dao a identidade, nos dando (2.5).

Em cada autoespago, temos Tu = A;u, para todo u € V(T, \;), o que nos da, em
geral, que

TPju = )\iju,
para todo u € X. Assim, usando (2.5), temos
Tu = T(Plu “+ -4 Pku) = )\1P1u R )\kPku = ()\1P1 R )\kPk)u,

o que significa dizer que vale a identidade (2.6).
Por fim, na base & = 6, U --- U 6, conforme descrita no enunciado, sendo 6* a
base dual com funcionais {]*, i =1,..., 1, m =1,...,k, temos

Fr Tw)) = N7, wi) = AjSmida,

ou seja, (fi, Twlj) = 0, em diferentes blocos m # 7j; <fz7, Tvﬁ} = 0, no mesmo bloco
m = j mas fora da diagonal, i.e. i # [; e apenas (f/, Tw]) = );, no mesmo bloco
m = j e na diagonal | = 7, provando (2.7). d

A condicao de termos uma base formada por autovetores pode ser garantida caso
tenhamos n autovalores distintos, onde n é a dimensao do espago. Isso é consequéncia
imediata do Teorema 2.4.

COROLARIO 2.1. Suponha que T € £(X) tenha n autovalores distintos Ay, ..., Ap,
associados a autovetores Wy, ..., W,, respectivamente, em um espaco vetorial X de
dimensao finitan € N. Entao 6 = {wy,...,w,} forma uma base de X de autovetores

de T, de forma que o Teorema 2.3 se aplica.
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DEMONSTRACAO. Cada autoespago tem dimensao no minimo um. Como sao n
autovalores, entao necessariamente a dimensao n; de cada um deles deve ser exata-
mente n; = 1, com n;+...+n, = n, de modo que podemos aplicar o Teorema 2.4. [

EXEMPLO 2.1. Considere o operador T : R* — R? dado por
T(z,y,2) =Talz,y,2) = -y + 2,0+ 2,2 —y + 22),

associado & matriz

2 —1 1
Me=A=1]1 0 1],
1 -1 2

na base canonica €. Os autovalores sao 1 e 2, com
V(T,)={y=z+z} ={(z,y,2); y=x+ z} ={(r,r + s,5); r,s € R}

VT.2) ={z=y =2 ={(z,4,2); z=2 =y} = {(5,5,5); s € R}.
Observe que
ny =dim(V(T,1)) =2, ny=dim(V(T,2)) =1, n;+ny=3=n=dim(X).
Portanto, a operador é diagonalizavel. Podemos tomar {(1,1,0),(0,1,1)} como base
de V(T,1) e {(1,1,1)} como base de V(T,2). Assim, temos a base de autovetores
6 ={(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)}.

que gera subespagos invariantes. Para obtermos a representacao de T na base @,
aplicamos o operador a cada vetor da base e representamos o resultado em termos
dos vetores da base,

T(1,1,0) = (1,1,0) = 1(1,1,0) + 0(0,0, 1) + 0(0, 1, 0),
T(0,1,1)=(0,1,1) = 0(1,1,0) + 1(0,0, 1) + 0(0, 1, 0),
T(1,1,1) =(2,2,2) = 0(1,1,0) + 2(0,0, 1) + 0(0, 1, 0).
Como era de se esperar, obtemos uma representacao em forma diagonal, com os
autovalores na diagonal, na ordem dos respectivos autovetores da base, i.e.

100
Tls = E[TL[) =M*AM = [0 1 0f,
00 2

onde
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¢ a matriz mudanca de base, da base ¢ pra base canoénica .
Vamos, agora, ver um exemplo com autovalores complexos.

EXEMPLO 2.2. Considere o operador T : C* — C? dado por

associado & matriz

02 —1
A=[T.=| 11 —2{,
—2 2 1

representando T na base candnica e. Os coeficientes reais e esse operador também
pode ser visto como um operador linear restrito a R?, mas alguns dos seus autovalores,
2,1, —1, sao complexos, com

T(1,1,0) = 2(1,1,0)
T(1-3i,2—14,1—3i) =4(1 —3¢,2—1,1 — 3i)
T +3¢,2+4,1+30) =—i(1+3i,2 44,1+ 3i).
Escolhendo a base de autovetores
6 ={(1,1,0),(1 = 3i,2 — 4,1 —3i), (1 + 34,2 +4,1 + 30) },

obtemos a representacao diagonal

1 0 0
Tl = WEITLNS = MAM = [0 i 0],
00 —i
onde M = [I]¢ ¢ a matriz mudanca de base, da base 6 para a base canénica ¢, dada

por
1 1-31 1432

M=|1 2-3 242

0 1—-3¢ 1+3

3. Autovalores complexos e forma triangular superior

Se existir uma base de autovetores, podemos, em principio, obter uma represen-
tacao na forma diagonal. Mas algumas questoes ainda se impoem. Como podemos
verificar a existéncia de uma base de autovetores e obter essa base, caso ela exista?
O que podemos fazer caso uma base de autovetores nao exista?
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Nesse sentido, vamos verificar a existéncia de autovalores no corpo dos complexos
e a existéncia de uma forma triangular. Em seguida vamos buscar refinar essa repre-
sentacao em uma forma diagonal em blocos, com blocos, de certa forma, minimos.

Um ponto fundamental é que, no corpo dos complexos, todo operador linear em
um espaco de dimensao finita possui pelo menos um autovalor. Isso sai do fato de
que todo polindmio complexo possui pelo menos uma raiz. Vejamos esse resultado
e outros que podem ser deduzidos dele sem muita dificuldade, como a existéncia de
uma representacao em forma triangular.

3.1. Existéncia de autovalores complexos.

TEOREMA 3.1. Seja T : X — X um operador linear em um espago nao trivial de
dimensao finita X sobre o corpo C dos complexos. Entao T possui pelo menos um
autovalor.

DEMONSTRAGAO. Seja n = dim(X). Como X é de dimensao finita e é nao tri-
vial, entao n € N. Seja u € X nao nulo e considere a sequéncia de n + 1 vetores
u, Tu,..., T"u. Como tem mais vetores do que a dimensao do espaco, eles formam,
necessariamente, um conjunto linearmente dependente. Assim, existem escalares com-
plexos ¢y, ..., c, € C, nem todos nulos, tais que

cu+cTu+---¢,T"u=0.

Como u # 0, entdao nao podemos ter apenas ¢y diferente de zero. Algum coeficiente
¢, k > 1, deve ser diferente de zero. Seja k o maior coeficiente nao nulo, de forma
que 1 <k <mncomcp#0e

cou+c;Tu+ -, TFu=0. (3.1)

Considere, entao, o polinémio de grau k

p(2) = co+ 1z + -2

Como ¢ # 0 com k > 1, o polindémio p = p(z) nao é constante. Como todo polino-
mio complexo nao constante pode ser fatorado como produto de monoémios, existem
(1,...,( € C, nao necessariamente distintos, tais que

p(z) = cr(z = Q)(z = Q) -~ (2 = G)-

Assim, podemos escrever

p(T) = (T = GN(T =Gl - (T = Gl).
Da condigao (3.1), temos

p(Mu=c(T=GNH(T —=CI)--- (T —¢lu=0.
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Nesse caso, devemos ter
(T-¢hv =0,
para algum ¢ = 1,...,n e algum v # 0, onde

u, se i =k,
(T—=Gwal) - (T=Chu, sel<i<k.

VvV =

Isso quer dizer que

Tv =(Gv,
com v # 0, ou seja, (; € um autovalor com autovetor associado v, provando que existe
pelo menos um autovalor complexo. 0

OBSERVAGCAO 3.1. A demonstragdo do Teorema 3.1 nao quer dizer que todos
as raizes (y,...,(, sejam autovalores nem que todos os autovalores sao raizes do
polindmio, como ocorre na fatoracao do polinémio caracteristico visto nos cursos
iniciais de Algebra Linear e que sera visto mais pra frente. O polinémio construido
acima depende do vetor inicial u, nao é uma propriedade tinica do operador. E isso
também nao quer dizer que um u qualquer seja um autovetor. O autovetor v da
demonstracao é obtido de u, iterando os mondémios obtidos a partir do proprio u,
como em uma “auto-corre¢ao” de rumo.

OBSERVAGAO 3.2 (Subespagos de Krylov). Usamos a hipotese do espago ser de
dimensao finita, para deduzir que a sequéncia u, Tu, ..., T"u forma, necessariamente,
um conjunto linearmente dependente. Essa sequéncia esta associada aos chamados
subespagos de Krylov, de ordem k, onde

K (T,u) = span{u, Tu,..., TF u}.
Eles formam um conjunto nao decrescente de subespacos de X. E sao encaixantes,
no sentido de que THy(T,u) C Hy1(T,u). Subespagos de Krylov aparecem em
métodos numéricos iterativos, para, por exemplo, encontrar autovalores e autovetores

e na resolucao de sistemas lineares de alta ordem, onde métodos diretos sao mais
custosos.

OBSERVACAO 3.3. Apenas para efeito de curiosidade, vamos ver quem sao o po-
linébmio p, as raizes (; e o vetor v, do Teorema 3.1, em um exemplo especifico. Con-
sidere o operador T : C* — C? definido por

T(En, Q) = (26,3n,4¢),  (§n,¢) €C,

cujos autovalores sao 2, 3 e 4. Seja u = (1,1,0) e considere a sequéncia de vetores u,
T(u), T?(u), e T3(u), que nesse caso formam o conjunto

{(1,1,0),(2,3,0), (4,9,0), (8,18,0)}.
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Sao quatro vetores em C?, portanto linearmente dependentes. (Podemos considerar
isso em R?, também, mas, em geral, podemos nao encontrar rafzes reais.) Temos, por
exemplo,

6(1,1,0) —5(2,3,0) + (4,9,0) + 0(8,18,0) = (0,0,0).
Nesse caso, o polindmio p é
p(z) =6 — 5z + 22,

Suas raizes sao reais, iguais a 2 e 3, que sao parte dos autovalores, mas nao sao todos.
Podemos escrever

p(2) =(z2=2)(z=3) = (2 =3)(z - 2)

Como u = (1,1,0) nédo é autovetor, entao obtemos que

(T —30u = (2,3,0) — 3(1,1,0) = (~1,0,0)
é autovetor associado ao autovalor 2 e

(T —2l)u = (2,3,0) — 2(1,1,0) = (0, 1,0)

¢é autovelor associado ao autovetor 3. Nesse exemplo, as duas raizes de p sao auto-
valores do operador, que também possui outros autovalores. Observe que o vetor u
escolhido inicialmente pertence ao subespaco gerado pelos autoespacos de 2 e 3, por
isso ele nao “enxerga” o autovalor 4. A questao, agora, é se é possivel obter um exem-
plo em que o polindmio possui raizes que nao sao autovalores do operador. Vejamos
a proxima Observacao 3.4.

OBSERVAGAO 3.4. Considere, agora, o operador nilpotente N(z,y) = (y,0). Seja
u = (1,0). Entao a sequéncia u, Nu,N?u é (1,0),(0,0),(0,0). Podemos escolher
co = 0 e ¢y, co arbitrarios que vale

co(1,0) + ¢1(0,0) + e5(0,0) = (0,0).

Assim,
c
p(z) =1z + 922 = Coz (z + C—;) =co(z— ()(z — &),
com
c
Cl = 07 CQ - __1
Ca

Assim, encontrarmos o autovalor nulo {; = 0 e uma outra raiz qualquer (s, visto que
c1 € ¢y sao arbitrarios. Escolhendo ¢; = 0 e ¢y # 0, entdao (o = 0 e p(z) = c22?. Mas
para ci, ¢ # 0, temos (o que nao é autovalor.
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3.2. Forma triangular superior. Obter a forma diagonal de um operador dia-
gonalizavel ou a forma de Jordan de um operador qualquer, em dimensao finita, nao
é algo tao imediado. Mas a forma triangular nao requer muito mais esforco.

No caso de uma matriz triangular superior n X n, ou seja, da forma

ay; Qg e a1y,
O a22 CEY DY a2n

’
0 0 G

vemos que um vetor com as ultimas colunas nulas ¢ levado em outro vetor com (pelo
menos) as mesmas ultimas colunas nulas, i.e.

(1, 22,...,24,0,...,0) — E alkxk,g Aok Ths - - -, 05;%5,0,...,0

1<k<j 2<k<y

Podemos ver isso, mais facilmente, usando uma estrutura de blocos,

* k| [ x) [ *
0 x[\0/ \0)”
onde O da matriz é um bloco (n — j) x j e O dos vetores sao blocos 1 x j.
Em termos de subespagos vetorias, podemos dizer que
Tspan{ei,...,ex} C span{ey,..., e},

ou, de outra forma, que span{ei,...,ex} é invariante por T, conforme visto para
blocos na Secao 5.4. Mais geralmente, temos a seguinte versao mais detalhada do
Teorema 5.3.

TEOREMA 3.2. Seja T : X — X wm operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N. Se 6 = {wy,...,w,} € uma base de X tal que

T(span{wy,---,w;}) C span{wy,--- ,w;},
para todo j = 1,...,n, entdo a representacao de T na base 6 tem a forma triangular
_a'].]. a12 e e a’].TL_
0 oy -+ - a9y
Te=| & o i (32)

0 oo .. 0 apm
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DEMONSTRAGAO. Basta observar que, dado um vetor
u=2x,Wy + -+ 1w, € span{wy,--- ,w,}
a sua imagem Tu também esta em neste espago gerado, i.e.
Tu=y,wi + -+ y;w; €span{wy,--- ,w;},

para coeficientes apropriados, de forma que y; = 0, para ¢ > j, nos dando que os
coeficientes a;; de [T]s da parte inferior a diagonal, ¢ > j, se anulam, restando uma
forma triangular superior. 0

OBSERVAGAO 3.5. Na forma triangular (3.2) do Teorema 3.2, os coeficientes de
[T]s podem ser escritos como na Defini¢ao 3.5, usando a base dual 6* = {f1,...,f.}
de 6, apenas observando que (f;, w;) = 0 para i > j.

3.3. Existéncia da forma triangular superior. No caso de espagos vetoriais
complexos, como a existéncia de autovalor esté garantida, podemos usar um método
indutivo para deduzir que um operador sempre possui uma forma triangular.

TEOREMA 3.3. Seja T : X — X um espago vetorial complexo X de dimensdo
finita n = dim(X) € N. Entao existe uma base 6 satisfazendo as condigoes do
Teorema 3.2 e, portanto, T possui a forma triangular superior nessa base.

DEMONSTRAGAO. Se dim(X) = 1, entao [T]s = [a] para algum escalar a, em
qualquer base, que é trivialmente triangular (i.e. T(span{w;}) C span{w;}, para
qualquer base {w;}), sendo o resultado valido nesse caso.

Considere, agora, n = dim(X) > 1 e suponha o resultado vélido em qualquer
espaco de dimensao menor do que n. Vamos mostrar que também vale para n.

Seja, entao, T € £L(X) arbitrario em X, onde dim(X) = n. Como o espago é
complexo de dimensao finita, existe pelo menos um autovalor A\; de T. Nesse caso,
(T — A\ql) é um operador linear nao injetivo, visto que os autovetores associados ao
autovalor \; existem e estao no nicleo desse operador. Em outras palavras,

ny = dim(Im(T — A1) = n — dim(ker(T — M) < n.
Nao custa ressaltar que, como toda imagem de um operador linear, a imagem Im(T —
A1l) é um subespago vetorial de X.
Além disso, o espago Im(T — A1) é invariante por T. De fato, se u = (T — A\ )v
para algum v € X, entao

Tu=T(T-AM)v=T>=\Tv=(T-\DTv.
Ou seja, Tu é a imagem de Tv por (T — A\l), o que significa dizer que
Tu € Im(T — \),
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Portanto, Im(T — A1) é invariante por T.
Considere, agora, X; = Im(T — A1) e Ty : X7 — X definido por

Tlu:Tu, ‘v’uGXl,

que, nada mais é, do que a restri¢cao de T ao subespago vetorial X;. Como dim(X;) =
ny < n, temos que o resultado de existéncia de forma triangular vale em X;. Em
particular, vale para T; recém-definido. Seja, entao, ; = {wy,...,w,, } uma base
de X; tal que

Ty span{wy,...,w;} C span{wy,..., w,}, (3.3)
para qualquer 7 = 1,...,n;. Observe que, como X; é um subespago de X, entao os
vetores wq,...,W,, sao vetores em X. Em seguida, estendemos essa base de X; a
uma base {wy,...,w,} de X. A propriedade (3.3) significa o mesmo para T, para

1 <7 < ny. Falta o caso n; < 7 < n. Para isso, precisamos ver o que acontece ao
aplicamos T a cada novo vetor w;. Pare eles, temos

TWj = TWJ‘ — )\1Wj + )\1Wj = (T — )\1|)Wj + )\Wj.

Como
(T—=XMDw; € Im(T — \1) = X5 = span{wy, ..., w,, },
segue que
Tw; € span{wy, ..., Wy, } +span{w;} C span{wy,..., Wy,,,..., W;}.
Portanto, qualquer combinacao linear dos vetores w; com ¢ = 1,...,j é levada, por

T, a um elemento do espago gerado por esses mesmos vetores, i.e.
Tspan{wy,...,w;} C span{wy,...,w,},
agora para todo j = 1,...,n, completando a demonstracao. 0

EXEMPLO 3.1. Considere, novamente, o operador T : R® — R3, do Exemplo 2.1,
dado por
TA(‘Tayaz) = (21‘ —y+z,x+z,x—y—|—2z),

associado & matriz

P
I
— =N

-1 1

0 1
-1 2
Podemos verificar que a base

6 =1{(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)}
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gera subespacos invariantes encaixantes,

Sy =span{(1,1,0)}, Ss =span{(1,1,0),(0,0,1)},
Ss = {(1,1,0),(0,0,1),(0,1,0)} = R®.

Para obtermos a representacao de T na base 6, aplicamos o operador a cada vetor da
base e representamos o resultado em termos dos vetores da base,

T(1,1,0) = (1,1,0) = 1(1,1,0) + 0(0,0,1) + 0(0, 1,0),
T(0,0,1) = (1,1,2) = 1(1,1,0) + 2(0,0,1) + 0(0, 1, 0),
T(0,1,0) = (—1,0,—1) = —1(1,1,0) — 1(0,0,1) + 1(0, 1, 0).

Assim, obtemos a forma triangular superior

11 —1
T =M'AM= |0 2 —1],
00 1
onde
100
M=[]=|1 0 1
010

¢ a matriz mudanca de base, da base ¢ pra base canoénica .

3.4. Autovalores e a diagonal da forma triangular. De posse da forma
triangular, podemos deduzir que todos os elementos da diagonal sao autovalores, nos
dando, portanto, n autovalores, contando multiplicidades, onde n ¢ a dimensao do
espaco. Os elementos da diagonal podem ser obtidos via base dual, conforme feito no
Definicao 3.5.

TEOREMA 3.4. Seja T : X — X um espacgo vetorial complexo X de dimensao
finita n = dim(X) € N e seja 6 = {wy,...,w,} uma base satisfazendo as condi¢oes
do Teorema 3.2, com T possuindo forma triangular superior nessa base. Entao, todos
os elementos da diagonal dessa representacao sao autovalores de T.

DEMONSTRAGAO. Seja [T]s = (a;5);; a forma triangular superior de T nessa base,
de modo que a;; = 0 quando ¢ > j. De maneira geral, temos, por conta da forma
triangular superior, que

TW]' = aljwl —+ -+ an]’Wn = aljwl —+ -+ aijj, (34)
Em particular, para j = 1, temos

Tw, = a11wi,
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ou seja, A\; = a1 é autovalor, com autovetor wi.
Agora, para 1 < j < n, observe, de (3.4) que, passando o tltimo termo para o
lado esquerdo,

(T — Cij')Wj =ay;wi+---+ a(—1);Wji—1 € span{wl, L. 7Wj—1}7
Além disso, para 1 <1 < j — 1, temos, por conta da forma triangular superior, que
(T—ajl)w; = ay;wy+- - - +a;w; —a;;w; € span{wy,...,w;} C span{wy,..., W;_q}.
Logo,
(T —ajjl)span{wy,...,w;} Cspan{wi,...,w;_1} G span{wi,..., w;}.

Aplicando o Teorema 2.1 do Niucleo e da Imagem ao operador (T — a;;1) restrito ao
subespagco j-dimensional span{wy, ..., w;}, vemos que

dim(ker(T — aj;l)) = j — dim(Im(T — aj;l1))
> j —dim(span{wy,...,w;_1})=j—(j—1) =1

Portanto, existe pelo menos um vetor nao nulo u; no nicleo de T —aj;l, o que significa
que

(T — ajjl)uj = 0,
que por sua vez nos da
Tllj = Cljju]‘,

com u; # 0. Em outras palavras, \; = a;; ¢ um autovalor, com autovetor associado
u; € span{wy,...,w,}.
Com isso vale para todo 7 = 1,...,n, a demonstracao esta completa. [l

OBSERVAGAO 3.6. Lembremos que, usando a base 6 = {wy, ..., w,} e a base dual
6* = {f1,...,fn}, no Teorema 3.4, os elementos a;; da diagonal, que sao autovalores,
sao dados por a;; = (f;, w;).

O resultado acima diz que todos os valores da diagonal sao autovalores, mas nao
quer dizer que todos os autovalores estao na diagonal. Ou seja, em principio, poderia
ter algum outro autovalor que nao aparece em uma determinada forma triangular. E
claro que, dado um autovalor, podemos comegar a construir a base com um autove-
tor associado a esse autovalor, de forma que ele apareceria como primeiro elemento
da diagonal dessa base assim construida. Mas isso nao quer dizer, ainda, que esse
processo abarcaria todos os autovalores. O resultado a seguir garante isso.
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TEOREMA 3.5. Seja T : X — X um espago vetorial complexo X de dimensao
finita n = dim(X) € N e seja A um autovalor de T. Suponha que 6 = {wq,...,w,}
seja uma base satisfazendo as condicoes do Teorema 3.2, com T possuindo forma
triangular superior nessa base. Entao, para algum inteiro 1 < j < n, temos A\ = a;;,
onde aj; € um elemento da diagonal da representagio [T]s = (al])igjf de T nessa
base. Ou seja, todos os autovalores de T aparecem na diagonal de qualquer forma
triangular superior de T.

DEMONSTRAGAO. A ideia é comegar escrevendo um autovetor u, de um autovalor
A, COmo

u=x1wy+...+x,;wWj,
onde j ¢ o maior inteiro tal que x; é nao nulo na representacao de u na base 6. Em
seguida, observamos que, por um lado, como u é autovetor,

Tu= X u= )\ZE1W1 + ...+ /\Ijo,

enquanto que, usando a forma triangular superior, temos

Tu=zTw; +... +2;Tw;
= (a1171 + a1pT2 + - - - + a1;25) Wy + (Qg2%2 + - - - + A2jT;)Wa + - - - + a;;T;W;.
Como os coeficientes sao tinicos, temos
ATj = aj;rj,
sendo que z; # 0, ou seja,
O

OBSERVAGAO 3.7. Os resultados acima garantem que todos os elementos da diago-
nal de uma forma triangular sao autovalores e todos os autovalores estao na diagonal
de qualquer forma triangular. Mas nao garantem, que, caso a diagonal tenha au-
tovalores repetidos, as multiplicidades deles serao sempre as mesmas em qualquer
forma triangular. Mais precisamente, se os autovalores sao 2 e 3 em um espago de
dimensao trés, nao hé nada garantindo, até o momento, que eu nao possa ter uma
diagonal com elementos 2,2, 3, em uma base, e 2,3, 3, em outra. Mas esse resultado ¢é
verdade, ou seja, todas as formas triangulares vao ter as mesmas diagonais, a menos
de permutacoes. Em particular, se o autoespago do autovalor 2 tem dimensao dois
e o do autovalor 3 tem dimensao um, entao todas as formas triangulares superiores
terao, na sua diagonal, dois elementos iguais a 2 e apenas um elemento igual a 1. Nao
provaremos isso diretamente. Vamos ver isso como consequéncia do Teorema 4.6.
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4. A forma canodnica de Jordan

4.1. Autoespacos generalizados. No caso de um operador nilpotente N &€
Z(X), com indice de nilpoténcia k > 0, o tnico autovalor é A = 0, mas o conjunto
de autovetores nao gera o espaco todo. De fato, vejamos o seguinte exemplo.

EXEMPLO 4.1. Seja N € Z(R?) dado por N(x,y) = (y,z). Entdo um par
autovalor-autovetor (A, u) satisfaz a equagao vetorial Nu = Au, que tem a forma
N(z,y) = (y,0) = Mz, y).

Isso pode ser escrito na forma de sistema,

y = Az,

0= My,
Se A # 0, entdao y = 0 e, com isso, z = 0 também, logo A nao pode ser autovalor. Se
A =0, entao y = 0 e x pode ser qualquer real. Como um autovetor deve ser nao nulo,

entao devemos ter x # 0, y = 0 e A = 0. Ou seja, o tnico autovalor é A = 0 e o seu
autoespago € o eixo x,

V(T,0) = ker(T — 0l) = ker(T) = {(z,y) € R*; y =0} = {(z,0) € R?, z € R}
= {eixo z} = span{(1,0)}.
Mas sabemos que N%(0,1) = (0,0). Na base canénica ¢ = {(1,0), (0,1)}, o operador

toma a forma
01

No exemplo acima, completamos a base com um vetor que nao é autovetor, mas
que de certa forma esté associado ao autovalor A = 0. Ele nao esta no nicleo de
T — Al mas esta no nucleo de alguma poténcia desse operador. Nesse sentido, fazemos
a seguinte definicao.

DEFINIGAO 4.1. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Seja A € K um autovalor de T. Dizemos que u € X € um
autovetor generalizado de indice k € N quando u € ker(T — A)* \ ker(T — A)*~1.
O conjunto G(T,\) definido por

G(T,\) = [ ker(T — AN

¢ chamado de autoespaco generalizado de T, associado ao autovalor X.
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OBSERVAGAO 4.1. Naturalmente, no caso k = 1, temos ker(T — M)* = ker(T —
Al) = V(T,)\), com ker(T — Al)*1 = ker(I) = {0}, de modo que um autovalor
generalizado de indice £ = 1 ¢ simplesmente um autovalor.

OBSERVACAO 4.2. Nao custa ressaltar que

V(T,A) =ker(T = Al) € | ker((T = AD¥) = G(T, ).

O autoespaco generalizado ¢, também, um subespago invariante pela transforma-
Gao.

TEOREMA 4.1. Seja T € 2L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
suponha que \ seja um autovalor de T. Entdo o autoespaco generalizado G(T,\) =
Uken ker(T — Al) € um subespago invariante por T. Além disso, se u € G(T,\) é
um autovetor generalizado com indice k, entao Tu é um autovetor generalizado com
indice no mdxrimo k.

DEMONSTRAGAO. Seja u € G(T,\). Entdo existe k € N tal que (T — AM)fu = 0.
Seja v = Tu. Entao

(T = ADfv = (T = A)*Tu = T(T — A)*u=To = 0,

de modo que v = Tu € G(T,\), mostrando que G(T,\) é invariante por T. Além
disso, v tem um indice no méximo igual ao de u, como autovetor generalizado. [

OBSERVAGAO 4.3. No Teorema 4.1, o vetor v = Tu tem o mesmo indice k de u,
como autovalor generalizado, quando o autovalor A # 0, e tem indice k — 1, quando
A = 0. Deixamos a verificacao disso para o leitor, como Exercicio 6.7.

EXEMPLO 4.2. Tomemos como exemplo o operador linear em R3 associado a

matriz
01 3

A=|—-4 4 4
00 3
Como veremos no Exemplo 4.4, os autovalores sao 2 e 3. Para A = 3, o autoespaco é
dado por
y + 3z = 3z
—4dxr + 4y + 4z = 3y
3z = 3z
cujas solugoes sao dadas por y = 0 e z = x. Portanto, temos o autoespaco associado

V(A,3) ={y=0, z=2}={(s,0,5); s € R}.
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Para A\ = 2, o autoespaco deve satisfazer é dado por

y + 3z = 2z,
—4dr + 4y + 4z = 2y,
3z = 2z

Nesse caso, z = 0 e o sistema se reduz a

y - 237,
-4 + 4y = 2y,
cuja solucao ¢ y = 2x. Portanto,
V(A,2) ={(z,y,2); 2=0, y =2z} = {(r,2r,0), r € R}

Nesse caso, achamos dois autovalores, cada um com autoespaco de dimensao um.
Ou seja, nao ha como termos uma base de autovalores para diagonalizar o operador.
Vamos buscar um autoespago generalizado de dimensao maior, para completar o
espago.

Vamos olhar para o nicleo de (A — 3I)2, que é dado por

5 -2 -5
(A-3I)%*= |8 -3 -8
0 0 0

O nucleo é dado pelas solucoes do sistema
or — 2y — Hz =0,
8r — 3y — 8z = 0.
Multiplicando a primeira equagao por 8, a segunda por 5 e subtraindo uma da outra,
obtemos y = 0 e 2z = x, que é o proprio autoespago, ou seja
G(A,3) =V (A,3).
Vamos, agora, ver o autoespago generalizado associado ao autovalor 2. Como o espago

tem dimensao trés, esperamos que G(A, 2) tenha dimensao dois, pois é o méximo que
o espago comporta dado que G(A,3) = V(A,3) tem dimensao um. Temos

001
(A-2I)*=10 0 0
001

O ntcleo é dado pela solugao do sistema associado, que nesse caso se reduz a z = 0.
Logo,
G(A,2) = ker((A - 20I)*) = {z = 0} = {(2,y,0); z,y € R}.
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OBSERVACAO 4.4. Em dimensao finita, as poténcias (T —\I)* devem se anular para
algum k finito, de modo que o operador (T — Al) restrito ao autoespago generalizado
G(T,A) é um operador nilpotente e existe um inteiro positivo k£ € N tal que

{0} Sker(T—=A) S -+ S ker(T — A" = G(T, \).

OBSERVACAO 4.5. Em dimensao infinita, podemos ter um autoespaco generalizado
também de dimensao infinita e com espacos estritamente crescentes ker(T — AN, k €
N. De fato, considere X = 6(R) o espago das fungoes infinitas vezes continuamente
diferenciaveis e seja D = d/dt o operador derivada de uma funcao escalar x = x(t).
O autoespaco de D associado a um A € R qualquer é a solucao geral da equacgao
diferencial

de \
at ="
ou seja,
V(D,\) = {z € X; z(t) = Coe™}.
— tk—le)\t

Agora, para um k € N qualquer, temos que xz(t) pertence ao nucleo de

(D — A)*. Mais precisamente, podemos escrever
ker((D — \)¥) = {(ao +art 4 .. A a1 tF M ag, .. ap € ]R} ,
para k € N arbitrario. Com isso,
G(T.A) = | ker((D = N)")
keN
= {(ap + art + ... + ap_1t" e k € Nag,...,a5_1 € R}
Veja, também, o Exemplo 1.5.

O resultado do Teorema 2.1 se estende para autoespagos generalizados.

TEOREMA 4.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Sejam X\, u € K autovalores distintos de T. Entao

G(T,\) NG(T, ) = {0},

onde G(T,\) = Upen ker(T — ADF e G(T, ) = Upen ker(T — pl)* sdo os autoespagos
generalizados associados a \ e fi.

DEMONSTRAGAO. Suponha que u € G(T,\) N G(T, ). Sejam k,l os menores
inteiros nao negativos tais que (T — AD)*u=0e (T — Al)'u = 0.
Suponhamos, primeiro, que k,I > 1. Sem perda de generalidade, suponha que
{ > k. Defina
v=(T-A)"tu#o0,
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que é nao nulo pois k é a menor poténcia que anula u. Nesse caso, temos que v é um
autovetor associado ao autovalor A\, pois

(T—=A)v = (T=A)(T - A)*'u=(T-A)fu=0.
Agora, como (T — Al) e (T — pl) comutam, também temos
(T —phv = (T — ) (T = A tu = (T = ADFHT — ph)lu = 0.

Por outro lado, também podemos escrever, usando a féormula do binémio de Newton,

OZ%T—MWVI(T—M+%X—MWV:§:(D(T—Myu—¢Mfv

=0
Como (T — Al)v = 0, todas os termos se anulam, exceto j = 0, o que nos da
0= (T—pu)v=(u—Nv.
Como g # A, isso implica em v = 0, o que significa
v=(T-A)"tu=0,

contradizendo a escolha de k.

Devemos ter, entdo, k = 0 ou [ = 0. Suponha que & = 0. Entdo (T — M)* =
(T = AD° =1, o que significa que u = 0. Idem se [ = 0.

Em resumo, o caso k,l > 1 nos da uma contradicao, de modo que devemos ter
k=0e/oul =0, caso este em que u = 0, provando que G(T,\)NG(T,u) = {0}. O

Mais importante é o caso de varios autoespacos generalizados.

TEOREMA 4.3. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X sobre
um corpo K. Sejam A1, ..., A\ € K autovalores distintos de T. Entao os autoespagos
generalizados G(T, ;) = Uien ker(T — \j1)! sdo autoespagos independentes entre si,
de modo que vale a soma direta

DEMONSTRAGAO. Gragas ao Teorema 2.1, basta mostrar que, se u; € G(T,\;),
j=1,...,k, com
111+112+"'+uj:0a (41)

entao cada u; = 0 é nulo. Como de habito, podemos mostrar isso por inducao em &.
Se k =1, s6 temos um autoespaco generalizado e a condigao (4.1) se reduz a u; = 0,
que nos diz diretamente que u; deve ser nulo.
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Agora, supondo o resultado valido até k — 1, basta aplicar (T — A\{1)* & expressdo
(4.1), onde k; ¢ o indice do autovetor generalizado u;, de modo que

0+ (T—MDFag+ -+ (T—M)"u =0.

Como os autoespagos generalizados sao invariantes, cada (T—M\1)"u; estd em G(T, \;).
Portanto, temos k& — 1 vetores, cada um em um autoespaco generalizado diferente, e
cuja soma € igual ao vetor nulo. Pela hipotese de indugao, isso significa que

(T =MD"y, =0,

para j = 2,...,k, ousejau; € G(T, ;) também pertence ao autoespago generalizado
associado a A1, além de ja pertencer a G(T, A;j).

Como os autoespagos generalizados tem interse¢ao trivial, conforme mostrado no
Teorema 4.2, entao deduzimos que u; = 0, para j = 2,..., k. Com isso, (4.1) nos da,
como condigao restante, u; = 0, completando a demonstracao. 0

4.2. Polin6mios anuladores. Na demonstracao de existéncia de autovalores
de um operador linear T em um espaco X de dimensao finita n € N, dado um vetor
nao nulo u, construimos um polinémio p = p, de grau n tal que py,(T)u = 0. A
importancia desse polindmio foi a de nos dar um autovalor como uma de suas raizes.
Mas esse polinémio pode variar com a escolha de u e podemos nao encontrar todos
os autovalores de uma s6 vez. Vamos rever um dos exemplos com mais diligéncia.

EXEMPLO 4.3. No exemplo T(z,y) = (2x,3y), se comegarmos com u no eixo x,
i.e. u= (a,0) para a # 0, entao pode-se verificar que p 0)(z) = (z—2) e que p(,0)(T)
s6 anula o autoespago V(T,2). Se comegarmos no eixo y, digamos u = (0,b), com
b # 0, entdo peyy(r) = (x — 3) e pow(T) s6 anula o autoespaco V(T,3). Ja se
comecarmos com u = (a,b), a,b # 0, entao pep = (r — 2)(x — 3) € Py (T) anula,
finalmente, o espago todo.

A nossa busca é por um polindémio que anule todo o espaco e nos dé, assim, todos
os autovalores do operador, além de ser importante para contabilizar as dimensoes do
espaco entre as dimensoes dos autoespacos ou autoespagos generalizados do operador.
Nesse sentido, fazemos a seguinte definicao.

DEFINICAO 4.2. Dado um operador linear T € L(X) em um espago vetorial X
sobre um corpo K, um polinémio p sobre o corpo K € dito um polinémio anulador
quando p(T) =0, i.e. p(T)u =0, para todo u € X.

Um tal polinomio serda fundamental para a decomposicao espectral e o entendi-
mento de operadores lineares. Uma questao crucial é como encontrar esses polindmios
anuladores. Veremos, posteriormente, que o polinémio caracteristico, obtido através
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do determinante, é um polinémio anulador. No momento, vamos usar a forma trian-
gular superior para obter um polinémio anulador. Posteriormente, vamos ver que esse
polinémio obtido através da forma triangular é o proprio polinémio caracteristico.

TEOREMA 4.4. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plezo X de dimensao finita n € N. Suponha que 6 seja uma base na qual a represen-
tacao de T nessa base tenha forma triangular superior. Entao o polindomio

p(2) = (z —an) - (2 = a)

cujas raizes a;j, j = 1,...,n formam a diagonal de [T]s, € um polindémio anulador de
T, formado apenas por raizes que sao autovalores do operador.

DEMONSTRAGAO. Seja 6 = {wy,...,w,} uma base como considerada no enun-
ciado e seja [T]s = (a;;);; a representacao de T na base 6, de forma que a;; = 0, para
1 > 7. Ja vimos, no Teorema 3.4, que esses elementos sao autovalores, de modo que
todas as raizes de p sdo autovalores de T. Resta mostrar que p(T) anula X.

Para simplificar a notagao, escrevemos

S; = span{wy, ..., w;},
com S, = X e Sy = {0}. A base considerada tem a propriedade de que
TS, CSj, j=1,...,n.
Mais explicitamente,
Tw; = a;;wi + ... + a;;w;,
de modo que
(T —ajhw; = ai;wi + ... 4+ ag-1);Wj_1 € Sj_1,
inclusive quando j = 1. Além disso,
(T —ajl)w; € S; C S,
para todos=1,...,7 — 1. Logo,
(T —aj;1)S; € S;-1,
para 7 =1,...,n. Assim, temos
p(T)X = (T —anl) - (T = ap)S, C (T —aul) - (T = am-1)m-1)!)Sn-1
C-- C(T=anh)s; C Sy = {0},

ou seja, p(T) = 0, concluindo a demonstragao. O
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OBSERVAGAO 4.6. Uma outra maneira de ver que p(T) = 0 é via a representagao
matricial dos operadores envolvidos. Desse modo, vemos que cada monoémio

é representado na base 6 com um elemento nulo da linha j e coluna j. Assim,
[P(Ms = [T —aulls - [T — anlls

¢ um produto de matrizes com um elemento nulo na linha j e coluna j correspondente,
com j = 1,...,n. A cada multiplicacdo da direita para a esquerda, obtemos uma
matriz com mais uma linha inferior nula. A cada multiplica¢ao, anulamos uma nova
linha, até chegarmos em toda a matriz [p(T)]; sendo nula. Também podemos fazer
isso da esquerda para a direita, anulando sucessivamente as colunas, também da
esquerda para a direita.

OBSERVACAO 4.7. Um polinémio anulador nao é unico. De fato, qualquer mono-
mio p(z) = (2 — 1)*, k € N anula o operador identidade, visto que p(l) = (I —1)* = 0.
Podemos, também, multiplicar por qualquer outro monémio que o produto continua
sendo anulador, e.g. p(z) = (2 — 1)z. Observe que nem mesmo se nos restringirmos a
polinémios do mesmo grau do espago isso define unicamente o polinémio anulador. E
nem mesmo se nos restringirmos a polindémios com raizes sendo autovalores. De fato,
considerando o operador T(z,y, z) = (22, 2y, 3z), os polindémios

pi(z) = (2= 2)*(2 =3), pa(2) = (2 = 2)(2 = 3)°

ambos anulam T. A chave estd na dimensao dos nicleos das poténcias (T — ;1)
COMO Veremos a Seguir.

O polindémio construido no Teorema 4.4 é exatamente o polindmio caracteristico
visto nos cursos iniciais de Algebra Linear.

DEFINICAO 4.3. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita. O polindémio caracteristico de T € o polinomio dado por

pe(z) = det(zl = T).

OBSERVAGAO 4.8. Gragas a formula de Leibniz (3.1), podemos verificar que p.(z)
¢ um polindbmio monico de grau exatamente z, lembrando que um polin6mio moénico
¢ um polinémio cujo coeficiente do mondémio de maior grau é 1, ou seja, &€ um po-
linémio da forma 2™ + ¢(z), onde n € N e ¢ = ¢(z) é um polinémio qualquer de grau
estritamente menor do que n.
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TEOREMA 4.5. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X de dimensao finita n € N. Suponha que 6 seja uma base na qual a representa-
cao de T nessa base tenha forma triangular superior. Entao o polindmio caracteristico
de T € exatamente o polindmio definido no Teorema 4.4.

DEMONSTRAGAO. A definigao do determinante de um operador se baseia no fato
de que o determinante de matrizes é invariante por similaridade. Dessa forma, defini-
mos o determinante de um operador através do determinante da matriz que representa
o operador em uma base arbitraria. Nesse sentido, temos que

pe(z) = det(zl = T) = det([z] — T]g) = det(2I — [T]s).

Como zI ¢é diagonal e [T]4 é triangular superior, entao zI — [T]4 é triangular superior
e cuja diagonal tem a forma z — aj;, j = 1,...,n. De acordo com Observacao 3.5, o
determinate de uma matriz triangular superior é o produto dos elementos da diagonal.
Logo,

pc(z) = (2 - all) tee (Z - ann)7
coincidindo com o polinémio construido no Teorema 4.4. 0

Como o polinémio em Teorema 4.4 é um polindémio anulador e coincide com o
polinémio caracteristico, entao o polinomio caracteristico ¢ um polinémio anulador.
Esse é um importante resultado que leva o nome de Teorema de Cayley-Hamilton.
H& vérias demonstracoes desse teorema, algumas mais algébricas do que outras. A
demonstracao apresentada aqui explora a estrutura de subespacos invariantes encai-
xantes.

COROLARIO 4.1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Seja T € £(X) um operador
linear em um espago vetorial complezo X de dimensao finita n € N. Entao o polino-
mio caracteristico p. = pe(z) de T satisfaz p.(T) = 0 e, portanto, é um polinémio
anulador de T.

OBSERVACAO 4.9. Observe que no caso de um operador T = Al em R", o seu
polinémio caracteristico tem a forma

pe(z) = (2 — A)".

No entanto, basta uma poténcia para anular o operador, i.e. T — Al = 0. Ja no caso
de um operador T = Al + N, onde N é um operador nilpotente, entao temos também

pe(2) = (2 = A)",

entao precisamos de uma poténcia igual ao indice de N para anular o operador. Isso
nos leva ao conceito de polindmio minimal, que é o polindomio monico de menor grau
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possivel que ainda anula o operador. Sendo assim, o polinémio minimal de T = Al é
pm(2) =2 — A,
enquanto que o polinomio minimal de T = Al + N, onde N é um operador nilpotente
de indice k, é dado por
pe(z) = (2 — )\)k.
Mais geralmente, dado um operador qualquer T nos complexos, o seu polinémio
caracteristico tem a forma

pe(2) = (2 = A)™ -+ (2 = A)"™™,
onde \; = 1,....m, m € N, 1 < m < n, sao autovalores distintos de T e n; € N
satisfazem
ny+ -+ ny, =m.

Por sua vez, o polindbmio minimal tem a forma
pe(2) = (2 = M)™ - (2 = )",

onde k; € N, 1 < k; < nj, é exatamente o indice de nilpoténcia de (T — Ajl)|aer ),
com G(T,\;) = ker((T — \;1)%7).

4.3. Multiplicidade dos autovalores e dimensao do autoespago genera-

lizado. O proximo resultado é o resultado principal para obtermos a forma canoénica
de Jordan.

TEOREMA 4.6. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n € N. Suponha que 6 seja uma base na qual a representacao de T
nessa base tenha forma triangular superior e seja p o polindémio anulador dado por

p(z) = (z —ann) -~ (2 — ann)
cujas raizes formam a diagonal de [T|s = (azj);;jf e sao os autovalores de T. Jun-
tando as diagonais de mesmo valor em um mesmo mondmio, com o grau do mondmio
contando quantas vezes um mesmo autovalor aparece na diagonal, podemos escrever

p(z) = (2 = A)" (2 — A2)" -+ (2 — Ap)"™,

onde A\, ..., N\, sao autovalores distintos e ny,...,n, € N sao as multiplicidades de
cada autovalor. Entdao, cada autoespago generalizado G(T, ;) = Unen(T — A;)™,
7=1,... k, € tal que

G(T, \;) = ker(T — \;0)™, (4.3)
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para um menor inteiro m; possivel, satisfazendo 1 < mj; < nj, com

Além disso, o espago se decompoe em soma direta dos autoespagos generalizados:
X=GT,M)BG(T, )@ BG(T, \p). (4.5)

DEMONSTRAGAO. Como o polinémio p é de grau n e n; é o grau de cada um
de seus monomios, entdo ¢é claro que (4.4) vale. Vamos agora mostrar (4.2). Vamos
mostrar isso para um dado j arbitrario. Para isso, denotamos

S; = span{wy,...,W;}, (4.6)
para todo ¢ =1,...,n, com
So = {0}.
Pela natureza da base, que da a [T]; uma forma triangular superior, vale
TSZ C Si7
tanto para ¢ = 1,...,n, quanto para ¢ = 0, com os dois conjuntos sendo triviais, i.e.
TSy =Sy ={0}. Com isso, também vale
(T—ADS; C S5, (4.7)

para qualquer A, autovalor ou nao.

O indice n; indica quantas vezes o autovalor \; aparece na diagonal de [T]z. Com
isso, existem indices i1, ..., 4,;, ordenados de forma crescente, tais que a; = \;, para
i =11,...,1n;- Vamos mostrar por indugao que

dim(ker(T — A1)’

Sil) > lv (48)

paral=1,...,n;.
Primeiramente, observe que

Tw; = aywy + -+ + aywi,
de modo que

(T — /\J|)Wz = (T — a“|)W1 = a1 ;W1 + -+ A>—1)iWi—1 c Si_1,

para todo iy, ... ,i,,. Além disso, de (4.7), temos

(T = AD)Sio1 C Sy,
para todo ¢ = 1,...,n, em particular para iy,...,%,,. Juntando as duas inclusoes,
temos

(T =X\ C Sica, (4.9)
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para todo iy, ..., 1,,. Portanto, olhando para (T — A;l) restrito a .S;, que é denotado
por (T — Ajl)|s,, temos, pelo Teorema 2.1 do Nucleo e da Imagem,

dim(ker((T — Ajl)]s,)) = dim(S;) — dim(Im((T — A1)]s,))
> dim(S;) — dim(S;_y) =i — (i — 1) =1, (4.10)

para todo i =iy, ..., ;-
Em particular, para i = iy, a desigualdade (4.10) nos da

dim(ker(T — Ajl)[s, ) > 1,

que é exatamente (4.8) para [ = 1. Ou seja, ja temos o primeiro passo no processo
de indugao para mostrar (4.8) para todo [ = 1,...,n;. Observe que esse primeiro
passo ¢ equivalente a mostrar que \; é um autovalor que tem pelo menos parte do
seu autoespago dentro de S;,, de dimensao pelo menos um.

Suponha, agora, (4.8) valido até [, onde 1 <! < n;. Vamos mostrar para [ + 1.
Consideramos T restrito a S; Aplicando o Teorema 2.1 do Nucleo e da Imagem,
temos

I+1°

dim(ker(T — ;1) — dim(Im(T — M\ 1)

).

temos

Sil+1) = dim(SiZH) Sip

Reescrevendo a imagem de (T — A\;1)"![s,  como (T — \;1)'*1S

1419
dim(ker(T — ;1) — dim(Im(T — M)

— dim((T — X\ S;

Sil+1) = dlIIl(SZ

l+1) sil+1)

l+1) l+1)'
Usando (4.9) para i = i;41, obtemos

dim(ker(T — X1, ) = dim(S;,,,) — dim(Im(T — A1)

= dim(S;,,,) — dim((T — A1) S,

> dim(S;,,,) — dim((T — M\1)'S;,,,—1).

Usando novamente o Teorema 2.1 do Nicleo e da Imagem, chegamos a

Sil+1)
z+1)

+1

2l+1>
= dim(S;,,,) — dim(Im(T — A0 s, )
= dim(S;,,,) — dim((T — A8, )
> dim(9;,,,) — dim((T — \1)'S;,,, 1)
= dim(9;,,,) — dim(S;,,,—1) + dim(ker(T — \;1)! Sty 1)
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No tltimo termo, diminuindo o espago de restri¢io do operador (T — ;1) de S;

+1—1
para S; C S, -1, o nucleo pode apenas diminuir, de modo que

dim (ker(T — A1) g

1l+1

)
dim(Im(T — ;1)
dim((T — M\1)'*LS;
((
(
(

1m

SR

i1+1 il+1)

m Zl+1)

dim(S;,,, ) —
dim(S;,,, ) —
> dim(S;,,,) — dim((T — M\l Sirii—1)
dim(S;,,) —
dim(S;,,,) —

Q..

=)

1m i

Sivia—1) + dim(ker(T — A1) s,

S; dim(S;,,,—1) + dim(ker(T = A;1)']s, )-

+1

Finalmente, usando a hipétese de indugao, junto com o fato de que cada S; tem
dimensao j, obtemos

dim(ker(T — ;1) Sy
= dim(szz-H) dlm(lm(T - )"I)l+1| il+1)
= dim(S;,,,) — dim((T — \;1)'*1S;,,,)
> dim(SZlH) dim((T — \; I) Sirii—1)
= dim(S;,,,) — dim(Sj,,, 1) + dim(ker(T = \;1)']s, )

(
> dim(S;,,,) — dim(S;,,, 1) + dim(ker(T — \;1)!
> i1 — (g1 — 1) +1
=141,

Sil)

provando a indugao e obtendo (4.8). No caso em que [ = n;, obtemos
dim(ker(T — \;1)™ g, ) > n;. (4.11)

Como j = 1,...,k é arbitrario, isso vale para todos esses indices j.

Agora, observamos, do Teorema 4.3, que os autoespacos generalizados sao linear-
mente independentes e formam uma soma direta, dentro de X. Juntando isso com
(4.11), obtemos

ny+no+ - +ny
< dim(G(T, \y)) + dim(G(T, Ag)) + - - - + dim(G(T, \p)) < »
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Como n; sao os graus dos monoémios que formam o polindémio p e que, por sua vez,
tem grau n, entao esse “sanduiche” fecha completamente e nos da que

n:nl—i-ng—i—---—i—nk
= dim(G(T, \1)) + dim(G(T, A2)) + - - + dim(G(T, Ax)) = dim(X).

Isso também nos da que (4.11) é, na verdade, uma igualdade, provando (4.2), e que
X é soma direta dos autoespagos generalizados, provando (4.5).

Por fim, a igualdade em (4.2) garante que cada autoespago generalizado G(T, \;)
nao pode ter indice maior do que m;, pois ele ¢ um operador nilpotente quando
restrito a G(T, ;) e nenhum operador nilpotente pode ter dimensao maior do que a do
(sub)espago em que ele age (Corolario 1.1). Com isso, completamos a demonstragao.

O

OBSERVACAO 4.10. Uma consequéncia do Teorema 4.6 é o de que as diagonais
de quaisquer duas representagoes do operador T em forma triangular superior devem
ser uma permutagao uma da outra. Isso porque o teorema associa a multiplicidade
do autovalor na diagonal a dimensao do autoespaco generalizado, que independe da
base. Isso resolve a questao levantada na Observagao 3.7.

Vamos escrever a observagao anterior como um corolério.

COROLARIO 4.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
de dimensao finita n € N. Suponha que @« e 6 sejam duas bases tais que as repre-
sentagoes [T], e [T]s tenham forma triangular superior. Entao a diagonal de [T], €
uma permutacao da diagonal de [T, ou seja, os autovalores aparecem nas diferentes
diagonais com a mesma multiplicidade.

4.4. Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica dos autovalo-
res. Inspirado pelos resultados da secao anterior, fazemos a seguinte definicao.

DEFINICAO 4.4. Seja T € L(X) um operador linear em um espago de dimensao
finita. Seja A um autovalor de T. Definimos a multiplicidade geométrica de A
como sendo a dimensao do seu autoespaco,

ny =ny(T,A) = dim(V(T,\)) = dim(ker(T — Al)),

e definimos a multiplicidade algébrica de \ como sendo a dimensao do seu auto-
espaco generalizado,

nt = ng(T,\) = dim(G(T, \)) = dim(Upen ker(T — A)F).

Como ¢é de se esperar, a relagdo entre nq(T,\) e ny(T, A) é fundamental.
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TEOREMA 4.7. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de

dimensao finita n = dim(X) € N sobre um corpo K e seja A € K um autovalor de T.
Entao ng(T,A) >ny(T,\) >1e

T‘G(T,)\) = A+ N,

€ um operador nilpotente em
A). No caso particular em que

onde a identidade é em G(T,\) e N € ZL(G(T,\))
G(T,\), com indice de nilpoténcia no mdximo na( ,

na(T,A) = nyg(T, A), entao G(T,\) =V (T,\) e

Tlery = Ty = Al

DEMONSTRAGAO. A desigualdade n,(T,A) > ny(T,\) segue imediatamente do
fato de que V(T,A) C G(T,\) (veja Observagao 4.2), e, como A é autovalor, existe
pelo menos um u € X nao nulo em V(T, ), de modo que ny,(T, ) > ny(T,\) > 1.

Agora, restrito a G(T, A), que é um subespago, definimos

N = (T = Al)|an,

que ¢ um operador linear em G(T, \) (veja Definigao 5.2).

Como G(T,\) tem dimensao finita n) = n4(T,\), entdo, escolhendo uma base
{w1,..., Wy}, temos cada vetor da base com um determinado indice (como autovetor
generalizado, dado na Defini¢ao 4.1) k;, i = 1,...,n) de N = T — \l, que é o menor
inteiro tal que N*w; = 0. Escolhendo k = max{ky, ..., Kna}, vemos que

N*u = 0, Vu € span{wy,...,w,} = G(T,\).

Portanto, N é um operador nilpotente em G(T,\). Como operador nilpotente, o seu
indice deve ser no maximo a dimensao do espago em que esta definido, ou seja, o seu
indice de nilpoténcia ¢ no maximo n,(T, \).

Agora, falta ver o caso em que n,(T,\) = ny(T,\). Nesse caso, como V(T,\) C
G(T,\) e ambos tem a mesma dimensao, entao

G(T,\) =V(T,\).
Além disso, para todo u € G(T,\) = V(T, ), temos Tu = Au, ou seja,
Tlvra = Al

Isso completa a demonstracao. 0



4. A FORMA CANONICA DE JORDAN 251

4.5. Forma canédnica de Jordan. Com os resultados das ultimas se¢oes, esta-
mos prontos para juntar as pecas e provar o principal resultado desse capitulo.

DEFINIGAO 4.5 (Forma canonica de Jordan). Dizemos que uma matriz A € K",
n € N, estd na forma canénica de Jordan quando A € bloco-diagonal, i.e.

J,
Ao ,
J,

onde cada bloco J;, L =1,...,r, € da forma NI+ Ny, onde A\, € K € um autovalor de
A e N; = (0;(j—1))ij € um bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto, de modo que

A1

J =M+ N, = Ai
1

Ai

TEOREMA 4.8 (Forma canénica de Jordan nos complexos). Seja T € L(X) um
operador linear em um espago vetorial X de dimensao finita n = dim(X) € N sobre
C. Entao eziste uma base 6 de X em que [T|s estd na forma candnica de Jordan.

DEMONSTRACAO. No corpo dos complexos, vimos, no Teorema 3.3, que existe
uma base em que T é triangular superior. A partir dessa base, deduzimos, do Teo-
rema 4.6, que existem m autovalores distintos, Ay,..., A, € C, m € N| tais que

X=GT, )& ---&G(T,\).
Pelo Teorema 4.7, temos
Tloeray) = A+ N,
onde
N; = (T = ADlaray) € Z(G(T,A)))
é nilpotente com indice 1 < k; < ny(T, ;).

De acordo com o Teorema 3.2, existe uma base ¢; de G(T, A;) na qual N; esta na
forma canonica

Nj1
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com blocos J;; da forma

010 . 0
001 0
Nji=|: ¢ .
000 ...1
000 ...0

Nessa base, [T|q(t )]s, esta na forma canonica de Jordan,

J]’l
Jio
[T|G(T7>\j)]ﬁj - ’ - ’
Jjr;
onde cada bloco J;; ¢ da forma
Ao 1
J]”i — )\]I —|— Nj,i — )\Z
1
A

Juntando as bases de cada autoespaco generalizado G(T, A;), obtemos uma base
6=6,U---Ub,
de X na qual [T]s esta na forma de Jordan

Jia

Jl,n
J2,1

Jmﬂnrn_

completando a demonstragao.
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OBSERVACAO 4.11. A forma canénica de Jordan, garantida pelo Teorema 4.8,
pode nao ser tunica, visto que podemos reordenar a base e, com isso, reordenar os
blocos de Jordan. De fato, o operador T(z,y, z,w) = (y, 2,0,0) tem a seguinte forma
candnica de Jordan na base canoénica € = {ej, e, e3,e4},

[Tl =

OBSERVAGAO 4.12. Continuando a Observacao 4.11, podemos fixar uma forma
tinica ordenando os autovalores e ordenando os tamanhos dos blocos, digamos, am-
bos do menor para o maior, primeiro entre os autovalores e depois entre os tamanhos
da cada bloco associados ao mesmo autovalor. Dessa maneira, a forma [T]|s na Ob-
servacao 4.11 seria a forma ordenada tnica. Mesmo assim, as bases podem nao ser
unicas. De fato, escolhendo outros ciclos podemos obter a mesma forma. Por exemplo,
escolhendo

w = {(17 07 07 0)7 (17 17 07 0)7 (17 17 17 0)7 (07 07 O? 1)}7
obtemos [T], = [T]s.
4.6. Exemplos.

EXEMPLO 4.4. Tomemos como exemplo o operador linear em R3 associado a
matriz

A= |-

O =~ O
O = =
W = W

Vamos, inicialmente, procurar o nicleo de A — AI. Para isso, temos que resolver o
sistema

- +y+3z2=0,
—dz+(4—-Ny+4z=0,
(3—=XN)z=0.



254 6. TEORIA ESPECTRAL E A FORMA NORMAL DE JORDAN

Para A\ = 3, a tltima linha se anula e devemos ter
—3r+y+3z=0,
—4dr+y+42 =0,

cujas solugoes sao dadas por y = 0 e z = x. Portanto, obtemos um autovalor A = 3,
com autoespago associado

V(A,3) ={y=0, z=2}={(s,0,5); s € R}.
Para A # 3, devemos ter z = 0, sobrando o sistema
{—)\x + 9y =0,

—4x+ (4 — Ny = 0.

Fazendo y = Ax, obtemos a equagao
—4x 4+ (4 — M)Az = (N + 4\ —4)z = 0.
A tnica solu¢ao nao nula é quando
M4dd—4=(N-2)?=0.

que nos da uma raiz dupla, A = 2. Com isso, temos A = 2 como o Unico outro
autovalor. O autoespago deve satisfazer z =0 e

—2r+y =0,
—4x +2y =0,

cuja solucao ¢ y = 2x. Portanto,
V(A,2) ={(z,y,2); 2=0, y=2x} ={(r,2r,0), r € R}

Nesse caso, achamos dois autovalores, cada um com autoespaco de dimensao um.
Ou seja, nao ha como termos uma base de autovalores para diagonalizar o operador.
Vamos buscar um autoespago generalizado de dimensao maior, para completar o
espago.

Vamos olhar para o nicleo de (A — 3I)2, que é dado por

5 -2 —5
(A—3I)2= |8 —3 -8
0 0 0

O nicleo é dado pelas solugoes do sistema

or — 2y — Hz =0,
8 — 3y — 8z = 0.
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Multiplicando a primeira equacao por 8, a segunda por 5 e subtraindo uma da outra,
obtemos y = 0 e z = x, que é o proprio autoespago, ou seja

G(A,3) =V (A,3).
Vamos, agora, ver o autoespago generalizado associado ao autovalor 2. Como o espago

tem dimensao trés, esperamos que G(A, 2) tenha dimenséo dois, pois é o maximo que
o espago comporta dado que G(A,3) = V(A,3) tem dimensao um. Temos

00 1
(A—21)2=1{0 0 0
00 1

O ntcleo é dado pela solugao do sistema associado, que nesse caso se reduz a z = 0.
Logo,
G(A,2) = ker((A — 20)*) = {2 = 0} = {(2,y,0); 2,y € R}.
Assim, vemos que
X =G(T,2)d V(T,3).
Ao tomarmos uma base arbitraria de G(A,2) e uma base de V(A,3), vamos
conseguir uma forma diagonal em blocos, mas nao necessariamente na forma canonica.

Vejamos, s6 por experiéncia. Observe que, na base candnica, ja temos uma forma
triangular em blocos. Para a forma diagonal, podemos tomar a base

o ={(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)}

Nesse caso, a matriz mudanca de base, junto com a sua inversa, é

i 101 i (1 0 —1
M=[]*= (0 1 0f, M'=[]*=|0 1 o0},
001 00 1
e temos
i o Jro =1} o1 3]t o0 1] 010
M 'AM= (0 1 0| |-4 4 4|0 1 0| =|-4 4 0
00 1 00 3/[00 1 00 3

Para a forma canonica, precisamos achar um u € ker((A — 2I)?) \ ker(A — 2I), por
exemplo,

Wo = (1, 3, O)
Este vetor nos gera um ciclo de dois elementos do operador nilpotente (T — 2I), com

wi = (T —20)(1,3,0) = (1,2,0) € V(A,2).
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Completamos com o mesmo autovetor do autovalor 3,
ws = (1,0,1).
Isso nos da a base
6 = {wi, wa, ws} = {(1,2,0),(1,3,0), (1,0, 1)}.

A matriz mudanca de base e a sua inversao sao

1 11 3 -1 -3
M=[]*=12 3 0|, M'=[]*=|-2 1 2,
0 01 0 0 1
e assim obtemos a forma candnica
3 -1 -3 01 3 3 -1 -3 210
M1'AM=|-2 1 2| |-4 4 4||-2 1 2[=1020
0 0 1 00 3 0 0 1 00 3

4.7. Forma canoénica real de Jordan. O corpo dos complexos foi fundamental
para garantir que temos autovalores suficientes para que o conjunto de subespagos
generalizados gere o espaco todo. Caso isso aconteca no corpo dos reais, entao também
obtemos a forma canonica de Jordan.

TEOREMA 4.9. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N sobre R. Sejam Ay, ..., A\, 0s autovalores de T em
R e suponha que os seus autoespacos generalizados geram todo o espaco, 1i.e.

X=GT, M@ - aG(T,A\,).
Entao existe uma base 6 de X em que [T]s estd na forma canoénica de Jordan.

DEMONSTRACAO. E s6 repetir a demonstracio do Teorema 4.8 a partir do mo-
mento em obtivemos que X ¢é soma direta dos autoespagcos generalizados. 0]

A condicao do espaco ser soma direta dos autoespacos generalizados pode ser
obtida através de um polindmio anulador.

TEOREMA 4.10. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N sobre R. Suponha que p = p(x) seja um polinémio
anulador de T e que todas as raizes de p sejam reais. Entao existe uma base 6 de X
em que [T estd na forma candnica de Jordan.

DEMONSTRACAO. E s6 aplicar o Teorema 4.6 para deduzir que os autoespacos
generalizados geram o espago e, em seguida, aplicar Teorema 4.9. U
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Caso haja autovalores complexos, podemos complexificar o espaco e o operador,
obter a forma candnica de Jordan complexa e voltar para os reais com uma forma
canonica ligeiramente diferente.

DEFINIGAO 4.6. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre o corpo dos reais. A complexificagao de T é o operador linear T¢c € £(Xc),
no espa¢o Xc complezificado (veja Fxemplo 1.8), definido por

(Tle)u = Tu, + iTu, Yu=u, +iu; € X¢, u,,u; € X.
No corpo dos complexos, a complexificagao T¢ sempre tem uma forma canénica
de Jordan. As questao sdo (i) como passar de uma base de X¢ para uma base de X
e (ii) o que acontece com a forma canoénica nessa passagem.

Vamos ver o que acontece em cada bloco. Primeiramente, se A € R é um autovalor
real do operador complexificado T¢, com autovetor u = u, +17u;, temos, por um lado,

Te(u, +iw;) = T(u,) +iT(w),
e, por outro,
Te(u, +iw;) = A(u, +iwy),
de modo que
T(u,) = A\u,, T(w) = \u,.
Ou seja, com A real, tanto a parte real quanto a parte imaginaria de um autovetor
complexo do operador complexificado sao autovetores reais do operador real original.

Na base {u,,u;}, ou em qualquer outra base, do subespago S = span{u,,u;} de X
gerado por esses dois vetores, temos

Tlslowwo = |5 3]
Agora, se A = a+if € C, a, f € R é um autovalor complexo de T¢, com autovetor
u = u, + 1u;, entao, por um lado,
Te(u) = (a+1if8)(u, + iw;) = (au, — fu;) + i(fu, + aw;),
e, por outro,
T(u,) = au, — fu;,
T(w,) = fu, + au;.

Ou seja, na base {u,,u;} do subespago S = span{u,,u;} de X gerado por esses dois
vetores, temos

Mslowms = |5 5]
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Se u,, u; fossem a base candnica eq, e;, esta seria uma rotacao no sentido horario, de
um angulo dado por

B s
@ = arcsen <—\/m> )

Para obtermos uma rotagao no sentido anti-horério, ou seja, no sentido trigonomé-
trico, devemos inverter a ordem, obtendo

Melownr = [5 75

Por tltimo, se
ur Neu s --- = NETu = 0

¢ uma cadeia do operador nilpotente N¢ = (T¢ — Al)g(te,\) associado a um autovalor
A, real ou complexo, entao, como Ncu = Nu, + ¢Nu;, obtemos as cadeias

u, — Nu, — - — N¥lu, — 0,

w; — Nu; — -+ = Ny, — 0.
Em termos da base
k—1 k—1
6y = {N""u;, N*""u,,...,Nu;,Nu,,u;,u,},

o operador N = (T — Al)|span(s,) toma a forma

0 0 1 0 0 0]
0001 00

[N]s, = 1 0l
0 1

00 00
oo " " o o

que também pode ser escrito mais sucintamente na forma

02 Io

[N]ﬁA = h Ll
2
0,
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onde |y é a matriz identidade em R? e 0, é a matriz nula em R2. Com isso, obtemos,
para T — Al restrito a span(6,), o bloco de Jordan complexo

o« —3 1 0 0 07

6 a 01 00

[N]ﬁ,\ = J/\,k = . . . 1 0
: ) ) 0 1

0 0 a —f

00 T B ol

Juntando esses diversos casos, obtemos a forma canoénica real de Jordan.

TEOREMA 4.11. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N sobre R e seja p = p(z) um polindmio anulador de
T, podendo ter raizes reais ou complexas. Uma raiz real corresponde a um autovalor
de T, que € também um autovalor do operador complexificado T¢, enquanto que uma
raiz complexa € um autovalor apenas do operador complezificado Tc. Entao existe
uma base 6 = 6, U-- -6, de X, associada a uma soma direta X = G1®--- D G,., com
cada Gy invariante por T, em que [T]s estd na forma canénica real de Jordan,
que tem a forma

Ji

Jr
onde cada bloco J; = [Tlg,le, L =1,...,r, 7 € N, tem uma das sequintes formas:

(1) I, =X\, com N\ € R um autovalor real de T.
(2) Iy = ML+ Ny, com Ny € R um autovalor real de T e Ny = (0;j-1))i; € um
bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto, de modo que

A1

J=MNI+N,= Ai

(3) J; € um bloco 2 X 2 da forma

a —f
0=l )

com « + 13 um autovalor do operador complezificado Tc.



260 6. TEORIA ESPECTRAL E A FORMA NORMAL DE JORDAN

(4) J; € um bloco 2k x 2k, da forma

[ —F 1 0 0 0]

6 a 01 0 0

Ji = L 1 0f:
: . S

00 a —f

00 T B el

com a + 13 um autovalor do operador complexificado Tc.

5. Aplicagoes

5.1. Sistemas de equagoes diferenciais lineares homogéneas e a expo-
nencial de matrizes. Um sistema homogéneo de n equagoes diferenciais lineares
com coeficientes constantes tem a forma

( dﬂfl

&,

= 111 + ...+ A1nTn,

= 1271 4+ ...+ AonLy,

dt (5.1)
dz,
= Ap1T1 + ... + App T,
\ dt
com a;; € R, i,j =1,...,n, n € N. Podemos escrever o sistema (5.1) na forma
vetorial
x aix G2 - Aip T
d | 2 (21 Qg2 - Q2q T2
dt : ’
L, Ap1 Ap2 - App Tn
ou, de maneira mais sucinta,
du
— = Au, (5.2)
dt
onde
I ainn a2 -0 Qin
T2 Q21 Q22 - A2
u= , A= .

Tn Qp1 Qp2 " Qpn
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No caso unidimensional, a equagao toma a forma
dx
dt

para uma constante a, e cuja solugao geral pode ser escrita como

ax,

2(t) = e“xy, teR.
Ficamos, naturalmente, tentados a escrever a solugao geral de (5.2) como
u(t) = e uy, teR, (5.3)

onde trocamos a ordem para tA visto que essa é a convencao no caso de multiplicacao
de uma matriz A por um escalar t. A questdo ¢ como definir e em (5.3). Esperamos
que seja uma matriz, com as mesmas dimensoes de A, da mesma forma que qualquer
poténcia de A é também uma matriz n X n.

De fato, uma das maneiras de se escrever a exponencial e* de um nimero real a

é via série de poténcias
A o
. a? a’ a’
e=l+a+-++—+--= E TR

2 ! — 4!

J=0

Hé& varias outras féormulas possiveis de se escrever a fungao expoencial, como

o0
CLTL
=) —
“— nl
. a\"™
e’ = lim (1+—) :
n—oo n
. a\ "
e’ = lim (1——> :
n—o0 n

1 eS
¢ = | 2o 6
21 ), C—a
onde v é uma curva fechada simples, no plano complexo, envolvendo a.

OBSERVAGCAO 5.1. Por exemplo, sendo A um operador positivo e v uma curva
fechada no semiplano complexo Re(z) > 0 envolvendo o espectro de A, conceitos que
iremos ver mais pra frente, a exponencial do operador tA pode ser definida, para
t > 0, através da formula de Cauchy

oA = =S eS(¢—tA) Tt dC.

211 ~
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Variaveis complexas sao de grande importancia no estudo de operadores lineares,
facilitando, por exemplo, a demonstracao de regularidade de solucoes de equacoes
diferenciais (parciais, inclusive, com os semigrupos analiticos) e em andlise de pertur-
bagao do espectro, sensibilidade e robustez de sistemas.

No caso de um operador linear A, podemos definir e de qualquer uma das manei-
ras acima, mas, para isso, ¢ necessario considerarmos alguma métrica, para estabelecer
as convergéncias (veja e.g. Observacao 1.12 e Secao 5.1).

Uma outra maneira, ¢ usar a forma candnica de Jordan para definir a exponencial
de uma maneira mais explicita, conforme fazemos a seguir. A vantagem de usar a
forma canonica é que as formulas acima se reduzem a limites de funcao reais, associada
a cada autovalor de T, combinadas com somas finitas de operadores nilpotentes,
evitando trabalharmos com a convergéncia no espago de matrizes.

TEOREMA 5.1. Seja T = A + N um operador linear em um espaco vetorial X,
com A € K e N nilpotente de indice k. Entao

/\|+N i () )\ZN] ) — i L)\ZN] 7,

i=0 t=min{0,j—k+1} J: (] B Z)
para todo j =0,1,....

DEMONSTRACAO. Como | e N comutam, podemos expandir a poténcia como no
bindémio de Newton, nos dando

(Al +N)’ :i()XN] :

1=

Agora, como N ¢é nilpotente de indice k, segue que N~% = 0, para j —i > k, ou
seja, sO precisamos incluir no somatorio os indices ¢ tais que 7 —i < k — 1, ou seja,
1> 7—k+1. Como i também deve ser nao-nulo, chegamos ao somatorio com indice
i satisfazendo min{0,j — k + 1} < i < j, provando o resultado. OJ

TEOREMA 5.2. Seja T = Al + N um operador linear em um espaco vetorial X,
com A € K e N nilpotente de indice k. Entao

m m k—

> = ! (Al +NY = x =N ). (5.4)

1
JOJ =0
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DEMONSTRAGAO. Uando o Teorema 5.1, obtemos
— j! — j! ilj - Z)

’ i—_min{07j7k+1}
m J 1 Z Z

§=0 i:min{O,j—k-H}

Trocando a ordem do somatorio, a condi¢ao ¢ > j — k+ 1 se transpoe para a condi¢ao
Jj <i+k—1, nos dando

m 1 m i+k—1 Z Z
Zoj')\lJrN ZOZM_ZANJ
i= 7 =t

Mudando o somatorio interno para [ = j — 4, desacoplamos os somatorios, obtendo

m 1 m k—1 . m 1 i k—1 1
Zj' (Al + N)/ ZZZW N/ = ( #) (ZﬁNl>.
7=0 =0 [=0 =0 =0

O

Fazendo m — oo na formula (5.4), observamos que o primeiro somatoério do lado
direito é um somatorio escalar que converge, em R, para a exponencial de A\, enquanto
que o segundo somatoério é independente de m. Dessa forma, definimos a exponencial
do bloco de Jordan através do limite do lado direito.

DEFINIGAO 5.1 (Exponencial de um bloco de Jordan). Seja T = Al + N um
operador linear em um espaco vetorial X, com A € K e N nilpotente de indice k.
Entao definimos a exponencial de T pela formula

o

1 .
T=Y —(A+N/=e*+N+- —r
e ;Oj!(AJr Y =+ N+ oD

OBSERVACAO 5.2. A Definicao 5.1 nao trata, exatamente, de um bloco de Jordan,
conforme anunciado no titulo da definicao, mas é um bloco de Jordan em espirito.
Ou seja, em uma base 6 apropriada, [T]; = Al + N esta na forma canénica de um
bloco de Jordan.

Nk*l).

OBSERVACAO 5.3. Quando falarmos de espacos vetoriais normados e operadores
lineares continuous, veremos que podemos definir " = Z;’;O T7 /4!, para um operador
linear T € £(X) qualquer em um espago de dimensao finita X, ou para um operador
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linear limitado, ou continuo, em um espaco vetorial qualquer X. Nesse caso, segue,
naturalmente, que e’ coincide com a férmula dada no Definicao 5.1, para T = Al +N.

COROLARIO 5.1 (Exponencial de matriz similar a um bloco de Jordan). Seja
A € K¥* k€ N, uma matriz quadrada. Suponha que exista uma matriz invertivel
M € KF* tal que B=M"TAM = Al + N, onde A € K ¢ N = (8;(;_1)) € nilpotente
na forma candnica, de indice k. Entdao a exponencial de A € dada pela formula

1
A =MeEM =M <6A(I +N+--- WN’“)) M

1 R =l

1 3 L
2 (k—2)!

="M :

1

2

: U |
0 -+ - o0 1 ]

O resultado anterior diz respeito a um bloco. Mas, em geral, temos varios blocos.
Mas como sao independentes (i.e. agindo em subespagos invariante independentes),
as poténcias nao atrapalham a estrutura de blocos e a estrutura segue até o limite,
com a exponencial. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 5.3. Seja A € K™" e suponha que exista M € K"*" tal que B =
M~1AM esteja na forma canénica de Jordan

Ju
J
B=M'AM = ?
J,

onde cada bloco J;, L =1,...,r, € da forma NI+ Ny, onde \; € K € um autovalor de
A eN;, = (5i(j_1)),~j € um bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto. Entao

eA =MePM =M , ML

Mais coisas depois...
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6. Exercicios

Exercicios

6.1. Formule uma versao do Teorema 3.2 para obter uma representacao do ope-
rador na forma triangular inferior.

6.2. Formule e demonstre uma versao do Teorema 3.3 para a existéncia de uma
forma triangular inferior.

6.3. Formule e demonstre uma versao do Teorema 3.4 para a diagonal da forma
triangular inferior de um operador em um espaco vetorial complexo nao tri-
vial de dimensao finita.

6.4. Encontre o maior subespaco de Krylov (A, u) = span{u, Au,..., A*tu}
associado ao vetor u = (1,1,1,1) e & matriz

4 -1 0 O

10 =2 0 —1

A= -1 0 2 1

2 =10 2

6.5. Considere a matriz

—4 21 -16

A=|-5 18 —12

-4 12 -7
e o vetor u = (5,0,2). Mostre que {u, Au, A*u} ¢ linearmente dependente
e ache um polinémio p(z) = az® + bz + ¢ tal que aA’u + bAu + cu = 0.
Use esse polindmio para encontrar um dos autovalores de A e um autovetor

associado.
6.6. Considere, novamente, a matriz do Exercicio 6.5,

-4 21 -16
A=|-5 18 —12
-4 12 =7

mas agora com o vetor u = (1,0,0). Mostre que {u, Au, A%u, Au} ¢ line-
armente independente e ache um polinémio p(z) = az®+ bz + cz + d tal que
aA3u + bA%u + cAu + du = 0 e use esse polindémio para encontrar o outro
autovalor de A (No Exercicio 6.9, pedimos para encontrar os autoespagos ge-
neralizados e, em particular, deduzir que esses sao os dois tnicos autovalores

de A.).
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6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6. TEORIA ESPECTRAL E A FORMA NORMAL DE JORDAN

No Teorema 4.1, se u € G(T,\) é um autovetor generalizado com indice
k, mostre que v = Tu também é um autovalor generalizado, associado ao
autovalor A\, com indice k, caso A # 0, e indice k — 1, caso A = 0.

Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X de dimensao
finita sobre um corpo K. Suponha que Ay,...,\,, sejam autovalores “com-
pletos” de T, no sentido de que

X =G(MA) & &G(T,\p).

Ja vimos que cada G(T, A;) é invariante por T e que a restrigao (T—\;1)|a(T,z))
de T — A\;l a G(T, \;) é nilpotente. Mostre, agora, que a restricao (T —
Al lara de T—A;l ao autoespaco generalizado G(T, A;) associado a A\; # A;
¢é invertivel.

Encontre a forma canoénica de Jordan da seguinte matriz considerada no
Exercicio 6.5 e no Exercicio 6.6,

-4 21 -16
A=|-5 18 —-12
-4 12 =7
Encontre a forma canonica de Jordan da matriz
1 -1 0
A= ]2 4 1
0 0 2
Encontre a forma canoénica de Jordan da matriz
1 0 1 0
-7 3 3 3
A= -1 0 2 1
4 -1 0 -1
Encontre a forma candnica de Jordan da matriz
5 —1 0 =2
5 0 0 -3
A=l 11 1
4 —1 0 -1
Encontre a forma canonica de Jordan da matriz
4 —1 0 0
10 -2 0 -1
A= -1 0 2 1

2 -1 0 2
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6.14. Verifique que o operador complexificado dado na Defini¢ao 4.6 é, de fato, um
operador linear sobre o espago complexificado.






CAP{TULO 7

Norma e Produto Interno

1. Norma

A nocao de continuidade é um dos conceitos fundamentais em anéalise e em ma-
tematica em geral. Ela depende, muitas vezes, de alguma nocao de distancia. Mais
geralmente, podemos falar de continuidade a partir de conjuntos que denominamos
de abertos e que satisfazem certas propriedades que encompassam alguma nocgao de
proximidade, nos dando o que chamamos de topologia de um espaco. Felizmente, em
espagos vetoriais de dimensao finita, nao precisamos dessa generalidade toda. Pode-
mos nos restringir ao conceito de norma, expressando o “comprimento” de um vetor,
e com base nele podemos falar de distancia, topologia e continuidade.

1.1. Definicao e exemplos. Espacos métricos sao conjuntos munidos de uma
medida de “distancia” d(z,y) entre dois pontos = e y quaisquer, satisfazendo propri-
edades adequadas.

DEFINIGAO 1.1. Um espag¢o métrico é um conjunto X munido de uma fung¢ao
distancia d : X x X — R que € positiva definida, simétrica e satisfaz a desigualdade
triangular, i.e.

(i) d(z,y) > 0 para x # vy, z,y € X (distdncia entre pontos distintos é sempre
positiva);
(i1) d(x,x) = 0, para todo x € X (um ponto nao pode estar distante de si mesmo);

(i11) d(xz,y) = d(y,z) para quaisquer z,y € X (a distincia de x a y € igual @

distincia de y a x); e
() d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), para quaisquer z,y,z € X (a distancia mede o
“caminho” mais curto entre dois pontos - veja Observacao 1./)

Ao combinarmos a noc¢ao de métrica com a estrutura de um espaco vetorial, es-
peramos que uma métrica tenha propriedades compativeis com essa estrutura, como,
em particular, que as operagoes de adigao e multiplicacao por escalar sejam continuas
em relacao a essa métrica.

Além disso, é natural esperarmos que essa métrica seja homogénea, como é a
distancia usual no plano, por exemplo, onde o comprimento de um segmento de reta

269
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independe da sua posicao no plano. Ou seja, em geral, esperamos que a distancia
entre dois vetores u e v seja a mesma que a distancia entre u + w e v + w, para
qualquer w. Ou, por outra, que a distancia entre u e v seja a mesma que entre 0
e u— v. A distancia entre um vetor u e o vetor nulo 0 mede o comprimento de
um vetor. E ao multiplicarmos um vetor por um escalar, esperamos aumentar o seu
comprimento pelo mesmo fator, ou, na verdade, pelo moédulo desse escalar, com o
sinal apenas mudando o vetor de sentido, mas sem alterar o seu comprimento.
Essa ideia nos da a noc¢ao de norma, que definimos a seguir.

DEFINICAO 1.2. Uma norma em um espago vetorial X sobre um corpo K real ou
complexo € uma fungao || - || : X — R positiva definida, homogénea e satisfazendo a
desiqualdade triangular, ou seja

(1) (positiva definida) |[u|| > 0, para todo u € X com ||u|| = 0 se, e somente se,
u=20;
(ii) (homogénea) ||Au| = |A|||ul|, para todo u € X;
(1it) (desigualdade triangular) ||u+ wi| < ||u| + w||.

Um espago vetorial munido de uma norma € chamado de espago vetorial normado.

OBSERVAGAO 1.1. A métrica associada a uma norma || - || em um espago vetorial
X é dada por
d(u,v) = [lu—v].
A simetria da métrica sai da homogeneidade da norma com A\ = —1, visto que
d(u,v) = [[u—v|| = [lv—ul = d(v,u).

A desigualdade triangular da métrica sai diretamente da desigualdade triangular da
norma, visto que

d(u,v) = [u—v[ = [lu-w+w—v]|
< lu—=wl| + [[w —v|| < d(u,w) 4 d(w, u).
OBSERVAGAO 1.2 (Continuidade da adigao). A adi¢ao é uma fungdo + : X x X —
X. A continuidade, em um ponto (u,v) € X x X, da soma u+v é obtida comparando-

se a distancia entre a soma u -+ v de uma perturbacao t = u de u e uma perturbacgao
VA vVveasomau+vdeuev. Essa continuidade segue da desigualdade

A+ v, utv)=|[a+v—u—v|<|a—u|+][[v—v|=diau) +d¥,v).

Assim, u 4+ Vv — u+ v, quando 1 — u e v — v. Quanto mais proximos u ~ u e
V & Vv, mais proximo u + v estd de u + v.
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OBSERVACAO 1.3 (Continuidade da multiplicagao por escalar). De maneira seme-
lhante,

d(Ai, Au) = || At — Aul|
— ||AM — A\ + Al — Aul|
< A — M| + [[Aa — Aul|
= (A = V|| + [|A(@ - u)]|
= A= Alllal| + [Alfa = ul|
= A=Al + [Ald(a, w).

Assim, quando u = u em X e A= \em K, temos \a — Au, nos dando a continui-
dade da multiplicacao por escalar.

OBSERVAGAO 1.4 (Caminho mais curto). Dada uma métrica d(-,-) em um con-
junto X, a desigualdade triangular garante que a distancia é a menor possivel entre
dois pontos, no sentido de que

d(z,y) = min(d(z, 2) + d(2,y)),
para todo z,y € X. De fato, a desigualdade triangular garante que
d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy), Vz € X.
Agora, escolhendo z = x (idem para z = y), vemos que
d(xz,z) +d(z,y) =d(z,z) +d(x,y) = d(z,y),

visto que d(x,z) = 0. Portanto, o minimo ¢é alcangado e ¢ igual a d(z,y), esta-
belecendo a igualdade acima. Podemos interpretar o resultado como dizendo que
a distancia mede o “caminho” mais curto entre dois pontos. Em um espaco veto-
rial, o conceito de caminho faz sentido, pois podemos considerar o segmento de reta
(1—6)z+60y, 0 < 6 < 1. No caso geral de um espago métrico, nao temos essas operagao
de adi¢ao e multiplicagao por escalar. No entanto, esse é o espirito, quando dizemos
que, se incluirmos qualquer ponto z na medigao, ou se tentarmos medir a distancia
entre dois pontos a partir da distancia deles a um terceiro ponto, nao conseguiremos
um medida mais curta.

ExEMPLO 1.1. Em R” ou C”, temos a norma p

n 1/13
Jul, = (zw) |
j=1



272 7. NORMA E PRODUTO INTERNO

para todo vetor u = (z1,...,z,) € K", K real ou complexo, e onde p é qualquer real
no intervalo 1 < p < co. O caso p = 0o nos da, como limite p — oo,

[ull, = max{fa ], ..., 2]}

A norma p com 1 < p < oo tem a propriedade de ser estritamente convexa, ou seja,
se |lul| = ||v]| = r, com u # v, entao

(1 —0)u+0v| <r,

para 0 < € < 1, ou seja, o interior do segmento de reta entre dois pontos de uma
esfera esta contido inteiramente no interior da esfera. Isso nao acontece com p = 1
ou p = oo. Mais ainda, para 1 < p < 0o, o ponto médio estd uniformemente bem
afastado da esfera, i.e. para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se [|ul, = ||v|, =1¢
|lu—v| > ¢, entao

r+y

‘ <1-s
Com essa propriedade, dizemos que a norma é uniformemente convexa.

EXEMPLO 1.2 (Norma em ¢?). Podemos estender a norma p para sequéncias re-
ais ou complexas, desde que o somatoério seja finito. Isso é obtido restringindo as
sequéncias ao espago P (veja Exemplo 1.10), mas aqui vamos assumir 1 < p < oo.

Temos
0 ={x = (x)new; Y |zal’ < 00}

neN
E facil verificar que, para 1 < p < oo, temos

1/p

aller = D lzal?

neN

satisfazendo as hipoteses de norma. Para p = oo, temos sequéncias limitadas
o0 .
(> = {x = (,)nen; supn € N|z,| < oo},
com a norma do supremo

|al|ge = sup |x,].
neN

EXEMPLO 1.3. No espaco das fungoes reais continuas X = 6(/) em um intervalo
I C R qualquer, por exemplo, podemos definir a norma p por

111, = ([ 1 a) "
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paral <p<ooe
[flleo = sup [ f()]-
zel
No caso em que [ é fechado e limitado, o supremo se torna um maximo.

Vale ressaltar que a propria norma é uma fungao continua de X em R:

TEOREMA 1.1 (Continuidade da norma). Dado um espago vetorial X real ou
complexo munido de uma norma || - ||, vale a desigualdade

llaf ={vil < fla=v],  vuo,veX
DEMONSTRAGAO. Pela desigualdade triangular,
[ < Jlu=v[[+ vl

de modo que

lafl = [Ivll < [[la—v]|.
Da mesma forma,

vl = [lull < [lv —v].
Pela homogeneidade, com A\ = —1, temos

v —ul = flu—v[,
de modo que
—[u—= v <l = vl < [lu = v,

ou seja,

Hall = {Ivi[l < [la = v,
provando a desigualdade desejada. O

1.2. Topologia de um espaco vetorial normado. Com a nogao de distancia
dada pela métrica, podemos falar de convergéncia de sequéncias. Também podemos
falar de subconjuntos abertos e fechados e de topologia.

DEFINIGAO 1.3 (Convergéncia de sequéncias). Seja X um espago vetorial munido
de uma norma || - ||. Dizemos que uma sequéncia (uy)ren em X converge para um
vetor u € X quando

lim ||ux —u| = 0.
k—o00
Nesse caso, escrevemos
lim u;, = u
k—o0

ou
u;, —u, quando k — oo.
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O limite é tinico, como demonstra o préoximo resultado.

TEOREMA 1.2. Seja X um espaco vetorial normado real ou complexo e suponha
que (Ug)ren Seja uma sequéncia convergente. Entdo o limite da sequéncia € unico.

DEMONSTRACAO. De fato, se u, — u e u, — v, entao, pela desigualdade trian-
gular,

[u = v < flu = | + [Ju = vi[ = 0,

quando k£ — oco. Como a norma é positiva definida, temos, necessariamente, u—v = 0,
ou seja, u = v, mostrando que o limite é tnico. 0

Uma propriedade fundamental dos reais, associada a sua propria construgao e a
sua razao de existéncia, é a de ser completo, no sentido de que as sequéncias de Cau-
chy reais, que sdo as sequéncias reais {r, } tais que |r, —r,| — 0, quando n, m — oo,
convergem para um ndmero real r. Trabalhando em cada coordenada, essa mesma
propriedade vale em R". E vale, também, em C”, separando as partes real e ima-
gindria de uma sequéncia de Cauchy de vetores complexos. Finalmente, gracas a
representacao de espagos vetoriais de dimensao finita como K", em um corpo K,
e gragas a equivaléncia das normas que veremos em seguida, deduz-se que espagos
vetoriais complexos ou reais de dimensao finita sao também completos.

DEFINIGAO 1.4. Seja X um espago vetorial real ou complexo munido de uma
norma || - || x. Uma sequéncia {u;}reny em X € dida uma sequéncia de Cauchy em
X quando, para todo € > 0, existe K € N tal que

Huk—ulHX<€, Vk’,lzK,

ou seja, ||up —w|lx — 0, quando k,l — oo. Além disso, o espago X € dito completo
quando toda sequéncia de Cauchy € convergente, i.e. dada uma sequéncia de Cauchy
{ug}nen, existe u € X tal que u = limy_, o ug.

A demonstracao de completude depende da equivaléncia entre a norma de X e a
norma de K" via isomorfismo entre X e K", com n = dim(X). Isso s6 serd visto no
Teorema 1.13. De qualquer forma, anunciamos e demonstramos a completude de X
a seguir.

TEOREMA 1.3 (Completude de espagos vetoriais de dimensao finita). Seja X um
espago vetorial real ou complexo de dimensao finita munido de uma norma || - ||x.
Entao X é completo, i.e. toda sequéncia de Cauchy em X €é convergente.

DEMONSTRAGAO. Seja {uy }nen uma sequéncia de Cauchy. Como X é de dimen-
sao finita, X é isomorfo a um K", com K real ou complexo, e n = dim(X). Seja



1. NORMA 275

J: X — K" esse isomorfismo. Gragas & estimativa (1.1) a ser feita na demonstragao
do Teorema 1.13, existem p, C' > 0 tais que

pld)lse < flullx < ClJ(0)le,
para todo u € X. Logo,

1
9C) = JCu)lf = [ Cwe = w)ll < Zjus —wlx =0, k1 = oo

Logo, {J(ux)}x ¢ uma sequéncia de Cauchy em K™ com a norma do méaximo. Como
K™ é completo, existe v € K" tal que
J(ug) = v.
Definindo u = J7(v), temos
lup —ullx < C|J(ug) = V]joo = 0, k — o0,

mostrando que {ug }ren € convergente e, portanto, que X é completo. 0

Sendo u € A o limite de uma sequéncia u, quando podemos garantir que uy
estd, eventualmente, contido em A? E quando uma sequéncia u; em um conjunto
A converge para um vetor u, quando podemos garantir que o limite u também esta

em A? Para caracterizar essas propriedades, temos as nogoes de conjuntos abertos e
fechados.

DEFINIGAO 1.5 (abertos e fechados). Seja X um espago vetorial normado real ou
complexo, com norma || - ||. Um subconjunto A C X € dito aberto quando, para todo
u € A, existe 0 > 0 tal que todo elemento v € X com ||[v —ul| < § estd em A, i.e.

{veX;|v—u|] <dé} CA
Um conjunto A C X € dito fechado quando o seu complementar A° = X\ A € aberto.
Assim, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 1.4. Seja X um espago vetorial normado real ou complexo e considere
uma sequéncia (Ug)reny em X convergindo para um vetor u € X.

(i) Supondou € O e O um conjunto aberto, entio existe K € N tal que u € O,
para todo k > K, ou seja, a sequéncia estd eventualmente contida no conjunto
aberto O.

(11) Supondo uy € F e F um subconjunto fechado de X, entao u € F, ou seja, o
limite também estd no conjunto fechado F'.

Os conjuntos abertos podem ser usados para caracterizar a convergéncia de uma
sequéncia.
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TEOREMA 1.5. Seja X um espago vetorial normado real ou complexo e considere
uma sequéncia (U)gen em X e um vetor u € X. Entao v converge para u se, e
somente se, para todo aberto O de X contendo u, existe um inteiro K € N tal que
u; € O, para todo k > K, ou seja, a sequéncia eventualmente entra em qualquer
aberto contendo o ponto limite.

Por conta dessa caracterizacao, podemos definir topologias apenas em termos de
conjuntos abertos e definir convergéncia, continuidade, etc., apenas em termos de
abertos. O importante é destacar as propriedades fundamentais de conjuntos abertos
apenas em termos de estrutura de conjuntos. Nesse sentido, observamos as seguintes
propriedades dos abertos de um espaco vetorial normado.

TEOREMA 1.6 (Topologia de um espago vetorial normado). Seja X um espago
vetorial normado real ou complexo. A topologia de X € o conjunto T de todos os
abertos de X e tem as sequintes propriedades.

(i) O conjunto vazio € aberto (e fechado), i.e. ) € T;
(11) O espago todo € aberto (e fechado), i.e. X € T;
(11i) A uniao arbitrdria de abertos € aberta, i.e. se Ay € T, para todo A € A em
um congunto A qualquer, entdao | J, o Ax € T;
(iv) A interse¢ao finita de abertos € aberta, i.e. se Ay,..., A, € T, n €N, entao
ﬂj:l,..‘,n Aj S J.

DEMONSTRACAO. Deixamos como exercicio para o leitor. O

Com base nessa caracterizacao, definimos espa¢os topoldgicos como os conjuntos
X munidos de uma colegdo I de subconjuntos de X com as propriedades (i)-(iv) do
Teorema 1.6. Mas nao precisamos considerar essa generalizacao aqui, ja que estamos
tratando de espacos vetorias de dimensao finita. Em dimensao infinita, esse conceito
é bastante util. Por exemplo, o espago das distribuigoes (veja Exemplo 4.1) nao é
um espaco vetorial normado, mas é um espago vetorial topologico, quando munido de
uma topologia apropriada.

No caso de R", todas as normas p geram a mesma topologia. Isso porque as
normas sao equivalentes. Vamos, primeiro, a esse conceito de equivaléncia de normas.

DEFINICAO 1.6 (Equivaléncia de normas). Seja X um espago vetorial real ou
complexo e sejam || - |lo e || - ||p duas normas em X. As duas normas sao ditas
equivalentes quando existem constantes positivas ¢ e co tais que

1
—[[ulla < [ully < c2ffulla,
(&1

para todo u € X.
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Normas equivalentes geram a mesma topologia.

TEOREMA 1.7. Seja X um espacgo vetorial e sejam || - ||o e || - || duas normas em
X. Entao um conjunto O € aberto em rela¢io a norma || - ||, se, e somente se, €
aberto em relagao a norma || - ||p.

No caso de R™ e C", todas as normas p sao equivalentes.

TEOREMA 1.8. Seja X = K", n € N, com K real ou complexo. Entdo todas as
normas p, 1 < p < 00, sao equivalentes entre si e consideramos a topologia de K"
como sendo a topologia gerada por essas normas.

DEMONSTRAGAO. Observe que a equivaléncia entre normas de um mesmo espago
vetorial é uma relagdo de equivaléncia. Assim, para compararmos duas normas p; e
p2 quaisquer, podemos comparar cada uma delas com uma mesma norma ¢. Vamos
usar ¢ = oo para isso e comparar uma norma p qualquer em 1 < p < 0o com ¢ = 0.

Seja u = (z1,...,2,) € K". Temos

27 < P 4 - o ],

para todo 7 = 1,...,n, de modo que

1/p
Jufje = max |xj| = <.max |wj|p)
Jj=1,...,n Jj=1,...,n

[ARRS} -5

1
< (|eaP + -+ [2a?)” = |[ull,.

Por outro lado, temos

1/p
1
fally = G -+ ) < (o o))

)

<!/ max [r)| =n'/|ull.
=1,...,n

)

Portanto,

ozl <l < .

para todo u € X, mostrando que a norma p, com 1 < p < 0o, é equivalente a norma
q = 00.
Como dito acima, dadas normas pi, ps, 1 < p1,pe < 00, temos, usando a equiva-
léncia acima, que
R 1/p2 1/p2
o 18l < J[uflee < fullp, < 0P flullee < n=flull,,,
completando a equivaléncia entre normas p; e ps quaisquer. 0
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OBSERVAGCAO 1.5. Podemos definir outras métricas e outras topologias em R”.
Por exemplo, em um espago vetorial qualquer, a fungao d(u,v) = 1, se u # v e
d(u,v) = 0, para u = v, define uma métrica que nos da o que chamamos de topologia
discreta, em que todos os subconjuntos de X sao abertos e fechados. Essa topologia,
no entanto, nao é proveniente de uma norma.

OBSERVACAO 1.6. Métricas diferentes podem gerar topologias diferentes, mesmo
em dimensao finita, como mostra o Observacao 1.5. Mas, no caso de normas, vimos,
no Teorema 1.8, que todas as normas p em R"™ e C" sao equivalentes e geram a mesma
topologia. Esse resultado ¢ mais geral ainda, como veremos adiante. Em qualquer
espaco de dimensao finita, todas as normas sao equivalentes entre si. Para provarmos
esse resultado mais geral, precisamos da nogao de compacidade.

Com o conceito de norma, podemos definir conjuntos especiais que sao equidis-
tantes a um determinado ponto.

DEFINICAO 1.7. Seja X um espacgo vetorial normado real ou complexo, com norma
| - ||. Uma bola fechada de raio v > 0 e centro em ugy € o conjunto

B.(ug) ={u€ X; lu—ug| <r},
enquanto que a bola aberta é definida por

By ()" = {u € X; [Jlu—uf <r}
A esfera de raio r e centrada em uy € dada por

Sr(ug) ={u € X; lu—ul =r}.

Um resultado fundamental de andlise que usaremos aqui e que anunciamos sem
demonstracao é o da compacidade de subconjuntos fechados limitados em R™. Ha dois
resultados importantes nesse sentido, ligados a conceitos diferentes de compacidade.
O de Bolzano-Weierstrass, que garante que toda sequéncia limitada em R™ possui uma
subsequéncia convergente, e que implica em que todo subconjunto fechado e limitado
de R™ é sequencialmente compacto (ou seja, toda sequéncia em um conjunto fechado e
limitado F' de R™ possui uma subsequéncia que converge para algum elemento de F').
E o de Heine-Borel, que garante que todo subconjunto fechado e limitado F' de R™ é
compacto, no sentido de que toda cobertura A C UycpO, de A por conjuntos abertos
Oy de uma familia arbitraria A possui uma subcobertura finita A C Uj—; .0y,
Aj € A, n € N. Este ultimo conceito é a generalizacao de compacidade sequencial
para espagcos topologicos mais gerais. No caso de espago métricos e, em particular,
de espacgos vetoriais normados, os dois conceitos coincidem e nao precisamos nos
preocupar com essa distingao na definicao de compacidade. E o mesmo vale para



1. NORMA 279

C" ou qualquer espaco vetorial complexo de dimensao finita. Basta considerarmos as
suas partes real e imaginaria como R"™ e usar os resultados mencionados acima.

DEFINICAO 1.8 (Compacidade em espagos vetoriais normados). Um subconjunto
A de um espacgo vetorial normado X real ou complexo € dito compacto quando toda
sequéncia (Uy)neny C A de elementos em A possui uma subsequéncia convergente para
um elemento de A.

Agora, para os teoremas de compacidade, observamos que a norma nos permite
classificar subconjuntos entre limitados e ilimitados.

DEFINIGAO 1.9. Seja X um espago vetorial normado, com norma || - ||. Um
subconjunto A de X € dito limitado quando existe uma constante C' > 0 tal que

lu <C, VYucA

Um subconjunto A é limitado se, e somente se, ele estd contido em uma bola
centrada na origem, por exemplo.

De posse do conceito de conjunto limitado, podemos enunciar o Teorema de
Bolzano-Weierstrass.

TEOREMA 1.9 (de Bolzano-Weierstrass). Considere R™ munido da topologia as-
sociada a uma norma p qualquer, 1 < p < oco. FEntao toda subsequéncia limitada
(Wg)ken possui uma subsequéncia convergente.

Juntando com os conceitos de conjunto fechado e de conjunto compacto, temos o
Teorema de Heine-Borel.

TEOREMA 1.10 (de Heine-Borel). Considere R™ munido da topologia associada a
uma norma p qualquer, 1 < p < co. Entao todo subconjunto fechado e limitado de
R™ é compacto.

Identificando C" com R™ x R™ via partes real e imaginéaria de um vetor complexo,
os resultados acima também se aplicam ao C".

TEOREMA 1.11 (Compacidade nos complexos). Considere C" munido da topologia
associada a uma norma p qualquer, 1 < p < co. Entao todo subconjunto fechado e
limitado de C™ é compacto.

Um outro resultado fundamental em anéalise e que nos sera 1til a seguir é o de que
fungoes continuas definidas em conjuntos compactos sao limitadas e assumem valores
méaximos e minimos. Também anunciamos esse resultado sem demonstracao.
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TEOREMA 1.12. Seja A C K" um subconjunto compacto de K™ em um corpo K
real ou complexo e seja f : A — R uma func¢ao continua. Entao f é limitada e possui
pontos de mdzrimo e de minimo, i.e. eristem Upyin € Umax €m A tais que

f(umin> = rl?elg f(u)v f(umax) = rlrlleaj( f(LI)

Essa compacidade pode ser usada para mostrar que nao apenas as normas p mas,
também, quaisquer normas em R"™ e C" sao equivalentes. Mais ainda, quaisquer
normas em espacos vetoriais de dimensao finita sao equivalentes entre si.

TEOREMA 1.13. Seja X um espaco vetorial real ou complexo de dimensao finita.
Entao quaisquer duas normas || - || e || - [[p em X sdo equivalentes entre si.

DEMONSTRAGAO. Se X ¢ trivial, entdo 0 ¢ o seu tnico elemento e ||0||, = ||0]|, =
0, de modo que as normas sao trivialmente equivalentes. Suponha X de dimensao

n € N. Seja 6 = {wy,...,w,} uma base de X e 6’ = {f1,...,f,} a base dual.
Considere o isomorfismo

J: X - K"
dado por
J(u) = (<f17u>7 R <fn7u>) € K",

onde K é real ou complexo, dependendo do caso. A sua inversa é dada por
I (2, 2) = 2wy + -+ 2, W

Usando a desigualdade triangular e a homogeneidade da norma, temos

B (@ 2 lla = leaws + -+ 2awalla < Jzall[willa + - ][ Walla
< (Do Iwslla ) max{fa], ... 2]},
J

ou seja,
7 vlla < Callvllee,

para todo v = (z1,...,2,) € K", onde
Ca = Z W lla-
J

Em particular, isso mostra a continuidade de J=! como funcdo de K" em X.
Considerando a esfera unitaria

S={veK" ||v]ew =1},
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temos que S é um subconjunto fechado e limitado em K", portanto compacto, gracas
ao Teorema 1.10 de Heine-Borel (ou Teorema 1.11 no caso complexo).

Agora, considere a fungiao f : K® — R dada por f(v) = [|J7!v||,. Temos que f
¢ uma funcdo continua, visto que, se v — Vv, entao, pela linearidade de J=! e pelo
continuidade da norma garantida pelo Teorema 1.1,

[f(vie) = W < I Vi = V)lla < Cllvie = v = 0.

Considerando f restrito ao compacto S, deduzimos, do Teorema 1.12, que f possui
pelo menos um ponto de minimo vg € S,

Ha = f(vo) = min f(v).

Temos p, = f(vo) = |[J7*(vo)|l« = 0. Caso p, = 0, entao, pela positividade da
norma, J7'(vy) = 0. Como J é um isomorfismo, entdo vy = 0 também. Mas v, € S,
o que significa que ||vo|l.c = 1. Logo, vy nao pode ser 0 e p, nao pode ser nulo.
Portanto, p, > 0. Ou seja,

HJilVHa Z :Lblz > 07
para todo v € S. Seja, agora, u € X nao nulo arbitrario. Entao

1
v=-———J(u)es
() l[o
Logo,
197 V]la > fta.
Usando a linearidade de J™! e a homogeneidade da norma, temos
1
pa < 7= Il = 7 ulla.
[(w)[fo ()]

Ou seja,

palJ(w)[[oo < [Julfa
para u € X, u # 0. Juntando com a estimativa anterior para v = J(u) e incluindo o
caso u = 0, ji que agora nao estamos mais dividindo pela norma, chegamos a

fal [ J(W)]|oo < [lufla < CalJ ()], (1.1)

para todo u € X.
Repetindo o argumento para a norma || - ||, obtemos

polld(0)loe < flulls < ColJ(0)]|oo,
para (i, Cp, > 0 apropriados. Com isso, chegamos a equivaléncia

Ha Ca
o lully < palJ(W)loo < fulle < Call ()l < —=[lulls,
b Hb
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para todo u € X. O

Gragas a esse resultado, as propriedades puramente topolégicas de um espago veto-
rial normado independem da escolha da norma. Em dimensao infinita, no entanto, as
propriedades topoldgicas dependem de maneira nao trivial da norma escolhida. Além
disso, temos topologias bastante importantes que nem sao provenientes de norma.
Vérias coisas podem funcionar em uma topologia e nao funcionar em outra (continui-
dade de operadores, compacidade de certos subconjuntos, existéncia e/ou unicidade
de solugoes de determinadas equagoes, etc.). Mas isso é outro assunto. Aqui, vamos
nos aprofundar em espagos de dimensao finita, onde essas diferencas nao acontecem.

Os resultados mencionados nessa segao sao essencialmente para referéncia. Eles
sao explorados mais profundamente em cursos de Anéalise Real, Topologia e Anélise
Funcional.

1.3. Norma de operadores e continuidade de transformacoes lineares.
Com a nocao de distancia em espacos vetoriais, podemos analisar a continuidade ou
nao de transformacao lineares. Nesse ponto, a dimensao do espago tem um papel
fundamental. Em dimensao finita, veremos que todas as transformacoes lineares sao
continuas. Mas em dimensao infinita, podemos ter transformacoes lineares que nao
sao continuas, como mostra o seguinte exemplo.

EXEMPLO 1.4. Seja
X =cp(R) = {u= (7;)jey € RY; In=n(u) €N, z; =0,Vj >n},
o espaco das sequéncias que eventualmente se anulam, munido da norma do maximo

[allx = [Jullo = sup |z;],
JjeN

e seja
Y =(R) = {u=(z;)jen € R Y |z;| < o0}

neN

o espaco das sequéncias absolutamente convergentes, munido da norma da soma

lally = [lafls = lzl.

jEN
Ambos sao espagos vetoriais normados. Agora considere a transformacao linear

T(u) = (jrj)jen,  u= (25)jen € coo(R).
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Para cada u € ¢yp(R), como a sequéncia u = (z;);en eventualmente se anula, i.e.
existe n = n(u) tal que z; = 0, para todo j > n, entao

Tl =) Lzl = ZJ\%I < 00,

JEN

de modo que T esta bem definido e é, claramente, uma transformagao linear. Portanto,
T € Z2(X,Y). No entanto, T nao é continua em relagdo a essas normas. De fato,
considere a sequéncia

I/n, 1<j<n,
u, = .
0, J>n.
Cada u, € X, com
1
[anllx = [apllee = — =0,
n

ou seja, u, — 0 em X. Por outro lado,

J n+1) n+1
HTun”Y—Z Zy— = — 00.

Ou seja, T(u,) ndo converge para T(0) = 0, de modo que T nao é continua.

Uma caracteristica de transformacoes lineares é que, pela linearidade da transfor-
macao, em combinagao com a estrutura linear do espaco e a homogeneidade da norma,
a continuidade de uma transformacao linear pode ser analisada apenas pela continui-
dade na origem. Mais ainda, essa continuidade na origem segue de maneira ainda
mais simples, bastando que a transformacao seja limitada em conjuntos limitados.
Nesse sentido, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 1.14. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo, real
ou complexo, e munidos de normas || - ||x e || - ||y, respectivamente. Dada uma
transformacao linear T € L(X,Y), temos as sequintes equivaléncias

(i) T € continua em todos os pontos de X ;

(i) T € continua na origem;
(11i) T € limitada em B, = {u € X; ||u|lx <r}, para algum r > 0.
(iv) T € limitada em qualquer conjunto limitado B,, r > 0;

DEMONSTRACAO. E imediato observar que T ser continua em X significa ser
continua em cada ponto de X e, em particular ser continua na origem. Ou seja, (i)
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= (ii). Suponha, agora, T continua na origem. Como TO = 0, a continuidade na
origem diz que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

| Tv]y <e,
para todo v € X com
[vi[x <.
Seja, entao, u € X e considere u € X arbitrario com
|la —ul|x <.
Entao, aplicando o fato anterior a v =t — u, obtemos, visto que ||v||x < d, que
[Ta = Tully = [[T(v)[| <e,
mostrando a continuidade de T em u. Isso nos da a equivaléncia (i) < (ii)
Suponha, agora, T continua na origem. Entao, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
| Tv]y <e,
para todo v € X com
|Iv]|x <.

Isso significa que

sup [|Tv|y <e,
VGBT

para r < §, ou seja, T ¢ limitado em algum B,,, provando (iii). Além disso, usando
essa limitacao, temos, para qualquer r > 0, que se v € B,, entdao w = (ro/7)v € By,
de modo que

r To

”
sup | Tv|ly = — sup —||Tv|ly = — sup
vEDB;, ToveB, T To veB,

To
—TVH
T Y

r re
=— sup ||Twl]ly < — < o0,
70 weBy, To
mostrando que T ¢é limitado em B,, para r > 0 arbitrario. Isso prova (iv). Obvia-
mente, (iv) implica em (iii). Ou seja, ja temos (i) < (ii) = (iii) < (iv).

Resta mostrar que (iii) implica em (ii). Para isso, vamos assumir que T ¢é limitada
em B,, para algum r(, digamos

by = sup{||Tv]ly; v € B,,} < oc.

Dado € > 0, basta, entao, tomar
ETo

=7

o



1. NORMA 285

de modo que, para

Iviix <94,
temos , ,
0 0
—v||=—=|v| <r
|5 = S < o
ou seja,
T
gov € B,,,
e, com isso,
) T 0
ITvly = =IT (5v) Il < —to = =,
To 0 To
provando a continuidade na origem, i.e. provando que (iii) = (ii). Isso completa a
demonstracao. O

Inspirado pelo resultado do Teorema 1.14, definimos o conceito de transformacao
limitada.

DEFINIGAO 1.10. Sejam X e Y espagos vetoriais normados reais ou complexos,
munidos de normas || - ||x e || - ||y, respectivamente. Seja T € L(X,Y) uma trans-
formagao linear de X em Y. Dizemos que T € limitada quando | Tu|ly € limitado
uniformemente em qualquer subconjunto limitado de X, i.e. para todo r > 0, existe
C >0 tal que

[Tully <€, Vu, [julx <.

Com isso, é facil provar a continuidade de transformacoes lineares associadas a
matrizes.

TEOREMA 1.15 (Continuidade de transformagoes associadas a matrizes). Seja
A = (a;);;7" € K™ uma matriz em um corpo K real ou complexo. Entio

[Aul]; < Z max fai;| | [[ully, (1.2)

para todo u € R™, onde || - |1 € a norma ¢', da soma, em R™ e em R™. Portanto, a
transformacao T a associada a A € limitada e continua de R™ em R™, sob quaisquer
normas, visto que as normas em dimensao finita sao equivalentes.

m
DEMONSTRAGAO. Usando que Au = <Z?:1 aijxj) , temos
1

m m

HAUHl:Z Zam% <ZZ max |ai||z;| < Zjﬁllax Jaii| | llally-

= =1 j=1 T
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O

Usando o resultado acima, a equivaléncia das normas em dimensao finita e o
fato de que toda transformacao linear entre espacos de dimensao finita pode ser
representada por um matriz, obtemos a continuidade de transformacoes lineares entre
espacos de dimensao finita quaisquer.

TEOREMA 1.16 (Continuidade de transformagoes lineares em dimensao finita).
Sejam X e Y espacos vetoriais normados reais ou complexos de dimensao finita.
Entao toda transformagao linear T € £(X,Y) de X em Y € continua.

DEMONSTRAGAO. Gracas a Teorema 1.14, basta mostrar que T é limitada. Es-
colhendo bases @ e 6 de X e Y, respectivamente, temos que

[Tuls = [T]§ [ula,

onde [T]y é uma matriz. Gragas ao Teorema 1.15, existe uma constante C' > 0 tal
que
ITulslly = I[TIE fulell, < Cllu]ell -

Conforme feito na demonstragdo do Teorema 1.13, mais precisamente em (1.1), exis-
tem constantes C'y > 0 e pux > 0 tais que

Tully < Cy [[[Tuls]l

1
Il < #—XIIUHX-
Usando a equivaléncia entre as normas p garantida pelo Teorema 1.8, com a constante

explicita obtida na demonstracao, temos
I[Tuls o < [[[Tulslly

Iufelly < nllfulell

onde m é a dimensao de Y. Juntando as desigualdades, obtemos
[Tully < Cy [[[Tuls,, < Cy [[[Tuls|,

< CyC[ulall;
nCyC

<nCyClufaf < [[ul[x-

Como isso vale para u € X arbitrario, obtemos que T é limitada e, portanto, continua.

O
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No Teorema 1.15, vimos que, para toda matriz em K”*" com K real ou complexo,
vale a desigualdade (1.2). O somatorio do méaximo dos coeficientes da matriz, que
aparece nessa desigualdade, define, de fato, uma norma no proéprio espago K"*™ das
matrizes. Mais geralmente, para 1 < p,q < 0o, podemos definir

1
1Al =D (Z |aij!p> ) (1.3)
i=1

J=1

que sao também normas em K"*". Deixamos isso como exercicio. Versoes para p
e/ou ¢ infinitos também podem ser definidas.
Uma propriedade dessas normas de matrizes é a seguinte.

TEOREMA 1.17. Seja K o corpo dos reais ou dos complexos e sejam p, q reais tais
que 1 < p,q < o0o. Entao

HAu”q < ||A||p’7q||u||p’ (1.4)

para todo u € K", onde 1 < p' < oo € tal que 1/p+1/p' =1, comp' =1, se p= 0
ep =00, sep=1.

DEMONSTRAGAO. Escreva A = (aij)ﬁjrznl’j:”. Temos (Au) = (Z?:l aij:);j>, para
u=(xy,...,2,). Assim,

m q

|Aullg =)

=1

n

E (Iij.ij
j=1

A desigualdade de Hoélder nos diz que

n l/pl n l/p
< (Z |az‘j|p) (Z |l"j|p) :
j=1 j=1

m n a/p’ n q/p
Aulr <3 (z m-m) (z |xj|p) |
i=1 \j=1 j=1

Como o somatorio de |z;|P independe de 7, temos

m n a/p’ n q/p
|[Aullf < Z(Z’aiﬂp/) (Zm!”) :

i=1 \j=1 j=1

n

E aijxj

i=1

Assim,
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Extraindo a raiz ¢, obtemos
1/q

n q/v
[Aull, < Z (Z I%'Ip/> [ull, = [|Ally 4llallp,

3

provando a desigualdade. O

OBSERVAGAO 1.7. A norma (1.3) no caso p = ¢ = 2 nos d4 uma norma especial
que leva o norma de norma de Frobenius, denotada por || - ||z, dada simplesmente por

n m
IAIE =" a
j=1 i=1
Essa norma é bastante ttil na pratica, nos dando uma boa estimativa para a norma
0% (veja (1.4)):
[Aully < [[A[[£[[all2,
para todo u € R”. Munindo R” com a norma euclidiana, podemos obter a equivalén-
cia

[Allz@y < [Alr < Vol Allggn,

A
1Al () = sup 12 |Aul,
uzo |[ullz

onde

A estimativa (1.4) nos faz pensar se é possivel obter uma constante mais justa, ou
6tima, limitando [[Aul|, em termos de ||ul[,. E se algo assim pode ser obtido entre
normas quaisquer. De fato, podemos definir essa constante 6tima via

HAqu

wro [[ull,

C=m

Acontece que esse definicao nos da, tambem, uma norma. De fato, temos o seguinte
resultado.

TEOREMA 1.18. Sejam X e Y espacos vetoriais normados sobre um mesmo corpo
K, real ou complezo. Sejam || -||x e || - |y as normas em X eY, respectivamente.
Entao

T
||T||S£ XY) = sup —— || uHY

wex [ullx
u#0

define uma norma no espago das transformacoes lineares limitadas de X em Y .

(1.5)

OBSERVACAO 1.8. Por conta da compacidade de conjuntos fechados limitados em
espagos vetoriais de dimensao finita, o supremo em (1.5) é um méaximo.
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Essa classe de norma tem uma 6tima propriedade.

TEOREMA 1.19. Sejam X, Y e Z espacos vetoriais normados sobre um mesmo

corpo K, real ou complexo, com normas || - ||x, || - ||y e |l - |z, respectivamente. Para
todo T € L(X,Y) etodo S € £L(Y,Z), vale

ISTlex,2) < ISIlev,2) I Tllex,y)-

OBSERVACAO 1.9. Nem sempre a norma é bem comportada assim, em relacdo a
composi¢oes. Por exemplo, considerando

11
L
temos ||A||oo = [|B|loc = 1, de modo que o produto também e 1, no entanto
2 2
aB— 33
e
[ABloc =2 > 1 = [[Alloo|[ Bl o
OBSERVAGAO 1.10. Uma norma || - || para transformagoes T € Z£(X,Y) entre
espagos normados com normas || - ||x e || - ||y é dita consistente quando
Tally < [ITl[[ullx,
para todo u € X. A norma || -||¢(x,y) definida por (1.5) é, naturalmente, consistente.

Normas consistentes satisfazem || TS| < ||T]||S||, como em (1.19).

Em particular, podemos estimar poténcias de um operador via
T ey < TS x)-

OBSERVAGAO 1.11 (Teorema de Gelfand). Uma norma de operadores pode ser
usada para se estimar o raio espectral (veja Defini¢ao 1.4) de um operador T € £(X)
em um espaco normado X, gracas ao Teorema de Gelfand, que diz que, para uma
norma qualquer || - || em £ (X),

p(T) = lim [ T|*/".
k—o0
No caso de uma norma consistente, temos sempre p(T) < || T*||'/*, ou seja, a conver-
géncia “por cima’.

OBSERVAGAO 1.12 (Exponencial de operadores). Vimos, na Se¢ao 5.1, a exponen-
cial de matrizes através da forma normal de Jordan. Usando o conceito de norma, a
definigao, pelo menos, de exponencial de um operador (limitado) qualquer T € £(X)
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em um espago normado X, com uma norma consistente |- || em £ (X), é mais simples,
visto que

m 1 .
2 5T

Jj=0

m 1 ' m 1 .
<> ﬁHTJ” <> ﬁHTH] < el < oo,
=0 =0

de modo que a série é absolutamente convergente. Veja Secao 5.1.

Caso a norma seja menor do que um, uma pertubagcao da identidade pelo operador
continua sendo invertivel.

TEOREMA 1.20. Seja R € £(X) um operador em um espa¢o normado X real ou

complexo, com norma ||R|l¢x) < 1. Entio | — R € invertivel, com inversa dada por
(I-R)™"=> "R,
=0
com
10 =R ) < T
1= [[Rllx)
DEMONSTRAGAO. Observe que
SR < RE = R Lo e
. e TR
J=m 2(X) J=m

Dessa forma, a série converge absolutamente e define um operador linear em X.
Agora, note que

(I-R)> R/ =I-R"
j=0
Fazendo m — oo, o lado direito converge para o operador identidade e obtemos

(I—R)iRj:,

ou seja, | — R é invertivel, com

(I-R)™' = i RI.
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2. Produto interno real

O plano e o espago tém uma estrutura geométrica a mais que diz respeito aos
angulos gerados por retas concorrentes. Em particular, temos o Teorema de Pitagoras,
que nos da uma relagao direta entre os lados de um tridangulo retangulo, associado a
noc¢ao de ortogonalidade. Em relagao a geometria analitica, isso é concretizado com
a nogao de produto escalar. Essa nocao de produto escalar pode ser generalizada e
enriquecer o estudo de espacos e operadores lineares que possuam alguma simetria
em relagao a esse produto interno. Vamos comecar definindo essa nogao abstrata de
produto interno e em seguida explorando as suas propriedades e vendo como isso nos
permite estudar operadores lineares com certas simetrias.

2.1. Definicao e exemplos. No caso de espacos vetoriais reais, o produto in-
terno toma a seguinte forma.

DEFINIGAO 2.1 (Produto interno real). Um produto interno em espago vetorial
real X € uma forma bilinear ((-,-)) : X x X — R simétrica e positiva definida, i.e.
(i) (u+Av, w)) = (uw,w)) + A(v,w)) e (u,v+2Aw)) = ((u,v)) + A(u, w)), para
todo u,v,w € X e todo A € R;
(i1) (u,v)) = (v,u)), para todo u,v € X; e
(117) (u,u)) > 0, para todo u € X, com (u,u)) =0 se, e somente se, u= 0.

EXEMPLO 2.1 (Produto escalar em R™). O exemplo cléassico de produto interno,
que é, de fato, a inspiragao para o conceito mais geral de produto interno, é o produto
escalar, definido em R™ por

U'V=$1y1+"'+$nynzz93jyj,
j=1

para todo u = (z1,...,2,),v = (Y1,...,Y,) € R". Uma propriedade geométrica
fundamental do produto escalar é a identidade

u-v = ||ul|[|v] cosb,
onde
Jul| = /2] + -+ 22

é a norma FEuclidiana, em R™, e 6 é o menor angulo entre os vetores u e v (i.e. o
menor angulo entre as retas geradas por esses dois vetores). Em particular, u e v
sao ortogonais se, e somente se, u-v = 0. O produto interno nos permite estender a
nocao de angulo e de ortogonalidade para espacos e objetos mais gerais.
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EXEMPLO 2.2. Dados a,b > 0, a forma bilinear

(0, v)) = az1y1 + bwaye,

definida para u = (21, 23), v = (y1,%2) em R? nos da um produto interno em R?. Os
conjuntos

S, ={u=(z,y) € R? |lul| = az? + by? = r},

para » > 0 dado, sao elipses no plano, com semi-eixos coincidindo com os eixos
candnicos. Mais geralmente,

(u,v)) = az1yy + bx1ys + brays + cxays

nos d4 uma forma bilinear simétrica em R?, que é positiva definida se, e somente se,
a,c >0 e b? < ac, caso em que a superficie z = ax? + 2bxy + cy? definida no espaco
xyz forma um paraboloide com concavidade para cima. Os conjuntos

S, ={u=(z,9) € R? ||u|| = ar® + 2bzy + cy® = r}

também sao elipses no plano, com eixos principais podendo ser diferentes dos eixos
canonicos.

EXEMPLO 2.3 (Produto interno em ¢?*(R)). No espaco das sequéncias reais de
quadrado somavel, i.e.

C(R) = {z = (2n)new € R, ) |2,]* < 00},
neN
podemos definir o produto interno
(z,y) = Z LnYn-
neN
De fato, como ab < a? + b?, para todo a,b € R, temos
(2.9) =Y Tt <> (22 +12) < 0.
neN neN
E facil verificar que ((-, -)) satisfaz as hipoteses de um produto interno.
EXEMPLO 2.4 (Produto interno em ¢?(R) com peso). Dada uma sequéncia real

positiva qualquer ¢ = (a,)nen, an > 0, Yn € N, podemos considerar, também, o
espaco (2, i.e. £*> com peso ¢, como

C(R) = {z = (za)nen € RY; Y |2,[*a, < 00},

neN
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A forma bilinear

((.1’, y)) = Z LpYnnp.

neN
estd bem definida e é um produto interno em K?P, associado & norma

2)1* = |zal*an
neN

EXEMPLO 2.5 (Produto interno em L?). Dado um dominio Q@ C R™, o espaco
L*(Q2) é o conjunto das fungoes reais u definidas em € e Lebesgue mensuraveis e de
quadrado integravel, i.e.

[ull = [lullz2@) = /Q lu(x)|? dx < oo.

Para duas fungoes u,v € L?(2), definimos o produto interno em L*(Q) por
(1,0) = (0, 0) 20y = /Q u(x)(x) dx.

EXEMPLO 2.6 (Produto interno em L? com peso). Dado um dominio Q C R”
e uma fungdo continua (ou apenas mensuravel) ¢ em ) e positiva quase sempre,
definimos o espaco Li(Q), dito L? com peso ¢, como sendo o conjunto das funcoes
reais u Lebesgue mensuraveis em () e satisfazendo

leally = el z2 o = / () () dx < oo.

Para duas funcgoes u,v € Li(Q), definimos o produto interno em pr(Q) por

(w0 = (o) = [ ubxo(x) dx

Q

Por exemplo, considerando p(z) = e~

mentos de L?(R).

, 0s polindbmios podem ser vistos como ele-

2.2. Norma proveniente do produto interno. Gracas as propriedades do
produto interno, a quantidade /((u, u)), derivada do produto interno, tem as propri-
edades de uma norma e por isso é chamada de norma associada ao produto interno.

DEFINICAO 2.2. Dado um espago vetorial real X munido de um produto interno

(+,+), como ((u,u)) € nao negativo, para todo u € X, definimos a norma de um vetor

u por
[ul] = v/((u, u)).

Esta norma é chamada de norma associada ao produto interno.
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TEOREMA 2.1. Dado um espaco vetorial real X munido de um produto interno
(+,-) e norma associada || - ||, vale a identidade

o+ v = [[ull* + 2((, v) + [ v]]*. (2.1)

DEMONSTRACAO. Basta usar a bilinearidade e a simetria do produto interno,
para obter

[+ v[* = (w4 v, u+v) = (0 u) + (v,u) + (0, v) + (v, v)
= [[ull* +2((w, v)) + [[v]*.

U

TEOREMA 2.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dado um espago vetorial real

X munido de um produto interno ((-,-)), com norma associada ||-||, vale a desigualdade
(0, V)| < alfliv],  Vu,veX (2.2)

DEMONSTRAGAO. Dados u,v € X e considerando s € R arbitrario, temos, pela
positividade do produto interno, que

|lu+ sv|| >0,
para todo s. Usando a identidade (2.1), temos
0 < flutsvl* = [ul* + 25w, v) + 57| v]*.

Se v = 0, entdo devemos ter ((u,v)) = 0, caso contrario o lado direito seria negativo
para valores suficientemente grandes em médulo e com sinal contrario ao do produto
interno. Nesse caso, a desigualdade é trivialmente satisfeita.

Para v # 0, o lado direito é um polindémio do segundo grau e esse polinémio deve
ser sempre nao negativo. Em particular, o seu valor minimo deve ser nao negativo.

O ponto de minimo ocorre em
()
= -
vl

Nesse ponto, deduzimos que

((u7 V)) ((qu»Q HVH2 _ HuH2 _ ((u,v))Q.

0 < [[ul* -2 (u,v)) +
vl vl [[vif?

Multiplicando por ||v||?, obtemos
(w,v)* < [lul?[lv]*.

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada. 0
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TEOREMA 2.3 (Desigualdade triangular). Dado um espago vetorial real X munido
de um produto interno ((-,-)), a norma || - || associada ao produto interno satisfaz a
desigualdade triangular

lut vl <full+]v],  vuveX (2:3)

DEMONSTRAGAO. Usando a identidade (2.1) do Teorema 2.1 e a desigualdade de
Cauchy-Schwartz (2.2), deduzimos que

2
o+ v = flal* + 2(w, v) + vl < al® + 2full vl + VI = (] + (vl

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada. 0
OBSERVAGAO 2.1. Assim, a quantidade || - || ¢ um funcional de X em R com as
seguintes propriedades de norma:
(i) (positiva definida) ||ul| > 0, para todo u € X, com ||u|| = 0 se, e somente
se, u = 0;

(ii) (homogénea) ||[Au|| = |A|||ul|, para todo u € X e todo A € R; e
(iii) (desigualdade triangular) ||u+ v|| < ||ul| + ||v||, para todo u,v € X.

Com essa norma, podemos definir uma topologia em X e considerar a continuidade
de uma funcao f : X — R ou de uma funcao f : X — X ou, mais geralmente, de
uma funcao f : X — Y entre dois espacos vetoriais reais X e Y com produto interno.
Em particular, a propria fungdo norma f(u) = ||ul| é continua de X em R, como
estabelecido a seguir.

OBSERVACAO 2.2. J4 vimos, no Teorema 1.1, que toda norma é continua, o que
inclui as normas proveniente de um produto interno. No caso de uma norma prove-
niente de um produto interno, temos uma regularidade maior, de diferenciabilidade
da norma quadrdtica, como é conhecido o quadrado da norma (veja Observacao 2.3).

OBSERVAGAO 2.3 (Diferenciabilidade da norma quadréatica). Dado um espago ve-
torial real X munido de um produto interno ((+,-)), com norma associada || - ||. Entéo
a norma quadrdtica || - ||? : X — R ¢ diferenciével, com diferencial, em um ponto u,
dada por 2u, no sentido de que

1
Thij [lu+h|* — [[ul* = 2(a, h))| = |h]] — 0,
quando h — 0, com h # 0. Em particular, vale a derivada direcional

lu + sv|* — [[ul® _

lim = 2((u, v)).

$#0, s—0 |S’

Para u € X fixo, a funcdo h — ((2u,h)) é um funcional linear em X, ou seja, é
um elemento f de X*, cuja acao sobre um vetor u € X é representada pelo produto
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interno com 2u, i.e. (f,h) = ((2u,h)). Isso, na verdade, faz parte de um resultado
importante de representacao de funcionais lineares em espagos com produto interno,
conhecido como Teorema da Representagao de Riesz, que veremos em seguida.

3. Ortogonalidade em espagos vetoriais reais
3.1. Vetores e conjuntos ortogonais. Motivados pela identidade
u-v = [[uf|v]cosd,

valida para o produto escalar em R", onde || - || ¢ a norma Euclidiana e 6 é o menor
angulo entre os vetores u e v, podemos definir, mais geralmente, o angulo entre
vetores em um espaco vetorial qualquer com produto interno, via

(u, v))

cosf =
[alfv]]’

onde, agora, || - || € a norma associada a um produto interno qualquer. Gragas a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, o lado direito acima é um ntimero real entre —1 e 1
e, portanto, define inicamente um angulo no intervalo 0 < # < 7, sendo interpretado
como o menor angulo entre os subespagos gerados por u e v. Quando (u,v)) = 0,
temos 6 = /2 e os vetores e os seus subespagos gerados sdo ortogonais entre si.

DEFINIGAO 3.1 (Vetores ortogonais). Seja X um espago vetorial real com produto
interno ((+,+)). Dois vetores u, v em um espago vetorial real X munido de um produto
interno ((+,-)) sao ditos ortogonais em rela¢io a esse produto interno, quando

(u,v)) =0.

Nesse caso, escrevemos u 1 wv.

EXEMPLO 3.1. Os vetores (1,1) e (—1,1) sdo ortogonais em R? em relagao ao
produto escalar, visto que

(1,1)-(-1,1)==1+1=0.
J& em relacao ao produto interno
(w, v)) = 27191 + 37290,

definido para u = (z1,23) e v = (y1,y2), esses vetores nao sao ortogonais, enquanto
que os vetores (1,2) e (—3,1) sao ortogonais entre si, visto que

((1,2),(=3,1)) = 2(1)(=3) +3(2)(1) = =6+ 6 = 0.

Observe que os conjuntos |[ul|* = ((u,u)) = ¢, ¢ > 0, em relagio a norma desse
produto interno, sao elipes no plano cartesiano.
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EXEMPLO 3.2. Os polinémios = e x? sao ortogonais no espago L*(—1,1) com o
produto interno canénico de L?, visto que

1 1 4
(z, 2*) 210y = / rr? dz :/ 23 dr = %

-1 1

rx=1

1 1_O
4 4

r=—1
J& em L?(0,1), eles nao sdo ortogonais, com

4

1
T
((a:,x2))L2(0,1) :/ xx? dr = ”y
0

r=1 1

1

=0
Esse conceito de ortogonalidade pode ser estendido a conjuntos de vetores, como
se segue.

DEFINIGAO 3.2 (Conjuntos ortogonais entre si). Seja X um espago vetorial real
com produto interno ((+,-)). Um vetor u € dito ortogonal a um subconjunto A C X
quandou L v para todo v € A. Nesse caso, escrevemosu L S. Mais geralmente, dois
subconjuntos A e B de X sao ditos ortogonais entre si quando u L v para quaisquer
u€ A ev e B. Nesse caso, escrevemos A L B.

EXEMPLO 3.3. O vetor (1,1,1) é ortogonal ao plano = + y + z = 0, no espago
cartesiano xyz, visto que

(LL,1) (r,y,2)=x+y+2=0,
para todo (x,y, z) nesse plano.

A partir de um dado conjunto, podemos, ainda, considerar o subconjunto de todos
os vetores ortogonais ao conjunto dado.

DEFINIGAO 3.3 (Subespago ortogonal a um conjunto). Seja X um espaco veto-
rial real com produto interno ((-,-)). Dado um subconjunto A € X, denotamos o seu
perpendicular por

At ={ue X;ul A}
EXEMPLO 3.4. Para encontrar todos os vetores (a, b, ¢) ortogonais ao plano
P={(z,y,2) €R* 2 +y+2z=0},
temos a condicao
(a,b,¢) - (z,y,2) =ax+by+cz=0,
para todo (z,y, z) nesse plano. Escolhendo y = 0 e z € R arbitrario, temos z = —x e

O=ar+by+cz=axr+0—cxr=(a—c)x,
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para todo x, logo ¢ = a. Da mesma forma, escolhendo z = 0 e z arbitrario, temos
y=-—-xe
0=azx+by+cz=ar—br+0=(a—0b)uz,

para todo z, logo b = a. Todo vetor da forma (a,a,a), a € R é ortogonal ao plano,
ja que

(a,a,a) - (z,y,2) =ar+ay+az=a(lzx+y+2) =0,
para todo (x,¥, z) no plano. Logo, o ortogonal ao plano ¢, exatamente, a reta

P+ ={(a,a,a); a € R} =span{(1,1,1)}.

Independentemente de um subconjunto A C X ser subespaco ou nao, o seu per-
pendicular A+ ¢ sempre um subespaco linear.

TEOREMA 3.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)). Dado
um subconjunto A € X, o seu perpendicular A+ é um subespaco vetorial de X. Se S
¢ um subespaco vetorial de X, entdo S e St sdo linearmente independentes.

EXEMPLO 3.5. Considere o segmento de reta
A={(z,y) eR* y=2, 0< 2 <1} ={s(1,1); 0< s < 1}.
O seu ortogonal é o subespaco
At = {(z,y) € R% y = —a} = span{(—1, 1)},

Podemos, também, considerar o perpendicular do perpendicular, que também é sem-
pre um subespaco vetorial:

A = {(z,y) € R% y = 2} = span{(1,1)}.

No caso em que X é de dimensao finita e S é um subespaco linear de X, vale,
ainda, conforme sera visto no Teorema 3.4, que X = S @ S+, mas antes precisamos
falar de base ortonormal e projecao ortogonal.

3.2. Projecao ortogonal e o processo de Gram-Schmidt. Um conceito fun-
damental associado ao produto interno é o de projecao ortogonal.

DEFINIGAO 3.4 (Projecao ortogonal). Seja X um espago vetorial real com produto
interno ((+,+)). Uma projegao P : X — X sobre um subespago S € dita uma proje¢ao
ortogonal quando ker P = S+, ou seja, quando P é uma projecao sobre S ao longo
do subespaco perpendicular S*.
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OBSERVACAO 3.1. Implicito na Definicao 3.4 esta o fato de que X = S @ S+,
que ainda nao provamos, mas que é verdade para todo subespaco S, quando X é de
dimensao finita. Veremos, junto com isso, que uma tal projecao ortogonal sempre
existe, em dimensao finita, ou, pelo menos, quando S é de dimensao finita.

Vamos comecgar mostrando a existéncia da projecao ortogonal sobre um subespago
unidimensional.

TEOREMA 3.2 (Projegao ortogonal na diregdo de um vetor). Seja X um espago
vetorial real com produto interno ((-,-)) e norma associada || - ||. Seja v € X um vetor
nao nulo. Entao

oy (V)

vl
define um operador de projecao Py : X — X sobre o subespago S = span{v} gerado
por v, ao longo do subespaco ortogonal S*.

DEMONSTRAGAO. Como o produto interno é bilinear, sendo, em particular, linear
no primeiro argumento, segue que u — P,u é, de fato, um operador linear em u. Para
ver que é uma projecao, observe que

pta—p, ((3),) (),

v [[vif? vl

Como
P,v = (v, V2) vV=y,
Il

=

entao,

u,v))
Pilu= (lu, v = Pu
Y [v][? ’
para todo u € X, mostrando que P? = P e, portanto, P é uma projecio em X.
Obviamente, Pu é um multiplo de v. Além disso,
P(av) = aPv = av,
para todo a € R, ou seja,
Im P = span{v},
mostrando que P é uma projegao sobre span{v}.
Resta mostrar que ker P = span{v}*. Para isso, basta observar que

wespan{v} & (u.v) =0 & P = ()

concluindo a demonstracao. 0

v=0&uckerP,



300 7. NORMA E PRODUTO INTERNO

Podemos estender a construcao acima a um subespago vetorial S de dimensao

finita. Para isso, usamos um processo de ortogonalizacao conhecido como processo
de Gram-Schmidt.

TEOREMA 3.3 (Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt). Seja X um espago

vetorial real com produto interno ((-,-)) e norma associada || -||. Dada uma sequéncia
{v1,...,vin} de vetores linearmente independentes, a sequéncia {wi,...,w,,} dada
por
/
W—L W/—V_P V ..... —P V
J “W/H? VR w1 Y] Wi—1"7
J
para j = 1,...,m, define vetores ortogonais entre si, com norma unitdria e gerando
08 mesmos subespacos, i.e.
|lw;|| =1, ((wi;,w;)) =0, span{wy,...,w;} =span{vy,...,v;},
para todo i,5 =1,...,m, com i # j.

DEMONSTRAGAO. Mais explicitamente, temos

w vi vV, =V
1= =V
AR ' ’
Wy )
- —v,—P
WQ ||W/2||7 W2 V2 W1V2’
W
w; = —I, W, =V; =Py, v; =+ =Py, v,
[[w |l

Observe que cada w; estd normalizado, visto que

1
= Wi =1
wl ™

/
[[w;ll =

J

!/
[[will
Dessa forma, a projegao ortogonal sobre cada w; se reduz a

(u, w:))

Pow,u = ——=—w; = (u, w;))w;.
[[wi
Por construcao, cada w; é uma combinacao linear dos vetores vy, ..., v;, portanto
é imediato deduzir que
span{wy, ..., w;} = span{vy,...,v;},

para todo 7 =1,...,m.



3. ORTOGONALIDADE EM ESPACOS VETORIAIS REAIS 301

Resta mostrar a ortogonalidade entre vetores diferentes. Vamos provar isso por
inducao. Comecamos mostrando que w; L wy. Nesse caso, temos

1 /
(wa, w1)) = m((wzv v1))
_ m (v, v1) = (Pwyva, V1)
- m ((va, v1)) = (v, w1) (w1, v1)
B 1 Vo v (vo,v1)) Vi v
e () = St )
= gy (O = Gama)

Portanto, wo 1 wy. Agora, prosseguindo por indugao, assumimos que w; | w;
para ¢, = 1,...,5 —1, 7 # [, onde j < m. Vamos mostrar que w; L w;, para
1=1,...,5 — 1. De fato,

1 / /
(0w = i ™)
L () - S i)
=—| (vj,w;)) — w, Vi, W;
[willllwill \ ™7 t
=1
1 I
AL (vj, wi) = ) _(vj, wi) (wi, w;))
=1
1
A (v, wi) = (vi, wi) (Wi, wi)))
J 7
1 / /
=0.
Portanto, w; L w;, para¢=1,...,7—1, onde j < m ¢é arbitrario. Ou seja, a inducao
vale para j = 1,...,m. Isso completa a demonstracao do processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt. O

Com base do processo de Gram-Schmidt, podemos construir a projecao ortogonal
sobre subespacos vetoriais de dimensao finita.
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TEOREMA 3.4. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e seja
S C X um subespaco vetorial de X de dimensao finita. FEntao existe uma projecao
ortogonal Ps : X — X sobre S e vale

X=Sas5"

DEMONSTRACAO. J& vimos, no Teorema 3.1, que S e S+ sdo independentes. Falta
mostrar que S + S+ = X. Para isso, vamos construir uma projecao ortogonal sobre
S.

Sendo S de dimensao finita, S possui uma base finita, a menos que S = {0}. Nesse
caso em que S é trivial, basta tomar Pu = 0, que naturalmente temos S+ = X = ker P
eImP =S. A dificuldade maior estéd no caso em que S tem dimensao finita positiva.
Seja, entao, 6 = {vy,...,Vv,,} uma base de S, para algum m € N.

Pelo processo de Gram-Schmidt, visto no Teorema 3.3, obtemos uma nova base
{w1,..., Wy} para S, tal que |w;|| =1 e (w;,w;)) =0, para i # j.

Agora, definimos
Psu = ZP u= Z u, w;))wj.
j=1

Como os elementos da base {wl, ..., Wy, } s@o ortogonais entre si e normalizados,
é facil ver que

Piu= Z((Psu W)W, = Z Z u, W))W, W;))w; = Z((u, w,)w; = Pgu,
- g

7=1 7j=1
ou seja, P é, de fato, uma projecao. Falta provar que é uma projegao ortogonal. Para
isso, vamos mostrar que a imagem de Qg = | — Pg esta no perpendicular S+ de S.
Dado u € X, seja v = Qyu = u — Pgu. Vamos mostrar que v L w;, para todo
7 =1,...,m. De fato, pela definicao da projecao Pg,

(v, w;) = (u = Psu,w;))

m
(u,w,) E u,w;))w;, w,))
1=1
m
(u,w,) g (u, w;) (W, w;)).
i=1
Usando que Wy, ..., W,, sdo ortogonais entre si e de norma um, temos

m

> wi)(wi, wy)) = (u, w)).

i=1
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Logo,
(v, w;) = (w0, w;)) = (u,w;)) =0,
mostrando que v L S, ou seja, v € St
Mostramos, entao, que todo vetor u € X se escreve da forma u = w + v, onde
w=PsueSev=(-Pg)u=u—Pgue St de modo que

X=5a®S5"
e Ps é a projecao ortogonal sobre S. U

OBSERVAGAO 3.2. O resultado do Teorema 3.4 pode ser usado para demonstrar a

existéncia de projegao ortogonal sobre subespacgos de codimensao finita. Veja Exerci-
cio 6.2.

OBSERVACAO 3.3. Como sempre, em dimensao infinita as coisas sdo mais delica-
das. Por exemplo, o conjunto S = G(/) das fungoes reais continuas definidas em um
intervalor / formam um subespago do espago com produto interno X = L?*(I). No
entanto, o seu perpendicular é o subespaco trivial, S* = {0} e X nao é soma direta
dos dois, i.e. X #S® S+t =S5.

O Teorema de Pitagoras em espagos com produto interno continua vélido no caso
complexo.

TEOREMA 3.5. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e supo-

nha que Pg seja uma projecao ortogonal sobre um subespag¢o S. Entdao Pg. =1 — Pg
¢ a projecao ortogonal sobre S* e vale a identidade
[ull* = [[Psul|® + [Psiuf?,  VueX. (3.1)

DEMONSTRACAO. De fato, como Psu € S e Pgiu € St e os subespacos sao
ortogonais entre si, entao

(Psu,Pgiu)) = 0.

Com isso, o resultado desejada sai da identidade (2.1) aplicada au = Psu+Pgiu. O

A propriedade de ortogonalidade entre o projetor e o seu complemento pode ser
usada para nos dar uma caracterizagao de projecao ortogonal.

TEOREMA 3.6. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e su-
ponha que P seja uma projecao em X. Entao P € projecao ortogonal se, e somente
se,

(Pu,Qu)) =0,
para todo u € X, onde Q=1—P.
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DEMONSTRACAO. Suponha que P seja uma projecao ortogonal sobre U, ao longo
de V, de modo que V = U+. Nesse caso Puc U e Qu e V = U, de modo que Pu e
Qu sao ortogonais entre si e o produto interno entre eles se anula.

Suponha agora que o produto interno entre essas projegoes se anula. Sejam w €
U =1Im(P) e v e V = ker(P) arbitrarios. Entdao podemos escrever u = w + v, com
w = Pu e v = Qu. Dessa forma,

(w,v)) = (Pu,Qv) = 0,

mostrando que w L v. Como isso é valido para w e v arbitrarios em U e V|,
respectivamente, entdao U L V e P é projecao sobre U ao longo do ortogonal V = U+
de U, ou seja, P é projecao ortogonal. O

A projecao ortogonal tem a propriedade de minimizar a distancia até um subes-
paco vetorial, conforme expressado pelo teorema a seguir.

TEOREMA 3.7. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e norma
associada ||-||. Seja S C X e suponha que Pg seja a proje¢io ortogonal sobre S. Entao

Ju—Psul < u—v], ‘Wes
DEMONSTRAGAO. De fato, usando a identidade (2.1)
Hu—VH2 = Hu—Pgu—i—PSu—vH2 = Hu—PguH2+2((u — Pgu,Pgu — v))—l—HPSu—vHQ.

Como ambos Pgu e v estao em S, temos Psu — v € S, enquanto que u — Pgu ¢é
ortogonal a S, de modo que o produto interno se anula, nos deixando

lu = v|* = [lu = Psul|* +[|Psu — v[|* > [ju — Psul|*.

Extraindo a raiz quadrada, chegamos na identidade desejada. U

3.3. Base ortonormal. No processo de construcao da projecao ortogonal Pg
sobre um subespago S de dimensao finita, comegamos com uma base {vy,...,v,,} de
S e construimos uma outra base {wy, ..., w,,} com algumas propriedades especiais,
a saber, que todos os vetores tem norma unitaria e os vetores sao ortogonais entre si.
Esse tipo de base leva um nome especial.

DEFINIGAO 3.5. Seja X wum espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e
norma associada || - || e dimensdao finita n = dim(X) < oco. Uma base ortonor-
mal de X € uma base 6 = {wy,...,w,} tal que cada vetor tem norma unitdria e os
vetores sao ortogonais entre si, ou seja,

lwill =1, (wi,w;) =0, ij=1...,n i#j
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EXEMPLO 3.6. Os vetores (1,1) e (—1,1) sdo ortogonais mas nao sao unitarios.
Mas basta normaliza-los para obter uma base ortonormal:

6 = {£(1,1),£(—1,1)}.

2 2

O processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt nos garante a existéncia de uma
base ortonormal de qualquer subespaco de dimensao finita.

TEOREMA 3.8. Seja X um espaco vetorial real com produto interno e seja S C
X um subespaco de X nao trivial de dimensao finita. FEntao S possui uma base

ortonormal. Mais precisamente, se {vy,...,v,} € uma base de S, para n = dim(S),
entao existe uma base ortonormal {wy,...,w,} com a propriedade
span{wi, ..., w;} = span{vy,..., w,},

para todo j =1,... n.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidst,
descrito no Teorema 3.3. [l

EXEMPLO 3.7. A base canonica {eq,...,e,}, onde €; = (J;)i=1,.. », € um exemplo
de base ortonormal em relagao ao produto escalar de R™.

EXEMPLO 3.8. Em teoria da aproximagao, um problema comum ¢é a aproximacao
de fungoes por certas classes de fungoes especiais, como em séries de Fourier ou séries
de polinémios. Séries de Fourier podem ser vistas como bases ortonormais em relacao
ao produto interno de L?. H4, também, vérios polindomios ortogonais, dependendo
do dominio espacial considerado e produto interno utilizado, que pode ser o proprio
produto interno de L? ou em produtos internos com peso. Por exemplo, os polinémios
de Legendre sao polindmios considerados no intervalo —1 < x < 1, ortogonais em
relagdao ao produto interno de L*(—1,1). Os polinomios de Chebyshev sao polindmios
considerados também em —1 < z < 1, mas sao ortogonais em L?p(—l, 1), com peso
o(x) = (1 —2*)~Y2. Ja os polinémios de Hermite sdo polindmios considerados na
reta R, ortogonais em Li(R), com peso p(z) = e~**. Entre vérios outros.

EXEMPLO 3.9. Considere a base de R® composta por
« =1{(1,1,0),(0,1,1), (1,0, 1)}.

Aplicando o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt, obtemos primeiro o vetor

2
W1 = \/7_(17 170)7
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O segundo vetor é obtido primeiro formando o vetor

1
W/2 = (07 17 1) - 5(07 17 1) ' (]-7 170)<1a ].,0)

1
=(0,1,1) — 5(1, 1,0)

1
=—(-1,1,2).
2 ( » ) )
Normalizando esse vetor, obtemos o segundo vetor da base ortonormal:
6
Wy = %(—1, 1,2).

Para o tltimo vetor, primeiro calculamos

1 1
wy = (1,0,1) = 5(1,0,1) - (1L 1,0)(1,1,0) = £(1,0,1) - (=1,1,2)(~1,1,2)
1 1
=(1,0,1) — =(1,1,0) — =(~1,1,2
(7 ’ ) 2(7 ? ) 6< ? ) )

(1-1/2+1/6,0—1/2—-1/6,1—-0—2/6)
2
=—(1,-1,1).
3( ) ) )
Normalizando, obtemos
3
Wy = %(1,—1,1).

Assim, obtemos a base ortonormal

6 = {Q(L 1,0), @(—1, 1,2), f(1,—1,1)}.

w

2 6 3
4. Realizacao do dual e da adjunta via produto interno real

4.1. Realizacao do dual via produto interno. Vimos, na Secao 3.4, a ideia de
realizacao do dual, em que identificamos um dual X* com um outro espago Y, através
de um isomoformismo J : X* — Y, e com uma forma bilinear ((-,-)) : X xY — K tal

que

<f= u> = ((uv J(f)))a
paratodou € X e f € X*. Vamos ver agora, que, gragas ao produto interno, podemos
identificar o dual X* de um espago vetorial X com produto interno com o proéprio
espago X e com a forma bilinear sendo o proprio produto interno. Isso também nos
permitira representar a adjunta de um operador linear em X como sendo também
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um operador linear em X, o que nos dard uma grande ferramenta para analisar
operadores com alguma estrutura especial relacionada a sua adjunta (e.g. operadores
autoadjuntos, anti-adjuntos, normais, unitérios, etc.).

Esse importante resultado é conhecido como o Teorema da Representacao de Riesz.
Vamos considerar apenas a sua versao em dimensao finita.

H& varias maneiras de se demonstrar esse teorema. Veremos duas, aqui. Uma
usando o conceito de anulador e baseada nas ideias desenvolvidas no Capitulo 2 e
outra usando ortogonalidade, baseada nas ideias desenvolvidas no corrente capitulo.

TEOREMA 4.1 (Teorema da Representagdo de Riesz em dimensdo finita). Seja
f € X* um funcional linear em um espaco vetorial real X de dimensao finita, munido
de um produto interno ((-,-)). Entao existe um tnico v € X tal que

(f,u) = (u,v)),
para todo u € X.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 4.1 VIA ANULADOR. Primeiramente, observe que
todo v € X gera um funcional linear F(v) € X* dado por

(F(v), ) = ((u,v)).

Como o produto interno é bilinear, em particular linear em u, segue que F(v) é, de
fato, um funcional linear. E facil ver que F : X — X* é injetivo, pois

F(v) =F(w) < (F(v),u) = (F(w),u), Vu e X
& (V) = (n,w), Yue X
& (u,v—w) =0, Vue X.
Como isso deve valer para todo u, escolhemos u = v — w e deduzimos que
lv—w|*=(v—-w,v-w)=(v—-wu) =0

Logo, pela positividade do produto interno, segue que v — w = 0, ou seja, v = w,
mostrando que F é injetivo.

A injetividade de F significa que o vetor v do enunciado do teorema é tnico,
caso exista. Falta mostrar que ele existe. Em outras palavras, falta mostrar que
F: X — X* é sobrejetivo.

Considere, entao, a imagem de F. Observe que F é uma transformacao linear, ja
que o produto interno ¢é bilinear, portanto linear em v também. Com isso, a imagem
de F é um subespago linear de X*,

F=ImF={F(v); ve X} ={fe X*; Ive X, (f,u) = (u,v)), Yue X}.
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Considere, agora, o anulador de F', que é um subespaco do bidual de X. Como o
bidual de um espago de dimensao finita pode ser identificado com o proéprio espago
(veja Teorema 4.1), através do isomorfismo canoénico J: X — X* dado por

(W), ) xee xo = (W) xe x
podemos considerar o anulador F° como um subespaco de X, dado por
F'={ue X;(fu)y. y =0,VfeF}.
Pela definicao de F' como imagem de F, podemos escrever esse anulador na forma
F'={uecX; (uv) =0, Vve X}
Agora, se u € F, entao, escolhendo v = u, obtemos

hal* = (0, v)) = (F(v),u) =0,
ou seja, u = 0, mostrando que F° = {0}. Portando dim(F°) = 0.
Em dimensao finita, segue do Teorema 5.1 que

dim(X*) = dim(F) + dim(F°) = dim(F).
Como F é um subespaco de X* com a mesma dimensao finita de X*, entao neces-

sariamente F' = X*, completando a demonstragao de que F é sobrejetivo e de que
sempre existe um tnico v representando um dado funcional linear f. 0]

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 4.1 VIA ORTOGONALIDADE. Seja f € X*. Se
f = 0, entao basta considerar v = 0 que temos

<f7 u) = <O> 11> =0= ((U_, 0)) = ((ua V))’
para todo u € X. Suponha, entao, f # 0. Considere o nicleo de f,
S=kerf={ueX; (fu) =0},

que é um hiperplano em X, i.e. um subespago vetorial de co-dimensao um. Como X
¢ de dimensao finita, entao S também ¢é de dimensao finita (veja Segao 2). Gragas
ao Teorema 3.4, podemos considerar a projecao ortogonal Pg de X sobre S e temos,
também, que
X=S8S&s5"
Como S tem co-dimensdo um, segue que S+ tem dimensdo um. Seja w € St com
norma unitéaria,
Jw|| = 1.

Queremos usar w para representar f. De fato, é natural esperar que f seja identi-
ficado com um multiplo de w, ja que St é um complementar do ntcleo de f e é
unidimensional. Nao ha saida. f ndo se anula em S+ e deve ser uma funcio linear
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unidimensional nesse subespago, ou seja, se zw € S+ = span{w}, entdo devemos
ter x — (f,aw) = z(f,w) = ax linear em x, com algum coeficiente o. S6 devemos
encontrar esse coeficiente linear. Para isso, observe que, se f esta representado por
aw para algum «, entao

{f,w) = (u, aw)),

para todo u € X. Em particular,
(f.w) = (w,aw)) = a|w|* = a.
Portanto, devemos ter
v = (f,w)w.
Vamos mostrar que, de fato, f é representado por esse v, via produto interno.
Para todo u € X, podemos escrever, de acordo com a decomposicao X = S @ S+,
u=Pgsu+ (I —Pg)u.

O operador (I—Pg) é, precisamente, a proje¢ao ortogonal sobre o perpendicular, Pg.,
de modo que podemos escrever

u=Psu+Pgiu.

m ¢ unidimensi ¢ um vetor unitari rever
Como S+ é unidimensional e w é um vetor unitario em S+, podemos escrever essa
projecao ortogonal explicitamente como

(= Ps)u=Pgiu= ((u,w)w.
Com isso,
(f,u) = (f, Psu) + (f, Ps2u) = (f, Psu) + (f, (u, w))w).
Como Pgu € S, que é o niicleo de f, o primeiro termo se anula e ficamos com
(Fu) =, (u, w))w).

Usando a linearidade do produto de dualidade e do produto interno, em relagao o
segundo argumento, podemos escrever

{7, w) = (w, W) {f, w) = (u, f, w)w)) = (0, v)).

Como isso vale para todo u € X, isso mostra que | é representado por v, através do
produto interno. A unicidade segue da mesma forma que na demonstracao anterior,
ie. se

(f,0) = (u,v)) = (u,v')),

para todo u € X, para certos v,v' € X, entao

(wv—v) =0,
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para todo u € X, em particular para u = v — v’ e deduzimos que ||[v — v'||? = 0, ou
seja, v/ = v, completanto a demonstracao. 0

Como consequéncia do Teorema 4.1 de Representacao Riesz, uma realizacao do
dual de um espaco com produto interno é obtida com o proprio espago, através do
produto interno como produto de dualidade.

COROLARIO 4.1 (Realizagao do dual de um espago com produto interno). Seja X
um espago vetorial real dimensao finita, munido de um produto interno ((-,-)). Entdo
uma realiza¢ao do dual € obtida identificando o dual com o prdoprio espago e com o
produto interno como produto de dualidade, ou seja, existe um isomorfismo linear
J: X* — X tal que

<f7 11> = ((u’ J(f)))? Vue X.

DEMONSTRACAO. Basta tomar J = F~!, onde F : X — X* é o isomorfismo linear
considerado na demonstracao do Teorema 4.1. 0

EXEMPLO 4.1. Em X = R? munido do produto escalar, o funcional linear f(u) =
f(x,y) = 2x 4 3y, para u = (z,y), é representado pelo vetor v = (2,3), visto que

veou=(23)(z,y) =2z + 3y = f(u).
EXEMPLO 4.2. Se consideramos, por outro lado, o produto interno

(uy,a2)) = 2211 + 32292,
para u; = (z1,y1), Uy = (29, 72) € R?, entao o funcional linear
flu) =22 43y, u=(x,y),
é representado pelo vetor v = (1, 1), visto que
(u,v) =2xaxx1+4+3xyx1=22r+3y=f(u).

4.2. Realizagao da transformagao adjunta via produto interno. A partir
do momento em que podemos representar funcionais lineares por elementos do proprio
espago, podemos representar a adjunta T* : Y* — X* de transformacoes lineares
T : X — Y por transformagoes lineares de Y em X. Em alguns textos, apenas essa
forma, via produto interno, é considerada, principalmente em espagos de dimensao
finita ou quando apenas espacos de Hilbert sao considerados. Em outras situagoes, no
entanto, a forma adjunta nos duais é necessaria. De qualquer forma, vejamos, aqui,
o operador adjunto via produto interno.

TEOREMA 4.2 (Transformagao adjunta em espagos com produto interno). Sejam
X eY espagos vetoriais reais com produto interno e sejam ((+,-)x e ((+,*)y os res-
pectivos produtos internos. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear de X em
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Y. Entao existe uma transformagcao linear T* € L(Y, X), dita a adjunta de T (via
produto interno) que satisfaz

(Tu, v))y = (u, TV))x,
para todou € X, vey.

OBSERVACAO 4.1. Considere os isomorfismos Jx : X* — X e Jy : Y* — Y obtidos
da realizagao dos duais X* e Y*, respectivamente, pelos espacos X e Y através dos
seus produtos internos. Vejamos como a transformacao T* : Y — X definida no
Teorema 4.2 representa a transformagao adjunta dada na Definicao 4.1, através desses
isomorfismos. Para efeito de clareza, vamos denotar, temporariamente, a adjunta de
Y*em X* por T*: Y* — X*. Temos, por um lado, que

<1—*97 u>X*,X = ((u, JX-T_*Q))‘

Por outro lado,

(T, W) xe x = (8 Tw)y y = (Tu, v (9))y = (0, T"Jy (9))) x-

Como isso vale para quaisquer g € Y* e u € X, temos IxT* = Ty, ou T* =
JxT*J;'. Nesse sentido, T* é uma representacdo de T*, ligada as representacdes Jx
e Jy dos duaisde X e Y.

OBSERVAGAO 4.2. Por conta da Observagao 4.1 e para simplificar a notagao,
utilizamos T* tanto para a adjunta de Y* em X* quanto para a transformagao de Y
em X que representa a adjunta e chamamos ambas de adjunta de T, a menos que
seja necessério fazer distingao.

DEFINIGAO 4.1 (Transformagao adjunta em espagos com produto interno). Se-
jam X e Y espagos vetoriais reais com produto interno e sejam ((+,-)x e (+,*)y os
respectivos produtos internos. Seja T € L(X,Y') uma transformagao linear de X em
Y. Entao chamamos, também, de transformac¢ao adjunta de T, e com a mesma
notagao, a transformacao T* 1Y — X definida por

(Tu,v)y = (0, T'V))x,

para todo u € X, v € Y, e que representa a transformac¢ao adjunta de Y* em X*
conforme explicado na Observacao j.1.

EXEMPLO 4.3. Sejam X = R3 e Y = R?, munidos de seus produtos escalares, e
seja T(z,y, z) = (r +y,y + 2) a transformagao considerada no Exemplo 4.2. Observe
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que

T(z,y,2) (u,v) = (x+y,y+2) (u,v) = (x+y)u+ (y+ 2)v
=zu+y(u+v)+z2v=(x,y,2) - (u,u+v,0).
Portanto, a adjunta T* : Y — X é dada por
T (u,v) = (u,u + v,v),
de modo que podemos escrever
T(z,y,2) - (u,v) = (z,y,2) - (w,u+v,v) = (z,y,2) - T"(u,v).

TEOREMA 4.3 (Representacao matricial da adjunta). Sejam X e Y espagos ve-
toriais reais com produto interno e sejam ((-,-)x e ((,-)y os respectivos produtos
internos. Seja T € L(X,Y) uma transformacao linear de X em Y. Considere bases
o et de X eY. Entiao a matriz [T*]% que representa a adjunta T*:Y — X entre
essas bases € a matriz transposta [T]¢" da representacdo [T]g de T entre essas bases,
i.e.

[T = [TI5"

COROLARIO 4.2. No caso de uma matriz A = (a;j);; € R™" vista como uma
transformacao T : R™ — R™ entre esses espacos munidos do produto escalar, a sua
adjunta T} : R™ — R" estd associada a matriz transposta de A = (a;;);j.

5. Aplicacoes
5.1.

5.2. Numero de condicionamento e analise de sensibilidade. Suponha
que estejamos estudando um modelo da forma v = Tu, onde dada uma informagao
de entrada u, queiramos saber a resposta v. E suponha que, por algum erro de
medi¢ao ou por alguma incerteza na informacao, a entrada avaliada seja perturbada
para u+ du. Qual o efeito disso na resposta T(u+ du)? Supondo o problema linear,
0 erro ou a incerteza na resposta é dada por

ov=T(u+6éu)—Tu=T4.

Qual é, entao, a sensibilidade dessa transformagcao, em relacao a perturbacoes do dado
de entrada?

Considerando um operador T € £(X) em um espa¢o normado X, a norma da
transformacao nos da uma estimativa absoluta dessa sensibilidade. Nesse contexto, a
variacao na resposta pode ser estimada pela norma,

[0vlix = [IToullx < [[Tllex)lloullx.



5. APLICACOES 313

Ou seja, a perturbagao du ¢ “amplificada” por um fator ||T||¢x) (ou “reduzida,” se
for uma contragao, i.e. se || T||¢x) < 1).

Mas as ordens de grandeza de u e v podem ser bem diferentes e os erros absolutos
podem nao expressar completamente o efeito da perturbagao. Em muitos casos, é
mais significativo quantificar as variagoes relativas.

Ou seja, é mais significativo saber qual é a variacao relativa da resposta,

[0vilx
Iviix

em comparagao com a variacao relativa do dado de entrada,

[6ul|x
Jallx
Podemos estimar isso via
ovlix _ [Toullx _ [Tlzolldullx _ [Tlzcollulx [[0ullx
Ivllx Iviix  — Iviix vix  fullx

Caso T seja invertivel, podemos escrever u = T~'v e obter
I6vilx _ [Tllcoll T vIlx [[0u]x

[vilx — vl [[ullx

[0l x

[ullx

<Nl 1T e

ou seja,

[ov|x/lv]x 1
T STzl T 2o
|0ul|x/||ullx 0 )

Assim, essa sensibilidade relativa é dada pelo produto
R(T) = [ Tll2olI Tl -

Essa quantidade é um niimero muito especial chamada de nimero de condicionamento
de T € Z(X).

Observe que o nimero de condicionamento é simétrico em relagao a inversoes, i.e.
k(T) = k(T1). Por isso, a mesma anélise se aplica ao analisarmos a sensibilidade do
problema inverso, ou seja, dado v, encontrar u satisfazendo

Tu=v.
Dada uma variacao v + dv, o erro relativo da solu¢ao u + du de
T(u+du) =v+9dv

pode ser obtido via
u+du=T"'(v+dv),
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de modo que
[6ulx/[[ullx
16v]lx/lIvlx

E caso tenhamos uma perturbacao nos parametros do problema, ou seja, dado uma
perturbacao 0 T no operador, queremos saber a variacao na solugao u+du do problema

(T+0T)(u+0u)=v.

< IT el Tl = w(T71) = &(T).

Nesse caso, temos
u+du=(T+0T) v,
de modo que
u=(T+T) 'v—u=(T+T) 'v-T lv=(T+T) ' =T Hv.
Usando que v = Tu, o erro relativo pode ser estimado por

|oul|x
lul|x

Ou seja, precisamos analisar, também, a sensibilidade da operagao de inversao,
[(T+6T)" = T Yz
1Tl x)

< HT+0T) " = T e I Tllewx)-

Para isso, primeiro temos que saber se uma perturbacao T + 0T de uma transforma-
cao invertivel T ainda é invertivel. Isso pode ser estimado através das normas dos
operadores. Primeiramente, escrevemos

(T+6T)=T+T5T).

Assim, vemos que T+ 0T ¢é invertivel se, e somente se | + T~ 15T for invertivel e, nesse
caso,
(T+6T) P =0+T1T)'T1
Com isso,
(T+6T) =T =((1+TT) ' =T
Agora, chamando R = —T716T, sabemos de Teorema 1.20 que | — R é invertivel
quando ||R|¢(x) < 1. No nosso caso, podemos estimar

IRy = ITOTI < T o 19T ) < 1,
ou seja, caso (T + 0T) é invertivel caso a perturbagao satisfaga

1

10T l|lex) < e
GO Tl )
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Além disso, pela formula da inversa dada no Teorema 1.20, sabemos que

(|—R)—1—|:§:R,

de modo que

_ - : IRl (x)
| —R)™' — | < E R]? =
I( ) H‘ff(X) = p I HE_‘f(X) 1 — HRHSf(X)

Assim, obtemos a estimativa
(T +0T) ™ = T e < 10+ T7H0T) ™ =l [Tl ex)
= (=R =Ml 1T s cx)
IRl x)
1 — [[Rlzx)
T o 19T e x)
1= [T e 10T lecx)
Combinando com a estimativa anterior, obtemos
Idully _ 1T w0 lldTlleeo
Jallx = 1= [T e 10Tl x
Comparando com o erro relativo do operador, obtemos
[oullx/lullx K(T)?
10Ty /Ty = 1= [T M e[0Tl x)

Limitando a perturbacao a

Tl )

T ez x)-

) ITlecoll T lecx)-

N |

T zcolloT e <
chegamos finamente a estimativa de sensibilidade

|0ul|x/|lull x 9
< 2x(T)~.
10T [y /11T e )

5.3. Séries de Fourier e aproximacgoes espectrais. Um série de Fourier, em
um intervalo [—L/2, L/2], onde L > 0, tem a forma

- 2 - 2
s(x) = a0+Zancos ( ng) —l—ansen( WLMC) ,
n=1 n=1
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onde ag, a,,b, € R, n € N. Essa série estd bem definida quando (a,), e (b,), s@o de
quadrado somavel, i.e.

oo o0
Zai < 00, Zbi < 00.
n=0 n=1

Nesse caso, a fungao s(z) estd em L*(—L/2, L/2) e vale a identidade de Parseval

L/2 00 00
/ s(z)? do = Z a2 + Z b2,
n=1

—L/2 n=0

Essa identidade tem relacao direta com a “férmula de Pitagoras” e, mais geralmente,
com a identidade (3.1). De fato, as somas parciais da série de Fourier podem ser
vistas como projecoes ortogonais em subespagcos senoidais.

Considerando o espago X = L?(—L/2,L/2), que é um espaco com produto interno

L/2
(o) = [ u@pele) da
~L/2
e norma associada dada por
L/2
Julf? = [ ule
—L/2

temos cada cos(2mnz/L) e sen(2rnx/L) em X e gerando subespagos

S = {Z (an cos(2mna /L) + by sen(2mnx /L)), an, by, € R} ;

n=0

param = 0,1, ..., onde incluimos by para simplificar a expressao, mas cujo sen(2wjz/L) =
0 ndo acrescenta nada para j = 0 e pode ser desprezado. As fungoes cos(2mnz/L)

e sen(2mnx /L) sao ortogonais entre si, como pode ser verificado via integragao por
partes. Temos, ainda,

| cos(2mnz/L)|? = ||1]|* = L, para n =0,

| cos(27nx/L)||* = || sen(2mnz/L)||* =

L
3 para n € N.
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w(av)—\/l w (x)—\/zcos 2mna
0 - L, c,n - L L )
2 2
ws,n(x)—\/zsen( ng), n=1,...,m,

formam uma base ortonormal para o subespago 2m + 1 dimensional 5,,. Dada uma
funcao u € X, a projecao ortogonal de u sobre .S, é a soma parcial

= 2mne m 2mnx
(Ps,,u) () = ao+;ancos ( 7 ) +;bnsen( 7 ) ,

onde

1 1 L/2
0 = (wun)un(e) = s ) = 7 [ (o) da,

~L)2
2 [L/? 2
an = (u, wen)we;(z) = —/ u(z) cos e dz,
] ) L _L/2 L
2 [LI2 2
by, = (U, s p))wsn(z) = —/ u(z) sen e dzx.
’ ’ L 7L/2 L

Conforme valido para qualquer projecao ortogonal, temos
lu—Ps,ull < flu—vl, YveS,.

A série de Fourier pode ser vista como sendo a formula obtida pelo limite das projecoes
ortogonais,

> 2 - 2
U:nli_{lolopsmuza()"i_zancos( W£$> +;bnsen( ﬂzlx>7

n=1

com os coeficientes dados em termos de u = u(x), como acima.

No caso de uma funcao impar, os coeficientes a,, se anulam e obtemos uma série
de senos, ao passo que no caso de uma funcao par, os coeficientes b, se anulam e
obtemos uma série de cossenos. Uma outra forma de enxergar isso ¢ considerar o
espaco das fungoes pares e o subespaco das fungdes impares,

A= fue IN=L/2, 1/2); u(x) = u(—2)},
B={uec L*-L/2,L/2); u(zx) = —u(—x)}.
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Temos X = A @ B, com a decomposigao

u(z) +u(—z)  u(r) —u(—1)
u(z) = 5 + 5 )

Uma observagao fundamental é a de que A e B sao invariantes pelas projegoes Pg, !
Assim, se u € A, a sua projegao esta em S, N A, nos dando

- 2
u= lim Pg u=ay+ Zancos ( 7mx) , Yu € A,
n=1

n—oo L

enquanto que

- 2
u= lim PSmu:ansen( ng), Yu € B.
n=1

n—oo

Uma aplicagao importante de séries de Fourier ¢ no estudo de equagoes a derivadas
parciais, ji que os subespacos senoidais sao invariantes por derivacao. Mais ainda,
a base ortonormal de senos e cossenos é formada por autovetores do Laplaciano (da
segunda derivada, ja que estamos considerando, aqui, apenas o caso de uma dimensao

espacial)
d? 2mnx B 4mn? 2mnx
P CoS 7 = 7 CoS 7 ,

d? 2rnx\ _47T7L2 2mnx
P sen 7 = 2 sen 7 .

Ou seja, cada w,, e ws, ¢ um autovetor do Laplaciano associado ao autovalor

4n?
L2’
para n € N, sendo wy autovetor com autovalor Ay = 0.

Por sua vez, a versao complexa desses subespagos, associados a série de Fourier
complexa, possui uma base formada por autovetores do proprio operador derivada,
de modo que sao apropriados para lidar com diversas equagoes diferenciais parciais.
A restricdo maior aparece por conta das condi¢bes de contorno.

Mas, apenas para efeito de ilustracao, considerando a equacgao a derivadas parciais

Ou(t, x) O?u(t, )
=v
ot oxr?
com condigoes de contorno peridédicas

u(t,x + L) = u(t, x), Vt >0, x € R,

A= —
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substituindo u(t, -) por sua série de Fourier

2mn 2mnx
u(t, ) = ap(t —l-;an cos( ) Zb sen( 7 >,

temos coeficientes dependentes do tempo. Substituindo essa série na expressao para
a equacao a derivadas parciais e prosseguindo formalmente trocando a ordem do
somatorio com as derivadas, obtemos um sistema enumeravel de equacoes diferenciais
ordinérias para os coeficientes, em termos dos autovalores de cada autovetor,

dag da, Arn? db,, Amn? b
— = =——p Uy, — = ——5 bn,
dt Toodt L? dt L?
para n = 1,.... Assim, podemos, formalmente, escrever a solugdo da equagao a

derivadas parciais como

)= a4 D o (B St e (),

n=1

onde os coeficientes restantes ag = a(0), a, = a,(0) e b, = b,(0) s@o as condigoes
iniciais dos coeficientes dependentes do tempo na expansao de u(t, ), ou seja, sdo os
coeficientes da série de Fourier da condigao inicial u(0, ) = ug(-).

Um aproximacao numérica da solugao da equagao é obtida restringindo o problema
ao subespago S,,, para algum m € N relativamente grande. Esse é um método da
classe conhecida como métodos espectrais.

Métodos espectrais sao muito eficientes quando as solugoes a serem aproximadas
sao suaves. Para funcgoes suaves, a taxa de convergéncia de P,,u — u é bastante
rapida, sendo tanto mais rapida quando maior for a diferenciabilidade da funcao. Ja
para funcoes descontinuas, temos o fenémeno de Gibbs, com altas oscilagoes da apro-
ximagao proximo ao ponto de descontinuidade e uma lenta taxa de convergéncia (na
norma L2, por exemplo, com convergéncia pontual apenas nos pontos de continuidade
da fungao).

Para exemplificar a lenta convergéncia, em L?, da série de Fourier, considere a
funcao descontinua

1, x>0,
uz) =<0, =0,
-1, z<0.

que é essencialmente a funcao sinal sgn(u) = u/|u|. Temos, para os coeficientes da
série de Fourier no intervalo [—1,1] (ou seja, L = 2), que a,, = 0, paran =0,1,...,
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visto que a funcao é impar, e com b,, sendo dado por

1 1 2 .
b, = / sen(nrx) de = 1 cos(nmx) = L((—l)” —-1)= nro TV IEPAD
0 nmw o DT 0, n par.

Ou seja, os coeficientes b, decaem lentamente, em modulo, para zero, de ordem
O(1/n), necessitando de um niamero grande frequéncias para uma boa aproximagao
na norma L?. Além disso, préximo ao ponto de descontinuidade, ha uma grande
oscilagao da funcao, conforme ilustrado na Figura...

Por outro lado, caso u seja continuamente diferenciavel, podemos usar integracao
por partes e obter

2 [L? 2
b, = —/ u(z) sen( an) dz
L —L/2 L

1 2 Ljz 1 L2 2
= —u(x) COS( ﬂnx) - — u'(z) cos( an) dz
nmw L ve—r2 TS Ly L

onde a), sdo os coeficientes da série de Fourier da derivada /() (e onde assumimos
que u é periddica, de modo que u(—L/2) = u(L/2) e o termo de borda da integracao
por partes se anula). Ou seja, ganha-se uma poténcia n, no denominador, acelerando
a taxa de convergéncia. Mais precisamente, se a/, e b/, decaem linearmente, entao a,
e b, decaim quadraticamente. Esse processo pode ser repetido, caso u = u(z) tenha
derivadas de ordem mais alta, obtendo taxas de convergéncia cada vez mais altas.

5.4. Polinémios de Chebyshev e aproximagoes. Ao olharmos um rio cau-
daloso, com um grande fluxo de agua, podemos observar que a correnteza diminui
rapidamente em locais cada vez mais préoximos da margem. Essa regiao é chamada
de camada limite, termo utilizado para caracterizar uma regiao onde h& uma grande
variagao de uma determinada quantidade, separando regioes de comportamentos di-
ferentes. Isso acontece tipicamente proximo a fronteira de uma regiao, onde alguma
condigao de contorno é imposta, em contraste com o fenémeno que rege o sistema no
interior da regiao. No caso de um rio, o potencial gravitacional for¢a o escoamento
das aguas ao longo do leito, mas a margem do rio esté fixa e a continuidade do movi-
mento implica no fluxo ter que ser reduzido a zero na fronteira e, portanto, ter uma
mudanca muitas vezes brusca proximo a margem.

Essa mesma camada limite do movimento do fluido afeta a variacao de outras
quantidades. Por exemplo, isso explica o motivo de sentirmos mais frio quando bate
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um vento. Nao necessariamente o vento tras uma massa de ar mais fria do que o ar
que estd em um determinado ambiente. E a camada limite que nos envolve com um
porcao de ar que ja foi aquecida pelo nosso proprio corpo. Isso causa uma camada
limite também para a temperatura, nao apenas para o fluxo de ar. Como 0 nosso
corpo é, tipicamente, mais quente que o ambiente, o calor irradiado pelo nosso proprio
corpo aquece a pequena camada limite de ar que nos envolve, mantendo essa camada
um pouco mais quente que ar ambiente. Quanto bate um vento, o ar nesse camada
limite é removido, entrando uma massa de ar relativamente mais fria, nos dando uma
sensacao de diminui¢ao na temperatura.

Mas o que isso tem a ver com algebra linear, especialmente com o tépico de
ortogonalidade e aproximagoes de fungoes? Isso se reflete na escolha das melhores
fungoes em relagao as quais devemos aproximar um determinado fendmeno.

Se quiseremos aproximar uma fun¢ao periddica razoavelmente bem comportadas,
como em processamento de dudio, por exemplo, as funcoes trigonométricas da série
de Fourier sao bastante apropriadas. Mas em problemas com camada limite, seré ne-
cessaria considerar uma aproximagao “muito alta”’, ou seja, com muitas frequéncias,
em espagcos senoidais S, com m € N relativamente muito grande, para poder cap-
turar adequadamente a abrupta mudanga de valor na quantidade a ser aproximada.
Isso esté diretamente relacionado ao fenomeno de Gibbs, que aconte em pontos de
descontinuidade da funcao. Nesses casos, pode ser mais eficiente usar outras bases
ortonormais para representar a funcao, permitindo uma aproximagao melhor em um
subespaco de dimensao relativamente mais baixa. Esse é o caso dos polinomios de
Chebyshev.

5.5. O método de minimos quadrados. No problema de minimos quadra-
dos, partimos de espagos R"™ e R™, n,m € N, munidos da norma euclidiana, ou,
mais geralmente, de espagos X e Y munidos de produtos internos ((-,-)x e ((+,")y,
respectivamente. Queremos encontrar uma “melhor solu¢ao” para o problema

Au = b, (5.1)

no sentido de minimizar o “erro quadratico”, ou seja, buscamos minimizar a norma
quadratica do erro residual Au —b em Y:

||A11— bH%’?

onde a minimiza¢ao ocorre em relagao a varidvel u € X. Nesse problema, b € Y
e A € Z(X,Y) sao fornecidos. Podemos, também, interpretar isso como a “melhor
aproximacao” para o problema Au = b. O método de minimos quadrados passa por
observar que, em um ponto de minimo u, qualquer perturbacao u+ sh, com s # 0 e
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h € X, faz com que
|Au — b} < ||A(u+ sh) —bl3, Vh € X,Vs € R.
Expandindo a norma quadratica, obtemos
IAu =D} < [[Au - b|; — 2s(Au — b, Ah))y + s°||Ah|3.

Simplificando e dividindo por s, obtemos

0 < —2(Au — b, Ah))y + s||Ah][3.
quando s > 0, e

0> —2(Au— b, Ah)y + s|AR[.
quando s < 0. Fazendo s — 0, sobra

(Au — b, Ah))y =
para todo h € X. Usando a transformacao adjunta, vale a identidade
(A*(Au—Db),h) x = (Au—b,Ah))y =0.

Como isso deve valer para todo h € X, em particular vale para h = A*(Au — b), o
que nos leva a deduzir que o ponto de minimo u satisfaz a equagao

A*(Au—b) =0,
em X. Isso nos leva & equacao normal
A*Au = A"b (5.2)

Em resumo, provamos que se u é uma solugao da equagao normal (5.2), entdo u é um
ponto de minimo do problema de minimos quadrados (5.1). O método de minimos
quadrados consiste, entao, em procurar a “melhor aproximagao” para (5.1), no sentido
dos minimos quadrados, através da resolugao da equagao normal (5.2).

6. Exercicios

Exercicios

6.1. Para 1 < p,q < oo, mostre que || - ||,, definido por (1.3) é uma norma em
K™ K real ou complexo.

6.2. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e seja S C X
um subespaco vetorial de X de co-dimensao finita. Mostre que existe uma
projecdo ortogonal Pg sobre S e que X = S @ S+,



6. EXERCICIOS 323

6.3. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((+,-)). Seja S C X um
subespago de X e suponha que Q € £(X) seja o projetor ortogonal sobre
S+. Mostre que

(([u]’ [V]»X/S = ((11 + S, v+ S))X/S = ((Qu7 QV))) u,v e X,

define um produto interno no espago quociente X /S, cujos elementos sdo da
forma [ul =u+ S, ue X.






CAPITULO 8

Teoria Espectral em Espacos Vetoriais Reais com Produto
Interno

Um produto interno traz uma estrutura para o espago que pode ser explorada
de diversas formas. Em particular, ela revela propriedades de simetria intrinsecas a
varios modelos da natureza e em tecnologia. Muitas dessas simetrias aparecem como
simetrias de um operador linear, relacionando o operador e o seu adjunto. Veremos,
nesse capitulo, a teoria espectral de operadores com certas simetrias desse tipo, no
caso de espagos vetoriais reais com produto interno. O caso complexo seré visto no
préoximo capitulo.

1. Operadores especiais com simetria em relagao a adjunta

No caso de um operador T € £(X) em um espago vetorial real com produto
interno, o resultado do Teorema 4.2 nos diz que a adjunta T* € £(X) de T também
é um operador em X. Como eles vivem no mesmo espaco, podemos classificar alguns
operadores de acordo com certas simetrias em relacao as suas adjuntas.

DEFINICAO 1.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador em X e considere a sua adjunta T* € L (X) relativa a esse produto
mterno.

(1) Dizemos que T € autoadjunto quando T*=T.

(2) Dizemos que T € anti-autoadjunto quando T* = —T.

(8) Dizemos que T € mormal quando TT* = T*T.

(4) Dizemos que T € ortogonal quando T*T =TT* =1, ou seja, T* =T 1.

Esses operadores aparecem com frequéncia em aplicacoes, resultado, em parte,
de simetrias que ocorrem nos diversos fendmenos naturais que modelamos. Essas
simetrias acarretam em propriedades muitas vezes bastante especiais, como iremos
explorar aqui e no préoximo capitulo. Em relacao a isso, temos a seguinte definigao,
seguida de uma observacao.

325
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DEFINICAO 1.2. Um operador T € £(X) em um espago vetorial real X com
produto interno € dito stmétrico quando

(Tu,v)) = (u, Tv)),
para u,v € X arbitrdrios, e é dito anti-simétrico quando
(Tu,v)) = =((u, Tv)),
também para u,v € X arbitrarios.

OBSERVAGAO 1.1. As defini¢oes de operador simétrico e operador anti-simétrico,
vistas na Definicao 1.2, sao equivalentes a dizer que o operador é autoadjunto ou
anti-autoadjunto, respectivamente. Em dimensao infinita, onde é comum em aplica-
¢oes consideramos operadores lineares definidos em um subespaco denso de X, essas
defini¢oes nao sao equivalentes. Mas, aqui, nao precisamos nos preocupar com isso.

EXEMPLO 1.1. Em R?, podemos representar um operador qualquer como uma
matriz operando na base canoénica, da forma

a b
A= L d} .
Para que A seja simétrica, devemos ter ¢ = b. Para que A seja anti-simétrica, devemos
ter a =d =0ec= —b. Para que A seja normal, devemos ter ¢ = b ou ¢ = —b e,
nesse caso, d = a. Em resumo
[a b . . .
A= cg d} (simétrico) = autoadjunto
[0 b L : :
A= b 0 (anti-simétrico) = anti-autoadjunto
[a b a b
A= b d} ou [—b a} = normal

1.1. Caracterizagao de projecao ortogonal como projegao autoadjunta.
Com essa representagao da adjunta, podemos caracterizar as projecoes ortogonais
como sendo as projecoes autoadjuntas.

TEOREMA 1.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno e seja P €
£ (X) uma projegao. Entdo P € projecao ortogonal se, e somente se, P € autoadjunta,
1.e. P*=P.

DEMONSTRAGAO. Suponha que P seja autoadjunta. Se u € ker(P) e v € Im(P),
entao temos Pu =0 e v = Pv. Com isso,

(v,u) = (Pv,u)) = ((v,P™u)) = (v,Pu)) = (v,0)) = 0
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Logo, v L u. Como u e v sdo arbitrarios nesses subespacos, temos ker(P) L Im(P),
o que significa que P é proje¢ao ortogonal.
Agora suponha que P seja projecao ortogonal. Sejam u,v € X quaisquer. Entao
podemos decompor
u=Pu+Qu, v=Pv+Qv,
onde Q =1 — P. Lembrando que Im P e Im Q = ker P sao ortogonais, temos

(u, P*v)) = (Pu, v)) = (Pu,Pv + Qv)) = (Pu,Pv)
= (Pu+Qu,Pv)) = ((u, Pv)).
Como u,v € X sao arbitrérios, isso significa que P* = P. 0]

1.2. Isometria e operadores ortogonais. Se {wy,...,w,} é uma base orto-
normal em R”, entao a matriz M € R"*" cujas colunas sao formadas por esses vetores,
ie.

M= |w; Wy -+ W,|,

M™ = (w; - W;)i; = (0ij)ij = L,
ou seja, M é uma matriz ortogonal. Além disso,
[Mulf* = (Mu, Mu)) = (u, M"Mu)) = ((u,u)).

Ou seja, M preserva a norma a norma dos vetores. Dito de outra forma, M preserva
a distancia entre vetores do espaco. Nesse sentido, temos o seguinte conceito.

é tal que

DEFINIGAO 1.3. Seja F : X — X wma funcdo (nao necessariamente linear) em um
espago métrico (nao necessariamente espaco vetorial), com métrica d(-,-). Dizemos
que F € uma tsometria em X quando

d(F(u),F(v)) = d(u,v), (1.1)
para quaisquer U, v € X.

No caso particular de um espago vetorial normado e F nao necessariamente linear,

a condicao (1.1) é equivalente a
IF(u) = F(v)[ = [lu =], (1.2)
para u,v € X. No caso em que a fungao é uma transformagao linear F € £(X), em

um espaco vetorial normado, essa condicao é equivalente a
IF() ]| = [Juall, (1.3)
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para todo u € X.

Vimos acima que um matriz ortogonal ¢ uma isometria. Vamos estender esse re-
sultado para operadores ortogonais quaisquer e incluir uma reciproca desse resultado.
Observe que nao assumimos inicialmente que F é linear. Apenas que o espago X é
um espago vetorial com produto interno e que F preserva a origem.

TEOREMA 1.2. Seja X um espago vetorial com produto interno e seja F : X — X
uma 1sometria. Entao F é um operador linear ortogonal.

DEMONSTRAGAO. Suponha que F seja linear e ortogonal. Como é linear, temos

F(0) = 0. Como é ortogonal, temos F*F = |, de modo que
IFul]* = (Fu, Fu)) = (u,F*Fu)) = (u,u)) = [[u]?*,
ou seja |Ful| = ||u||, para todo u, mostrando qeu F é um isometria.

Suponha agora que F : X — X preserve a origem e as distancias. Primeiramente,
vamos mostrar que F também preserva o produto interno, i.e.

(F(u), F(v))) = (u,v)),
para u,v € X. De fato, usando a identidade (2.1) (com —v no lugar de v), temos
2((F(w), F(v)) = IF()]| + [[F(v) [ = IF () = F(v)]|
Usando que F preserva a origem, além das distancias, temos
IF(w)]| = [[F(u) = 0] = [[F(u) = F(0)[| = [[u = Of| = [lul].
Idem para F(v). E também temos
IF(u) = F(v)I| = [Ju — vl

Com isso,
2((F(w), F(v)) = llufl + ]l = fla = v].
Usando novamente a identidade (2.1), chegamos a

2((F(u), F(v))) = 2((u, v)),

mostrando que F preserva o produto interno entre vetores quaisquer. 0

OBSERVAGAO 1.2 (Isometria preserva angulos). Observe que, na demostragao do
Teorema 1.2, provamos que uma isometria em um espago com produto interno satisfaz

(F(u), F(v))) = (u,v)), (1.4)

para u,v quaisquer, ou seja, uma isometria também preserva angulos. Como ela
também preserva a norma, isso significa que uma isometria preserva os angulos entre
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vetores. Observe, também, que (1.4) inclui a condi¢ao de isometria (1.3). Se assu-
mirmos de inicio que F ¢ linear, entao (1.4) ¢, de fato, equivalente & defini¢ao a F ser
uma isometria.

COROLARIO 1.1. Seja X um espaco vetorial com produto interno e seja F : X —
X uma isometria. Entao F € da forma F(u) = up + M(u — ), onde M € L(X) €
um 1sometria.

TEOREMA 1.3. Seja M € L(X) um operador ortogonal em um espago vetorial real
com produto interno. Entao o seu determinante tem mddulo unitdrio, i.e. det(M) =
+1.

DEMONSTRACAO. Sabemos que o determinante do operador adjunto é igual ao
do operador (Teorema 3.8) e que o determinante de uma composic¢ao de operadores é
o produto dos determinantes (Teorema 3.7). Logo, usando ainda que M*M = |, pela
definicao de operador ortogonal, obtemos que

det(M)? = det(M*) det(M) = det(M*M) = det(l) = 1.
Portanto, det(M) = +1. O
1.3. Operadores normais e relagoes de comprimento. Operadores normais
sao caracterizados pela seguinte propriedade.
TEOREMA 1.4. Seja X um espaco vetorial real com produto interno e norma
associada || - ||. Entao T € L(X) € normal se, e somente se, ||T*u|| = ||Tul|, para

todo u € X.

DEMONSTRAGAO. Supondo T normal, temos

provando que || T*u|| = || Tul|, para todo u € X.
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Suponha, agora, que essas normas sejam iguais. Entao, para u,v € X arbitrarios,
usando a identidade (2.1), temos

(T"Tu,v)) = (Tu, Tv))
= & (ITull* + [TV~ [Tu—Tv[?)

1 * * * *
=§WTﬂ%WTWP—WU—TWW
= (T'u, T*v))
= (TT"u,v)).

Como isso vale para todo u,v € X, obtemos que T*T = TT* ou seja, que T é
normal. 0

Também temos a caracterizagao em relacao a comutatividade das partes simétrica
e anti-simétrica de T.

TEOREMA 1.5. Seja X um espago vetorial real com produto interno e seja T €
ZL(X) um operador linear. Sejam

T+ T T-T*
2 2
as partes simétrica e anti-simétrica de T, respectivamente. Observe que

T=R+S, R"=R, S =-S.

R

Entao T € normal se, e somente se, R e S comutam entre si.
DEMONSTRAGAO. Observe que

(T+THNT-TH=T>-TT" +T'T+ T,
a0 passo que

(T-T)T+T) =T +TT =TT+ T
Portanto,

RS — SR — i (2T*T — 2TT%).
Com isso,
RS=SR & T'T=TT"

Ou seja, R e S comutam entre si, se, e somente se, T é normal. O
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2. Analise espectral de operadores autoadjuntos

Um ponto de partida da analise espectral é a existéncia de autovalores. Nos com-
plexos, isso esta garantido pelo Teorema 3.1. Esse resultado foi fundamental para a
construcao da forma de Jordan. Podemos usar a forma de Jordan na analise espectral
de um operador qualquer, inclusive de um operador autoadjunto. Mas nem sempre
os fins justificando os meios. Vamos ver caminhos mais diretos e mais apropriados
para a analise espectral de operadores autoadjuntos. De qualquer forma, a existéncia
de autovalores é fundamental. Como, aqui, estamos considerando operadores em es-
pacos vetoriais reais, precisamos de um resultado de existéncia de autovalores reias.
Para isso, vamos prosseguir de diferentes maneiras. Uma utilizando o resultado do
Teorema 3.1, via complexificagao, e mostrando, na verdade, que o autovalor obtido é
real. Outra mostrando diretamente a existéncia de um autovalor real, via extremos
do quociente de Rayleigh-Ritz. A partir disso, o resultado se baseia no fato de que
nao s6 os autoespagos sao invariantes por um operador autoadjunto, mas também o
ortogonal dos autoespagos, permitindo decompor o espago em subespagos invarian-
tes ortogonais entre si, nos dando uma base ortonormal de autovalores do operador.
Esses sao os ingredientes principais da diagonalizacao de um operador:

(i) Existéncia de autovalor;
(ii) Invaridncia de um subespago complementar a um autoespago (que no caso
autoadjunto é exatamente o ortogonal do autoespago);
(iii) Indugao na dimensao, aplicando a hipotese de inducao na restrigdo do ope-
rador ao complementar invariante.

2.1. Existéncia de autovalores reais. Primeiro, apresentamos uma demons-
tragao via complexificagao, a partir do Teorema 3.1.

TEOREMA 2.1. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador autoadjunto em rela¢io a esse produto interno. Entio T possui
pelo menos um autovalor real.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.1 VIA COMPLEXIFICAGAO. Seja X¢ = X +
iX a complexificacdo do espago real X e seja T¢ € £(X¢) a complexificagdo de
T dada por

Te(u+iv) =Tu+iTv,
para todo u,v € X. Como X¢ é complexo, segue do Teorema 3.1 que T¢ possui pelo
menos um autovalor ¢ € C. Vamos mostrar que esse autovalor é real e ¢ um autovalor
de T.

Escreva
¢=a+1ipB,
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com «, € R. Seja w = u + iv um autovetor associado a (, com u,v € X. Por um
lado,
Tew =Tu+iTv.

Por outro,
Tew =(w = (a+iB)(u+iv) = (cu — Bv) + i(fu+ av).
Logo,
Tu=au-—pv
e

Tv =pu+av.

Muito bem, mas até agora nao usamos o fato de que T é autoadjunto. Vamos l4.
Nesse caso, temos

(Tu,v) = a((u,v) - Bllv|

(w, Tv) = Blul® + a(v. u).
Como T é autoadjunto, as duas expressoes sao iguais, ou seja
a(u,v)) = Bllv]* = Bllul* + a(v, u).

Os produtos internos se cancelam e sobra

Bl[al* +[Iv]*) = 0.
Como w = u + iw # 0, obtemos que

5 =0,

logo ( = a ¢é real. Junto com isso, obtemos que

Tu=aou, Tv=av.
Como pelo menos um deles é nao nulo, obtemos que ( = a é um autovalor real, com

uma combinacao nao nula de u e v como um autovetor. O

OBSERVACAO 2.1. Uma maneira alternativa de mostrar que o autovalor ¢ € C, do
operador complexificado T¢, que aparece na demonstracao acima do Teorema 2.1, é
real, passar por usar que o proprio T¢ é hermitiano, mas isso sera feito s6 na Secao 4.

Vamos, agora, a uma demontragao via extremos do quociente de Rayleigh-Ritz.
Essa demonstragao usa conceitos de analise real e é baseada na compacidade da bola
unitaria fechada em espagos de dimensao finita.

A ideia é imaginar uma hiperesfera S C X, por exemplo S = {u € X; |Jul| = 1},
sendo deformada em uma elipse £ = T(S). O maior semi-eixo ¢ um maximo de
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| Tul|, restrito a hiperesfera S. O menor semi-eixo é um minimo de || Tu|| restrito a
S. Como a funcao quadratica s — s2 ¢ monotona, eles sao, respectivamente, pontos
de maximo e de minimo, em S, de ||Tu||?, que ¢ diferenciével, conforme comentado
na Observacao 2.3. Assim podemos usar multiplicadores de Lagrange e mostrar que
esses pontos criticos sao, de fato, autovetores, associados a autovalores reais. O vetor
normal a ||ul|> =1 ¢ 2u. O vetor normal as curvas de nivel de (Tu,u)) é 2Tu. Pela
teoria de multiplicadores de Lagrange, um ponto critico ocorre quando um vetor é
um multiplo do outro, digamos
2Tu = A\2u,

com fator multiplicativo A\. Ou seja,
Tu = Au,

e A é um autovalor de T.

De outra maneira, como a forma ((Tu,u)) é quadrética, ndo precisamos, propri-
amente, usar diferenciabilidade e o resultado geral de multiplicadores de Lagrange.
Podemos mostrar isso mais diretamente, das condi¢oes de serem maximo ou minimo,
usando apenas a continuidade. Podemos, também, “liberar” u de estar restrito a
esfera e considerar o quociente de Rayleigh-Ritz

(Tu, w)
[uf*

definido para u # 0.
DEFINIGAO 2.1 (Quociente de Rayleigh-Ritz). Seja T € £L(X) um operador li-

near em um espaco vetorial com produto interno ((-,-)) e norma associada || - ||. O
quociente de Rayleigh-Ritz de T ¢ o funcional (nao-linear)
T
R(u) = (Tu,u) Huhl;)), (2.1)
u

definido para u # 0.
Esse quociente é bem comportado, no seguinte sentido.

TEOREMA 2.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial com
produto interno e seja T € L(X). Suponha que X seja de dimensdo finita (ou,
mais geralmente, que T seja limitado pela norma induzida pela norma de X ). Entao
R = NR(u), definido por (2.1), é uma fungao real continua e limitada em u # 0.

DEMONSTRACAO. Sabemos, do Teorema 1.16, que T é continua. Pelo Teorema 1.14,
isso significa dizer que T é limitada, no sentido da Definicao 1.10. Portanto, existe
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uma constante C' > 0 tal que
[Tul] < Clull,

para todo u € X. Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz Equation (2.2),
podemos limitar o quociente de Ritz por

9(u)| < |((Eill;))| . HT|E1H||||2UH -c

Agora, sabemos que u — T(u) é continuo, que o produto interno (por ser bilinear)
é continuo e que a norma é continua, de forma que o quociente de Rayleigh-Ritz é
continuo em u # 0, completando a demonstragao. 0

Vamos, agora, a essa outra demonstracao do Teorema 2.1.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.1 VIA QUOCIENTE DE RAYLEIGH-RITZ. Con-
sidere o quociente de Rayleigh-Ritz R definido em (2.1). Pelo Teorema 2.2, esse
quociente é continuo. Pelo Teorema 1.11, o conjunto fechado e limitado S = {u €

X; ||u]| = 1} é compacto. Pelo Teorema 1.12 a fungao PR possui um maximo e um
minimo em S.
Vamos considerar, por exemplo, um ponto de minimo w € X, ||w| =1 de R em

S e mostrar que w é autovetor de T, cujo autovalor é o valor minimo. Como u/||u
)
pertence a S para todo u # 0, podemos escrever

A=R(w) = Iglelgl R(u) = I]Eg)l %

Seja, entao, v € X um vetor nao nulo arbitrario e considere u = w 4+ sv € X para
um escalar s satisfazendo

1
|s| < —.
vl
Pela continuidade da norma, temos
[ull = [lu—w+w| > [[[w] = [lu—=w]| = [[w] = [s][lv]| =1 = Is]|v] >0,
ou seja, u # 0. Logo,
T
i(w) — 1 < (Tw1)
[[u

Isso nos da que
Aful* < (Tu, w).
Substituindo u, obtemos

Awl* + 2s(w, v)) + s*[v[*) < (Tw, w)) + 25(Tw, v)) + 57| v]|*.
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Como ||w|]| =1 e (Tw,w)), o primeiro termo da expressao a esquerda e o primeiro
da expressao a direita se cancelam, sobrando

A2s(w,v)) + 8% [[v[*) < 25(Tw, v)) + s*[[v]*.
Considerando s > 0 e dividindo por s, obtemos
2M(w, v)) + sA[[v]| < 2(Tw, v)) + s/ v]].
Fazendo s — 0, obtemos
A(w,v) < 2(Tw,v)).
Considerando s < 0 e dividindo a mesma expressao acima por s, obtemos a desigual-
dade reversa
2M(w, v)) + sA|v]| = 2(Tw, v)) + s|v]].
Fazendo novamente s — 0, agora por numeros negativos, obtemos
A(w,v) = 2(Tw,v)).
Com as duas desigualdades, obtemos a igualdade
A(w,v)) = (Tw, v)),
que podemos escrever na forma
(Tw — Aw,v)) = 0.

Observe que fizemos isso com v arbitrario. Logo, devemos ter

Tw — \w =0,
ou seja,
Tw = A\w,
com w nao nulo, mostrando que o valor minimo A\ é autovalor e o ponto de minimo
w ¢ um autovetor. 0

OBSERVAGAO 2.2. A vantagem de usar a diferenciabilidade das fungdes envolvidas
e multiplicadores de Lagrange é mostrar que qualquer ponto critico de R restrito a
hiperesfera unitaria nos da um autovetor e um autovalor de T. De fato, por multipli-
cadores de Lagrange, os pontos criticos de ((Tu, u)) restrito a .S sdo os pontos criticos
de

J(u, ) = (Tu,u) = Al

A diferencial de u +— (Tu,u)) é 2Tu, visto que T é autoadjunto, e a diferencial de
u > |lul? é 2u (Verifique!). Assim, a diferencial de J = J(u, \) em relagao a u é

DyJ(u, A) = 2Tu — 2)\u,
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enquanto que
DiJ(u, A) = [lul|*.
Em um ponto critico (w,\) € X x R, devemos ter
DUC‘(W) =0, HW” =1,

ou seja
Tw = A\w,

e w # 0, de modo que A é um autovalor e w, um autovetor.

2.2. Invariancia do ortogonal de um autoespaco. O proximo passo funda-
mental é a invariancia do subespacgo ortogonal a um autoespaco do operador autoad-
junto, ou, mais geralmente, a um subespago invariante.

TEOREMA 2.3. Seja X wum espago vetorial real com produto interno, seja T €
L(X) um operador autoadjunto em relag¢do a esse produto interno e seja S C X
um subespaco invariante por T. Entio o subespaco ortogonal S+ de S também é
mvariante por T.

DEMONSTRACAO. De fato, se v.€ St eu € S, entdo Tu € S, visto que S ¢é
invariante por T, de modo que

(Tv, ) = (v, T"w)) = (v, Tw)) = 0.

Isso mostra que Tv L u, para u € S arbitrario, de modo que S+ ¢ invariante por
T. O

2.3. Diagonalizacao em base ortonormal. Com a existéncia de autovalor
real garantida e a invariancia do subespaco ortogonal a um autoespaco, podemos
usar inducgao e provar a decomposi¢ao do espa¢o em autoespacgos ortogonais entre si.

TEOREMA 2.4. Seja X um espac¢o vetorial real com produto interno. Seja T &€
L(X) um operador autoadjunto em rela¢ao a esse produto interno. Entao X possui
uma base ortonormal de autovetores de T.

DEMONSTRAGAO. A demonstracao é por indu¢ao na dimensao do espago. Seja
n = dim(X). Sen = 1, entdo X = span{w} para algum w # 0, que podemos assumir
unitario. Todo u € X é um maultiplo de w. Além disso, w é um autovetor de T, com

Tw = (Tw,w))w.

Ou seja, X possui uma base ortonormal de autovetores de T.
Suponha, agora, n > 1. Gragas ao Teorema 2.1, T possui pelo menos um autovalor
real, digamos A\; € R, com autovetor w; € X, que podemos assumir unitario. Como
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S) = span{w, } & invariante, segue de Teorema 2.3 que o subespago perpendicular Si-
também ¢é invariante por T.

Considere, entao, o operador T1Z£(S}) dado pela restricio de T a S, que assume
valores em Si, ja que Si- ¢ invariante por T. O operador T; também é autoadjunto,
agora em Si, munido do produto interno herdado de X, visto que, para u,v € S C
X7

(T, v))sp = (T, v)x = (0, Tv))x = (0, Tav))s;.

Como dim(S{) = dim(X) — dim(S;) = n — 1, a hipétese de indugao nos garante que
existe uma base ortonormal

{wa,...,w,}

de Si- formada por autovetores de T, que também sdo autovetores de T. Juntando
com w; € 57, obtemos uma base ortonormal

{wi,...,w,}
de X, totalmente formada por autovetores de T. Isso completa a demonstracao. [

OBSERVAGAO 2.3. De uma maneira mais elegante, podemos considerar, ao invés
da restricdo de T a Si-, o operador T; induzido por T no espaco quociente X/S;, que
leva um elemento [u] = u+ S5; € X/S; no elemento [Tu] = Tu+ S; € X/S;, sendo
um operador linear no espago (n — 1)-dimensional X/S;. Em relagdo ao produto
interno induzido no espago quociente pelo produto interno de X (veja Exercicio 6.3),
esse operador ¢ autoadjunto, gracas ao fato de Si ser invariante também. Veja
Exercicio 7.2.

Dito de outra forma, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.5. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador autoadjunto em rela¢do a esse produto interno. Entio T possui
autovalores reais \i,--- , \p, k € N, tais que

X=V(T\)& - oV(T,\)

T=MP1+-+ NPy,

onde cada P; € o projetor ortogonal sobre V(T,\;), j=1,...,k.
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3. Decomposigao espectral de operadores anti-autoadjuntos

Como visto na Definicao 1.1, operadores anti-autoadjuntos sao tais que T* = —T.
O exemplo classico de operador anti-autoadjunto nos reais é o produto vetorial em
R3 com um dado vetor, conforme exemplificado abaixo. Em geral, um operador
anti-autoadjunto pode ter um ntcleo nao trivial e ser composto por uma soma di-
reta de projecoes ortogonais bidimensionais com rotacoes de 90° e homotetias em
casa subespaco bidimensional. Uma maneira de obter essa decomposicao espectral é
associando-o a um operador autoadjunto de maneira apropriada, como veremos aqui.

3.1. Exemplos.

EXEMPLO 3.1 (Produto vetorial como operador linear anti-autoadjunto). Dado
um vetor

w = (a,b,c) € R?,
definimos o operador T € £ (R?) por
Tu=wxu=(bz —cy,cx — az,ay — bx), u=(z,y,2) € R
Observe que, para u = (z,y,2) e v = (§,n,(),
(Tu,v)) = (wxu)-v
= (bz — cy)€ + (cx — az)n + (ay — bx)(
= z(cn — bC) + y(ag — c€) + z(b€ — an)
= —x(b¢ — cn) — y(c — ag) — z(an — bg)
=u-(wxy)
= —((u, Tv)).

Ou seja, T é anti-autoadjunto. Na base canodnica €, o operador tem a seguinte repre-
sentacao:

0 — b
Tle=1] ¢ 0 —a
b a O

EXEMPLO 3.2. Em R?, um operador anti-autoadjunto toma a forma (veja Exem-

plo 1.1)
0 b 01
A=l o=l

com b € R qualquer. E uma rotacao de 90° com uma homotetia com fator b.
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3.2. Existéncia de subespago invariante fundamental. Uma estratégia para
a analise espectral de operadores anti-autoadjuntos é complexificar o espaco X e o
operador T e observar que —i T¢ é autoadjunto em X¢, obtendo uma base ortonormal
de autovetores complexos, com autovalores reais 3, tais que —iTcw = Sw. Isso nos
da autovalores imaginérios i3 para T¢. Trabalhando com as partes real e imaginaria
de cada autovalor w, obtemos uma representacao adequada do operador nos reais,
em blocos exatamente da forma vista no Exemplo 3.2, i.e.

0 —b
b 0"
Também podemos mimetizar essa complexificagao trabalhando no produto carte-
siano X X X, no corpo dos reais. Vamos usar essa ideia para, primeiro, obter um

subespago invariante com esse bloco fundamental. Em seguida, completamos a anélise
espectral. O caminho via complexos seré feito no Capitulo 9.

TEOREMA 3.1. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
L (X) um operador anti-autoadjunto em relag¢io a esse produto interno. Entdo existe
B € R tal que pelo menos uma das alternativas abaixo € vdlida

(i) B =0 e existe w € X unitario tal que

Tw =0 = 0w,
(1) Ou B # 0 e existem vetores unitdrios wi,wo € X ortogonais entre si tais
que
TW2 = —bW17 TW1 = bWQ.

DEMONSTRAGAO. Considere o espago estendido
X=XxX,

e o operador T € £(X) definido por

T(@) = (—Tuy, Twy), 0= (u,u)eX=XxX.
Observe que Té autoadjunto, pois

(T(), v)x = (—Tug, vi)x + (Tur, v2))x

(=2, Tv1))x + (w1, T*v2))x
(G
((

Uy, —Tvy))x + (ug, —Tva)) x
uy, Tvy))x + (ug, =Tva)) x
(w1, =Tv2)) x + (w2, Tvy))x
(0, T9)x.
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Com isso, existe pelo menos um autovalor de T, que denotamos por f € R, com
autovetor w = (wy, wy), de modo que

T(W) = (—=Tweg, Twy) = B(wy, wa),
ou seja
Twy, = —fwy, Twy, = fws.
Se =0, entao fazemos w = w; e observamos que
Tw =Tw; = fwy = 0 = 0w,

provando o caso 3.1.

Se 5 # 0, entao podemos mostrar que w; e Wy sdo ortogonais entre si. De fato,
primeiro observe que, para um operador anti-autoadjunto, Tu é sempre perpendicular
a u, visto que

((Tua Ll)) = ((Ll, T*u» = —((ll, Tu)) = _((Tua Ll)),

de modo que

(Tu,u)) = 0.
Agora, como estamos assumindo S # 0, podemos escrever
1 1
(w1, w2)) = 2 (Bur, u2)) = = (Tuz, u2)) =0,
g g
mostrando que u; L u,. Isso completa a demonstragao do caso (3.1) U

OBSERVACAO 3.1. Na demonstracdo do Teorema 3.1, construimos o operador
autoadjunto T no espaco estendido X = X x X. Como Té autoadjunto, existe
uma base ortonormal de X formada por autovetores de T. Uma outra opc¢ao, em
principio mais direta, seria extrair a desejada base ortonormal de X a partir dessa
base ortonormal de X da decomposicao espectral de T. Porém, como a dimensio de
X & n2, onde n é a dimensido de X, ha muita redundancia nessa base, em relacio a
base necessaria para X. Além do mais, precisamos da combinagao de elementos w1,
Wy que estao no espago produto X. Ou seja, nao é imediato ver como extrair essa
base. Deixamos esse caminho para os leitores investigarem. Ao invés de extrairmos
diretamente uma base ortonormal de X a partir de uma base ortonormal de X,
vamos apenas usar essa extensao para extrair um subespago invariante com o bloco
necessario, para entao reduzir a dimensao e usar inducao para completar a base,
conforme feito em diversas outras decomposicoes.
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3.3. Invariancia do ortogonal de um subespaco invariante. O Teorema 3.1
nos da um subespago invariante por T, dado por S; = span{w}, no caso § = 0, e
por S; = span{wj, ws}, no caso § # 0. Vamos ver, agora, que o ortogonal desse
subespaco também ¢ invariante pelo operador anti-autoadjunto. Na verdade, esse
resultado é mais geral, nao dependendo da forma do subespago. Basta que ele seja
invariante.

TEOREMA 3.2. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
L (X) um operador anti-autoadjunto em relagao a esse produto interno. Se S C
X ¢ um subespago invariante por T, entdo o subespaco perpendicular S+ também é
mwvariante por T.

DEMONSTRACAO. De fato, se v € St eu € S, entdo Tu € S, visto que S ¢é
invariante por T, de modo que

(Tv,u)) = (v, T'w)) = —((v, Tu)) = 0.

Isso mostra que Tv L u, para u € S arbitrario, de modo que S+ é invariante por
T. O

Aplicando o Teorema 3.2 ao subespaco invariante S; = span{w}, no caso = 0,
e por S; = span{wy, Wy}, no caso 3 # 0, dados pelo Teorema 3.1, obtemos que Si,
em particular, também ¢é invariante por T.

3.4. Decomposigao espectral. De posse dos resultados anteriores, podemos se-

guir por inducao e completar a decomposicao espectral de operadores anti-autoadjuntos.

TEOREMA 3.3. Seja X um espac¢o vetorial real com produto interno. Seja T €
L(X) um operador anti-autoadjunto em relagao a esse produto interno. Entdo X
possui uma base ortonormal da forma

ﬁ - ﬁl U ﬁg,
onde
61 :{W17W27..-,W2k}, ﬁQZ{er—‘rl)"'vW}v
onde k € um inteiro satisfazendo 0 < 2k <n, tal que
Twy; = _BjWijh Two; 1 = 5jW2j7

para j=1,... ke
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para ] =k +1,...,n. Nessa base, o operador tem a representacao
0 g, ;
B0
0 —fk
Tls = ,
[Tle Br 0
0
— O—

com k blocos 2 X 2, associados a rotacoes com homotetia, e n — 2k blocos 1 x 1
associados ao niucleo de T.

DEMONSTRACAO. Vamos provar o resultado por indugao. Primeiramente, se X
for de dimensao um, entao X = span{w}, onde w é um vetor nao nulo, de modo que

((TW7 W)) = _((W7 TW)):

ou seja,

(Tw,w)) =0

(Tu,v)) = zy(Tw, w)) =0,

para todo u = zw e v = yw no espaco. Logo, T =0, £k = 0 e temos apenas um bloco
1 x 1 nulo. De outra forma, podemos também aplicar o Teorema 3.1.

Suponha, agora, o resultado valido para dimensao até n — 1, com n > 2 inteiro.
Vamos mostrar que o resultado vale para dimensao n.

Do Teorema 3.1, sabemos que T possui pelo menos um autovalor nulo, com subes-
pago invariante S; = span{w}, onde w é um autovetor do autovalor nulo (no caso em
que 5 = 0), ou que possui um subespacgo invariante S; = span{wy, wo}, com wi, wy
vetores unitarios ortogonais entre si, e um real g; # 0 tal que

Tu, = —511117 Tu; = Bus.

Se X for de dimensao dois e 8 # 0, entao S; é de dimensao dois, X = 5; e 6 =
{wi,ws} é a base desejada. Caso contrario, dim(S;) < dim(X) e seguimos por
inducdo, restringindo o operador a Si-, com dim(S{) < dim(X) = n.

Gracas ao Teorema 3.2, o subespago ortogonal Si- também ¢é invariante por T.
Com isso, podemos, de fato, considerar T restrito a Si- e obter, pela hipotese de
indugao, visto que dim(S{") < n—1, que Si- possui uma base ortonormal ¢ conforme
descrito no enunciado do teorema.
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Agora voltemos para S, para completar a base. Se f = 0, completamos a base
61 com 6; no final da lista de vetores, obtendo uma base conforme o enunciado.

Se 8 # 0, entao 6; = {uy,uy} é um base ortonormal de S;. Completando a base
67 com 6; no inicio da lista de vetores, obtemos uma base ortonormal conforme o
enunciado do teorema, completando a demonstracgao. [l

4. Decomposicao espectral de operadores normais

Tendo visto a decomposicao espectral de operadores autoadjuntos e anti-auto-
adjuntos, um caminho natural é observar que um operador normal é a soma de um
operador autoadjunto com um anti-autoadjunto que comutam entre si, conforme visto
no Teorema 1.5. Gragas a essa comutatividade, podemos combinar as decomposic¢oes
espectrais de cada operador para obter a decomposicao espectral de um operador
normal.

4.1. Exemplos. Em R?, podemos caracterizar um operador normal da seguinte
forma.

EXEMPLO 4.1. O exemplo classico de operador normal é a rotagao com homotetia
(veja Exemplo 1.1), dada por
a b
A= {_ ' ] .

cosf —sent
sen @ cosf|’

Pode ser escrita na forma

onde

a b
M =+va2+b, cosl = ———=, senfl = ———
va? + b Vva? + b

4.2. Decomposicao espectral.

TEOREMA 4.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador normal em relagdo a esse produto interno. Entao X possui uma
base ortonormal da forma

e={{er, e},

onde
€1 = {{W17W27 s o 7W2k}}, €9 = {{62k+17 e ,W}}’

onde k € um inteiro satisfazendo 0 < 2k <n, tal que

TWQj = —5jW2j—1 + a;woy, Tsz—1 = Q;Wo;_1+ 5jW2j7
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para j=1,... ke

TW]' = )\J‘Wj7

para j = k+1,...,n, onde o, Bj, \; € R. Nessa base, o operador tem a representagdao
[y — |
B aq
ar  — Ok
T, —
[ ]ﬁ Br A
Akt1
- An_

DEMONSTRAGAO. Sejam

T4+ T T-T

R =
2’5 2

como no Teorema 1.5. Segue desse teorema que R e S comutam. Vamos comecar
com a diagonalizacao de R e, em seguida, usar a forma espectral de S restrita a cada
autoespaco de R.

Sejam Aq, ..., \; os autovalores de R, de modo que

X=VR )& ---dV(R, \p).
Cada autoespaco V' (R, \;) ¢ invariante por S. De fato, se u € V(R, \;), entao
RSu = SRu = S(\;u) = A;Su,
ou seja, Su € V(R, ;) também.
Considerando S restrito a V(R, A;), que é invariante também por S, e lembrando

que S é anti-autoadjunto inclusive quando restrito a um subespago invariante, segue
do Teorema 3.3, que V(R, \;) possui uma base ortonormal

- J J
6 ={wi,...,wy,
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com
— 0 _/B-{ -
pr 0
0 -8,
[S]ﬂj = gnj (J) )
0
i 0]
onde {, e ,ﬁfﬁj € R, 1 < m; < n,. Por sua vez, no subespaco V(R, };), temos, em
qualquer base e em particular na base 6,
Aj 0 - 0
Rl =A1=| M
o o 0
0 0 A
Assim,
_)\] —B{ -
Y
N —f37
T = 4] m;
[ }ﬁj gnj )\j
Aj
L Ajd

Juntando as bases de cada V(R, \;), obtemos a base

6 ={61,....6.0.

Renomeando os indices e coeficientes, chegamos na representacao desejada para [T]s.

0
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5. Decomposicao em valores singulares (SVD)

Os teoremas espectrais vistos neste capitulo explicam claramente a estrutura de
certos operadores com simetrias especiais, como os operadores autoadjuntos, anti-
autoadjuntos e, mais geralmente, normais. Os operadores sem essas simetrias, diago-
nalizéveis ou nao, também podem ser bem entendidos via forma candnica de Jordan.
Mas como podemos entender melhor transformacoes lineares entre espacos diferentes?
E mesmo no caso geral de operadores, a forma canénica de Jordan nao é numerica-
mente estavel e também seria importante ter outras decomposi¢oes iluminando melhor
a estrutura desses operadores. Esse é um dos papéis realizados pela decomposi¢cao em
valores singulares (SVD).

Uma ideia da SVD passa por observar que um operador linear leva quadricas em
quéadricas. Em particular, por conta da continuidade, operadores invertiveis levam
elipses em elipses (ou elipsoides em elipsdides, em trés dimensoes, ou os anélogos em
mais dimensoes). Com base nisso, a decomposi¢ao em valores singulares se baseia na
mudanca dos semi-eixos principais da elipse.

Mais explicitamente, isso passa por entender uma transformagao linear T através
da estrutura dos conjuntos de nivel

ITv|* = ¢,
para ¢ € R. Observe que, pela linearidade, temos
IT(ev)||* = (ITW)]*
ou seja, no fundo, basta entender o conjunto de nivel
| Tv||? = 1.

Considerando o plano R? e usando a norma £?, essas conjuntos sao exatamente
quadricas. Em particular, gracas a continuidade do operador linear, elipses sao le-
vadas em elipses, a menos que o operador seja singular. Nesse sentido, como dito
acima, podemos buscar entender a transformagao através do que acontece com os
eixos principais dessas elipses e do que acontecem com os semi-eixos correspondentes.

No caso de operadores diagonalizaveis, no plano, podemos identificar os eixos
principais pelos autoespagos, enquanto que os autovalores indicam a deformagao nos
semi-eixos. E o que acontece com os operadores nao diagonalizaveis e com as trans-
formacoes mais gerais?

Pensando em uma transformacao T € £(X,Y’), observe que

ITvI3 = (Tv, Tv)y = (T"Tv,v)x.
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Ou seja, de alguma forma, essa andlise passa pelo estudo do operador T*T € £(X).
Esse operador é autoadjunto e nao-negativo (veja a demonstragao do Teorema 5.1),
o que é explorado como ponto fundamental no entendimento de T e, em particular,
na decomposicao em valores singulares que veremos aqui.

OBSERVACAO 5.1. Mais precisamente, considerando um operador invertivel T €
£ (R?) no plano, escrevendo v = (x,y) e u = (7, 7), a transformagao inversav = T~ 'u
pode ser escrita na forma

{x = ax + by,
y = c + dy,
de modo que uma quéadrica
Az? + By* + C2* + Doy + Byz + Faz +Gr + Hy + 1z +J =0,
no dominio, é levada em outra quadrica,
AP + B+ C#2 + Dij+ Eji+ Fiz + G+ Hj+ 12+ J =0,
na imagem. Pela continuidade da transformacao, se a quéadrica inicial for uma elipse,
a imagem deve ser uma elipse, também (curvas suaves fechadas sao levadas em curvas
fechadas suaves). Portanto, podemos pensar em entender a transformagcao através do

que acontece com os semi-eixos principais dessas elipses e com o0s seus semi-eixos. A
deformagao nos semi-eixos é dada exatamente pelos valores principais.

OBSERVACAO 5.2. A Observacao 5.1 se baseia na invertibilidade do operador
T € £(X,Y) para mostrar que quadricas em X (em particular, elipses) sao leva-
das em quédricas em Y (resp. elipses). No caso geral, uma ideia é considerar um
complementar X’ ao nticleo de T em X e a imagem Y’ = T(X) = T(X’) e trabalhar
com a restricao de T como operador invertivel de X’ em Y’. Em uma forma mais

elegante, podemos aplicar a Observacao 5.1 ao operador invertivel de X/ker(T) em
Im(T) induzido por T.

5.1. Definigao e exemplos.

DEFINIGAO 5.1 (Decomposi¢ao em Valores Singulares). Sejam X e Y espagos
vetoriais reais munidos de produto interno e seja T € L(X,Y). Suponha que X eY
sejam de dimensao finita, com n = dim(X), m = dim(Y) € N. Uma decomposi¢ao
em valores singulares de T é composta por bases ortonormais ¢ = {vy,...,V,}
de X et = {uy,...,u,} deY e escalares reais nao negativos oy > --+ > g, > 0,
denominados de valores singulares, tais que

Tv; =oju;, j=1,...,min{n,m}, (5.1)



348 8. TEORIA ESPECTRAL EM ESPACOS VETORIAIS REAIS COM PRODUTO INTERNO

com

v €ker(T), j=m+1,...,n, (5.2)
cason >m, e

u; LIm(T), j=n+1,...,m, (5.3)

caso m >n.
Na versao matricial, a decomposigao em valores singulares toma a seguinte forma.

DEFINIGAO 5.2 (Decomposi¢ao em Valores Singulares na forma matricial). Sejam
n,m € N e seja A € R™ ™. Uma decomposi¢cao em valores singulares de A
consiste de matrizes ortogonais U € R™™ e V. € R™™ e wma matriz diagonal
3 € R™*" com todos os elementos sendo reais nao negativos, tais que

A =UXV".

OBSERVAGAO 5.3. Na Defini¢ao 5.2, uma matriz A gera uma transformagao linear
Ta € Z(X,Y) entre os espagos reais X = R" e Y = R” munidos do produto escalar
candnico. Nesse contexto, uma decomposicao em valores singulares de T consiste
de bases ortonormais « = {uy,...,u,} de R" e 6 = {vy,...,v,} de R™, junto com
valores singulares o > -+ > 0, > 0 satisfazendo (5.1).

Considerando a matriz V € R™"™ cujas colunas sao os vetores vy, ..., V,, a matriz
U € R™*™ cujas colunas sdo os vetores uy, ..., U, e a matriz diagonal X = (s;;);; €
R™™ com sj; =0, j = 1,...,min{n,m} e s;; =0, i # j, a identidade (5.1) significa
exatamente que

AV =UX.
Como as bases « e 6 sao ortonormais, as matrizes V e U sao ortogonais. Com isso,
V-1 = V*. Logo, obtemos

A =UXV".
Reciprocamente, dada uma decomposi¢ao em valores singulares de A, encontramos
uma decomposicao em valores singulares de Ta.

OBSERVACAO 5.4. Veja, em Exercicio 7.5, Exercicio 7.6 e Exercicio 7.7, que, nos
casos de operadores autoadjuntos, anti-autoadjuntos e, mais geralmente, normais, que
hé uma relagao direta entre os valores singulares e os autovalores do operador e tam-
bém entre as bases ortonormais da decomposicao SVD e da decomposicao espectral.

EXEMPLO 5.1. A matriz diagonal

S
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tem valores singulares o7 = 3 e 09 = 2. Uma decomposi¢ao em valores singulares é
obtida escolhendo v = ey, vo = €1, u; = —ey e uy = e, de modo que

AV1 = Aeg = —382 = 31,11, AV2 = A61 = 291 = 2112.

Em termos matriciais,
01 0 1 30
A R B B B
EXEMPLO 5.2. A matriz de rotagdo com homotetia
0 —2 0 —1
A=l 7o =21
tem autovalores +2i. Seus valores singulares sao o1 = 0o = 2. Uma decomposic¢ao

em valores singulares é obtida escolhendo vi = e;, vo = ey, u; = e3 e Uy = —eq, de
modo que

Av, = Ae; =2e, =2u;, Avy,=Aey = —e; = 2u,.

Em termos matriciais,

R R

EXEMPLO 5.3. A matriz

tem autovalores complexos
—12 4+ /561
Ay = #Z =—6+V14.

Esta nao é uma matriz normal. De qualquer maneira, a sua forma canoénica real de

Jordan é
J_ 6 —v/14
V14 6]

Por outro lado, a sua decomposigao em valores singulares é dada pelas matrizes

vl ok Y s[4

Observe, ainda, que |[AL| = v/50 ~ 7.07, bem entre os valores singulares o; = 10 e
09 = 5.
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EXEMPLO 5.4. Considere a matriz

A:

o O W
o N O

Observe que
Ael =3e}, Ael=2e;, e LIm(A).
A decomposicao em valores singulares de A é dada por
o =€ ={el, e}, 6=-e3=1{e}, ey e}, o0,=3, 00=2.
Em forma matricial, a decomposicao em valores singulares de A é dada pelas matrizes

100
V:{éﬂ u=1|o01 0|, zz{gg}
00 1

EXEMPLO 5.5. Considere a matriz

Observe que
Ae’ =3e], Ael=2e; eicker(A),

onde ¢, = {{e},...,e'}} é a base canénica de R", n € N. A decomposi¢ao em valores
singulares de A é dada por

o =-e3=1{e} el ell, b=e={e e}, o0,=3 0,=2

Em forma matricial, a decomposicao em valores singulares de A é dada pelas matrizes

10

1 00 300

Vv=|01 0|, U= [0 1] , X=10 20

0 01 000
OBSERVACAO 5.5. Através da decomposicao SVD de uma transformacao, pode-
mos obter a decomposicao SVD da adjunta e entender melhor a relacao entre uma

transformacao e a sua adjunta. Veja Exercicio 7.8.
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5.2. Demonstragao de existéncia de decomposicao SVD.

TEOREMA 5.1 (Decomposi¢ao em Valores Singulares). Sejam X e Y espacos ve-
toriais reais munidos de produto interno e seja T € L(X,Y). Suponha que X e Y
sejam de dimensao finita, com n = dim(X),m = dim(Y") € N. FEntao eriste uma
decomposi¢cao em valores singulares de T, no sentido da Definicao 5.1.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 5.1 VIA OPERADOR DE GRAM. O operador de
Gram T*T € £(X) é autoadjunto e ndo-negativo, visto que

(T'T) =TT =TT

(T"Tu,u) = [ Tul* > 0.

Desse modo, T*T possui um base ortonormal de autovetores, que denotamos por
@ ={V1,...,Vp}.

Como os autovalores s@o nao-negativos, escrevemos os autovalores na forma 0]2-, j=
1,...,n, ou seja, definimos o; como sendo a raiz quadrada de cada autovalor do
operador de Gram T*T. Assumimos que os autovetores estao ordenados de acordo
com os seus autovalores, do maior para o menor. Ou seja, assumimos que

* 2 s
T Tv; =ojvy, g=1...,n,

com
o1 >0 2>+ 20,2>0.

Seja k € N o posto de T, de modo que
0120, >0=0p41=--- =0,
Dessa forma, os vetores Tv;, j = 1,...,k, sao nao nulos, com
ITvjl1* = (Tvy, Tvy) = (T Tvj, vy) = 07 (vj. vy) = ajl|vi||* = oF > 0,

onde usamos que cada v; estd normalizado para ter norma unitaria. Além disso, os
vetores {Tvy,..., Tvg} formam um conjunto de vetores ortogonais entre si. De fato,
temos

(Tv;, Tvi) = (T T, vi) = 05 (v, vi) =0,

J
para i # j, visto que {vy,...,v,} é uma base ortonormal. Definindo

1
u]':;TVj, j:L...,k,
J
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temos
2 1 1 * 2
[0 lI* = = (Tv;, Tvy) = = (T Ty, v5) = (vy, vi) = [lv; | = 1.
9; 95
Portanto, obtemos uma base ortonormal {uy,...,uz} da imagem Im T da transfor-

macao T. Se necessario, i.e. se k < m, completamos esse conjunto até uma base
ortonormal

ﬁ:{ul,...,um}

de Y. Dessa forma, obtemos as desejadas bases ortonormais « e 6. Pela propria
normalizacao dos vetores u;, obtemos que

Tv,; = oju;, j=1,... k.
Caso k < n, temos, para k < j < n, como o; = 0,

1TV, I1P = (Tvy, Tvy) = (T*Tvy, v;) = 05(v,v,) = 0,

J

ou seja, Tv; =0e v; € ker(T).

Caso k < m, temos, simplesmente, u; L Im(T).

Note que, caso k < min{n,m}, entdo, para k < j < min{n,m}, temos v, €
ker(T), 0, =0 e u; € Im(T) e ainda assim podemos escrever

TVj = O = O'jllj,

portanto a identidade (5.1) vale para todo j = 1,..., min{n, m}, independentemente
do posto de T. O

OBSERVACAO 5.6. A demonstracao acima do Teorema 5.1 se baseia na anélise
espectral do operador de Gram T*T e obtém os valores singulares como autovalores
do operador de Gram e a base & = {vy,...,v,} como autovetores correspondentes.
Em principio, poderiamos ter decomposi¢goes em valores singulares diferentes dessa.
No entanto, essa é a tnica decomposicao possivel. A tnica variacao que podemos ter
¢é na escolha dos autovetores, dentro de cada autoespaco. Mais precisamente, a tinica
variacao possivel é na escolha da base ortornormal de cada autoespacgo do operador de
Gram. Em relagdo a base 6 = {uy,...,u,,}, temos u; determinados pela escolha de
v;, nos indices em que o; # 0, tendo liberdade de escolha apenas na base ortonormal
do subespaco perpendicular Im(T)+. Veja Exercicio 7.4.

OBSERVACAO 5.7. Uma outra demonstracao do Teorema 5.1 pode ser feita atra-
vés do operador TT* € Z(Y). Os valores singulares também estao associados aos
autovalores desse operador. Veja FExercicio 7.9.
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5.3. Caracterizacao minimax. Vimos, no caso de operadores autoadjuntos,
que os autovalores podem ser obtidos via minimizac¢ao ou maximizacao dos quoci-
entes de Rayleigh (Tu,u))/|[ul|?>. No caso da decomposi¢io em valores singulares,
trabalhamos com os autovalores do operador de Gram T*T. Isso nos leva ao quoci-

ente de Rayleigh
(T*Tu,u)x

[ull%

)

que pode ser escrito como

[Tul3

Jull%
Assim, o maior valor singular pode ser obtido via

Tul?
01 = max —H |2|Y,

w0 [Jul%

enquanto que o menor valor singular pode ser obtido via

[ Tulfy
0y = Min ——m—.
w0 |luf%
Valores singulares intermediarios podem ser obtidos via férmulas minimax,
: [Tl
oj = min max ——=—,
dim(S)=j ues\{o} ||u|%
onde S sao subespacos de X.
A maximizacao para obter o maior valor singular pode ser vista como um problema
de multiplicadores de Lagrange, sendo equivalente a minimizar

f(w) = [Tully — o®[ull%,
sobre todo o espaco X. O maximo é obtido exatamente pela equacao
T*Tu = o’u,

nos dando um autovalor do operador de Gram T*T e um autovetor unitario corres-
pondente.

6. Aplicagoes
6.1.
6.2.
6.3.
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6.4. Rigidez em equagoes diferenciais. Em uma equacao diferencial escalar

de evolucao da forma

dx
&\
a

onde t representa uma variavel temporal e x alguma quantidade de interesse, a solucao
é da forma

x(t) = zoe™, VteR.
Note que o coeficiente A tem dimensao de frequéncia, ou seja, de inversa multiplicativa
da dimensao temporal. Em um problema desse tipo, uma escala de tempo tipica é
da ordem O(1/|\|). Para uma boa resolu¢ao numérica da solugao, especialmente via
métodos explicitos, devemos ter um passo de tempo At da ordem de

1
At < —.
S
Por outro lado, tipicamente estamos interessados em resolver o problema em uma
escala de alguns ciclos tipicos da equagao, ou seja, buscamos resolver a equagao em
um intervalo temporal [0, 7] com

T ~ O(1/[A]).

Numericamente, isso significa que T'= n/At, em n passos de tempo, com

T>>1
n=-—— .
At

Ou seja, perfeitamente razoavel, aproximar a equacao em n passos de tempo, bastando
n > 1. Mesmo que queiramos resolver isso a longo prazo, com

1
T> —
>>)\,

precisariamos de um ntmero de passos n satisfazendo

[T
—— > 1.

O problema acontece em sistemas de equacoes diferenciais, contendo quantidades
diversas e escalas de tempo diferentes. Mais precisamente, considere um sistema de
equagoes diferenciais lineares da forma

du

— = Au

dt ’
o papel do coeficiente A acima ¢ feito pelos autovalores de A, no caso de A ser diago-
nalizavel, ou, mais geralmente, pelos valores singulares de A. Eles sao responsaveis

por ditar as maiores e menores escalas de tempo do sistema.
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Considerando o maior valor singular ¢; e o menor valor singular o,,, o maior valor
singular determina a escala de tempo mais rapida a ser resolvida e, assim, dita a
resolucao da malha temporal,

At< -,
01
enquanto que o menor valor singular dita as escalas mais lentas e, com isso, as grandes

escalas de tempo, de interesse,
1
T~ —.
O‘TL
O custo computacional fica da ordem de

T 01

— > — =k(A).

At On
Ou seja, o numero de condicionamento dita o custo computacional. Um nimero alto
de condicionamente significa um grande custo computacional.

A ideia acima pode ser estendida a sistemas de equacoes nao lineares,
du
dt

onde as escalas de tempo sao ditadas pelos valores singulares da diferencial Df (¢, u)
do termo nao linear.

Um exemplo classico de equacao diferencial rigida é o da reagao quimica de Ro-

bertson, envolvendo trés elementos quimicos com constantes de reacao bem distintas,
a saber

= f(t,u),

0.04
—Y,

Y4y 2297 1y,

X

Y4z M%7

gerando o sistema de equacoes diferenciais

i = —0.04z + 10%yz,

7 = 0.04x — 10%yz — 3 x 10792,

2 =3 x 1072,
Observe a grande disparidade na ordem de grandeza dos coeficientes, levando a niime-
ros de condicionamento exorbitantes. Métodos numéricos explicitos sao impraticaveis.
Métodos implicitos sao essenciais na resolucao desses sistemas, por serem capazes de

dar passos de tempo muito maiores. Sistemas assim aparecem comumente em siste-
mas complexos de reagoes quimicas e em diversos outro modelos heterogéneos.
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OBSERVACAO 6.1. Uma leitura um pouco mais precisa das relagoes a < be c~b
¢ a de que temos dada uma constante adimensional § > 0, representando alguma
ordem de grandeza de interesse, digamos § = 1/10%, para algum k fixo ao longo das
relagdes (e.g. 6 = 1/100), de forma que

a c

2 <0, )1 b‘ <.
H& uma “folga” que nos permite manter essas relagoes a < b mesmo quando a/b < C4,
para uma constante adimensional C' proxima de 1. Com isso, obtemos

¢ c¢b 1—-9 1
Z_ > "

a ba= & &
ou seja ¢ > a. No caso em que ¢ > b, entao
c c¢b 1

o ba &

C
\/j>>1.
a

Mais explicitamente, se, por exemplo,

por iSso escrevemos

a c
—-<—, =>100
b 1007 b ’
entao
c - 1
a ~ 10000’
ou seja,
c - 1
a  100°
7. Exercicios
Exercicios

7.1. Verifique cada caracterizacao, no Exemplo 1.1, da matriz A € R?*2, para
que seja autoadjunta, anti-autoadjunto e normal.

7.2. Verifique que o operador T; definido na Observacao 2.3, no espago quociente
X/S1, ¢ um operador autoadjunto.

7.3. Encontre a decomposicao em valores singulares da matriz

9 —4
A= {12 31'



7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.
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Sejam X e Y espacos vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T € £(X,Y). Suponha que X e Y sejam de dimensédo finita, com n =
dim(X),m = dim(Y) € N. Considere uma decomposi¢do em valores singu-
lares de T, dada por bases & = {vy,...,v,} de X e 6 = {uy,...,u,,} de YV
e valores singulares oy > --- > 0, > 0. Mostre que

(a) (Tvy, Tvy)) = 030y, para i,j = 1,...,min{n,m}.

(b) Tv,; L span{v;, i # j}, paraj=1,...,n.

(c) T"Tv; = szvj, j=1,...,min{n,m}.

(d) o7 & autovalor de T*T com autovetor associado v;.

Seja X um espago vetorial real com produto interno e com dimensao n =
dim(X) € N. Seja T € £(X) um operador autoadjunto em X. Consi-
dere uma decomposi¢ao em valores singulares de T, dada por bases ¢ =
{vi,...,vp}de X e 6 = {uy,...,u,,} de Y e valores singulares oy > --- >
o, > 0. Mostre que cada v; é um autovetor de T, associado a um autovalor
Aj com o; = |Aj]. Além disso, u; = sgn(\;)v;.
Seja X um espago vetorial real com produto interno e dimensao finita. Seja
T € £(X) um operador anti-autoadjunto em X. Associe as bases e os valores
singulares de uma decomposi¢ao em valores singulares de T & decomposi¢ao
espectral dada pelo Teorema 3.3.
Seja X um espago vetorial real com produto interno e dimensao finita. Seja
T € £(X) um operador normal em X. Associe as bases e os valores singulares
de uma decomposi¢ao em valores singulares de T a decomposicao espectral
dada pelo Teorema 4.1.
Sejam X e Y espacos vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T € £(X,Y). Suponha que X e Y sejam de dimensédo finita, com n =
dim(X),m = dim(Y) € N. Considere uma decomposi¢do em valores singu-
lares de T, dada por bases & = {vy,...,v,} de X e 6 = {uy,...,u,,} de Y
e valores singulares oy > --- > 0, > 0. Mostre que

(a) (T*uj,v;)) = 00, parai,j = 1,...,min{n, m}.
(b) u; € ker(T*), para j =n+1,...,m, caso n < m.

c) v; L Im(T*), para j =m+1,...,n, caso m < n.

(d) Conclua que a decomposigao em valores singulares de T* é a mesma de
T, com os mesmos valores singulares e com as bases apenas “trocando
de papel” dominio/contra-dominio.

Sejam X e Y espagos vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T € £(X,Y). Suponha que X e Y sejam de dimensédo finita, com n =
dim(X), m = dim(Y) € N. Considere uma decomposigao em valores singula-
res de T, dada por bases & = {vy,...,v,} de X e 6 = {uy,...,u,,} de Y e
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valores singulares oy > -+ > 0,, > 0. Mostre que, para j = 1,..., min{n, m},
os valores singulares o; sdo autovalores, também, de TT* € £(Y), com au-
tovetores associados u;.



CAP{TULO 9

Teoria Espectral em Espacgos Vetoriais Complexos com
Produto Interno

Variaveis complexas sao fundamentais nao apenas em aplicagoes, como em me-
canica quantica e eletrénica, para citar algumas, mas também como ferramenta fun-
damental em anélise e algebra linear. Veremos, no que se segue, como ela facilita a
analise espectral. Ela também é fundamental na analise de perturbacao do espectro
de um operador, conforme comentado na Observacao 5.1 e visto em mais detalhes na
Secao 6.1.

1. Produto interno em espagos vetoriais complexos

1.1. Definigao e exemplos. Enquanto que nos reais, o valor absoluto |r| de um
nimero real pode ser obtido via raiz quadrada do quadrado do nimero, i.e. |r| = V72,
o valor absoluto de um nimero complexo z = a + ib é obtido tomando-se a raiz
quadrada do produto entre o niimero e o seu conjugado,

12| = V2Z = \/(a + ib)(a — ib) = Va2 + b2.

Essa diferenga nos obriga a modificar a Definicao 2.1 de produto escalar, de forma a
ter um produto escalar positivo definido entre os complexos e recuperar uma norma
através da raiz quadrada do produto escalar (veja Exemplo 1.1). Isso nos leva a
seguinte definicao mais geral de produto interno.

DEFINIGAO 1.1 (Produto interno). Um produto interno (hermitiano) em um
espago vetorial complezo X € uma forma sesqui-linear ((+,-)) : X x X — C conjugada-
simétrica e positiva definida, i.e.

(i) (u+ v, w)) = (u,w)) +\(v,w)) e (u,v+Aw)) = (u,Vv)) + A(u, w)), para
todo u,v,w € X e todo \ € K;

(i1) (u,v)) = (v,u)), para todo u,v € X; e
(ii) (u,u)) >0 Teal para todo u € X, com (u,u)) =0 se, e somente se, u = 0.

359
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OBSERVACAO 1.1. Considerando a parte real de vetores complexos, podemos iden-
tificar o R™ como um subespaco de C" e podemos considerar o produto escalar com-
plexo restrito a esse subespaco de vetores reais. Nesse sentido, observe que a restricao
do produto escalar dado na Definicao 1.1 nao esté em contradicao com o dado na De-
finicao 2.1, visto que o conjugado de um ntmero real é o proprio nimero real. Entao,
de fato, o produto interno dado na Defini¢ao 1.1 é uma extensao do produto interno
real, dado na Definicao 2.1.

EXEMPLO 1.1 (Produto escalar hermitiano em C"). Em C", o produto escalar
complexo, também chamado produto escalar hermitiano, toma a forma

n
u-v:z1w1+---+znwn: E ijja
7=1

para todo u = (21,...,2,),v = (wy,...,w,) € C". A norma associada ao produto
escalar complexo é a norma ¢? vista no Exemplo 1.1,

lull = V]2t + - + [z

EXEMPLO 1.2 (Produto interno em ¢*(C)). No caso de sequéncias de niimeros
complexos, consideramos

() = {= = (zuhnen € C% 3 [z < o},
neN
e o produto interno tem a forma

((Z, w)) = Z ZnWh,,

neN
para z = (2,)nen € £2(C) e w = (wy)nen € £2(C).

OBSERVACAO 1.2. A versao complexa K?O((C) de £? com peso, a funcio peso ¢
continua sendo uma sequéncia de niimeros reais positivos.

1.2. Norma proveniente do produto interno complexo. A principal razao
da definicao de produto interno usando o conjugado de um ntmero complexo é para

recupermos a norma £2,
[l = v/ ((w, v)).

Mas observe que, enquanto ((u, u)) é sempre real, para qualquer vetor complexo u,
visto que, trocando a ordem dos vetores, obtemos que esse produto interno ¢ igual ao
seu conjugado, (u,u)) = ((u,u)), no caso de dois vetores diferentes, o produto interno
(u,v)) pode ser complexo. Associado a isso, a identidade (2.1) fica ligeiramente
modificada.
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TEOREMA 1.1. Dado um espago vetorial complexo X munido de um produto in-
terno ((+,-)) e norma associada || - ||, vale a identidade

|lu+ v|* = [Jul|* + 20peratornameRe((u, v)) + ||v|*. (1.1)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.2) e a desigualdade triangular (2.3) perma-
necem idénticas.

TEOREMA 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos complexos). Dado um es-
pago vetorial complezo X munido de um produto interno ((,-)), com norma associada
| - ||, vale a desigualdade

((w, V)| < alfliv],  Vu,veX (1.2)

TEOREMA 1.3 (Desigualdade triangular nos complexos). Dado um espago vetorial
complexo X munido de um produto interno ((-,+)), a norma || -|| associada ao produto
interno satisfaz a desigualdade triangular

[u+v] <ful+[v],  VuveX (1.3)

Com isso, vemos que

[ufl = v/((a, )

também define uma norma em um espago vetorial complexo com produto interno,
assim como visto na Observacao 2.1 no caso real.

OBSERVAGAO 1.3 (Nao existéncia de produto interno bilinear nos complexos). A
definicao de produto interno nos complexos via forma conjugada-simétrica nao é uma
mera modificacdo para termos propriedades melhores. Ela é essencial. E claro que
existem formas bilineares simétricas nos complexos, mas pode-se mostrar que nao
existe forma bilinear simétrica que seja positiva definida (veja Exercicio 7.1).

1.3. Ortogonalidade. A defini¢do de ortogonalidade nos complexos é a mesma
que nos reais.

DEFINIGAO 1.2 (Ortogonalidade nos complexos). Seja X um espago vetorial com-
plezo com produto interno ((-,-)). Dois vetores u,v em um espago vetorial real X mu-
nido de wm produto interno ((-,-)) sao ditos ortogonais em relagio a esse produto
mterno, quando

(u,v)) = 0.

Nesse caso, escrevemos u L v. Um vetor u € dito ortogonal a um subconjunto A C X
quandou L v para todov € A. Nesse caso, escrevemosu L S. Mais geralmente, dois
subconjuntos A e B de X sao ditos ortogonais entre si quando u L v para quaisquer
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u € Aev e B. Nesse caso, escrevemos A L B. Dado um subconjunto A € X,
denotamos o seu perpendicular por

At ={uc X;ul A}

OBSERVAGAO 1.4. A analogia entre os nimeros complexos C e o plano R? & ttil
em varios aspectos. Por exemplo, multiplicar o niimero complexo z = a + ib por i é

como uma rotagao no plano de 90°, iz = —b + ia. Mas essa analogia nao deve ser
extrapolada. No plano R?, os vetores (a,b) e (—b,a) sao, de fato, ortogonais, mas,
nos complexos, os escalares z = a + ib e 12 = —b + ia nao sao ortogonais. O produto

interno entre eles é
z-iz = 2(iz) = (a +ib)(=b + ia) = (a + ib)(=b — ia) = —ab — ia® — ib* — i*ab
= —ab—i(a® +b*) + ab= —i(a® + b*) £ 0,

para z = a+1b # 0. Em C, os elementos z e iz sdo meros escalares, nao vetores, e um
¢ um miltiplo escalar do outro. Ou seja, estao no mesmo unidimensional. O espaco
C = C! é um espaco unidimensional. Nenhum vetor vai ser ortogonal a outro.

OBSERVAGAO 1.5. Complementando a Observacao 1.4, precisamos de pelo menos
duas dimensoes para termos vetores ortogonais. Por exemplo, os vetores u = (1,i) e
v = (1, —i) s@o, de fato, ortogonais, visto que

u-v=(1i)-(1,—-)=1xT+ix—i=1l+ixi=1+i=1-1=0.

Assim como no caso real, o perpendicular A+ de um conjunto qualquer A é sempre
um subespaco linear. Caso A também seja subespaco, entao os dois formam uma soma
direta que ¢ igual ao espaco X.

TEOREMA 1.4. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)).
Dado um subconjunto A € X, o seu perpendicular A+ é um subespaco vetorial de X .
Se S é um subespaco vetorial de X, entdo S e S* sdo linearmente independentes.

Com o conceito de ortogonalidade, podemos falar de projecao ortogonal nos com-
plexos, também.

DEFINIGAO 1.3 (Projec@o ortogonal nos complexos). Seja X um espaco vetorial
complexo com produto interno ((+,-)). Uma proje¢io P : X — X sobre um subespago
S € dita uma projecao ortogonal quando kerP = S+, ou seja, quando P é uma
projecao sobre S ao longo do subespaco perpendicular S*.

A projecao ortogonal na direcao de um vetor é obtida da mesma forma que nos
reais. A demonstracao é idéntica, observando que usamos a linearidade apenas no
primeiro argumento do produto interno.
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TEOREMA 1.5 (Projegao ortogonal na diregdo de um vetor). Seja X um espago
vetorial complezo com produto interno ((-,-)) e norma associada || - ||. Seja v € X um

vetor nao nulo. Entao ( )
u,v
Pou=-—-—"-+>v (1.4)
Iv][®
define um operador de projecio Py : X — X sobre o subespago S = span{v} gerado

por v, ao longo do subespago ortogonal S*.

OBSERVACAO 1.6. E importante ressaltar que, agora, a ordem dos vetores que
aparece no operador projecao (1.4) é importante. Ou seja, ao projetarmos um vetor
u na diregao de um vetor v, é importante definirmos a projecao usando o fator
multiplicativo ((u, v))/||v||?, ao passo que, nos reais, a ordem ((u,v)) ou ((v,u)) nao
faz diferenca.

Como a projegao ortogonal nos complexos é igual a nos reais, o processo de Gram-
Schmidt também é o mesmo.

TEOREMA 1.6 (Processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt nos complexos).
Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)) e norma associada

| - || Dada uma sequéncia {vi,...,vy,} de vetores linearmente independentes, a
sequéncia {w1, ..., W, } dada por
/
W—L W/—V_P V ..... —P V
J “W/H? VR w1 Vv) Wi—1"7
J
para 7 = 1,...,m, define vetores ortogonais entre si, com norma unitdria e gerando
0s mesmos subespacos, i.e.
|lw;l| =1, (w;,w;) =0, span{wy,...,w;} =span{vy,...,v;},
para todo i,5 = 1,...,m, com i # j.

Assim como nos reais, podemos usar o processo de Gram-Schmidt para construir
a projecao ortogonal sobre subespacos vetoriais de dimensao finita.

TEOREMA 1.7. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((+,-)) e seja
S C X um subespago vetorial de X de dimensao finita. Entdo existe uma projecao
ortogonal Pg : X — X sobre S e vale

X=8S®S5"
OBSERVACAO 1.7. Assim como nos reais, o resultado do Teorema 1.7 pode ser

usado para demonstrar a existéncia de projecao ortogonal sobre subespacos de codi-
mensao finita. Veja Exercicio 6.2.
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Com projegoes ortogonais, temos uma generalizacao do Teorema de Pitagoras.

TEOREMA 1.8. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-))
e suponha que Pg seja uma projegcao ortogonal sobre um subespago S. Entao Pgi =
| — Pg € a projecao ortogonal sobre S* e vale a identidade

[ull* = [[Psul|® + [Psiuf?,  VueX. (1.5)
Temos, da mesma forma, a seguinte caracterizagao.

TEOREMA 1.9. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)) e
suponha que P seja uma projecao em X. Entao P € projecao ortogonal se, e somente
se,

(Pu,Qu)) =0,
para todo u € X, onde Q=1—P.

A projecao ortogonal complexa também tem a propriedade de minimizar a dis-
tancia até um subespaco vetorial.

TEOREMA 1.10. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)) e
norma associada || - ||. Seja S C X e suponha que Pg seja a proje¢ao ortogonal sobre
S. Entao

lu — Psul| < |ju—v|, Vv € S.
Também podemos falar de base ortonormal nos complexos.

DEFINIGAO 1.4. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)) e
norma associada ||-|| e dimensao finita n = dim(X) < co. Uma base ortonormal de
X € uma base 6 = {wy,...,w,} tal que cada vetor tem norma unitdria e os vetores
sao ortogonais entre si, ou seja,

lwill =1, (wi,w;)=0, i,j=1,...,n, 4]

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt nos garante a existéncia de uma
base ortonormal de qualquer subespaco de dimensao finita, também nos complexos.

TEOREMA 1.11. Seja X um espago vetorial complezo com produto interno e seja
S C X um subespaco de X nao trivial de dimensao finita. Entdao S possui uma base
ortonormal.

1.4. Realizacao do dual e da adjunta nos complexos. Assim como no caso
real, funcionais lineares em espagos vetoriais complexos com produto interno também
podem ser representados por vetores no proprio espaco.
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TEOREMA 1.12 (Teorema da Representacao de Riesz em dimensao finita no caso
complexo). Seja f € X* um funcional linear em um espago vetorial complezo X de
dimensao finita, munido de um produto interno ((-,-)). Entdao existe um tnico v € X
tal que

<f’ 11> = ((uv V)),
para todo u € X.

DEMONSTRAGAO. A demonstragao é essencialmente a mesma, com pequenas mo-
dificagoes que deixamos a cargo do leitor. 0

OBSERVAGAO 1.8. Com a forma sesquilinear do produto interno hermitiano, o
morfismo J : X — X* definido por

<J(V)’ ll>X*,X = ((uv V)),

para u,v € X, que é uma bijecao, gragas ao Teorema 1.12, nao é, no entanto, uma
transformacao linear. Ela é uma transformacao anti-linear, satisfazendo

Jv +(w) = J(v) + C(w),

para todo v,w € X, ( € C. De fato, isso segue da propria definicao de J, da
propriedade sesquilinear da forma e da élgebra (adi¢do e multiplicagao por escalar)
definida em X*:

= (J(v), u)x*,x +C(J(w), u)X*,X
= (J(v) + CJ(w), u>X*,X'

Apesar de nao ser linear, J ainda assim é uma bije¢cao. Em duais de espagos complexos,
este tipo de morfismo via bije¢oes anti-lineares é uma forma natural de isomorfismo.

Uma vez tendo realizagoes dos duais, podemos interpretar a transformagao ad-
junta T* € Z(Y™, X*), discutida na Se¢ao 4, como uma transformagao em £ (Y, X),
também nos complexos.

DEFINIGAO 1.5 (Transformacgao adjunta em espagos com produto interno comple-
x0s). Sejam X eY espagos vetoriais complezos com produto interno e sejam ((-,-))x e
(-, )y os respectivos produtos internos. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear
de X em Y. Entao a transformacao adjunta T* :Y — X de T, € definida por

(Tu, v))y = (u, T*V))x,
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para todou € X, v €Y, e € uma representacao, via produto interno, da transforma-
¢ao adjunta de Y* em X* wvista na Secao 4 (veja Observagao 1.9).

OBSERVAGAO 1.9. A transformagao adjunta T* € £(Y, X)) vista na Defini¢ao 1.5
¢ uma representacao da adjunta vista na Secao 4, que definimos temporariamente por
T € Z2(Y*, X*), no sentido de que

(T'g,u) . x = (0, TI()x = (Tu, J(8)y = (3. Tu)y. .

para todo u € X e todo g € Y*, onde J € Z(Y*,Y) é o morfismo (anti-linear) do
dual Y* em Y discutido na Observacao 1.8.

Com essa representacao via produto interno complexo, que é uma forma sesqui-
linear, as propriedades elencadas na Proposicao 4.2 sofrem uma pequena modificagao,
nos dando a relacao

(AT)* = AT*,
com o conjugado de A, ao invés do proprio A.

PROPOSICAO 1.1. Dados espacos vetoriais X, Y e Z complexos, X € C e trans-
formagaes lineares T,L € L(X,Y), S € L(Y, Z), entao

(THL)*=T+L*, (AT)*=AT*, (SoT)"=T"oS"
Além disso, caso T seja invertivel, entdo
(T~ = (%)L
A representacao matricial da adjunto também tem uma pequena modificacao.

TEOREMA 1.13. Sejam X e Y espacos vetoriais complexos de dimensao finita
n=dm(X)eNem=dim(Y) € N. Seja T € 2(X,Y) uma transformagao linear
de X emY . Dadas bases ., de X, et, deY, sejam o' e &’ as respectivas bases duais.
A representacao matricial [T*]i’, da transformacao adjunta € a transposta conjugada

da representacdo matricial [T|f, i.e. se

[Tlg = (aiy)i ;25"

entao

7% = (@i~

EXEMPLO 1.3. Considerando a matriz A € C**3 dada por

o2
A‘{ 3i 4 2—@}
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a sua conjugada A* € C3*? toma a forma

11— =3
A" = 2 4
241

OBSERVACAO 1.10. A representacao vista no Teorema 4.1, onde a adjunta é me-
ramente a transposta, sem o conjugado, é vilida também nos espagos complexas. Nao
restringimos aquele resultado a espacos vetoriais reais. No entanto, aquela realizacao
do dual é feita naquele contexto de formas bilineares. Ao representarmos essas trans-
formagoes adjuntas via produto interno hermitiano, no entanto, essas representacoes
se comportam de maneira diferente, como visto no Exemplo 1.3.

1.5. Operadores especiais. Da mesma forma, alguns operadores tem proprie-
dades especiais em relacao a simetrias com a adjunta.

DEFINIGAO 1.6. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno. Seja
T € £(X) um operador em X e considere a sua adjunta T* € L(X) relativa a esse
produto interno.

(1) Dizemos que T € hermitiano quando T*=T.

(2) Dizemos que T € anti-hermitiano quando T* = —T.

(8) Dizemos que T € mnormal quando TT* = T*T.

(4) Dizemos que T € unitdrio quando T*T =TT* =1, ou seja, T* =T~ 1.

Mesmo nos complexos, as projecoes ortogonais sao caracterizadas como sendo as
projecgoes hermitianas.

TEOREMA 1.14. Seja X um espaco vetorial complexo com produto interno e seja
P € £(X) uma projecao. Entao P € projecao ortogonal se, e somente se, P € hermi-
tiana, i.e. P* = P.

Um operador unitario também é caracterizado por preservar a norma, como no
caso dos operadores ortogonais, visto no Teorema 1.2, e por preservar o produto
interno entre vetores, analogamente ao visto na Observacao 1.2.

Um operador normal também é caracterizado como no Teorema 1.4 e no Teo-
rema 1.5.

2. Decomposicao de Schur e a triangularizacao ortogonal

Vimos, no Capitulo 5, a importancia da forma triangular, de um operador, no
estudo dos seus autovalores, autoespacos, autoespacgos generalizadas e na forma cano-
nica de Jordan. Uma versao daquele resultado usando bases ortogonais é um resultado
fundamental conhecido como decomposi¢ao de Schur.
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2.1. Triangularizagcao via subespacgos invariantes ortogonais encaixan-
tes. Seja T : X — X um espaco vetorial complexo X de dimensao finita n =
dim(X) € N. Entao existe uma base 6 satisfazendo as condigdes do Teorema 3.2
e, portanto, T possui a forma triangular superior nessa base.

TEOREMA 2.1. Seja T : X — X um operador linear em um espago vetorial
complezo X com produto interno e de dimensao finita n = dim(X) € N. Entao existe
uma base ortonormal 6 = {wy,...,w,} de X tal que

T(span{wy,--- ,w;}) C span{wy, -, w;},
para todo j =1,... n.

DEMONSTRAGAO. Podemos provar por indugao. Em uma dimensao, nao ha nada
o que demonstrar. Qualquer base formada por um vetor unitario basta. Suponha,
entao, o resultado valido até dimensao n—1. Vamos provar para dimensaon € N, n >
2. Seja, entao, X um espago vetorial complexo com produto interno e de dimensao
n € N. Seja T € £(X). Gragas ao Teorema 3.1, T possui pelo menos um autovalor
A € C. Seja wy; € X um autovetor associado a esse autovalor. Podemos dividir pela
sua norma, se necessario, e assumir que wi € unitario, i.e.

[will = 1.
Seja
Piu = (u, wy))w;
a projecao ortogonal sobre
Sy = span{wy }.
Seja S o subepaco vetorial perpendicular de S, de modo que
X =5 @5t

Considere o operador a restricao de T ao subespaco perpendicular Si- composto com
a projecao sobre o proprio Si, i.e.

T, =QT| ,
Si
onde
Qi =1—Py.
Esse operador pode ser visto como um operador em £ (Si-), que é um subespago de
dimensao n — 1. Pela hipotese de inducao, existe uma base ortonormal

{wa,...,w,}
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de Si tal que

Tyispan{ws, ..., w;} C span{ws, ..., w;},
para todo 7 =2,...,n— 1.
Como {wy,..., Wy} é uma base ortonormal no espago ortogonal a wy, entao
6 ={wi,wy,...,w,}

é uma base ortonormal do espago n-dimensional X. Além disso, dado
u=x1wy+ - +x;w; €span{wy,..., w;},
temos

Tu=TPiu+TQu = T(z:w1) + Ti(zaW2 + -+ - + z;W;)

=2 0wy + Ty (zawy + - + 2;W;).

Como
T\ wy € span{w; }
e
Ti(xowWs + -+ -+ 2;W;) € span{wa, ..., W;},

deduzimos que

Tu € span{wy,...,w,},
para todo

u € span{wy,..., w;},
para todo 7 = 2,...,n, concluindo a demonstragao.

2.2. Decomposigao. Temos, também, a versao matricial

TEOREMA 2.2. Seja A € C" uma matriz complexa n X n, n € N. Entdo existe
uma matriz unitaria U € C" e uma matriz triangular superior R € C" tal que

R =U"AU.

DEMONSTRACAO. Basta aplicar o Teorema 2.1 e formar a matriz U com as colu-
nas dadas pelas coordenadas dos vetores wy, ..., w,. O
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2.3. Propriedades e exemplos.

OBSERVACAO 2.1. Uma propriedade importante da decomposi¢ao
R =U"AU

vem do fato de U ser unitaria e, com isso, o seu nimero de condicionamente ser
exatamente 1. Assim, os numeros de condicionamento de A e R coincidem, i.e.

r(R) = K(A),
visto que x(U) = 1. Verifique.

EXEMPLO 2.1. Considere a matriz

—499 500
A= {—500 501} '

O tnico autovalor é A = 1, com autoespago

V(A1) ={(v,y); y=x}.

W = g(l, 1)

Para completar até uma base ortonormal, tomamos
V2

Wo — 7(—1, 1)

Um autovetor unitario é

Temos

2L 31()- 4

AWz =< 500 501 1)~ 5 \1001

O operador unitéario associado a essa base, que é matriz mudanca de base, da base
candnica e para a base 6 = {wy, Wy}, é

o-2[

A forma triangular na decomposi¢ao de Schur é

carr_ L[ 1 1][-499 500] [1 —1] _ [1 1000
R_UAU_E{—l 1} {—500 501} [1 1} - [0 1}

A forma triangular também pode ser obtida diretamente de

) = 1000w + ws.

Aw; =wy, Awy = 1000w, + wo.



2. DECOMPOSICAO DE SCHUR E A TRIANGULARIZACAO ORTOGONAL 371

OBSERVACAO 2.2. Em comparacao, fazendo a forma normal de Jordan da matriz
do Exemplo 2.1, a saber
A {—499 500} '

—500 501

o

Para chegar na forma normal, podemos comecar com qualquer vetor que nao seja
autovetor, ou seja, que nao seja multiplo de (1,1). Por exemplo,

A sua forma normal é

Wo = (0, 1)

Em seguida, tomamos
w; = Awy = (500, 501)

A matriz mudanca de base é

500 0
M = [501 1]
Nesse caso, a inversa de M é
1| 0.002 O
M = {—1.002 1}

e temos J = M~tAM, i.e.
1 1| | 0.002 0| |—499 500| [500 O
0 1| |—1.002 1| [-500 501|501 1|~
O namero de condicionamento de M (assim como o de sua inversa) é

k(M) = 1002.

Verifique que
k(R) = k(A) = 10°
enquanto que

k(M)k(J)k(M™) ~ 5 x 10°.
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3. Diagonalizacao de operadores normais

Vimos, na Definigao 1.6, os operadores normais T € £ (X ), em um espago vetorial
complexo X com produto interno, que sao aqueles que comutam com a sua adjunta,
ie.

TT=TT"
Veremos, aqui, que essa propriedade caracteriza os operadores diagonalizaveis em

bases ortonormais. Ou seja, T possui uma base ortornormal de autovetores se, e
somente se, T é normal.

3.1. Operadores diagonaliziveis em alguma base ortonormal sao nor-
mais. Vejamos a ida.

TEOREMA 3.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que X tenha uma base ortonormal de auto-
vetores de T. Entao T € normal.

DEMONSTRAGAO. Seja 6 = {wy,...,w,} uma base ortonormal de X composta
de autovetores de T. Entao, para cada j = 1,...,n, existe um complexo \; € C tal
que

TW]‘ = )\jW]‘.
Nesse particular de base ortonormal, segue que w; também ¢é autovetor da adjunta

T*, com autovalor 5\j (isso nao é verdade em geral, veja Observagao 3.1). De fato,
temos

(Trwj, wi)) = (Wi, Tw;) = (Twi, wy)) = (Aiwi, w;))
= (wy, Aiws)) = Nil(wy, wi)).
Caso i # 0, obtemos que
(T*w;, w;)) = 0.

Isso significa que T*w; L w;, para todo i # j, de modo que T*w; € span{w;}.
Isso significa que T*w; ¢ um multiplo de w;, ou seja, w; é um autovetor de T* e
T*w; = p;jw;, para algum autovalor ;. Para descobrirmos qual é esse autovalor,
escolhemos ¢ = j acima, de modo que

Hj = Mj||Wj||2 = ((Njo>Wj)) = ((T*Wj,Wj)) = j\j((Wij)) = ;\jHWj“Q = 5\;‘-
Portanto,

* — 7. .
T'w,; = \w,
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para todo 7 = 1,...,n. Nesse caso, expandindo um vetor u € X qualquer nessa base,

i.e. escrevendo
n

u = E ZiWy,
i=1
onde z; € C, temos

j=1 j=1 j=1 j=1
provando que T*T = TT*, ou seja, que T é normal. 0

EXEMPLO 3.1. Em forma matricial, suponha que A € C"*" seja uma matriz
complexa com

UAU" =D,
onde U ¢é unitéaria (ou seja, suas colunas formam uma base ortonormal de C") e D
seja diagonal, com diagonal A{,..., A, € C. Entao

A =U"DU

de modo que
A" = (U'DU)" = U'D*U.
Como D e D* sao diagonais, entdo D*D = DD* (toda matriz diagonal é normal).
Assim, usando que UU* =1,
A*A =U'D*UUDU = U'D'DU = U'DD*U = U'DUU'D*U = AA*.
Ou seja, A é normal.

EXEMPLO 3.2. Considere a matriz complexa A € C? dada por
24+ % -1
1 243

Pode-se verificar que essa matriz é normal, i.e. A*A = AA*. Os autovalores sao
A1 =2+ 4i e Ay =2+ 2i. Uma base de autovetores é 6 = {wy, wo}, onde

V2 V2

Wi = 7(17 —i), Wy = 7(172')-

Temos
AW1 = )\1W1, AWQ = )\QWQ.
Essa também é uma base de autovetores de A*, com

AW1 = 5\1W1, AWQ = 5\2W2.
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OBSERVACAO 3.1. Conforme mencionado na demonstracao do Teorema 3.1, nem
sempre um autovetor de T é autovetor de T*. Isso acontece quando T é normal,
mas nem sempre. E nao é nada de patolégico em relagao a espacos complexos. Por
exemplo, considere o operador associado a matriz real

11
cujo tnico autovalor é A = 1. O autoespaco associado é o eixo x. Em particular,
u = (1,0) é autovetor. No entanto, a adjunta é a transposta

* tr_lO
v

e para a qual u = (1,0) ndo é autovetor. O autoespago da matriz adjunta ¢ o eixo y.

3.2. Todo operador normal é diagonalizavel em alguma base ortonor-
mal. Apresentamos, aqui, duas demonstracoes desse importante resultado. A pri-
meira demonstracao comega como na demonstragao da decomposi¢ao de Schur e ex-
plora o fato de que o subespaco ortogonal a um autoespaco é invariante pelo operador.
A segunda demonstragao usa a propria decomposigao de Schur. Uma outra demons-
tracao sera feita quando fizermos a decomposicao espectral de operadores hermitianos,
pois é baseada no fato das partes real e imaginaria de um operador normal comutarem
entre si e, portanto, possuirem uma base comum que as diagonaliza, nos dando uma
diagonalizagao do proprio operador.

TEOREMA 3.2. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plezo X com produto interno. Suponha que T seja normal e que X seja de dimensao
finita. Entao X possut uma base ortonormal de autovetores de T.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3.2 VIA INDUGAO NA DIMENSAO. Como o espago
vetorial X é complexo, sabemos do Teorema 3.1 que T possui pelo menos um auto-
valor, que denotamos por A\;. Seja V(T, A1) o autoespago associado a esse autovalor.
Naturalmente, V' (T, A1) é invariante por T. Vamos mostrar que subespago perpendi-
cular V(T, A\;)* também ¢ invariante por T.

Para isso, vamos provar primeiro que V (T, ;) é invariante pelo operador adjunto
T*. Sejau € V(T,\;). Usando que T* é normal, temos

TT'u=TTu= \T"u,

mostrando que T*u é autovetor associado ao autovalor Aj, ou seja T*u € V(T, A\y),
de forma que V(T,\;) é invariante por T*.
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Seja, agora, v € V(T,\;)*. Precisamos mostrar que Tv L u para todo u €
V(T,A1). Para tal u, ja sabemos que T*u € V(T, A;). Com isso, pela ortogonalidade
entre v e V(T,\;), obtemos

(Tv,u) = (v, T"a)) = 0,

mostrando que Tv também é ortogonal a V (T, Ay).

Com isso, podemos restringir o operador T ao subespaco perpendicular V (T, A\;)*,
reduzindo a dimenséao e usando a hipotese de indugao. De fato, seja S; =V (T, \;) e
seja T € £L(S7) a restricdo de T ao subespago Si. Como S; é nao trivial, a dimensao
de Si ¢é estritamente menor do que a de X. Além disso, T; é normal. De fato, para
v,w € S{, temos, por definicao de adjunta,

((lev V)) = ((W7 TTV»

Por outro lado, como T; é a restricao de T a Si,
(Tyw,v)) = (Tw, v)) = (w, T*V)).

Logo,

(w, Tiv—=T"v)) = 0.
E importante ressaltar que Si- é invariante por T*, também. De fato, se v € Si e
u € 51, entao

(0, T*v)) = (Tu,v)) =0,

visto que Tu € S; e v € Si-. Assim, escolhendo w = T;v—T*v € Si- acima, obtemos

Tiv—T'v|[?P=(Tiv—-T*V, Tiv—T*V) =0.
1 1 1

Logo, T7 =T*| . Com isso,
Sl

T

T, =T .

St
Como Si é invariante por ambos os operadores, temos

T T, =TT

St

Usando a normalidade de T, temos

TiTy=T"T| =TT .
Si- Si-
Usando novamente a invaridncia,
* * *
TiTi=T LT L= T,T7,
Sl Sl
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provando que T; é normal. Pela hipotese de inducao, Si- possui uma base ortonormal

{Wni11,-- -, Wat,
de autovetores de Ty, i.e.
T1Wj = )\jo,
paraj = ni+1,...,n,onden; = dim(S;), de modo que n—n; = dim(Sj). Escolhendo
uma base ortonormal qualquer
{Wi,...,w,, }
de S}, obtemos, visto que S; e Si- sdo ortogonais, uma base ortonormal
6 ={wy,...,w,}
de X. Nesse base, temos
TWj = )\1Wj,
para j =1,...,n e, visto que T, é a restri¢do de T a S{,
TWj = T1Wj = )\jo,
para j = n; + 1,...,n. Isso completa a demonstracao de existéncia de uma base

ortornormal de autovetores de T. O

OBSERVACAO 3.2. A demonstracao via reducao na dimensao através da invariancia
do ortogonal de um autoespaco esté feita acima de forma bastante detalhada. Mas a
ideia é simples. Passa por usar que (i) todo operador em um espago vetorial complexo
possui pelo menos um autovalor; (ii) o ortogonal de um autoespago é invariante pelo
operador; (iii) a restrigdo de um operador normal a um subespago invariante é também
normal.

Uma outra demonstragao pode ser feita através da decomposigao de Schur.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2 VIA DECOMPOSICAO DE SCHUR MATRICIAL.
Seja A € C™" uma matriz normal (representando T em uma base qualquer). Pelo
Teorema 2.2 da decomposicao de Schur em forma matricial, existe uma matriz unita-
ria U e uma matriz triangular superior R tais que

R =U"AU.
Observe que R também é normal, visto que
RR*=U"AUU'A"U = U'AA"U = U'A"AU = U'A"UU"AU = R'R.

Como R é triangular superior, podemos escrever

(@11 ar2n
R= [ 0 A2:n,2:n:|
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onde a; o, = (alg e aln) e Agpom = (aij)szQ. Observe que

* aii 0"
R"= aj Aj
1,2:n 2:n,2:n
onde os asteriscos indicam as conjugadas transpostas dos vetores e matrizes em ques-
tao. Com isso, olhando apenas o primeiro elemento dos produtos das matrizes, temos

|6L11|2+ ||211,2:n||2 *
* x|’

RR*:{

enquanto que
R'R = PGHP *] :
* %
de modo que
[ 2:0|* = 0,

ou seja aj 2., = 0 e R tem a forma diagonal em blocos

[ A2

0 A2:n,2:n
Prosseguindo por inducgao, chegamos a R na forma diagonal
a; 0 -+ 0
R-—D— 0 ax
0 - 0 ap
Ou seja, A = UDU*, mostrando que A, e portanto T, é diagonalizavel, com base
ortonormal de autovetores. O

3.3. Equivaléncia. Juntando os dois resultados anteriores, do Teorema 3.1 e do
Teorema 3.2, obtemos a equivaléncia.

COROLARIO 3.1. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno e de
dimensao finita. Seja T € L(X) um operador linear em X. Entao T é normal se, e
somente se, X possui uma base ortonormal de autovetores de T.

Também temos a versao matricial.

COROLARIO 3.2. Seja A € C™™"™ uma matriz complexa, com n € N. Entao A
¢ normal se, e somente se, existe uma matriz unitdria U e uma matriz diagonal D,
também em C™*™, tais que
A =U'DU.
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4.
5.

6. Aplicagoes

6.1.

6.2.

6.3. . Ver [12, Chapter 10].
7. Exercicios

Exercicios

7.1. . Seja X um espaco vetorial complexo e suponha que b : X x X — C seja
uma forma bilinear e simétrica em X. Mostre que b nao pode ser positiva
definida.
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Simbolos e Abreviagoes

[-]: Classe de equivaléncia. 49

{-}}: Simbolo para conjuntos ordenados e bases, e.g. ¢ = {uy,...,u,}}. 37

«,6,c: Simbolos para representar conjuntos ordenados de vetores e bases. 37

¢: Simbolo para representar base canodnica. 37

d;;: Delta de Kronecker, definido por d;; = 0, se i # j, e 6;; = d;; = 1, quando ¢ = j.
22

U, V,W.,S,...: Simbolos para subespacos vetoriais. 27

X/S: Espago quociente, médulo subespago S. 50

X,Y, Z, ...: Simbolos para espagos vetoriais. 15

G(T,\): Autoespago generalizado de T associado a um autovalor \. 236

V(T,A): Autoespago de T associado a um autovalor \. 218
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