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Many times I've wondered, how much there is to
know.

— Quer the Hills and Far Away (Houses of the

Holy)

Led Zeppelin, 1973
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Prefacio

So I'm packing my bags for the Misty Mountains
Where the spirits go now...

— Misty Mountain Hop (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Mais um livro sobre Algebra Linear Avancadal?!? Pois é... Algum insight que
nao exista em outro lugar? Provavelmente nao. Algum motivo especial? Nao muito
especial. Talvez especial s6 para mim. Acho que o principal motivo é que eu apenas
gosto de escrever. Em particular, gosto de escrever as minhas proprias notas de aula e
de organizar os assuntos de maneira propria, com um principio, meio e fim coerentes
para mim. Apenas isso. Esse é o meu modus operandi.

Estas sdo, entdo, as minhas notas de aula para a disciplina de Algebra Linear do
Mestrado em Matemdtica Aplicada do IM/UFRJ, com espelho nas graduagdes em
Matemdtica Aplicada e em Engenharia Matemdtica, sob o titulo de Algebra Linear
Avancada.

Hé& vérios bons livros que serviram de inspiracao. O ponto de partida foram as
notas do Prof. César Niche (IM/UFRJ), que ministrou essa disciplina umas duas ou
trés vezes antes de mim, e que por sua vez foram fortemente baseadas no soélido livro
do Peter Lax [8], com algumas pitadas mais modernas de Peter Olver & Chehrzad
Shakiban [11], rico em exemplos. Outras boas fontes sao o livro do Elon Lages
Lima [9], com inameros exercicios, o classico livro do Serge Lang [7] e o livro do
Sheldon Axler [1], com algumas visdes distintas e interessantes. Para aplicagoes, Ivan
Savov [12] também é bastante rico e Helene Shapiro [13| também tem algumas boas
aplicagoes.

Outra fonte mais fundamental, porém, foram as minhas lembrancas das disciplinas
que cursei no Mestrado em Matematica Aplicada da UFRJ, tanto a de Algebra Linear
do Professor Adilson Goncalves, quanto outras disciplinas com pitadas de Algebra
Linear, ministradas pelos Professores Felipe Acker e Flavio Dickstein.

11



12 PREFACIO

Ao longo do desenvolvimento das notas de aula, quando da primeira vez que
ministrei a disciplina, no segundo semestre de 2023, fui observando, no entanto, que
os assuntos foram se encadeando de uma maneira mais pessoal. E as notas foram
ficando cada vez mais ricas, a ponto de eu achar que valeria a pena formalizar as
notas de aula na forma de um livro. E aqui ele esta.

De qualquer forma, qualquer um dos livros mencionados acima é um guia apro-
priado para uma disciplina de Algebra Linear Avancada. Recomendo, em particular,
o do Lax e do Elon, com eventuais incursoes nos demais. E, em paralelo, os convido
a seguirem estas notas de aula, para o fio da meada.

Rio de Janeiro, 12 de abril de 2026

Ricardo M. S. Rosa



CAPITULO 1

Espacos Vetoriais

Bright light almost blinding, black night still
there shining.

— Friends (Led Zeppelin III)
Led Zeppelin, 1970

Um dos focos principais da Algebra Linear sdo as transformacoes lineares. Sao
fungoes com uma estrutura particular de linearidade. Para que isso faca sentido,
¢é preciso ter esse mesmo tipo de estrutura linear nos espagos em que essas trans-
formacoes agem, guiando essas fungoes. Esses espacos, com essa estrutura minima,
de adi¢ao de vetores e de multiplicagao por escalar, sao os espagos vetoriais. Esses
espagos sao o tema desse capitulo.

1. Espacos vetoriais

1.1. Definicao e algumas propriedades. Espacos vetoriais sao compostos de
um conjunto de “vetores” e um conjunto de “escalares” com operacoes de adigao
entre vetores e multiplicagao de um escalar por um vetor, satisfazendo condicoes
apropriadas de compatibilidade.

O conjunto de escalares deve ser um corpo, que é uma estrutura algébrica como a
dos ntimeros reais, com operagoes de adigao e multiplicagao entre eles e propriedades
adequadas de comutatividade, associatividade, distributividade e, ainda, com a exis-
téncia de elementos neutros para cada operacao e a existéncia de elementos inversos,
exceto que o elemento neutro aditivo nao possui inversa multiplicativa.

Exemplos de corpos algébricos sao os reais R, os complexos C e os racionais Q.
Um outro corpo famoso é o dos nimeros p-adicos @Q,, localizados entre os racionais
e os reais e definidos pelo somatorio s = Y .o, a;p’, onde p ¢ um nimero primo.
Esses sao exemplos de corpos infinitos, i.e. com infinitos elementos. Corpos também
podem ser finitos. Exemplos de corpos finitos s@o os espacos quociente F, = Z/pZ =

13



14 1. ESPACOS VETORIAIS

{0,1,...,p — 1}, com p primo, munido das operagoes de adi¢do e multiplicacdo em
Z, modulo p.

Podemos trabalhar com espagcos vetoriais em um corpo qualquer, mas, para nos,
aqui, vamos considerar apenas os nimeros reais R e os complexos C (veja Defini-
cao 1.2). Estes tém a vantagem, em certos aspectos, de serem arquimedianos (i.e.
possuem uma ordem com a propriedade de que quaisquer elementos x,y > 0, existe
um inteiro n tal que nx > y, propriedade esta que os corpos finitos e os p-adicos
nao tém); e completos (i.e. sequéncias de Cauchy convergem, propriedade esta que
os racionais nao possuem). Os complexos também tém a vantagem de serem alge-
bricamente fechados, ou seja, qualquer polinémio nao constante sobre os complexos
possui raiz, propriedade que os reais nao tém. Isso sera devidamente explorado.

Vamos, finalmente, a definicao formal de espago vetorial.

DEFINIGAO 1.1 (Espago vetorial). Um espago vetorial sobre um corpo K é um
conjunto X munido de duas operagoes, de adi¢ao vetorial e multiplicacao por
escalar, sendo

(i) a adigao de X x X em X, levando elementos u,v € X em um elemento
u+velxX,

(i1) e a multiplicagao por escalar de K x X em X, levando um elemento A € K
e um elemento u € X em um elemento Au € X,

satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) associatividade da adigao,
(u+v)+w=u+(v+w), Vuv,weX;
(i1) comutatividade da adigao,
ut+v=v-+u, VYuvelX;
(111) existéncia de elemento neutro da adi¢do
30 X, u+0=u, VYuelX;

(iv) existéncia de inverso aditivo,

Vue X, 3(—u) € X, u+ (—u) = 0;
(v) associatividade da multiplicagao por escalar,

Alpu) = (Ap)u, VA p e K, Yu e X;

(vi) elemento neutro multiplicativo 1 € K do corpo é neutro para multiplicagao
por escalar,
lu=u, VYuelX,
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FiGurA 1.1. Ilustragao da adicao u + v de vetores, da multiplicacao
por escalar Au, Av e da propriedade de distributividade A(u + v) =
AU+ Av.

(vii) distributividade da multiplica¢ao por escalar,

A+ pu=Au+pu, VY\pek, VueX;
(viii) distributividade da adigao,

AMu+v)=Xdu+ v, VIeK VuveX;

Os elementos de X sao chamados de vetores e os elementos de K, de escalares. O
elemento neutro da adicao, 0 € X, é chamado de vetor nulo.

Como vamos nos restringir aos reais e aos complexos, fazemos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 1.2 (Espagos vetoriais reais e complexos). Pelas razées elencadas an-
tes da Definicao 1.1, vamos considerar, aqui, apenas espac¢os vetorias sobre os reais
ou sobre os complexos. Portanto, daqui para a frente, K = R ou C. Em certos
momentos, vamos especificar um ou outro, mas vdrios resultados valem para ambos
e serao enunciados via K. No caso especifico K = R, chamaremos o espaco de es-
paco vetorial real, enquanto que no caso K = C, chamaremos o espago de espago
vetorial complezxo.

OBSERVAGAO 1.1. Em termos de notagdo, vamos usar, com frequéncia, os simbolos
XY, Z, ... para denotar espacos vetoriais.
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OBSERVAGAO 1.2. Alguns fatos:

(a) O vetor nulo € unico. De fato, se 0 e 0’ sao neutros para a adigao, entao
0=0+0=0"
(b) O inverso aditivo € unico. De fato, dado u € X, se v,w € X sdo tais que
u+v=0, u+w=0,
entao
v=v+0=v+(ut+w)=(v+u)+w=0+w=w.

(c) O elemento neutro do corpo neutraliza os vetores. De fato, observe, primei-
ramente, que

u=lu=(14+0)u=1u+0u=u+Ou,
de maneira que
=u+(—u)=(u+0u)+ (—u) = (u+ (—u)) + Ou =0 + Ou = Ou,
ou seja,
Ou=0, VYuelX.
(d) Inverso aditivo via multiplicagao por escalar por —1. Para todo u € X,
0=0u=(1-1lu=lu+(—lu=u+(-lHu
Logo, pela unicidade do inverso aditivo, segue que
(=u=(-u), YuelX.

(e) Um espago vetorial nao pode ser vazio. De fato, por definigao, deve existir,
pelo menos, o vetor nulo, i.e. {0} C X.

OBSERVACAO 1.3. Para simplificar a notacao, escrevemos
u+(—v)=u-—v, Vu,veX.
OBSERVACAO 1.4. Espacos vetoriais sao a base do Célculo em Vérias Variaveis.

Por exemplo, para se tomar um derivada direcional V f(x) de uma fungao f : X — Y,
em um ponto X, na direcao de um vetor v, calculamos o limite

Vo) — tim L) 60

h—0 h

Y

que envolve a multiplicagao por escalar hv e a adi¢ao x + hv no espago X e a adi¢ao
f(x+hv)— f(x) e a multiplicagao por escalar (1/h)(f(x+ hv)— f(x)) no espaco Y.
Ou seja, o dominio X e o contra-dominio Y da funcao f precisam ser espacos vetoriais
(ou subconjuntos de espagos vetoriais ou, pelo menos, que tenham localmente uma



1. ESPACOS VETORIAIS 17

estrutura parecida com a de espagos vetoriais, como nas variedades). A integragao,
como limite de somas de Riemann, também requer operacoes dessa forma. Ou seja,
as estruturas vetoriais sao fundamentais para dar sentido aos objetos de Célculo.

1.2. Exemplos de espagos vetoriais. Vejamos, agora, alguns exemplos de es-
pacos vetorias.

ExEMPLO 1.1 (Espago trivial). Por definicdo, um espago vetorial nao pode ser
vazio, pois deve existir, pelo menos, o vetor nulo. Mas é permitido. pela definicao, que
o vetor nulo seja o tnico elemento do espago vetorial. Um espago vetorial X = {0},
onde o vetor nulo é o tnico elemento do espaco é dito espago trivial. Observe,
ainda, que, dado um conjunto com um tunico elemento, digamos X = {e}, s6 ha uma
maneira possivel de definir a adi¢ao e a multiplicagao nesse espaco, a saber. e+e = e
e Ae = e, de modo que e é o elemento neutro da adi¢ao vetorial e X = {e} é um
espago vetorial. Nesse caso, 0 = e e podemos escrever X = {0}.

EXEMPLO 1.2 (Corpo como espago vetorial). Qualquer corpo pode ser visto como
um espago vetorial sobre si mesmo. Além disso, também pode ser visto como espaco
vetorial sobre subcorpos dele mesmo. Por exemplo, podemos ver C como um espaco
vetorial sobre si mesmo ou como um espago vetorial sobre os reais.

EXEMPLO 1.3 (Produto cartesiano finito). O produto cartesiano X = R? das d-
uplas u = (21, ..., 24) munido da adi¢do (x1,...,xq)+ (Y1, ..., ¥a) = (T1+Y1, ..., Ta+
yq) e da multiplicagdo por escalar \(z1,...,2q) = (Ax1,...,A\xy) é um espago ve-
torial sobre os reais R. Por exemplo, no modelo Newtoniano, a posicao de uma
particula é dada por suas coordenadas u = (z,y,z) € R®. O modelo epidemio-
logico SIR (Suscetiveis, Infectados e Recuperados) trata da evolugao temporal das
trés componentes S = S(t), I = I(t) e R = R(t), que pertencem ao espago veto-
rial (S(¢),1(t), R(t)) € R®. Analogamente, podemos considerar C¢ como um espaco
vetorial sobre C, ou mesmo como um espaco vetorial sobre R.

EXEMPLO 1.4 (Produto cartesiano com indice arbitrario). Mais geralmente, dado
um corpo K e um conjunto arbitrario A, podemos considerar o produto cartesiano
K4 formado pelo conjunto das funcoes

KA = {z: A - K},
cujos elementos podemos denotar como na forma de coordenadas

T = (xa>a€A7

onde
e = x(a).
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O conjunto A é chamado de conjunto dos indices. O conjunto K# tem uma estrutura
natural de espaco vetorial dada pelas operacoes “coordenada a coordenada”

(JTa)a + (yCL)a = (:Ba + ya)a

MZa)a = (A2g)a-
Por exemplo, R? pode ser visto como um conjunto dessa forma, com o conjunto de
indices dado por A = {1,...,d}. O conjunto de todas as sequéncias (x,)nen de
nimeros reais pode ser visto como um espaco vetorial RY. O conjunto das funcoes
f:ICR— R pode ser visto como um espaco vetorial R’.

EXEMPLO 1.5 (Produto cartesiano de dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo).
Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Entao o produto carte-
siano

XxY={(u,v);ue X,veVv}

munido das operacoes de adigao e multiplicacao por escalar definidas por

(uy,vy) + (ug, ve) = (ug + vy, vy + vy)

A(u,v) = (Au, Av)

é, também, um espaco vetorial sobre K.

EXEMPLO 1.6 (Produto cartesiano de espagos vetoriais arbitrarios sobre o mesmo
corpo). Agora, se {X,}aca ¢ uma familia de espagos vetoriais sobre um mesmo corpo
K, entao o produto cartesiano

X =1IloeaX,
é um espaco vetorial munido das operagoes de adicao e multiplicagao por escalar
definidas por

(ua)a + (Ua)a = (Ufa + 'Ua)a;

)\(ua)a = ()\ua)av
onde, para cada indice a, a adicao e a multiplicacao por escalar ocorrem no espaco
X, correspondente.

EXEMPLO 1.7 (Conjunto versus espago vetorial). Podemos distinguir o conjunto
dos pontos em um plano xy do espacgo vetorial associado. De outra forma, podemos
considerar R* = {(z,y); z,y € R} apenas como um conjunto de pontos ou entao como
um espaco vetorial quando munido das operagoes de soma de vetores e multiplicacao
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por escalar. Dados dois pontos quaisquer P, = (z1,y1), P» = (22,¥2), no plano,
podemos considerar o segmento de reta

PPy = {(sx1 4+ (1 — 8)xg, sy1 + (1 — s)y2); 0 < s < 1},
assim como o vetor
e
PPy = (29 — o1,y2 — ¥1).
Nesse sentido, podemos, também, distinguir a origem O = (0,0), no plano, do vetor

nulo 0 = O0. Aqui, usamos R? para representar tanto o conjunto de pontos no plano
xy, sem estrutura algébrica, como o espago vetorial obtido a partir dele, juntando
as operacoes de adigao e multiplicacao por escalar. Idem para R", n € N. Em
alguns momentos fazemos distingao apenas entre os pontos e os vetores, mas apenas
para efeitos didaticos. Mais para a frente, também vamos considerar normas em
R"™ e produtos internos. No caso particular do produto escalar u - v = Zj u;vj,
obtido a partir das coordenadas de u = (uq,...,u,) e de v.= (v1,...,v,), e da

norma euclidiana [ul| = /3", u} associada a ele, alguns textos usam uma notagao

diferente, como E", chamando-o de espa¢o Fuclidiano, reservando R™ para o conjunto
ou para espacos vetoriais sem estrutura de norma e produto interno especificos. Nao
vamos fazer essa distingao aqui, mas é importante saber que sao objetos matematicos
diferentes (o conjunto, o espago vetorial, o espaco vetorial com uma norma especifica
e o espago vetorial com um produto interno especifico).

EXEMPLO 1.8 (Complexificagdo de um espago real). Dado um espago vetorial X
sobre o corpo dos reais, podemos definir a complezificacio Xc de X como sendo o
espago vetorial complexo dos pares ordenados u = (u,, ;) € X x X, que denotamos
por

u=u, + iu,,
munidos das operagoes
u+v=(u+v,)+i(u+v),
parau=u,+1tu; ev=v,+1iv;, e
Cu = (@ +i8)(u, +iuy) = (o, — fu;) +i(Bu, + awy).
Deixamos a cargo do leitor verificar que essas operacoes satisfazem os axiomas de
espago vetorial (Exercicio 4.6)

EXEMPLO 1.9 (Espaco ¢'). O espago ' = (}(R) ¢ o espago das sequéncias u =

(u1,ug,...) € RN de ntimeros reais satisfazendo

lully =) lunl < 0.

neN
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Observe que || - [|; ¢ homogéneo, pois
[sully = [s]llullx,

Em particular, temos su € ¢!, para todo real s € R.
Agora, se u,v € ¢!, segue que

lu+ vl =D ftn +val Y (lnl + [oal) =D Jun] + > ol = lJully + [Jo]l1-
neN neN neN neN

Isso mostra, em particular, que se u,v € ¢*, entdo u+ v € £*.
Dessa forma, vemos que ¢! é um espaco vetorial.

EXEMPLO 1.10 (Espago ¢, p > 0). Mais geralmente, o espago ¥ = (P(R), para
p > 0, é o espago das sequéncias u = (uy, us, ...) € RN de niimeros reais satisfazendo

1/p
[ull, = (Z |un\p> < o0.

neN

Observe que || - ||, ¢ homogéneo, pois
Isullp = [s]lull,

Em particular, temos su € ¢P, para todo real s € R.
Agora, se u,v € (P, segue, da desigualdade

(a+b)? < (2max{a,b})’ = 2P max{a?, 0P} < 2P(a” +0”), Va,b>0, Vp >0,
que
lu+ ol < 27 ([lully + [lvll}) .
portanto
-l < 2 (fulp + [lo]2) "

Isso mostra, em particular, que se u,v € P, entao u + v € (P. Dessa forma, vemos
que /P & um espago vetorial.

EXEMPLO 1.11 (Espago £°°). Para completar, temos o espago ¢>° = (>*(R), que é
o espaco das sequéncias u = (uy, us, ...) € RY de ntimeros reais satisfazendo

l|t]|co = sup |u,| < oo.
neN

Deixamos para o leitor os detalhes da verificacao de que isso forma um espago vetorial.
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EXEMPLO 1.12 (Polinémios). O espago
Qbﬂ({n)[x] ={ap+ a1z + -+ a,z™; ag,...,a, € K}

dos polindémios de grau no maximo n € N em uma variavel x sobre um corpo K e
com coeficientes no corpo K é um espaco vetorial munido das operacoes de adicao e
multiplicagao por escalar dadas respectivamente por

(p+q)(z) =p(x) + q(z) = (ap + @z + - - + anx™) + (bo + brx + - - - + bpa™)
= (ap + bo) + (a1 + b))z + - - + (an + by)a™

(Ap)(z) = Ap(x) = Maog + a1z + - - + a,x") = Aag + Aagz + - - - + Aa,a”
Analogamente, o espago
Pxlz] = {ag + a1x + - -+ + a2 ag,...,a, € K, n €N}

de polinémios de grau qualquer também é um espago vetorial quando munido da
mesma operacao de multiplicacao por escalar e com a adicao feita de maneira anéloga,
mesmo com polindmios de diferentes graus, apenas somando os monémios de mesmo
grau e acrescentando os monomios que estao presentes em apenas um dos polinémios,
que é equivalente a completar com coeficientes nulos os mondémios que estao em um
polindbmio e nao estao em outros.

EXEMPLO 1.13 (Polinémios em varias variaveis). O espago

(n) _ i1 7
P [T, T] = iy ,ooiig TL Tty iy, € K

i1yeeyim=0,...,n

dos polinémios de grau no méximo n € N em varias variaveis x1,...,x,, sobre um
mesmo corpo K e com coeficientes no proprio corpo K é um espago vetorial munido
das operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar dadas respectivamente por

(p+a)(z) = pla)ra(e) = Y anataint > byt el

150 =0,...0 i1yerim=0,...,0

7 i
= E (g ooy, + biy, i )T

Ap)(@) =Ap(x) =X D a g ain = > Aag iy

1 seerim=0,...,0 1yerrim=0,...0
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Analogamente, o espaco

Pr[r1, .. Tm] = U 95]12")[:61, -
neN
de polindémios, em varias varidveis, de grau qualquer também ¢é um espago vetorial
quando munido da mesma operacao de multiplicacao por escalar e com a adigao feita
de maneira analoga.

EXEMPLO 1.14 (Espaco de fungoes teste). Um importante espago vetorial de fun-
goes é o espago de fungoes teste D() = B(N), dado pelas fungoes reais definidas
em um dominio  C R?, d € N, que sdo infinitas vezes continuamente diferenciaveis
e de suporte compacto, i.e. tais que existe um compacto K C €2, tal que a funcao se
anula no complementar Q\ K. Da mesma forma, temos os espacos 6%(Q2), k € N, das
funcoes k vezes diferenciaveis e de suporte compacto e o espago 6.(€2) das fungoes
continuas de suporte compacto.

EXEMPLO 1.15 (espago de Schwartz). Um outro espa¢o que também serve de
funcgoes teste é o espago de Schwartz

S(RY) = {f € 8*°(RY); Va, B € N, sup [|x*(DPf)(x)||ge < oo} ,

x€R?
onde d € N, x* = (2f",...,25%) e DPf = (001 f,..., 004 f), para o = (a1, ..., qq) €

) Tq
Nte B = (B1,...,B4) € N& Este é o espaco das fungoes teste com decaimento
super-polinomial das fun¢oes e das suas derivadas. A versao com valores complexos,

importante na teoria de transformadas de Fourier (veja Exemplo 1.12), é dada por
S(8%,C) = { 7 € €X(R%,C): Yo p € N, sup [x(DAN))e < 0}
xeRd

EXEMPLO 1.16 (Matrizes). O espaco K™*" das matrizes m X n, i.e. m linhas e n
colunas, onde m,n € N, também ¢é um espaco vetorial munido das operagoes realiza-
das “coeficiente a coeficiente”, i.e. se A = (aij)i=1,...mj=1,..ns B = (bij)i=1, mj=1,..n
e A € K, entao

A+ B = (ajj+bij)i=1,..mj=1,.n,  AA = (A@ij)i=1,.m,j=1,..n-
Uma matriz m X n pode ser representada da seguinte forma

a;i; a2 -+ Qp
ag1 Q22 - A2n

Am1 Gm2  ° Qmp
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O elemento neutro da adi¢cao matricial é a matriz nula O = (0)2721] ~" em que todos os
seus coeficientes sao nulos. Para explicitar as dimensoes, podemos escrever O = 0, ,,,
para indicar a matriz nula m X n.

As matrizes ainda tém uma outra operacao que é a de multiplica¢ao matricial. Da-
das duas matrizes A € K™*P e B = KP*" com o nimero de colunas de A coincidindo
com o numero de linhas de B, podemos formar uma nova matriz AB € K"*" mul-
tiplicando apropriadamente os seus coeficientes. De fato, se A = (a;;)i=1,..m j=1,.p €
B = (bij)izl,...,p,jzl,...,n7 entdao AB = (Cij)izl,...,m,jzl,...,n ¢é definida por

Cij = Z aikbkj.
k=1,....n
Cada linha 7 de A é multiplicada, coeficiente a coeficiente, por cada coluna j de B, e
os produtos sao somados entre si, para gerar o elemento ¢;; de AB. Analogamente,
podemos multiplicar uma matriz A = (a;;)i=1, .. m,j=1,..., PO um vetor u = (x;);=1,
nos dando o vetor Au = (y;)i1,..n, cOm

Yi = Z ATy
Jj=1,...,n
A multiplicagao matriz-vetor Au esta ligada a transformacoes lineares, enquanto que o
produto matriz-matriz esté ligado & composicao de transformacoes lineares, conforme
veremos no Capitulo 4. Uma matriz com propriedades especiais para a multiplicacao
¢ a matriz identidade I = I,, = (045)};—;, onde 0;; ¢ o Delta de Kronecker, definido
por 6;; =1,sei=j,ed;; =0, sei# j. Em representacao matricial,

1 0 --- 0
I1=1,= 0

: - . 0

o --- 0 1

EXEMPLO 1.17 (Polinémios de matrizes quadradas). Analogamente, podemos de-
finir o espacgo

PUA] = {aol + @A + - + a,A™; ag, ... a, € K}

dos polindémios de grau no maximo n € N, com coeficientes em um corpo K, em uma
varidvel matricial A € K™*™ m € N, no corpo K, assim como

Pk[A] = {agl + a; A+ -+ a,A"; ag,...,a, €K, neN}

de polindmios de grau qualquer. Sendo A quadrada, as poténcias A2%,... A
bem definidas e sao, também, matrizes quadradas K™*™.

" estao
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F1GURA 1.2. Trecho de 10ms de um canal de dudio com frequéncia de
amostragem 44,100 Hz, contendo 410 amostras, visualizado como um
grafico do sinal em func¢ao do tempo.

EXEMPLO 1.18. Variedades diferenciaveis 4l sao estruturas que podem ser pen-
sadas localmente como um espago vetorial [3|. A variedade em si ndo é um espago
vetorial, mas, em cada ponto p € Jl, podemos definir um espaco tangente T,,Jl. Este,
sim, é um espago vetorial. O conjunto T/l de todos os espagos tangentes é o chamado
fibrado tangente de J.

EXEMPLO 1.19 (Registro de dudio). Em processamento de sinais digitais de dudio,
cada canal é registrado como um (longo) vetor, cujo tamanho depende do tempo de
gravacao e da frequéncia de amostragem (sampling) (veja Figura 1.2). Uma frequéncia
comum ¢é a de 44,100Hz, ou seja, 44,100 registros a cada segundo, contendo uma
medida do nivel de pressao actstica a cada registro. A variagao desse nivel ao longo
do tempo é refletida em diversas elementos musicais, como altura, dindmica e timbre.
Essa frequéncia de amostragem é capaz de resolver todas as frequéncias audiveis pelos
seres humanos, que vao de algo da ordem de 20 Hz a 20,000 Hz, evitando o efeito de
aliasing, em que uma frequéncia mais alta é confundida com uma mais baixa, por falta
de amostragem adequada (procure pelo Teorema de Nyquist-Shannon, que garante
que cada frequéncia de amostragem de f Hz é capaz de registrar todas as frequéncias
abaixo de (f/2) Hz). Teoricamente, podemos considerer esse sinal como um vetor em
R™ para n = 44,100 para cada segundo gravado. Porém, o computador nao é capaz
de armazenar um conjunto ilimitado de ntmeros reais. Cada amostra é armazenada,
entao, com um certo numero de bits, tipicamente 16 ou 24 bits. Em cima disso,
usa-se, ainda, técnicas de compressao de dados, para reduzir o tamanho do arquivo
de dudio. De qualquer maneira, a idealizacao do registro de audio como um vetor em
um espaco R™ é extremamente 10til na andlise de sinais de dudio. O processamento
de &udio, como a analise e ajuste do espectro de frequéncias, pode ser visto como
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transformacoes nesses espacos, como a transformada discreta de Fourier, que veremos
posteriormente. Além de vérios outros efeitos em instrumentos musicais, como delay,
reverb e distorgao, assim como os efeitos de resposta de impulso (impulse response),
para a simulagao de timbres de outros instrumentos, amplificadores e ambientes.

EXEMPLO 1.20 (Imagens e videos digitais). Uma imagem digital também pode
ser pensada como um elemento u = (u;jx);jx de um espago vetorial R™*" x R3, com
k = 1,2,3 representando as intensidades de cada cor, digamos em RGB (vermelho,
verde e azul), j = 1,...,n o namero de colunas e i = 1,..., m o namero de linhas de
cada imagem. Videos podem ser pensados como elementos em R™*" x R? x R*, com
k representando o ntimero de quadros registrados ao longo do tempo, que depende
do intervalo de tempo e do nimero de quadros por segundo. O processamento de
imagens e videos pode ser pensado como um conjunto de transformagoes (lineares ou
nao-lineares) nesses espagos.

1.3. Isomorfismo entre espagos vetoriais. Um polinémio de grau 2, com

coeficientes reais, pode ser escrito, de maneira geral, na forma
p(z) = ax® + bx + ¢,
onde a,b,c € R sao arbitrarios. Tudo o que determina esse polindmio sao os coe-
ficientes a,b,c, que formam uma tripla (a,b,c) arbitraria em R3. De certa forma,
um polindémio pode ser representado por um vetor em R3. Inclusive as operacoes de
adicao e multiplicacao por escalar se correspondem, visto que
p1(@) + p2(2) = a13” + b1z + ¢1 + ao” + bax + ¢ = (a1 + a2)a® + (by + ba)z + (€1 + ¢2)
corresponde ao vetor (aj + ag, by + be, ¢ + ¢3) = (a1, b1,¢1) + (az, b, ca) €
Mp(z) = Max® + bx + ¢) = (Aa)z® + (Ab)z + (\¢)

corresponde ao vetor (Aa, Ab, A\c) = A(a, b, ¢). Ou seja, do ponto de vista do conjunto

e da estrutura linear do espaco, os espagos 973]1(5) [z] e R® sao similares. Tudo o que
se pode fazer com adigoes de elementos e multiplicagoes por escalar pode ser feito
em um ou em outro, antes ou depois de fazer essa correspondéncia. Isso pode ser
formalizado com o conceito de isomorfismo.

DEFINIGAO 1.3 (Isomorfismo entre espagos vetoriais). Um isomorfismo entre
espacos vetoriais X e Y sobre o mesmo corpo K é uma bijecao p : X — Y que
preserva o estrutura linear dos espagos, i.e.

plu+v) =pu)+p(v)

p(Au) = Ap(u),
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para u,v € X, X € K quaisquer. Nesse caso, dizemos que X e Y sao espagos
isomorfos entre si.

OBSERVAGAO 1.5. A defini¢ao acima de isomorfismo garante automaticamente
que a inversa ¢! : Y — X também preserva a estrutura linear, de Y para X.
Vale ressaltar, também que as adi¢oes e multiplicagoes por escalar em cada lado das
equacoes acima sao nos seus respectivos espagos.

OBSERVAGAO 1.6. “Isomorfismo” significa “mesma forma”, das raizes gregas “iso”
(igual) e “morphus” (forma). E um conceito pervasivo em matemética, visando classi-
ficar estruturas que tém a mesma forma, e logicamente depende da estrutura do objeto
em estudo. Um isomorfismo entre conjuntos basta ser uma bijecao, pois apenas 0s
objetos contam. Um isomorfirmo entre espagos topolégicos deve ser uma bijecao con-
tinua, que é a esséncia do conceito de topologia. Um isomorfismo entre grupos deve
preservar a operacao de multiplicac¢ao (ou adi¢ao ou seja la qual for a operagao binaria
do grupo). E assim por diante. No caso de espagos vetoriais, é a linearidade que deve
ser preservada.

EXEMPLO 1.21. No caso dos polinémios de grau até dois, a funcao ax?® +bx +c
(a,b,¢) é um isomorfismo entre P [z] e R3.

EXEMPLO 1.22. No caso de uma matriz

a b 2x2
(c d)ER ’

um isomorfismo com R* é obtido levando a matriz com esses coeficientes no vetor

(a,b,c,d) € R

EXEMPLO 1.23. Caso tenhamos dois espacos da forma X = R" e Y = R™, entao
R™ x R™ nao ¢ exatamente o mesmo que R"™ mas os espacos sao trivialmente
isomorfos e sao, muitas vezes, tratados indistintamente. No primeiro caso, temos
v € X xY da forma v = (u,w) onde u = (z1,...,2,) e W = (y1,...,Ym), de
maneira que
v=_(21,-- %), W1, Ym)),
enquanto que v € R"™™ tem a forma

V= (215 Zn, Zntls -« s Znim)s
mas ¢é claro que podemos fazer o isomorfismo

(1, ), Y1y ey Um)) > (1, o Ty Yty e e ey Ui )

Exemplos naturais em que se considera R" x R™ ao invés de R™™™ aparecem em
mecanica e em muitos outros problemas. Por exemplo, o estado cinemético de uma
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tinica particula se movendo no espago ¢ dado pelo par ordenado (x,v) € R?xR3, onde
x = (21,9, x3) indica a posi¢ao da particula e v = (v, v9,v3) indica a velocidade
da particula. O movimento de n particulas se escreve em um espaco R3" x R3",
com n vetores posicao e n vetores velocidade. Em mecanica Lagrangiana, usamos
q € R¥ para as coordenadas generalizadas de um sistema de particulas, incluindo
possivelmente alguma restricdo, e p € R* para os momentos generalizados, formando
o par (p,q) € R* x R*. Em estudos de sensibilidade nas condigoes iniciais xo de um
sistema t — x(t;x0) com x(t; %) € R", é comum considerarmos o sistema estendido
envolvendo o estado x(;x0) € U = R" do sistema no instante ¢ junto com a evolugao
da diferencial Dy x(t;x%9) € R™ "™ nos dando um sistema em R" x R™" que é
isomorfo a R™™* . Caso o sistema dependa de parametros p € R* e queiramos estudar
a sensibilidade de z(; xo, p) também nos parametros, devemos incluir as diferenciais
(Dx,x(t; %0, P), Dpx(t; X0, p)) € R™" x R™** nos dando um sistema em R" x R™*™ x
]RnXk.

EXEMPLO 1.24 (Complexificacao dos reais). A complexificagdo R de R", n € N,
¢ isofomorfo ao espago C". Verifique isso no Exercicio 4.7.

EXEMPLO 1.25 (Matrizes em blocos). De maneira analoga a feita no Exemplo 1.23,

podemos separar uma matriz R™*™ em blocos R(m1tm2)xn — Rmixn s Rmaxn oy
Rm*(mtn2) — RmXm 5 R™XM2 ou mais geralmente, R(Mitm2)x(mitnz) — (Rmixm
R™*n2) 5 (R™M2%™1 x R™M2%"2) - No primeiro caso, acompanhando a estrutura de linhas,
escrevemos
A= [Ame]
moXn

onde as dimensoes dos blocos de matrizes estao indicadas no subescrito, i.e. A, xn €
mi1Xn moXn
R™>*™ e A, xn € R™2X
No segundo caso, escrevemos

A= [Amxnl AanQ] .
No terceiro caso, escrevemos

A — [Alen1 Am1><n2:| .

Amz Xni Am2 Xn2

Quando as dimensoes sao compativeis, podemos fazer os produtos matriciais bloco

a bloco:
A B]|5|=ac<sp. [g]c bl 3T 3D).
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além de

A B][E] [AE+BF c D]

{C D} M_{CMDF}, A B {E F]_[AC+BE AD + BF]
€

A B||E F| |AE+BG AF +BH
C D| |G H| |CE+DG CF+DH

E claro que essa mesma ideia pode ser generalizada para varios blocos:

Ay Ap - Ay
. A21 A22 e AQk
An Ap - Ay

onde A;; € R™>™ e A € R™™" = Rmttm)x(mttng) o — p 4o 4oy m o=
my+ -+ my.

2. Subespacgo vetorial

Subconjuntos de um espago vetorial que herdam, de certa forma, a estutura linear
tém um papel importante na teoria e ganham um nome especial de subespaco.

2.1. Definigao e exemplos.

DEFINIGAO 2.1 (Subespago). Um subespago vetorial, ou simplesmente um su-
bespaco, de um espaco vetorial X sobre um corpo K é um subconjunto nao-vazio
S C X que € fechado pelas operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar do espaco,
ou seja, tal que

(i) u+v €S, para todo u,v € S;
(1) A € S, para todo A € K e todo u € S;

Caso S seja diferente de X, ou seja, caso S esteja estritamente contido em X, dizemos
que S € um subespacgo proprio de X e escrevemos, mais precisamente, S ; X. Caso
S = {0}, dizemos que S é o subespaco trivial de X.

OBSERVACAO 2.1. Gracas as propriedades de invariancia, um subespaco herda do
espaco todo as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar de tal forma que o
proprio subespaco se torna um espaco vetorial. Observe que escolhendo um vetor
v € S qualquer (estamos assumindo que um subespago é nao-vazio) e tomando A = 0
em K, temos que o vetor nulo Ov = 0 pertence a S. Portanto, temos, naturalmente,

que {0} C S CV.
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z

x u—+v

FiGUurA 2.1. Exemplos de subespacos: S;, de dimensao um, e Sy, de
dimensao 2, com as ilustragoes de serem invariantes por multiplicacao
por escalar e adicao.

OBSERVACAO 2.2. Em termos de notagao, vamos usar, com frequéncia, os simbolos
U, V,W.,S, ... para denotar subespacos vetoriais.

EXEMPLO 2.1 (Planos no espago). Um plano P = {(z,y, z) € R3; ax + by +cz =
d}, onde a,b,c,d € R, é um subespago vetorial de R se, e somente se, d = 0, ou seja,
se, e somente se, P passa pela origem. De fato, se u; = (z1,y1,21) e ug = (22, Y2, 22)
sao elementos de P, entao

w +uy = (21 + 22, 41 + Yo, 21 + 22),

ou seja, uy + ug = (x,y, z) com x =11+ To, Yy =Y1 + Y2 € 2 = 21 + 25. Dessa forma,
com

ax + by + cz = a(xy + x2) + b(yr + y2) + c(z1 + 22)
:ax1+by1+czl+ax2+by2+cz2:d+d=2d.

Portanto, u; + u; € P se, e somente se, 2d = d, ou seja, se, e somente se d = 0. Por
outro lado, se u = (z,y,2) € P e A\ € R arbitrario, entdo Au = (Az, Ay, Az). Temos,

a(Az) + b(\y) + c(Az) = Maz + by + cz) = Ad,

de modo que Au € P se, e somente se, \d = d, portanto se, e somente se, d = 0. Com
isso, concluimos que P é subespaco se, e somente se, d = 0.
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EXEMPLO 2.2 (Subespagos de Polinémios). O conjunto E’]‘ﬂén) [z] de polinomios de

grau até n é subespaco de 93]1({”) [z], para m > n, além de ser subespago do espago
Prx| dos polindmios de grau arbitrario. Considerando x € R, esses espagos também
podem ser visto como subespagos do espago 6(R) das fungoes continuas em R, entre
outros.

EXEMPLO 2.3 (Subespagos de fungoes teste). As fungdes teste mencionadas no
Exemplo 1.14 e no Exemplo 1.15 podem ser ordenadas em subespacos da seguinte
forma

D(RY) C S(RY),
assim como

D(Q2) = 6°(2) C € () C G().

EXEMPLO 2.4 (Matrizes com trago nulo). Dada uma matriz quadrada A =
(aij)ii=; em R™" n € N, a trago tr(A) de A ¢ o somatério dos elementos da di-
agonal de A, i.e.

tr(A) =ay+ -+ apn-
O conjunto
S ={A e R tr(A) =0}

das matrizes de traco nulo é um subespago de R™*™.

OBSERVAGAO 2.3 (Matriz transposta). Para os proximos dois exemplos, lembra-
mos que, dada uma matriz A = (a;;); ;2" em R™" m,n € N, a transposta A"
de A ¢ a matriz A" = (a;;); 2]~ obtida trocando-se as linhas pelas colunas, i.e.

i,5=1

a;j = aj, 1 =1,...,m,j=1,...,n. Mais explicitamente,
aix aiz2 -+ QAip ailz Aag1 - Qml
ag1 Q22 -+  A2p a2 Ag2 -+ Qm2

A=| " T 1. A=
Am1 Am2 - Amn A1p A2n - Amn
Por exemplo,

1 2 3 N R

A=, ¢l A"=|25

3 6

EXEMPLO 2.5 (Matrizes simétricas). No caso de matrizes reais quadradas, a ma-
triz e a sua transposta tém as mesmas dimensoes e pertencem ao mesmo espaco,
podendo ser comparadas entre si. Nesse caso, temos o conjunto

S ={A R A" = A}
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das matrizes simétricas, que é um subespago de R™*"™.
EXEMPLO 2.6 (Matrizes anti-simétricas). Da mesma forma, o conjunto
A={A e RV A" = —A}

das matrizes anti-simétricas também é um subespago de R"*". Em termos dos com-

ponentes, sendo A = (aij)?jzl em R™ ™ anti-simétrica, com n € N, temos a;; = —a;;,
para todo 1 < 7,7 < n. Em particular, temos a; = —a;;, ou seja, a; = 0, para
1=1,...,n. Com isso, o traco da matriz também é nulo,

A:a11—|—~~-—|—am20+~~+0:0, VAGA

OBSERVAGAO 2.4 (Matriz conjugada-transposta ou transposta hermitiana). Nos
. , . . i:m’j:n

complexos, podemos considerar, também, a transposta de uma matriz A = (ag;); ;2
C™*™ mas, nesse caso, a definicao mais 1util ¢ a de matriz conjugada-transposta,

S

ou transposta hermitiana, dada por A™ = (@j;);"/~". Mais explicitamente,
aip Q2 - Qip a1 G21 - Qml
G21 Qg2 -+ Q2p Q12 G2 -+ Am2
A= | T B A
Am1 Gm2 = Qmp m a_2n o Qmn
Por exemplo,
Ca 1—1 4
1417 2 3 . )
A= ; i AT = —2i —b5i
4 51 6—1 :
3 6+1

Outras notacoes usuais sao A", A# AT e muito frequentemente, A*, mas, neste
texto, vamos reservar o asterisco para operadores.

EXEMPLO 2.7 (Matrizes hermitianas e anti-hermitianas). No caso de matrizes
complexas quadradas, a matriz e a sua conjugada-transposta pertencem ao mesmo
espago e podem ser comparadas entre si. Nesse caso, os conjuntos

H={AcC™; A" =A}
das matrizes hermitianas e

A={AcC™ A"=—-A}
das matrizes anti-hermitianas sao subespagos de C"*".

A partir de subespagos vetoriais dados, podemos formar um novo subespaco, dado
pela intersecao entre os subespacos dados.
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EXEMPLO 2.8 (Intersecao de subespagos). Dados dois subespagos S;, Sy de um
mesmo espagco vetorial X, é facil verificar que S1N.S; também é subespaco. Da mesma
forma, se S, ..., S, sao subespacgos, onde k € K, entao S; N --- NS, também é.

2.2. Combinagao linear. Como vimos, a esséncia de um espagco vetorial sao as
operacoes de adicao e multiplicacao por escalar. Qual é o minimo que podemos fazer
com isso? Combinacoes lineares!

DEFINICAO 2.2 (Combinagao linear). Seja X um espaco vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um elemento u € X é uma combinacao linear de elementos
Vi,...,v, € X, n €N, quando

Uu=2xVy+...+2T,Vp,
para alguma combinacao x1, ..., x, € K de elementos do corpo.

EXEMPLO 2.9 (Combinagdo em espagos Euclidianos). O vetor u = (1, 2) pode ser
escrito como as seguintes combinacoes lineares

(2,5) =2(1,0) +5(0,1),

(2,5) = (2,0) +(0,5),

(2,5) = 2(1,1) + 3(0, 1),

(2,5) = (1,0) + (1,1) + 2(0,2),
(2,5) = %(4, 10).

EXEMPLO 2.10 (Combinagao de monomios). Um polinémio de grau n em R é
combinacao linear de {1,z,...,2"}.

EXEMPLO 2.11 (Combinagao senoidal). Uma funcao senoidal z(t) = cos(6 + wt)
com fase 6 arbitraria e frequéncia w dada pode ser escrita como combinacao linear
de um seno e um cosseno com mesma frequéncia e sem mudanga de fase:

cos(0 + wt) = Ay cos(wt) + Bgsen(wt),

onde
Ay =cosll, By= —senb,

que segue da formula cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b), com a = 6 e b = wt.

As operagoes de adicao e multiplicagdo por escalar entre elementos do espaco
vetorial X e do corpo K associado pode ser estendida a subconjuntos de X e de K:
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DEFINICAO 2.3 (Combinagao linear de conjuntos). Seja X um espago vetorial
sobre um corpo K. Dados conjuntos A,B C X e A C K, além de elementos v € X e
A € K, podemos definir os conjuntos

A+B={u€e X;Jac A dbe B, u=a+b},
v+A={ue X;Jdac A u=v+a},
A ={ue X; dJac A, I\ € A, u=)a},
M ={ue X; Jac A, u= )},

Av={ue X; INe A, u= v}

EXEMPLO 2.12 (Paralelogramo). Um paralelogramo 02 com vértices A, B, C, D
no plano, onde o lado AB é semelhante a C'D e o lado AC é semelhante a BD pode
ser escrito como a seguinte soma de conjuntos, no espaco vetorial R?:

00 = {OA,0B,0C,0D} = OA + {00, AB} + {00, AC}

onde O representa a origem no plano, correspondendo a vetor nulo 0 = O@ no
espago vetorial. Em relagdo & notagao, observe que se P = (x,y) é um ponto no

plano zy com coordenadas (z,y), entao interpretamos OP = (z,y) como um vetor no
espaco vetorial R?, enquanto que OP indica o segmento de reta, no plano, que liga a
origem do plano ao ponto P. Aqui, usamos R? para representar apenas o conjunto de
pontos no plano xy, sem estrutura algébrica, como o espago vetorial obtido a partir
dele, juntando as operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar. Em alguns textos,
héa uma notacao diferente para o espaco vetorial, como E", reservando R™ para o
conjunto. Nao vamos fazer essa distin¢ao aqui, mas é importante saber que sao dois
objetos matematicos diferentes.

EXEMPLO 2.13 (Interior de um paralelogramo). No exemplo Exemplo 2.12, a
regiao () delimitada pelo paralelogramo 0€) pode ser escrita como

Q= OA + {00, AB} + {MAC; 0 < A< 1} = OA + {00, AB} + [0, 1]{AC?}

2.3. Subespacgo gerado e conjunto gerador. O conjunto formado por todas
as combinagoes lineares de determinados vetores tem a propriedade de qualquer com-
binagao linear de seus vetores continuar no proprio conjunto. Ou seja, ele é um
subespaco vetorial. Esse é um tipo de subespago muito importante, que aparece de
diversas formas e leva um nome especial.
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DEFINICAO 2.4 (Subespago gerado e conjuntos geradores). Seja X um espago
vetorial sobre um corpo K e sejam vy,..., vy € X, k € N. O subespaco gerado por
esses vetores € o conjunto formado por todas as combinacoes lineares desse vetores e
¢ denotado por span{vy,...,vi}, i.e.

span{vy,...,vi} =4{v € X; Jrq,... 2, € K tais que v=11vi + ... + 2,V }.
Por outro lado, dizemos que {vy,...,vi} gera ou é um conjunto gerador de um
subespago S C X quando S = span{vy,..., vy}
Mais geralmente, o subespago gerado por um subconjunto A C X de X € o conjunto
de todas as combinacoes lineares de A, i.e.
span(A) ={v e X; Ine N, Jzy,...,x, € K,
vy, ..., vy, € A tais que v =11v] + ... + T,V }.
Da mesma forma, um subconjunto A C X € gera ou é dito um conjunto gerador

de um subespago S C X quando S = span(A).

OBSERVAGAO 2.5. Dado um subconjunto B C X de um espago vetorial X e um
subconjunto A tal que todo elemento de B pode ser escrito como combinagao linear
de elementos de A, isso ndo quer dizer que B = span(A4). O maximo que podemos
afirmar nesse caso ¢ a inclusdo B C span(A). Para que B = span(A), precisamos ter
que todas as combinagoes lineares de A estejam em B. Por exemplo, a bola unitaria
B = {(x,y) € R? 2% +y* < 1} esta contida no espago gerado span{(1,0), (0,1)}, que
é todo o R2.

EXEMPLO 2.14 (geradores de R?). Qualquer vetor (z,y) € R? pode ser escrito em
termos de um niumero finito de vetores, de varias formas:

(z,y) = x(1,0) +y(0, 1),
= (1, 1) + (y — 2)(0,1),
= (z+y)(1,1) —y(1,0) — =(0,1)
= 2(1,1) +0(1,0) + (y — 2)(0, 1)
=y(1,1) + (z —y)(1,0) +0(0, 1

)

ou seja,

R? = span{(1,0), (0,1)} = span{(1,1),(0,1)}
= span{(1,1),(1,0),(0,1)} = span{(2,3), (3,2)}.
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EXEMPLO 2.15 (Senoidal). Fixado w # 0, temos, para A, € R quaisquer,
Acos(f + wt) = Acos B cos(wt) — Asen sen(wt).
Além disso, dados a,b € R, definindo A por
A= Va2 + 12,

g () (5) -

de maneira que existe um tnico  tal que

vemos que

~1<

SRS

a=cosf, b= —senb.
Com isso,
a cos(wt) + bsen(wt) = A cosf cos(wt) — Asenfsen(wt) = Acos(d + wt).

Ou seja,
Sw = {Acos(0 +wt), A, 0 € R} = span{cos(wt),sen(wt)}.

EXEMPLO 2.16 (Senoidal com amplitude fixa). No contexto do Exemplo 2.15, se
considerarmos apenas w, com amplitude constante A = 1, por exemplo, nao temos o
espago gerado todo, ou seja, temos apenas a inclusao

{cos(f + wt), 6 € R} C span{cos(wt), sen(wt)},
sendo que {cos(f + wt), 6 € R} é subconjunto que ndo é um subespaco.
EXEMPLO 2.17 (Polinémios). Dado n, temos
9511(5) (2] = {p(x) = ap + a1z + - - + a,2™; aqg,...,a, € R} =span{l,z,..., 2"},
a0 passo que, permitindo que n varie,
Prlz] = {p(z) = ap + @12 + - - - + a,2"; n € N, ay, ..., a, € R} =span(A),

onde

A={lz2". Y= |J {«"}

neZ,n>0
A combinacao linear de subespagos vetoriais também da um subespaco vetorial.

EXEMPLO 2.18 (Soma de subespagos). Dados dois subespagos S, Sz de um mesmo
espago vetorial X, é facil verificar que 57+ .5, também é subespaco. Da mesma forma,
se S1,..., S sao subespagos, onde k € K, entao Sy + - - - + S, também é.
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3. Espago quociente a um subespago

Dado um subespaco vetorial S de um espago vetorial X sobre um corpo K, temos
associado a ele uma relacao de equivaléncia entre vetores cuja diferenca esta no su-
bespago 5, gerando uma familia de subespagos afim. Essa familia herda, de maneira
natural, as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar, formando um espago ve-
torial. Esse estrutura pode ser explorada para esclarecer e para simplificar diversas
construgoes que veremos posteriormente.

3.1. Classe de equivaléncia moédulo um subespago. Dado um subespaco
vetorial S de um espacgo vetorial X sobre um corpo K, temos associado a ele uma
relagao de equivaléncia entre vetores u,v € X dada por

u~v & u—ves.
Essa relagao de equivaléncia também é denotada na forma
u=v modS,

indicando, mais explicitamente, que u e v sao congruentes modulo S.

O fato disso ser uma relacao de equivaléncia nos permite decompor o espago
na uniao disjunta das classes de equivaléncia. Uma classe de equivaléncia ¢ um
conjunto A C X tal que

(i) A & nao vazio;
(ii) Se u,v € A, entdo u ~ v, ou seja, todos os elementos da classe sdo equiva-
lentes entre si; e

(ili) Seu € Aev € X sdo tais que u ~ v, entdo v € A, ou seja, A contém todos

os elementos equivalentes da classe.

Denotamos uma classe de equivaléncia pelo simbolo [-]. Mais precisamente, dado
um certo elemento u € X, denotamos o conjunto de todos os elementos equivalentes
a u por

[u] ={v e X; v~u}l.
Observe que podemos escrever
[ul={v; veul={vi w=v—-ueS}={ut+w;, weS}=u+68.

3.2. Espaco quociente. Um fato fundamental de relagoes de equivaléncia é o
de que duas classes de equivaléncia ou sao disjuntas ou sao iguais. Por conta disso,
para quaisquer dois vetores u e v na mesma classe de equivaléncia, i.e. u ~ v, temos
u—v e S, de modo que

[ul =u+S=v+(u—-v)+S=v+5=][v],
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Isso nos permite operar nas classes de equivaléncia através de seus representantes,
sem que certas operacoes dependam do representante: podemos somar duas classes
de equivaléncia [u;] e [uy] para obter a classe de equivaléncia [u; + uy]; e podemos
multiplicar uma das classes por A para obter [Au].

Assim, temos um espago quociente, denotado por X/S, formado pelo conjunto
das classes de equivaléncia, de tal forma que as operacoes de adicao de vetores e
multiplica¢ao por escalar em X se estendem naturalmente a X/S:

DEFINIGAO 3.1 (Espago quociente). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K e seja S C X um subespago vetorial de X. Entao o espago quociente de X por S,
denotado por X /S, € o conjunto das classes de equivaléncia de ~, que € um conjunto
de subconjuntos de X dado por

X/S ={W C X;W € uma classe de equivaléncia modulo S’}
={WCX;JueX W=][u]}
={[u]; uwe X}
={u+S;ue X},

munido das operagoes de adi¢cao e multiplicagao por escalar definidas por

[w] + [us] = [u + us]

A7 [u] = [M].

OBSERVACAO 3.1. Observe que a classe de equivaléncia modulo um subespago S
é o conjunto dos subespacgos afim de S.

OBSERVAGAO 3.2. Levando em consideragao a representacao [ul] = u+S, a adigao
em X/S pode ser escrita como

[wi] + [us] = (wi +5) + (uz + 5) = wi +uy +
e a multiplicagao como
A u=A" (u+S) =X u+S.

Observe que, quando A # 0, entao podemos escrever a multiplicagao por escalar em
X/S como multiplicagdo em conjuntos:

AT ul = u+ S = u+AS = u+S)=A[u],

mas quando A = 0, isso nao é possivel, caso contrario o resultado seria o espago
trivial {0} ao invés do subespago S. Mas sempre podemos corrigir isso adicionando
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o elemento neutro [0 da adi¢do, de modo que podemos fazer essa aritmética das
classes via subespagos afim e soma de conjuntos, por exemplo

0" [u] =0[u] +[0] =0(u+S)+S=0+S=][0].
4. Aplicagoes

4.1. Representacao computacional de matrizes especiais. Na Secao 1.5,
vimos algumas matrizes quadradas especiais, como matrizes simétricas e matrizes
diagonais. Como dito, essas formas especiais podem ser exploradas em pacotes com-
putacionais para economizar espago de memoria e para acelerar certos calculos nu-
méricos, tanto as operacgoes essenciais de multiplicacao por escalar e adigao, como
multiplica¢ao (composigao) de matrizes e diversos tipos de fatoracao.

Abaixo, por exemplo, uma lista de alguns tipos especiais de matrizes, definidos
no pacote padrao LinearAlgebra. jl da linguagem de programacao Julia:

Bidiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix({T}
Diagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Tridiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Hermitian{T, S<:AbstractMatrix{<:T}} <: AbstractMatrix{T}
Symmetric{T, S<:AbstractMatrix{<:T}} <: AbstractMatrix{T}
SymTridiagonal{T, V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
UpperHessenberg{T, S<:AbstractMatrix{T}} <: AbstractMatrix{T}

Por exemplo, a matriz diagonal guarda apenas um vetor com os elementos da
diagonal, o que pode ser visto através da sua estrutura:

struct Diagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
diag::V

function Diagonal({T,V} (diag) where {T,V<:AbstractVector{T}}
require_one_based_indexing (diag)
new{T,V} (diag)
end
end

Por sua vez, a matriz tridiagonal simétrica guarda, na memoria, apenas dois
vetores, um para diagonal e outra para a superdiagonal, que serve também para a
subdiagonal. Isso pode ser visto através da sua estrutura (omitindo o construtor
interno, para melhor visualizacdo):


https://docs.julialang.org/en/v1/stdlib/LinearAlgebra/
https://julialang.org
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struct SymTridiagonal{T, V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
dv::V # diagonal
ev::V # superdiagonal

end

Podemos criar uma matriz tridiagonal simétrica fornecendo esses dois vetores:

julia> SymTridiagonal([1l, 2, 3, 41, [5, 6, 71)
4x4 SymTridiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 5
5 2 6
6 3 7
7 4

Algumas estruturas guardam um espago a mais para a alocacao temporaria de
varidveis necessarias para certas operacoes, ganhando eficiéncia nos calculos, como a
estrutura para matriz tridiagonal, que guarda um vetor para pivoteamento na decom-
posigao LU (que veremos posteriormente):

struct Tridiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}

dl::v # sub-diagonal

d::Vv # diagonal

du::v # sup-diagonal

duz::Vv # supsup-diagonal for pivoting in LU

end
Abaixo alguns outros exemplos de construcao de matrizes especiais.

julia> Diagonal ([l 2; 3 4]
2x2 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1

4

julia> Diagonal ([1, 2, 3]
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1

2 .
3
julia> Bidiagonal (ones (Int, 4, 4), :0U)
4x4 Bidiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 1
1 1

1 1
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julia> Tridiagonal([21, 32, 431, [11, 22, 33, 441, [12, 23, 341)
4x4 Tridiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
11 12
21 22 23
32 33 34
43 44

julia> Symmetric ([l 2; 3 4]
2x2 Symmetric{Int64, Matrix{Int64}}:
1 2

2 4

julia> Symmetric ([l + 1lim 1 + 2im; 1 + 3im 1 + 4im])
2x2 Symmetric{Complex{Int64}, Matrix{Complex{Int64}}}:
1+41im 142im
1+2im 1+4in

julia> Hermitian([l + l1im 1 + 2im; 1 + 3im 1 + 4im]
2x2 Hermitian{Complex{Int64}, Matrix{Complex{Int64}}}:
1+0im 1+42ir
1-2im 1+40im

julia> UpperHessenberg(reshape (1:25, 5, 5))
5x5 UpperHessenberg{Int64, Base.ReshapedArray{Int64, 2, UnitRange{Int64}, Tuple({
Pr}e
1 6 11 16 21
2 7 12 17 22
8 13 18 23
14 19 24
20 25

Conforme mencionado, essas estruturas podem ser exploradas também para ace-
lerar calculos numéricos. Por exemplo, a seguinte linha define como é a adi¢ao entre
duas matrizes diagonais. Observe que ela simplesmente adiciona os vetores que defi-
nem a diagonal de cada matriz (armazenada no campo diag) e cria uma nova matriz
diagonal com o vetor resultante:

(+) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal (Da.diag + Db.diag)

Isso explicita o fato do conjunto das matrizes diagonais ser um subespaco linear, visto
que a adicao de duas matrizes diagonais gera uma nova matriz diagonal. Idem para
a multiplicacao por escalar:
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(*) (x::Number, D::Diagonal) = Diagonal (x * D.diag)
Vejamos um exemplo:

julia> Da = Diagonal([1l, 2, 3])
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1
2

julia> Db = Diagonal([4, 5, 6]
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
4

5

julia> Da + Db
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
5

9

julia> A\ = 2
2

julia> A\ * Da
3x3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
2

4

julia> @which Da + Db
+(Da::Diagonal, Db::Diagonal)

@ LinearAlgebra /Applications/Julia-1.9.app/Contents/Resources/julia/share/
julia/stdlib/v1.9/LinearAlgebra/src/diagonal.jl:184

(==) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Da.diag == Db.diag

(=) (A::Diagonal) = Diagonal (-A.diag)
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O codigo onde essa adi¢ao especial é definda pode ser encontrado através das macros
@which ou @edit

Junto com essa defini¢ao, encontramos varias outras operagoes otimizadas envolvendo
matrizes diagonais:
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(+) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal (Da.diag + Db.diag)
(=) (Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal (Da.diag - Db.diag)

for £ in (:4, :-)
@eval function $f (D::Diagonal, S::Symmetric)
return Symmetric ($f(D, S.data), sym_uplo(S.uplo))
end
@eval function $f (S::Symmetric, D::Diagonal)
return Symmetric ($f(S.data, D), sym_uplo(S.uplo))

end

@eval function $f (D::Diagonal{<:Real}, H::Hermitian)
return Hermitian ($f (D, H.data), sym_uplo(H.uplo))

end

@eval function $f (H::Hermitian, D::Diagonal{<:Real})
return Hermitian ($f(H.data, D), sym_uplo(H.uplo))
end

x::Number, D::Diagonal) = Diagonal (x x= D.diag)

(%) ( ) (

(x) (D::Diagonal, x::Number) = Diagonal (D.diag * x)

(/) (D::Diagonal, x::Number) = Diagonal (D.diag / x)

(\) (x::Number, D::Diagonal) = Diagonal(x \ D.diag)

(") (D::Diagonal, a::Number) = Diagonal (D.diag .~ a)

(") (D::Diagonal, a::Real) = Diagonal (D.diag ." a) # for disambiguation
(") (D::Diagonal, a::Integer) = Diagonal (D.diag .~ a) # for disambiguation

Base.literal pow (::typeof ("), D::Diagonal, valp::Val) =
Diagonal (Base.literal_pow. (", D.diag, valp)) # for speed
Base.literal pow (::typeof ("), D::Diagonal, ::Val{-1}) = inv (D) # for
disambiguation

Para efeito de comparacao, o teste a seguir exibe o tempo de processamento e a
alocacao de memoria para a adi¢ao de duas matrizes diagonais 1000 x 1000 guardadas
de maneira completa, como se fosses matrizes densas, preenchida com zeros fora da
diagonal, e o tempo e a alocagao obtidos explorando a estrutura diagonal. Observe
a imensa diferenca entre os dois tratamentos. Da ordem de 1000 vezes mais rapido e
menos memoria.

julia> using BenchmarkTools
julia> Da = Diagonal (rand(Int, 1000)); Db = Diagonal (rand(Int, 1000)) ;
julia> A = Matrix(Da); B = Matrix(Db); # matrizes completas

julia> typeof (A)
Matrix{Int64} (alias for Array{Int64, 2})

julia> typeof (Da)
Diagonal{Int64, Vector{Inté64}}
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julia> @btime (+) (S$A, $B);

304.042 ps (2 allocations: 7.63 MiB)

julia> @btime (+) ($Da, $Db);

231.436 ns (1 allocation: 7.94 KiB)

Poucas linguagens de programacao exploram tao bem essas estruturas. Julia é
um caso particular. Além das estruturas acima, diversas outras matrizes especiais
sao definidas e otimizadas em outros pacotes.

Exercicios

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

Considere o conjunto
X = {u = (r,cos(r)) € R* r € R}

munido das operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalar em R definidas
por

(r1,cos(ry)) + (1o, cos(rs)) = (r1 + 19, cos(ry + 12)),
A(r, cos(r)) = (Ar, cos(Ar)).

Verifique se X é um espaco vetorial sobre R ou nao. Justifique.

Sejam u, v, w vetores em um espaco vetorial. Demonstre, passo a passo, que
se u+w = v + w, entao u = v, indicando qual axioma de espago vetorial
estd sendo usado em cada passo.

Seja n € N e v um vetor em um espaco vetorial sobre o corpo R. Demonstre
que nv = v + --- + v, n vezes, indicando, passo a passo, qual axioma de
espaco vetorial esta sendo usado.

Considere o conjunto R? munido da multiplicagio por escalar A(x,y) =
(Ax, \y) usual, mas com a adigao definida por

(z1,91) © (T2, 42) = (71 + Yo, T2 + y1).

Verifique quais axiomas de espaco vetorial continuam validos e quais nao sao.
Considere o conjunto R? munido da multiplicagio por escalar A(x,y) =
(Ax, \y) usual, mas com a adigao definida pelo valor médio

r1 + To 2/1+ZJ2>

2 72
Verifique quais axiomas de espago vetorial continuam validos e quais nao sao.

Verifique que o espago complexificado definido no Exemplo 1.8 é, de fato, um
espaco vetorial complexo e identifique o elemento neutro da adicao.

(z1, 1) ® (22, 72) = (
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4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.
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Conforme indicado na Exemplo 1.24, mostre que o espago complexificado R
de R, n € N, é isomorfo a C".
Seja X um espago vetorial sobre os reais. Prove que
(a) Todo subespago afim de X é convexo.
(b) Se um subespago afim de X é um cone, entao é um subespaco.
(¢) Todo subconjunto convexo de X é um conjunto de formato estrela.
(d) Se C'é um subconjunto convexo de X, uy,...,u, € Ce0<0y,...,60, <
1 com ), 0; =1, para algum n € N, entdo )7, ;u; € C.
(e) Um subconjunto C' é um cone convexo nao vazio simétrico (i.e. u €
C' = —u € O) se, e somente se, &€ um subespago.
Considerando os objetos abaixo como subconjuntos de um espago vetorial
sobre os reais, prove que
(a) A uniao arbitraria de subespagos vetoriais pode nao ser um subespago
vetorial;

) A intersec@o arbitraria de cones ¢ um cone;
(e) A unido arbitraria de convexos pode nao ser convexa;
) A intersecao arbitraria de convexos é um convexo;

estrela;
(h) A intersec@o arbitraria de conjuntos de formato estrela pode nao ser de
formato estrela;
Prove que o conjunto C' = {f € €(I,R); [, f(x) dz > 0} € um cone convexo
no espago vetorial X = 6(/,R) sobre R.
Prove que o conjunto de fungdes sub-harmoénicas

C={f € B(QUR); Af >0}

em um dominio €2 C R"”, com n € N, é um cone convexo no espaco ve-
torial 62(2,R) das fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis em ().
Lembrando que Af =92 f+---+ 02 f ¢ o operador laplaciano.

A envoltoria convera de um subconjunto A em um espago vetorial X é o
menor conjunto convexo de X que contém A, ou seja, é um subconjunto
convexo de X que contém A e estd contido em qualquer outro subconjunto
convexo de X que contém A. Prove que todo subconjunto de X possui uma
envoltoria convexa.
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4.14.

4.15.

4.16.
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Seja X um espaco vetorial e seja C C X um cone em X. Prove que C é
convexo se, e somente se, C' é invariante por adicao, i.e. se u,v € C', entao
u—+v e C. O que falta para que C seja um subespaco?

Lembremos que uma relagao de ordem parcial em um conjunto é uma relagao
que é reflexiva (u < u para todo u no conjunto), antisimétrica (u < vev < u
se, e somente se, u = V) e transitiva (u < v e v < w implica em u < w).
Em um espaco vetorial real X, uma relacao de ordem parcial < em X ¢ dita
compativel com a estrutura vetorial quando, para u,v,w € X e A > 0, temos
u—w <v—-—weAu < v, sempre que u < v. Nesse caso, dizemos que
X munido de < é um espaco vetorial com relacao de ordem. Um exemplo é
o espa¢o R™ munido da relagao (xy,...,2,) < (y1,...,Yn) se, e somente se,
r; < y;. Agora, dado um conjunto C' C X em um espago vetorial real X,
defina u < v se, e somente se, v—u € C'. Mostre que essa relagao é uma
relacao de ordem parcial se, e somente se, C' é um cone.

Identifique quais subconjuntos abaixo sao subespagos vetoriais

(a) S={(z,y,2) €R? z+2y+32=4} em X = R?

(b) S={(z,y,z,w) ERY w=22+9*>+ 22+ 1} em X = R%;

(c) S ={p e Prlz]; P(z) =p(z)} em X = Pg[z], com z € R;

(d) §={p € Pelz]; p'(z) =p(z), p(0) =1} em X = Py, com z € R;

(e) S={feB(,R); [,f(x)dr=1} em X = €(I,R), onde I C R & um
intervalo;

f)S={AeC”; A+ A =1}em X = C™, onde A é a matriz
conjugada a A, ou seja, cada coeficiente de A é o complexo conjugado
do coeficiente correspondente em A, e onde I é a matriz identidade.

(g) S={f €BR); JweR, f(x)=sen(wz)+ 1;Vz € R} em X = B(R),
ou seja, é o conjunto das fungdes f(x) = sen(wzx) + 1 para alguma
frequéncia w arbitraria.

Dado um subespaco S de um espaco vetorial X, verifique que a relagao
u~v < u-—vVv E S entre vetores u e v de X é, de fato, uma relagao
de equivaléncia, i.e. satisfaz as propriedades de (i) reflexividade: u ~ u; (ii)
simetria: u ~ v se, e somente se, v ~ u; e (iii) transitividade: u ~ v e
v ~ w implica em u ~ w.






CAPiTULO 2
Base e dimensao

The mighty arms of Atlas hold the heavens from
the earth
— Achilles Last Stand (Presence)
Led Zeppelin, 1976

O conceito de base estabelece a ponte entre a estrutura abstrata de um espago
vetorial e a representacao concreta de seus elementos. Sob essa Otica, objetos de
naturezas distintas (e.g. fungoes de onda em mecanica quantica, quantidades termo-
dindmicas em mecéanica do continuo, perfis de risco em portfélios financeiros, estados
de uma rede epidemiologica, sinais digitais de dudio, vetores de frequéncia seméantica
em linguistica computacional, etc.) podem ser interpretados em trés niveis: como
elementos por si s6, em sua existéncia fenomenologica; como membros de um espago
vetorial, regidos por leis de adigao e multiplicagao por escalar; e, finalmente, como
sequéncias de nameros, quando fixamos uma base. Essa triade permite que a com-
plexidade intrinseca de um objeto possa ser traduzida em dados passiveis de analise
vetorial e algébrica. A dimensdo, por sua vez, é consequéncia direta da construcao
da base e nos da uma noc¢ao do ntimero de graus de liberdade de um espago vetorial,
ou seja, o numero de coordenadas necessarias para representar seus elementos.

1. Dependéncia e independéncia lineares

1.1. Conjuntos linearmente dependentes e linearmente independentes.
Lembremos, agora, a definicao de independéncia linear para um conjunto finito de
vetores.

DEFINIGAO 1.1 (Conjuntos LI e LD). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Um conjunto finito de vetores {vy,...,v,} € X ¢ dito linearmente indepen-
dente, ou simplesmente LI, quando toda combinagao linear satisfazendo

rivi+...+x,v, =0,

47
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onde x1,...,x, € K, € tal que
ry=-"=x,=0.
Caso contrdrio, o conjunto € dito linearmente dependente, ou LD.

OBSERVACAO 1.1. Observe que um conjunto formado por um tnico vetor nao
nulo u é necessariamente linearmente independente, pois o tinico miltiplo dele que é
igual ao vetor nulo é o miltiplo zu obtido com o escalar x = 0. Observe, ainda, que
um conjunto linearmente independente tem todos os seus vetores nao nulos.

OBSERVACAO 1.2. Conferir se um determinado conjunto finito de vetores em um
espaco R™ é linearmente independente ou nao é equivalente a resolucao de um sistema
linear homogéneo. De fato, se {vy,...,v,} C R™, escreva as coordenadas de cada
vetor na forma v; = (vy;,...,Uni), ¢ = 1,...,n. Entao a equagao

$1V1+...+InVnZO

tem a forma
V11 Vin 0
Um1 Umn 0

que também pode ser escrito na forma matricial

V11 - Vin x1 0

Umi " Umn Tn 0

que é equivalente ao sistema

V11T + o+ Vi, = 0,

Um1®1 + *** + UmnTn, = 0.

EXEMPLO 1.1 (Vetores candnicos em R™). Os vetores e; = (1,0) e e; = (0,1)
formam um conjunto linearmente independente em R?. De fato, o sistema associado
a equacao rie; + rsey = 0 é simplesmente x; = 0 e x5 = 0. Mais geralmente, os

vetores canonicos e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) séo
linearmente independentes em R", com o sistema homogéneo associado se tornando
simplesmente z; = 0, j = 1,...,n. Qualquer subconjunto nao-vazio de {ej,...,e,}

também é linearmente independente.



1. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEARES 49

EXEMPLO 1.2 (Fungoes linearmente independentes). Considere duas fungoes com
valores reais f = f(z) e ¢ = g(z) definidas em um intervalo I C R. Podemos
enxergé-las como vetores no espaco vetorial X = R’. O zero aditivo nesse espaco é a
funcao identicamente nula, que também denotamos, com um abuso de notacao, por
0. Suponha que, nesse espaco, A\f + ug = 0, para escalares A\, u € R, o que significa
que

Af(@) + pg(x) =0,

para todo z. Se eles nao forem linearmente independentes, entao existem A,y nao
ambos nulos tais que essa equagao vale para todo z. Se apenas p = 0, entao Af(x) =0
para todo x, o que implica em f(z) = 0 para todo x, ou seja, f = 0. Se apenas A = 0,
deduzimos, da mesma forma, que g = 0. Caso nenhuma das duas fungoes seja nula,
devemos, entao, ter ambos A, i # 0, de modo que g(x) = —(A/u)f(z), ou seja, uma
funcao ¢ um multiplo da outra e vice-versa. Em resumo, duas fungoes sao linearmente
dependentes caso pelo menos uma delas seja identicamente nula ou caso uma seja um
miltiplo nao-nulo da outra. E claro que se uma delas for nula, ela é um multiplo da
outra, com o multiplo sendo o zero. Portanto, podemos concluir que duas func¢oes sao
linearmente dependentes se, e somente se, uma € um mailtiplo da outra.

1.2. Subespacgos linearmente independentes e soma direta. Um combina-
¢ao com propriedades especiais aparece quando os subespagos tem intersecao trivial.
Isso esté relacionado a extensao do conceito de independéncia linear a subespagos.

PROPOSICAO 1.1. Se Sy e Sy sao dois subespacos de um espago vetorial X sobre
um corpo K, entao S; N Sy = {0} se, e somente se, todo elemento de Sy + So possui
uma unica representacao como soma de um vetor em Sy e um vetor de So, i.e. para
todo u € S7 + Sy, existem unicos uy € S7 e uy € Sy tais que

u = u; + us.

DEMONSTRAGAO. Suponha que S; NSy = {0}. Seja u € S; + S5. Entédo, por
definicao da soma de subespagos, existem u; € 57 e uy € S, tais que u = uy + us.
Para mostrar a unicidade, suponha que u = v; + v, para outros dois vetores v; € S}
e vy € .55. Entao u = u; + up = v; + vy. Subtraindo as duas representacoes, temos

u; — Vi =Vy — Uy,
comu; — vy € Sievyg—uy € 55, Logo, uy — vy = vy —uy € 51N S5, Como
S1N Sy = {0}, entao
u; — vy = vy —uy =0,
ou seja u; = Vi € Up = Vo, mostrando a unicidade. Agora suponha que valha a
unicidade. Seja u € S; N Sy. Podemos escrever tanto u = 0 +u com 0 € Sy e
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ue Sy, comou=u+0comuéeS; eleS;. Como a representacao é tnica, entao
devemos ter u = 0 tanto como elemento de S; como como elemento de S5, de forma
que S; NSy = {0}. O

Essa ideia de representagao em forma tinica como soma de elementos em diferentes
subespacos vetoriais pode ser estendido a varios subespacos.

DEFINIGAO 1.2 (Soma direta). Um subconjunto W C X de um espago vetorial X
é dito

DEFINICAO 1.3. soma direta de subespacos S, ..., Sy quando todo elemento u de
W pode ser escrito de forma unica comou =y +---+u;, comu; € 55, j =1,... k.

Nesse caso, denotamos
W=5@®S5&- - &S5

Usando essa definicao, podemos reescrever o resultado do Proposicao 1.1 da se-
guinte forma.

COROLARIO 1.1. Se S e Sy sao dois subespacos de um espaco vetorial X sobre
um corpo K, entao W C X € soma direta W = S1B .5, se, e somente se, W = S+ 55
(& Sl N SQ = {O}

No caso de soma direta de varios subespacos, o critério é verificar que a tnica
combinagao que dé o vetor nulo é somando vetores nulos. Isso estende a condicao
S1N.Sy = {0} para varios subespagos, de forma adequada ao resultado de combinagao
linear tnica. Nesse sentido, temos o conceito de subespagos linearmente independen-
tes.

DEFINIGAO 1.4 (Subespacos independentes). Subespagos Si,...,S, C X, k € N,
de um espaco vetorial X sao ditos linearmente independentes ou simplesmente
independentes, quando a unica combinagao linear de elementos em cada espaco que
dd o vetor nulo € com vetores nulos, i.e. se

u +ug+---+u, =0,
comu; €95, j=1,...,k, entao
u=uy=---=1u; =0.
Com isso, obtemos o seguinte resultado.

TEOREMA 1.1. Um subconjunto W C X de um subespago vetorial X € soma
direta W = S1 @ Sy @ --- & Sy de subespacos Si,...,5, C X, k € N, se, e somente
se, 0s subespacos Si, ..., Sy sao linearmente independentes entre si.
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DEMONSTRACAO. A volta segue da unicidade da representacao. Assumindo que
W é soma direta dos subespacos S; e observando que 0 = u; + - -+ 4 u, para u; =
0 € Sj, segue da unicidade da representacao que essa ¢ a unica adigao possivel de
elementos dos subespacos S; que da o vetor nulo.

Suponha, agora, que essa seja a tnica adi¢ao possivel que dé o vetor nulo. Vamos
mostrar que as representagao sao unicas. Para isso, seja w € W e suponha que
tenhamos duas representagoes,

W=u; +Ug+ -+ U=V +Vy+ -+ Vg,
com u;,v; € §;. Subtraindo as duas representacoes, obtemos
(g —vy)+ (ug —vo) + -+ (up — vi) = 0.
Como u; — v; € 5;, visto que S é subespago vetorial, e como a tnica adi¢ao que da
o vetor nulo é a de vetores nulos nos subespagos, entao cada
u]' — V]' = O,
ou seja u; = v;, para cada j = 1,...,k, provando a unicidade da representacao, o que

significa que W = 51 ® Sy @ - - - @ Sy € soma direta dos subespacos S, Ss, ..., 5. U

1.3. Base finita. Essa ideia de representagao tnica de vetores nos leva a uma
definicao classica de base feita em dimensdo finita, nos primeiros cursos de Algebra
Linear. Ressaltamos, aqui, que a ordem desse conjunto de vetores é fundamental,
pois isso influi na representacao. Portanto, a definicao de base envolve uma lista, ou,
dita de outra maneira, um conjunto ordenado.

DEFINIGAO 1.5 (Base finita). Um conjunto ordenado finito de elementos de um
espaco vetorial X € dito uma base de X quando todo vetor de X pode ser escrito de
maneira unica como combinacgao linear dos elementos do conjunto.

OBSERVACAO 1.3. Um conjunto de elementos costuma ser representado entre cha-
ves e a ordem e a quantidade sao irrelevantes, como em
{1,4,2,2,1,5} = {2,3,4,5} = {3,2,5,4}.

Ja um conjunto ordenado, ou lista, costuma ser representada entre parénteses e in-
tercalada por virgulas, como no caso de um vetor (zi,...,z,) em R"” ou de uma
sequéncia (1,2,4,8,16,...) e a ordem é as repeti¢oes sdo importantes

(1,2,1) # (1,1,2) # (1,2).
Por sua vez, bases, assim como sequéncias, apesar de serem listas, costumam ser
representadas entre chaves, como a base canonica em R? :

{(1,0),(0,1)}.
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Neste texto, no entanto, vamos manter notacao tradicional para conjuntos, listas e
sequéncias, mas vamos usar uma notacao diferente para conjuntos ordenados for-
mando bases, através do uso de chaves duplas:

{(1,0), (0, 1)}

DEFINIGAO 1.6 (Notagao para base). Denotaremos bases genéricas através dos
simbolos w6, ¢ e bases candnicas através do simbolo €. Se a base, digamos G, é
formada por n vetores uy,...,u, € X, n € N, usamos a nota¢ao de chaves duplas

{3
6 ={uy,...,u,}}

para representar essa base.

OBSERVACAO 1.4. Os vetores de uma base sdo necessariamente nao nulos, caso
contrario teriamos um infinidade de miltiplos do vetor nulo representando um mesmo
vetor. Em particular, um espaco vetorial trivial nao possui uma base.

OBSERVAGAO 1.5. Nem todo espago vetorial possui uma base no sentido acima,
de base finita. Veja o espaco dos polinémios, por exemplo. Se pudéssemos escrever
todos os polindmios como combinagao linear de um conjunto finito ¢ = {py,...,p.}}
de polindmios, estariamos restritos a polinomios de grau no maximo igual ao grau
do polinébmio de maior grau dentre os polindmios do conjunto 6. Nao temos como
representar todos os polindmios desse jeito. Portanto, o espago vetorial dos polinémios
de grau arbitrario nao possui uma base no sentido acima.

Uma caracterizagao importante de base, que muitas vezes é tomada como sendo
a propria definicao de base, é a de que os seus elementos formam um conjunto LI que
gera todo o espago. Colocamos isso, aqui, como resultado.

TEOREMA 1.2. Um conjunto ordenado finito 6 = {vy,...,v,}} de elementos de
um espaco vetorial X € uma base de X se, e somente se, & € um conjunto linearmente
independente que gera todo o espaco X.

DEMONSTRAGAO. Suponha que 6 = {{vy,...,v,}} seja uma base de X. Se 6
nao fosse um conjunto linearmente independente, teriamos escalares x1, ..., x,, nem
todos nulos, tais que

zivi+...+x,v, =0.
Por outro lado, também temos
Ovy—+...4+0v, =0.

Isso nos daria duas representagoes diferentes de 0, contrariando a nossa definicao de
base. Portanto, 6 tem que ser LI. Por sua vez, se todo elemento de X pode ser escrito
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como combinacao linear dos elementos de 6, entao certamente X pertence ao espago
gerado por . Como o espaco gerado por & C X deve ser, ele proprio, um subconjunto
de X, entao necessariamente X = span(6).

Vamos supor agora que 6 = {vy,...,v,}} seja LI e gere X. Bom, isso ja nos da
que todo elemento de X pode ser escrito como combinagao linear de elementos de 6.
Basta ver que isso deve ser feito de maneira tnica. Suponha, entdo, que tenhamos
duas representagoes para um vetor v € X,

V=XVl +...+Z,Vy, V=9Y1Vi+ ...+ Y Vp.
Subtraindo as duas representacoes, temos
(xl - y1>V1 + ...+ (xn - yn)vn =0.

Como 6 ¢ LI, entao todos os coeficientes acima devem se anular, o que significa que
y; = xj, para todo j = 1,...,n, ou seja, a representagao deve ser Unica. Isso mostra
que 6 é uma base, segundo a Definicao 1.5, completando a demonstracao. 0

1.4. Dimensao. Um ponto importante ¢ o de que todas as bases de um mesmo
espago vetorial possuem o mesmo nimero de elementos. Isso nos permitir definir esse
numero como sendo a dimensao do espago. Vejamos, primeiro, o seguinte resultado.

LEMA 1.1. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. Considere dois conjuntos
o ={uy,...,w}} et = {vy,...,v.}} de vetores em X, com k,m € N. Suponha
que @ seja linearmente independente e que esteja contido no span de 6. Entao k < m.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar usando inducdo. Antes de comegar, note que
todos os vetores de @ sao nao-nulos, visto que « é linearmente independente.
Vamos mostrar que, a menos de uma reordenagao dos vetores de 6, temos

span(6) = span{uy,...,W;,Vji1,..., Ve, J=1,...,min{k, m}.

Vamos comegar com j = 1. Como « C span(6), podemos escrever cada vetor
de @ como combinacao linear de vetores em 6. Em particular, comecando com uy,
existem escalares aqq, ..., a,;,; tais que

Uy = ay vy + ...+ @miVm-

Como u; é nao-nulo, existe pelo menos um coeficiente que é diferente de zero. Sem
perda de generalidade (basta reordenar os vetores de #), vamos assumir que a;; # 0.
Assim, podemos escrever vy em termos de uy, v, ..., V,y,, i.e.

1

V= — (111 — A91Vy — 1 — amlvm) .
a11
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Ou seja, vi € span{uy,Va,...,V,,}. Obviamente, para ¢ = 2,...,m, o vetor v;
também esta nesse espaco gerado. Portanto,

span(6) = span{uy, va, ...,V }.

Agora, vamos assumir que o resultado seja valido para j — 1, com 1 < 5 <
min{k, m}. Vamos mostrar que também vale para j. Estamos assumindo, entao, que
span(6) = span{uy, ..., Wj_1,Vj, Vji1,..., Vi }.

Como « C span(6) = span{uy,...,Uj_1,V;,Vji1,...,Vy}, entdo todos os vetores de
« podem ser escritos como combinacao linear dos vetores uy, ..., wj_1, vj, Vjy1, .- .,
V. Em particular, tomando agora u; € A, existem escalares ayj, ..., a,; tais que

u; = ap;ju + ...+ a(j,l)juj_l + Q;;Vj + a(j+1)jVj+1 + ...+ Qi Vi-

Como uy, ..., u; também ¢ LI, por ser um subconjunto do conjunto «, que é LI, entao
nao podemos ter todos os coeficientes seguintes, Aj;, ..., A,,; nulos. Caso contrario es-
creverfamos u; em funcao de uy,...,u;_;. Portanto, algum dos coeficientes seguintes
deve ser diferente de zero. Sem perda de generalidade (podemos reordenar os vetores
restantes vj, ..., vy, 0 que ndo interfere nos outros que ja foram selecionados antes),
podemos assumir que \;; # 0. Assim, escrevemos

vi=— (W —ayt — . = Ao W1 — G VL e G Vi) -
Com isso, obtemos que
span(6) = span{uy, ..., 0j_1,V;j, Vji1,..., Vi }

= span{ul, cee, W1, W, Vg, .. ,Vm},

concluindo a indugao.
Se k < m, entao nao ha nada a fazer e apenas mostramos que

{uy,...,u;} Cspan(6) =span{vy,..., vy} =span{uy,..., W, Vj41,..., Vi }.

Agora, se k > m = min{k, m}, entao chegariamos num absurdo, pois a indu¢ao acima
nos daria que

{uy,...,ux} Cspan(6) = span{vy,...,v,} =span{uy,...,u,},

e terfamos W, 1, ..., Ux como combinacao linear dos primeiros uy, ..., u,,, contradi-
zendo o fato de que @« = f{uy,...,u;}} é linearmente independente. Ou seja, k nao
pode ser maior do que m. Devemos, necessariamente, ter k < m. 0
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OBSERVACAO 1.6. Observe, na demonstracao do Lema 1.1, que o processo de
indugao ¢ valido até min{k, m} = k, visto que necessariamente m > k. Assim, temos

o ={fu ...,u}} Cspan(6) =span{uy,..., W, Vo(it1)s- -5 Vo) }
para todo j = 1,...,k, para alguma reordenacao (permutagao) o : {1,...,m} —
{1,...,m} apropriada dos vetores de 6.

Agora podemos mostrar que duas bases de um mesmo espaco tém o mesmo niimero
de elementos.

TEOREMA 1.3. Duas bases de um mesmo espaco vetorial tém necessariamente o
mesmo nimero de elementos.

DEMONSTRAGAO. Sejam « = {vy,...,v,J} e 6 = {wy,..., w,}} duas bases de
um mesmo espaco vetorial X sobre um corpo K, com n,m € N. Queremos mostrar
que n =m. Como « é LI e & gera X, entao « esta contido no espago gerado por 6.
Segue, entao, do Lema 1.1, que n < m. Por outro lado, & também é LI e esta contido
no espago gerado por «, o que implica em m < n. Logo, m = n. O

DEFINIGAO 1.7 (Dimensao finita ou infinita). Se um espago vetorial X possui uma
base composta de um nimero finito n € N de vetores, dizemos que X tem dimensao
finita n e denotamos essa dimensao por dim(X) = n, visto que esse nimero finito
n independe da base escolhida, gracas ao Teorema 1.3. Caso X = {0} seja o espago
trivial, dizemos que ele tem dimensao nula, i.e. dim(X) = 0. Caso ele ndao seja
trivial e nem tenha uma base finita, dizemos que X tem dimensao infinita.

DEFINIGAO 1.8 (Base e dimensdo de subespago). Como todo subespago de um
espago vetortal €, em si, um espago vetorial, as definicoes de base e dimensao se
estendem da mesma forma para subespacos, ou seja, uma base de um subespago S
¢ um subconjunto ordenado finito 6 de S tal que todo elemento de S se escreve de
forma tinica como elementos de 6. Nesse caso, S € de dimensao finita e dim(S) € o
nimero de vetores em 6. Caso S seja o subespago trivial, temos dim(S) = 0, também
de dimensao finita. Em outros casos, S € dito de dimensdao infinita, dim(S) = oo.

EXEMPLO 1.3. Em R? temos a base canénica ¢ = {{e;,e;}}, onde e; = (1,0)
¢ ey = (0,1). Outras bases sio {((L 1), (—1, 1)}, {(1,0), (L1}, {(2.3),(3,2)}
e assim por diante, uma infinidade de opgoes. Em R", a base canoénica é e =
{ei1,...,e,}}, onde e; = (8;)i=1,..n, € 0;j € 0 Delta de Kronecker. Quando traba-
lhando com mais de uma dimensao ao mesmo tempo, usamos indices para indicar a
dimensao em questao, por exemplo, com ¢, = {e}, ..., e"}} indicando a base de R",
n € N.
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EXEMPLO 1.4. Considere o conjunto de todas as solugoes da equacao diferencial
d?z
—_—— = —Z
de? ’

que é dado por

S = {x e R%, x(t) = Cycost + Cysent, Vt € R, C1,Cs € ]R}.

Como cost e sent nao sao um o miultiplo do outro, essas duas fungoes sao linearmente
independentes (veja Exemplo 1.2). Assim, podemos escrever S = span{cost,sent},
de modo que ¢ = {{cost,sent}} gera S e ¢ um conjunto LI. Ou seja, ¢ é uma base de
S e dim(S) = 2.

Dois outros resultados fundamentais dizem respeito a estender um conjunto LI a
uma base e a reduzir um conjunto gerador a uma base.

PROPOSICAO 1.2. Seja X um espago vetorial de dimensao n e considere 6, =
{v1, ..., vie}} um subconjunto ordenado linearmente independente em X, com k < n.
Entao 6 pode ser completado com n — k wvetores viyii,...,v, de X de forma que
6’ = {vi,...,v.}} seja uma base de X.

DEMONSTRACAO. Como k < n e 6, é LI, entao 6, nao pode gerar X, caso
contrario 6, seria uma base de X e X teria dimensao k, ao invés de n. Assim,
existe algum vetor vy 1 € X que nao estd em span{vy,...,vy}. Como vj;; nao
estd nesse espago gerado, entdo o conjunto ordenado 61 = {vi,..., Vi1 }} tem
que ser linearmente independente. Prosseguimos assim n — k vezes, até chegar em
6, = {v1,...,v,}} linearmente independente. Nesse caso, &, tem que ser uma base de
X, caso contrario poderfamos achar um outro vetor e obter um conjunto linearmente
independente com n + 1 vetores. Mas isso violaria o Lema 1.1, ja que X possui uma
base (em particular um conjunto gerador) com n elementos. Concluimos, entao, que
6, é uma base de X que completa os vetores em 6. O

PROPOSICAO 1.3. Seja X wum espago vetorial de dimensao n e considere 6, =

{v1, ..., v}t um subconjunto ordenado que gera X, com m > n. Entio 6 pode ser
reduzido a n vetores 6 = {{vg(l), R ) }} de X que formam uma base de X, onde
o:{1l,....,n} = {1,...,m} € uma escolha injetiva de n diferentes indices entre 1 a
m > n.

DEMONSTRAGAO. Deixamos a demonstragao desse resultado como Exercicio 4.11.
O

Qualquer subespaco de um espago de dimensao finita também possui uma base
finita.
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PROPOSICAO 1.4. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Se S C X € um
subespago nao trivial de X, entao S possui uma base e dim(S) < dim(X).

DEMONSTRACAO. Basta seguir um raciocinio semelhante ao da demonstracao da
Proposicao 1.2, construindo conjuntos linearmente independentes em S até completar
a dimensao de S. Como X tem dimensao finita, esse argumento necessariamente
termina em um numero finito de passos. 0

Quando dois subespacos nao tém intersecao trivial, a dimensao do subespaco
gerado por eles ¢ menor do que a soma das dimensoes desses subespagos. Mais pre-
cisamente, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao ¢ deixada como exercicio.

PROPOSICAO 1.5. Sejam U e V' subespagos vetoriais de dimensao finita de um
certo espaco vetorial. Entao

dim(U 4+ V) = dim(U) + dim(V) — dim(U NV).

DEMONSTRAGAO. Quando UNV = {0} é trivial, temos uma soma direta U+V =
UV edim(UNV) =0, de modo que a identidade vale. Quando U NV néo é tri-
vial, a ideia é partir de uma base de U NV e, por um lado, completar essa base até
uma base de U e, por outro, completar até uma base de V. Juntando os elementos
dessas bases, obtemos uma base para U + V. Em seguida, ¢ s6 contabilizar os ele-
mentos das bases de UNV, de U e de V. Deixamos os detalhes como Exercicio 4.13.

Uma outra demostragao pode ser feita usando o conceito de espaco quociente (veja
Observagao 1.9). O

A combinagao de bases de subespacos linearmente independentes sera fundamental
em varios momentos. Em relacao a isso, fazemos a seguinte defini¢ao.

DEFINIGAO 1.9 (Concatenagao de bases). Ao concatenarmos bases de subespagos
linearmente independentes, digamos

o={u,..., .}, Go={vi,. .., v},

bases de subespacos linearmente independentes U e V', respectivamente, a base de
S =U®V pode ser denotada por

c={e, 6} = {{ur,....,w P, {ve, - v B = fur, o ue, v, v B
Outra base possivel é
c={6, e} =f{vi, ..., Vvi,u,...,u,}}.

A ordem para a base € fundamental. Mas observe que a ordem para a definicdo do
subespaco S = UV =V QU é irrelevante. No caso de vdrios subespagos linearmente
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independentes Si,...,5;, | € N, com bases 64,...,6;, denotamos a concatenagao
das bases, como base de S =51 ®--- DS, por

6 ={6,,...,6,}.
EXEMPLO 1.5. O espaco R? pode ser escrito por
RE=U®aYV,
onde
U=A{(x,y,0); z,y e R}, V ={(0,0,2); z € R}.

Considerando as bases

o ={(1,1,0),(-1,L,0)}, &={(0,0,1)}

de U e V, respectivamente, obtemos uma base de R?,

o= {{a, 6} ={(1,1,0),(~1,1,0),(0,0,1)}.

Agora, pensando em objetos tipicos da geometria Euclidiana, fazemos as seguintes
definigoes.

DEFINIGAO 1.10 (Retas e planos). Um subespago de dimensio um de um espago
vetorial X € dito uma reta passando pela origem. Um subespaco de dimensao dois é
dito um plano passando pela origem.

Mais geralmente, temos

DEFINIGAO 1.11 (Retas, planos e subespacos afim). Um subespago afim de um
espaco vetorial X € um subconjunto de X da forma u+ S, ondeu € X e S € um
subespaco de X. Caso o subespaco afim tenha dimensao um, dizemos que o subespago
afim ¢ uma reta afim. Caso o subespago tenha dimensao dois, dizemos que é um
plano afim. Caso o subespago S tenha co-dimensio um (veja Secao 1.6 para o
conceito de co-dimensao), dizemos que é um hiperplano afim.

DEFINIGAO 1.12 (Subespagos afim paralelos). Dois subespagos afim u+S eu'+5’
sao ditos paralelos quando S = S'.

DEFINICAO 1.13 (Segmento de reta). Um segmento de reta em um espago ve-
torial X sobre R é um conjunto da forma L = {(1—60)u+0v; 0 <0 <1}, onde
u,v € X. Os vetores u e v siao 0s pontos extremos do segmento de reta.

DEFINIGAO 1.14 (Cone). Um cone em um espago vetorial X sobre R é um con-
junto C' com a propriedade de que \v € C' para todo A > 0 e todo v € C.
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C g A

C
D

FIGURA 1.1. Tipos de subconjuntos de um espaco vetorial (R?): cone
convexo (A); formato estrela (B); cone nao convexo (C); reta afim (D);
segmento de reta (E) e convexo (F).

DEFINIGAO 1.15 (Convexo). Um conjunto C em um espago vetorial X sobre R
¢ dito convexo quando, para todo u,v € C, temos (1 — @)u+ 6v € C, para todo
0<0<1.

DEFINICAO 1.16 (Formato estrela). Um conjunto C' em um espago vetorial X
sobre R € dito de formato estrela quando existe um vetor u € C' tal que para todo
vetor v € C, temos (1 — 0)u+ 60v € C, para todo 0 < 6§ < 1.

DEFINICAO 1.17 (Simétrico). Um conjunto A em um espago vetorial X € dito
stmétrico quando —u € A para todo u € A.

1.5. Representagao vetorial em uma base. A definicao de base nos leva a
uma representacao de um elemento de um espaco vetorial como um vetor em K",
onde K é o corpo associado ao espago vetorial e n é a dimensao do mesmo.

DEFINIGAO 1.18 (Representagao vetorial em uma base). Seja X um espago ve-
torial nao trivial de dimensao finita n = dim(X) € N sobre um corpo K e seja
6 = {wi,...,w,}} uma base de X. Dado u € X, a representa¢do de u na base
6 € o vetor (u)s € K" dado por

(Ll)ﬁ = (ZL‘l, . ,In),
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onde x1,...,x, € K sao os escalares definidos unicamente pela combinacao linear de
u em termos dos elementos da base,

u=2xwi+- -+ x,w,.

A representagdo gera um mapeamento u — (u); que é, de fato, um isomorfismo
entre X e K”.

TEOREMA 1.4. Seja X um espaco vetorial nao trivial de dimensao finita n =
dim(X) € N sobre um corpo K e seja 6 = {w1,...,w,}} uma base de X. Entao a
funcgio J : V — KV dada pela representagio u + J(u) = (u)s de u na base 6 é um
1somorfismo entre X e K™.

DEMONSTRAGAO. A demonstragao segue diretamente da linearidade do espaco e
do fato da representacao de um vetor como combinagao linear da base ser tnica. De
fato, se

u=x\wW;+---+x,wy,

V=11Wi + -+ YpWp,
entao
U+ AV =x1W1 + -+ 2, Wy, F N1 wy + -+ YWy
= (21 + Ay1) w1 + -+ (2 + Ayn) Wy,
Como a representagao é tnica, necessariamente
Ju+Av) = (u+ ) = (21 + Ay, - -, T + AYn),

de modo que

Ju+Av) = (u)sg + A(v)s = J(u) + A\J(v),
provando a linearidade de J. Para ver que J é sobrejetivo, basta observar que qualquer
(x1,...,2,) € KY é a imagem do elemento

u=r1wWi+- -+ T, Wy

O

Exploraremos essa representacao vetorial mais adiante. No momento, vejamos,
apenas, alguns exemplos.

EXEMPLO 1.6. Tomando a base canonica € = {{e;,e;}} de R?, onde e; = (1,0)
e e; = (0,1), podemos escrever qualquer u = (x,y) € R? como u = re; + ye,, de
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modo que (u), = (z,y) é o proprio vetor. Em outra base, digamos ¢ = {wy, wy}}
com w; = (1,1) e wy = (—1,1), temos

wm (o= (BFY ooy Bry ey _why @y
—WY =Ty 2 ' 2 9 )T T WiT T

(u)s = (sv;ry_:v;y)

EXEMPLO 1.7. Na base € = {1, z, 2*}}, um polindémio p(z) = ag + a;z + axx* em
97515&2) [x] é representado pelo vetor

(p)e = (a0, a1,a2) € R®.

Wao,

de modo que

Em particular,
(14 22%) 1002y = (1,0,2).

EXEMPLO 1.8. A base canonica do espaco R?*? das matrizes reais 2 x 2 é

e={{o o0 -1 a -

Nesse espago, temos
a b 10 01 0 0 0 0
Sl R R i R R o

(A), = (a,b,c,d) € R%.

ou seja,

EXEMPLO 1.9. Considere, agora, uma matriz simétrica em R?*2, i.e. da forma

A= [ab 2} .
Na base canonica de R?*2, temos
(A), = (a,b,b,d) € R*,
Uma base para esse subespaco de matrizes simétricas é

={b B LB I

Nesse subespago, temos

] o R R i R |
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ou seja,
(A), = (a,b,d) € R®.

(b 9).-0e

Essa estrutura simplificada é explorada em linguagens de programagao, economizando
o espago de memoria necessario para alocar a matriz e acelerando diversas operagoes
matriciais envolvendo essas e outras matrizes especiais. Veja Secao 4.1.

Por exemplo,

EXEMPLO 1.10 (Matrizes diagonais). Uma classe particular de matrizes simétricas
¢ a de matrizes quadradas diagonais D = (dy;)7,_;, onde di; = 0, quando 7 # j. A
multiplicagao por escalar e a adi¢ao de matrizes diagonais continua sendo uma matriz
diagonal, de forma que esse conjunto de matrizes diagonais forma um subespago do
espago de matrizes quadradas. Uma base para esse espaco é formado pelas matrizes
D, = (dz(-f))?j:l com dg-“) =1, quandoi=j=Fke dz(-f) = 0, caso contrario. Em R?*2,
por exemplo, temos

fd, 0] 10 0 0]
S U Y P P

EXEMPLO 1.11. O subespago de X = 6(R) das solugoes da equagao diferencial
de segunda ordem

d?y  dy
I 4y =0
dax? dzx Ty

¢é determinado pela solugao geral
U={ycBR); y(x) = (Cy + Cox)e™, C1,C5 € R} .

Uma base natural para esse espago ¢ dada por 6 = {e**, ze**}}. Por exemplo, a
solucdo particular y(z) = (1 4 2x)e” tem a representacao

(W)s = (1,2).

OBSERVACAO 1.7. Em Geometria Diferencial, assim como em suas aplicagoes em
Fisica Matematica, os vetores sao chamados de contra-variantes. Isso por conta de
como os coeficientes de um elemento do espaco vetorial variam conforme mudancas
de escala nos elementos da base. Mais precisamente, suponha que 6 = {wy,..., w,}
seja uma base de um espaco vetorial X de dimensao n € N e seja

u=r 1w+ -+x,w,
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um elemento do espaco, com coeficientes x; € K nessa base. Considere, entao, uma
nova base 6 = {wy,...,w,}}, onde w; = Aw;, para algum A\ > 0, representando uma
mudanca de escala na base. Nessa nova base, temos

I Tn T . Tn ~
U= — AW, + -+ —AW, = —W; + -+ + —W,.
h\ 1+ + \ V1 + + \

Ou seja, enquanto a base mudou de acordo com

os coeficientes mudaram de forma inversa,

T

X.

Por isso os vetores sao chamados de contra-variantes. Isso aparece em Geometria Di-
ferencial nos espacos tangentes de uma variedade, em relacao a mudancas de coorde-

nadas na variedade. Compare com a Observacao 3.3 que comenta sobre os funcionais
lineares (ou co-vetores) serem co-variantes.

Tit—r

1.6. Espago complementar e co-dimensao. Uma noc¢ao importante é a de
subespaco complementar a outro subespaco.

DEFINIGAO 1.19 (Subespago complementar). Dado um subespago S C X de um

espaco vetorial X, dizemos que um outro subespagco S’ C X é um complementar de
S em X quando X € soma direta X =S @ S de S e S'.

Em geral, um subespago complementar nao é tnico.

OBSERVAGAO 1.8 (Unicidade e néo unicidade de subespagos complementares).
Considere um subespaco vetorial X de dimensao finita. Se S é o subespago trivial,
entao o unico subespago complementar é o proprio S = X, enquanto que se S = X,
entao o unico subespago complementar é o subespago trivial. Nesses casos, o comple-
mentar ¢ tnico. Por outro lado, se {0} & S & X, entao o subespaco complementar
nao é unico. Deixamos a demonstracao desse resultado geral como FExercicio 4.15,
mas fazemos aqui um exemplo. Se X = R? denota o plano zy e S é o eixo z, i.e.
S = {(z,0); = € R}, entdo qualquer reta y = azx, com a # 0, nos da um subespago
S" = {(z,ax); x € R} complementar a S em X.

Todo subespago possui um complementar. Vamos mostrar isso no caso de di-
mensao finita, mas o mesmo vale em dimensao infinita usando o conceito de base de
Hamel.



64 2. BASE E DIMENSAO

PROPOSIGAO 1.6 (Complemento de um subespaco). Seja S um subespago de um
espaco vetorial X de dimensao finita. Entao existe um subespaco S’ de X tal que X
¢ soma direta de S por S’, ou seja,

X=5a79.

DEMONSTRAGAO. Se S = {0}, basta tomar S" = X, de modo que todou € X =
S @ S’ se escreve de forma tnicau=0+u,com0e€ Seuec s = X.

Se S nao é trivial, entao segue da Proposicao 1.4 que S possui uma base, digamos
o = {vi,...,vi}}, onde £ = dim(S5) < dim(X). Se k = dim(S) = dim(X), entdo
S =V e basta tomarmos S’ = {0}. Nesse caso, todo u € X = S se escreve de maneira
tnica como u =u+ 0, com 0 € S’

Caso k = dim(S) < dim(X) = n, entao, gragas a Proposicao 1.2, existem vetores

Viils .-,V em V \ S tais que 6 = {vy,...,v,}} ¢ uma base de X. Tomando
S’ = span{vgy1,..., v}, vemos que S’ é um subespago de X, com dimensao n — k =
dim(X) — dim(S), tal que S+ 5" = X e ainda SNS" = {0}. Ouscja, X =S@ 5" ¢
soma direta de S com . O

Uma consequéncia da demonstragao ¢ que dim(S’) = dim(X) — dim(.S), indepen-
dente de como a base de S foi completada até uma base de X. Ou seja, temos o
seguinte resultado.

PROPOSIGAO 1.7 (Dimensao do complementar). Seja S um subespaco de um es-
pago vetorial X de dimensao finita. Entao todo subespago S" complementar a S possui
a mesma dimensao dim(S") = dim(X) — dim(5).

Deixamos os detalhes da demonstragao desse fato a cargo do leitor. Com base
nisso, podemos fazer a seguinte defini¢ao.

DEFINIGAO 1.20 (Co-dimensao). A co-dimensao de um subespago de um espago
vetorial € a dimensao de um subespaco complementar.

DEFINIGAO 1.21 (Hiperplanos e hiperplanos afim). Um subespago de co-dimensao
um de um espaco vetorial X € dito uma hiperplano. Um subespaco afim u+ .S onde
uec X eS éum subespago de co-dimensao um € dito um hiperplano afim.

1.7. Dimensao de espaco quociente.

PROPOSICAO 1.8. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita e seja S C X um
subespago de X . Entao X/S também tem dimensao finita, com dim(X/S) < dim(X).

DEMONSTRAGAO. Observe que se X é o espago trivial X = {0}, entdao o tnico
subespago é também S = X = {0} e o espago quociente também é trivial, X/S =
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{[0]} = {{0}}. Nesse caso, dim(X/S) = dim(X) = 0. Caso X néao seja trivial,
considere uma base qualquer {{uy,...,u,}}, n € N de X, com n = dim(X). Dada
uma classe qualquer W € X/S, podemos pegar um representante u € X qualquer de
W, de modo que W = [u], e escrever u em fun¢ao da base,

u=uaxu +- -+ zx,U,.

Com isso,

W=[u=[riw+ +zw]=a1 - [w]+ +z " [ul.

Isso significa que {[ui],...,[u,]} gera X/S e que, portanto, X/S tem dimensao
finita no maximo n, mostrando também que dim(X/5) < dim(X). O

E claro que as classes [ui],..., [u,] consideradas na demonstragao da Proposi-
¢ao 1.8 podem nao ser linearmente independentes e a dimensao do espagco quociente
ser menor do que a dimensao do espaco. Isso é esclarecido com o seguinte resultado.

PROPOSICAO 1.9. A co-dimensao de um subespaco S de um espaco vetorial X de
dimensao finita € igual & dimensao do espago vetorial quociente X /S, de modo que

dim(X) = dim(S) + dim(X/95). (1.1)

DEMONSTRAGAO. Se S = X, entao todos os elementos de X estdao em uma mesma
classe, de modo que X/S = {X} contém um tnico elemento e a sua dimensao ¢ nula.
Por outro lado, o tnico subespago complementar de S é o subespago trivial S’ = {0},
que também tem dimensao nula, ou seja, dim(X/S) = 0 = dim(5").

Supondo agora que S seja um subespago proprio de X, entdo X /S nao é trivial. E
como X tem dimensao finita, segue da Proposigao 1.8 que X /S também tem dimensao
finita, com 1 < dim(X/S) < dim(X). Seja k € N a dimensao de X/S. Entao existe
uma base {Wi,..., Wi} de X/S, onde cada W; é uma classe de equivaléncia. Para
cada j = 1,...,n, tome um representante w; € W; qualquer da classe, de modo que

Wj:[[Wj]]:Wj+S, jzl,,/{?
Vamos considerar o subespago
S = span{wy, ..., wy}

e mostrar que S’ é um subespago complementar a S em X e de dimensao também k.
Primeiramente, vamos ver que o conjunto {wiy,..., wy} ¢ linearmente indepen-
dente. Suponha que

AMwyp -+ Awy = 0,
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para escalares Aq, ..., \; € K. Com isso,

MWl E A Y [wi] = aws + -+ Aewy] = [0].

Como {[w1],...,[wg]} ¢ linearmente independente e como a combinagao linear deles
é o elemento neutro, segue que todos os coeficientes devem se anular,

A =-=X\=0.
Isso mostra que o conjunto {wy, ..., w} é linearmente independente. Em particular,
dim(S") = k = dim(S/K)
Falta mostrar que X = S@®S’. Para isso, basta mostrar que X = S+5" e SNS" = {0}.
Dado u € X, temos que [u] € X/S, de modo que [u] pode ser escrito como
combinagao linear dos elementos da base de X/S, ou seja, existem Ay,..., A\, € K
tais que
[u] =M~ [wi] + ... F X" [wi] = Awi + ...+ Aewy + 5.

Dessa maneira, u e A\ywy + ... + AW, estao em uma mesma classe de equivaléncia,
ou seja,

u— AWy —...— AW, €5,
Sejam, entao

V:u—/\lwl—...—Aka,

W= \Wi + ...+ \wWy,
de maneira que ve S, we S e
uUu=vV-+Ww.

Assim, vemos que X =S5 + 5.
Considere, agora, u € SN S’. Por um lado, u € S’ e, portanto, existem escalares
A, ..o, M\ € K tais que
u:)\1W1+...+)\ka.

Por outro lado, u € S, de modo que [u] = [0] . Logo,
AWl [wik] = [awa e+ ews] = [u] = [0] .
Como essas classes formam um conjunto LI, temos
A =-=X\=0.

Logo,
u:)\1W1++/\ka:O
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Ou seja, SN S" = {0}. Isso mostra que X = S & 5. E ja vimos que dim(5’) =
dim(X/S). Como todos os espagos complementares possuem a mesma dimensao, a
dimensao de X/S é igual a dimensao de qualquer subespago complementar de S em
X. Além disso, como X = S @ 5’, segue da Proposicao 1.7 que

dim(X) = dim(S) + dim(S5") = dim(S) + dim(X/S5),
completando a demonstracao. 0]

A demonstragao da Proposicao 1.9 passa por construir, efetivamente, um isomor-
fismo entre X/S e um subespago complementar S’ de S. Como todos os espagos
vetoriais de mesma dimensao finita sao isomorfos entre si, obtemos que qualquer

complementar de um subconjunto S de um espaco de dimensao finita é isomorfo a
X/S.

COROLARIO 1.2. Todo complementar de um subespaco vetorial S de um espaco
vetorial X de dimensao finita € isomorfo ao espaco quociente X/S.

OBSERVAGAO 1.9. A identidade (1.1) pode ser usada para dar uma outra demons-
tracao da Proposicao 1.5. A ideia é considerar S = UNV, mostrar que (U/S)N(V/S)
¢ o subespaco trivial de (U +V)/S, que (U +V)/S =U/S +V/S, para deduzir que
(U+V)/S=(U/S)® (V/S) é soma direta e, assim, obter que

dim(U 4+ V) = dim((U + V) /S) 4+ dim(S)
= dim(U/S) + dim(V/S) + dim(S)
= dim(U) — dim(95) + dim(V') — dim(S) + dim(.5)
= dim(U) + dim(V) — dim(5S).

Deixamos os detalhes como Exercicio 4.26.

2. Base de Hamel

Varios desses conceitos de espacos vetorias de dimensao finita, como R? e C,
podem ser estendidos para espacos vetoriais quaisquer, de dimensao infinita, como
B(Q) e L*(Q), onde Q C R? entre outros. Distinguimos esse conceito mais geral
com a denominagao base de Hamel, deixando a terminologia base finita para a nogao
vista na sec¢ao anterior. Vamos, entao, estender alguns dos conceitos acima para esse
contexto mais geral.

Antes, vale mencionar que, na verdade, especialmente em dimensao infinita, hé
outras definicoes mais importantes de base que envolvem séries, que, por sua vez,
requerem alguma nocao de limite e, com isso, alguma topologia. Sem topologia, a
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definicao de base que podemos trabalhar se baseia, apenas, em combinacoes lineares
finitas, como a base de Hamel, independentemente da base em si ser finita.

2.1. Combinacao linear de elementos de um conjunto qualquer. Primei-
ramente, vemos o conceito de combinagao linear de vetores em um conjunto qualquer,
nao apenas de um conjunto finito de vetores.

DEFINIGAO 2.1 (Combinagao linear). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um elemento u € X € uma combinacao linear de elementos de
um subconjunto A C X quando u € uma combinagao linear de um conjunto finito de
elementos de A, ou seja, quando existem vq,...,v, € A, n €N, exq,...,z, € K,
tais que

uUu=2x1vVi+...+IT,Vp.

EXEMPLO 2.1 (Combinagao de mondmios). Um polindémio qualquer em R é com-
binagao linear de A = {z";n =0,1,2,...} = {1, 2,2 2%,.. .}.

Também podemos estender a definicao de conjuntos linearmente dependentes ou
independentes a um conjunto qualquer, da seguinte forma.
2.2. Conjuntos linearmente dependentes e independentes.

DEFINIGAO 2.2 (Conjuntos LI e LD). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K e A C X um subconjunto. Dizemos que A € linearmente independente, ou
simplesmente LI, quando A € nao vazio e todo subconjunto finito de A € linearmente
independente. Caso contrdrio, o conjunto € dito linearmente dependente, ou LD.

EXEMPLO 2.2 (Mono6mios). No espago de polindémios, o conjunto enumerével
2 .3
{1,z,2%,2°,...}
é linearmente independente.

EXEMPLO 2.3 (Senoidais). No espago vetoral X = G(R) das fung¢oes continuas
de R em R, o subconjunto

S={R >t~ osen(wt); w e R}

é linearmente independente. Verifique!
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2.3. Base de Hamel. Com base nisso, temos o conceito de base de Hamel:

DEFINIGAO 2.3 (Base de Hamel). Seja X um espago vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um subconjunto A C X € uma base de Hamel para X se A é
linearmente independente e gera X.

O conceito de base que estamos acostumados em R?, por exemplo, é um exemplo
de base de Hamel. Naturalmente, a base de Hamel nao é tinica, assim como a base
no sentido classico.

Os vetores de uma base de Hamel sao necessariamente nao nulos, portanto um
espaco vetorial trivial nao possui uma base de Hamel. Mas todo espaco vetorial nao
trivial possui uma base de Hamel, como mostra o resultado a seguir.

TEOREMA 2.1. Todo espaco vetorial nao trivial possui base de Hamel.

A demonstracao é usualmente feita através do Lema de Zorn, que é equivalente
ao Axioma da Escolha. Isso tudo é visto em cursos de Anélise Funcional. Veja, por
exemplo, [15].

EXEMPLO 2.4. O espago Pg[z] de todos os polindmios com coeficientes em R, em
uma variavel x, € um espago vetorial de dimensao infinita enumerével, cuja base de
Hamel pode ser, por exemplo, o conjunto {1,z,22 ...J}. J4 o espaco de todas as
fungoes continuas tem base de Hamel nao enumeravel. De fato, todo espaco vetorial
de dimensao infinita que possui uma norma que o torna um espac¢o completo possui
dimensao nao-enumeravel. Isso também é visto em cursos de Analise Funcional.

EXEMPLO 2.5. O espaco
coo(R) = {u = (z;)jen € RY; In =n(u) €N, z; =0,Vj > n},

de sequéncias reais que se anulam eventualmente tem o conjunto {{ey,es,...}} como
base Hamel, onde e; = (0;)ken, onde d;; é o Delta de Kronecker.

OBSERVAGAO 2.1 (Dimensao de Hamel). Também ¢é possivel mostrar que todas
as bases de um mesmo espago vetorial possuem a mesma cardinalidade, o que sig-
nifica dizer que existe uma correspondéncia biunivoca entre eles. (Qualquer base de
um espaco de dimensao finita n € N estd em correspondéncia biunivoca com o con-
junto {1,...,n} de n elementos.) A dimensao de Hamel do espago vetorial é a
cardinalidade das suas bases de Hamel.

3. Aplicagoes

3.1. Determinantes e n-volumes. O conceito de linearidade pode ser esten-
dido ao de multi-linearidade e nos dar uma noc¢ao de volume em dimensoes arbitrarias.
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Esse é um dos papéis principais do conceito de determinante introduzido nos cursos
iniciais de Algebra Linear. Nesse sentido, o determinante pode ser visto como uma
fungao em um espaco produto,

n vezes
det : (K")" =K" x --- x K" —» K.

com as propriedades de ser multilinear, alternante e normalizado de tal forma a ser
unitdria na base candnica, i.e.

(i) det(..., v+ Aw,...)=det(...,v,...)+ Adet(...,w,...);
(i) det(...,v,...,w,...) = —det(...,w,...,v,...); e

(iii) det(ey,...,e,) = 1.

Pensando em dimensoes 1, 2 e 3, a primeira e a ultima propriedades sao caracte-
risticas fundamentais das nogoes de comprimento, area e volume, respectivamente. A
segunda propriedade nos da uma nocgao de orientagao, como se tivéssemos mostrando
a frente ou o verso de uma regiao demarcada e orientada pelos vetores dados.

Mais precisamente, em dimensdo um, det(u) é simplesmente det(u) = z, para
u = (r) € R!, que é o comprimento com sinal de z € R. Em dimensao dois, det(u, v)
indica a area com sinal do paralelogramo gerado pelos vetores u = (a,b) e v = (¢, d),
que ¢é o paralelogramo de vértices (0,0), (a,b), (a+c,b+d) e (¢, d) e onde o sinal indica
se a rotagao de menor angulo necessaria para girar o vetor (a,b) na dire¢do do vetor
(¢,d) é positiva (no sentido trigonométrico) ou negativa (no sentido horario). Em
dimensao trés, det(u, v, w) indica a o volume, com sinal, do paralelepipedo gerado
pelos vetores u, v, w.

Com isso em mente, vamos mostrar que existe uma, e somente uma, funcao com as
propriedades elencadas acima. Dessa forma, o determinante coincide com as nogoes de
comprimento, area e volume com sinal em dimensoes baixas e estende esses conceitos
para dimensoes mais altas. A unicidade segue do fato dela necessariamente ser uma
certa fungao bem definida em termos das coordenadas dos vetores.

Antes de vermos isso, observe que, como consequéncia da propriedade (ii) acima,
se dois vetores forem iguais, o determinante é nulo. De fato, trocando os dois vetores
de lugar,

det(...,u,...,u,...) = —det(...,u,...,u,...),
mas como os vetores sao iguais, entao, necessariamente,
det(...,u,...,u,...) =0.

Isso é natural se pensarmos que o espaco gerado por esses vetores vai ter uma dimensao
a menos e, com isso, ter o seu volume n-dimensional nulo.
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No caso em que pelo menos um dos vetores seja nulo, entao o determinante tam-
bém é nulo, visto que, pela propriedade (i),
det(...,0,...) =det(...,A0,...) = Adet(...,0,...),
para A arbitrario, de modo que
det(...,0,...) =0.

Além disso, por conta da multilinearidade, o determinante é uma fungao homogé-
nea de grau n, i.e.

det(Auy, ..., u,) = \"det(uy, ..., u,), VA eR.
Resumimos esses resultados da seguinte forma.

TEOREMA 3.1. Dado n € N e um corpo K, seja det : (K")" — K wma fung¢ao
satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (111). Entao, dadosuy,...,u,,u, € K" e A € K
arbitrdrios, vale

det(ul, ey W1, W, Wi, -, W1, U, U, - o ,un) = 0, (31)
det(uy,...,u;-1,0,u41,...,u,) =0, (3.2)
det(Auy, ..., u,) = A"det(uy, ..., u,). (3.3)

Agora estamos aptos a provar o resultado de existéncia e unicidade da funcao
determinante.

TEOREMA 3.2 (Existéncia e unicidade do determinante e formula de Leibniz).
Dado n € N e um corpo K, existe uma, e somente uma, funcao det : (K*)" — K
satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (i), que podemos escrever mais precisamente
como

det(uy,...,uj_1,u+Av,ujqq,...,u,)
= det(ul,...,uj_l,u,uj+1,...,un)
—i—)\det(ul,...,uj,l,v,ujﬂ,...,un);
det(ul,...,ui_l,ui,uiﬂ,...,uj_l,uj,uj+1,...,un)
= — det(ul, ces W1, Wy, W, -, W1, W, Wjgq, - - ,un); (36)
det(eq,...,e,) =1, (3.7)

para quaisquer 4y, ..., u,, v,.w € K" X € K, 7€ Ncom1 < j<neie&N com
1 <1 <7 <n. Essa fungao pode ser expressa através da formula de Leibniz, dada
por

det(ug,uy,...,u,) = Z (=) a, 0y 1002)2 "+ o n)n; (3.8)

O'ESn
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onde u; = (ayj,...,an;) € K*, j=1,...,n sao vetores em K"; S, indica o conjunto
de todas as n! permutagoes da sequéncia (1,...,n), lembrando que uma permutagdo
de (1,...,n) € uma bijecio o : {1,...,n} — {1,...,n}; o coeficiente (—1)N) ¢ q
paridade da permutacao; e o inteiro N(o) é o nimero de inversées da permutagao,
i.e. o numero de pares i,j em {1,...,n} comi < jeo(i) > o(j).

DEMONSTRACAO. Considere n vetores em K™ que escrevemos como
uj:(alj,...,anj), ]:1,771
Em termos dos elementos da base candnica, temos
Uj = aljel + - anjen.

Usando a multilinaridade de det, temos
n
det(ul, Ua, ... ,un) = Z @iy 1 det(eil, g, ..., lln)
i1=1
n

n
= E E aihlai%g det(eil,eh, e ,un)

i1=1142=1

n n n
= E E E ail’lai%y~~aimndet(eil,ei2,...,ein).

i1=1142=1 in=1

Como o determinante se anula quando dois de seus argumentos sao vetores iguais,
entao sobram apenas as combinacoes com indices i1, ..., %, distintos, ou seja, apenas
as permutagcoes de 1,...,n. Assim, escrevemos

det(ula Uy, ... aun) = Z A5(1),100(2),2 " * * Go(n),n det(ea(l)a €s(2) - - - 7ea(n))a
oESy
onde S, é o conjunto de todas essas permutacoes.

Cada determinante det(eq(1), €5(2); - - -, €o(n)) € igual a 1 ou —1, ou, mais precisa-
mente, ¢ igual a paridade sgn(o) = (—1)V@ da permutacio, que depende do niimero
de inversoes da permutagao, que é o nimero de elementos i < j em (1,...,n) tais
que o(i) > o(j). O namero de inversoes nos da o nimero de vezes que temos que
trocar os vetores para reordené-los na ordem ey, ..., e,. Nesta ordem, o determinante
é igual a 1. A cada inversao, multiplicamos o resultado por —1, gracas a propriedade
do determinante ser alternante. Assim,

det(ea(l)a €5(2)5 - - 7eO'(n)) = (_I)N(J)‘
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Dessa maneira, obtemos a formula de Leibniz (3.8). O

O determinante pode ser usado para determinar se um conjunto de n vetores é
uma base para o espago K”.

TEOREMA 3.3. Sejam uy,...,u, € K*, n € N. Entao esses vetores formam uma
base para K" se, e somente se, det(uy, ..., u,) # 0.

DEMONSTRAGAO. Como sao n vetores e o espago K" é de dimensao n entao eles
formam uma base se, e somente se, sao linearmente independentes. Se os vetores
nao formam uma base, entao é porque eles sao linearmente dependentes. Nesse caso,
podemos escrever um dos vetores como combinagao linear dos outros. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que

u, =auy + -+ ap_1Up_1.

Nesse caso, usando a propriedade de multilinearidade,

det(uy,...,u,) =det(uy,...,u,_1,a1u; + -+ + a,_1u,_1)
= a7 det(ul, .o, Up—1, 'Ll1> + e ap_q det(ul, oo, Up—1, un_1>.

Como o determinate se anula quando dois vetores sao iguais e como todos os termos
do lado direito acima envolve determinantes com dois vetores iguais, entao

det(uy,...,u,) = 0.

Ou seja, se os vetores sao linearmente dependentes, entao o determinante é nulo.
Dito de outra forma, se o determinante nao for nulo, entao os vetores tém que ser
linearmente independentes e, portanto, formar uma base.

Para a reciproca, vamos assumir que eles formam uma base. Entao eles geram o
espaco todo. Em particular, todos os vetores da base canénica podem ser expressos

em termos dos vetores uy,...,u,. Escrevamos
e; = byuy + -+ + bipuy,
para ¢ = 1,...,n e coeficientes apropriados b;;, i,j = 1,...,n. Usando a multi-

linearidade e a propriedade do determinante ser alternante, obtemos o analogo da
formula de Leibniz (3.8), mas em termos dos determinantes de permutagoes dos ve-
tores uy, ..., u,, i.e.

det(el, €s, ... ,en) = Z bg(1)71b0(2)72 e bg(n)m det(uo(l), - ,uo(n)).

O’GSn
Caso det(uy,...,u,) = 0, entdo det(u,n),...,Usrn)) = 0 para qualquer permuta-
¢ao em S, de modo que det(ey,es,...,e,) = 0, o que é uma contradi¢do. Logo,

necessariamente det(uy,...,u,) # 0, completando a demonstragao. 0
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OBSERVACAO 3.1. Em um espago vetorial qualquer X de dimensao finita sobre
um corpo K, podemos construir uma fungao

n vezes
d: X"=Xx---xX =K

com as propriedades de multilinearidade e alternancia, mas a unicidade depende da

escoha de uma base 6 = {wy,...,w,}} de X cujo n-volume definimos como sendo
d(wi,...,w,) = 1 (ou, mais geralmente, qualquer escalar ndo nulo). Nesse caso,
obtemos que d(u,...,u,) = det([ui]g,...,[u,]s). Mas isso depende fortemente da

escolha da base. Por esse motivo, nao costumamos definir o determinante em um
espago vetorial arbitrario. Veremos, no entanto, na Secao 3, que isso nao nos impede
de definir o determinante de um operador linear em um espaco vetorial arbitrario de
dimensao finita, porque, no fundo, o determinante de um operador mede um n-volume
relativo, ou seja, mede a taxa de mudanca de n-volume, eliminando a dependéncia na
escolha da base. Isso ficard mais claro no devido momento.

4. Exercicios

Exercicios

4.1. Considere um conjunto « = {{u;, uy, uz}} de vetores em um espago vetorial
X. Prove que 6 = {uy —u;,u3 —up,u; —uzj} é LD, independentemente
de @ ser LD ou LI.

4.2. Considere um conjunto de vetores {u;,ug,uz} em um espago vetorial X.
Prove que span{uy, uz, us} = span{u;, us — uy,uz — u; }.

4.3. Sejam u; e uy dois vetores em um certo espago vetorial. Sabendo que {u; —
uy,uy — uy} é LD, podemos afirmar que {uj,us} é LD também ou nao?
Justifique.

4.4. Considere os vetores complexos u = (1,1) e v = (i,i). Prove que {u,v} ¢
um conjunto LD quando considerados no espaco vetorial X = C? sobre o
corpo dos complexos K = C mas é LI quando considerado no espago vetorial
W = C? sobre o corpo dos reais R.

4.5. Demonstre que se uy,...,u; sao vetores LI em um espaco vetorial X sobre
um corpo K ese A\, ..., \; € Ksao escalares nao nulos, entao Ajuy,..., A\,u,
também sao LI.

4.6. Em um espago vetorial complexificado X¢ de um espaco vetorial real X,
suponha que u = u, + iu; e U = u, — i4; sejam linearmente independentes
em Xc, onde u,,u; € X. Mostre que u, e u; sao linearmente independentes
em X.
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Sejam S um subespaco vetorial de um espago vetorial X e seja A C X um
subconjunto qualquer nao vazio. Suponha que todo u € S+ A pode ser escrito
de maneira tnica como soma u = v + a de vetores v € S e a € A. Podemos
deduzir que A também é um subespago vetorial de X e que X =S & A?
Seja W um subespaco de um espaco vetorial X. Demonstre que W = S; @
--- @ S, é soma direta de subespagos Si,...,S, se, e somente se, W =
Si4+--+Sge SN (Z#iS]) = {0}, paratodoi=1,... k.

Seja W um subespago de um espago vetorial X. Demonstre que W = S| &
-+ @ S) para subespacos S, ..., S se, e somente se, W =51 4+---+ Sy eo
vetor nulo se escreve de forma tinica como soma de vetores nesses espacos,
ie.se0=u; +...+u, comu; €5;,7=1,...,k, entao u; = 0, para todo
ji=1,... k.

Ache um subespago complementar do subespaco

S = {uc G(LR); /u(a:) de = 0}
I

do espaco vetorial real X = €(I,R), onde I C R é um intervalo e deduza
que S tem co-dimensao um.
Faca a demostracao da Proposigao 1.3.
Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K e suponha
que os dois tenham dimensao finita. Demonstre que o produto cartesiano
X xY ={(v,w); ve X, weY} éum espaco vetorial de dimensdo finita,
com

dim(X xY) = dim(X) + dim(Y).

Observe que o mesmo vale caso X e Y sejam subespagos vetoriais de um
mesmo espaco vetorial ou de espacos vetoriais diferentes sobre o mesmo
corpo.

Complete a demonstragao da formula dim(U + V) = dim(U) + dim(V') —
dim(U NV) da Proposigao 1.5 usando a ideia descrita no esbog¢o da demons-
tragao, ou seja, partindo de uma base de U + V, completando até bases de U
e V e mostrando que a uniao dessas bases é uma base de U + V..

Prove que um subespaco S de um espaco vetorial X tem co-dimensao finita
k € N se, e somente se, existem vetores vq,..., vy € X tais que todo u € X
pode ser representado de maneira tinica como uma combinacao linear

u:W+)\1V1+...—|—>\ka,

onde A\j,...,.\, e Kewe€S.
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4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

2. BASE E DIMENSAO

Mostre o resultado mencionado na Observacao 1.8, de que se S é um subes-
pago de um espago vetorial X de dimensao finita com {0} ;Ct S ;Ct X, entao
o subespago complementar de S em X nao é tnico.

Considere n + 1 pontos distintos g, ..., x, na reta. Prove que os polinémios
de Lagrange, definidos por

f(l‘) _ Hi?éj(w B $Z)
’ isj(w; — ;)

formam uma base P{"”[z], z € R.
Seja p € 953%3) [z] \ 9]‘]1({2) [x] um polindémio de grau trés em x € R. Demonstre
que 6 = {{p,p,p",p"}} ¢ uma base de 9511(@3), onde p', p” e p’” sdo as derivadas

de p = p(x) de ordem um, dois e trés em relagao a z.
Considere o subconjunto

S = {u(x) = Cye® cos(0 + x); Co,0 € R}

do espaco vetorial X = RF das funcoes reais na reta. Demonstre que S é um
subespaco de X, encontre uma base para S e determine a sua dimensao.
Demonstre que S = {p € 933%3) [z]; p/(1) = 0} é um subespago vetorial de
95]1(5)@] e que o = {1, (x — 1)% (x — 1)*(z — 2)}} é uma base para S.

Determine o subespaco complementar, em @ﬁfﬂ) [x], do subespago S = {p €
975]1(%3) [z]; p'(1) = 0} considerado no Exercicio 4.19.

Ache uma base para o subespago S = {p € 93]1(2{4) [z]; p"(2) = 0} e encontre
um subespaco complementar S’ de S em 9511%4) ]

Ache uma base para o subespago S = {p € 975]1%3) [z]; p”(1) = 0} e encontre
um subespaco complementar S’ de S no espaco 9511(5) [z].

Considere o espago vetorial X = G!(R) das fungoes continuas diferenciaveis
em R. Seja f € X uma fun¢ao nao nula tal que {f, f’} seja linearmente
dependente. Determine f (a menos de constantes).

Seja X = R?*2 o espaco das matrizes reais quadradas. Considere o subespaco

das matrizes simétricas S = {A € R**?; A" = A}, ie. da forma A = {(Z lc)] :
Ache a dimensao de S. Encontre, ainda, um subespaco S’ complementar a
S, ie talque X =S 5.

Seja S um subespaco proprio de um espago vetorial X de dimensao finita.
Seja S um complementar de S em X. Seja 6 = {wy,..., wy}} uma base 5,
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onde k € N. Mostre que {[w1], ..., [wg]}} é uma base do espago quociente
X/S. Este é o caminho inverso ao usado na demonstragao da Proposigao 1.9.
Sejam U,V subespacgos de um certo espaco vetorial. Considerando S =
UnNYV, prove que (U/S) N (V/S) é o subespago trivial de X/S, que (U +
V)/S = (U/S)+ (V/S) e que, portanto, (U + V)/S = (U/S) @ (V/S) (veja
Observagao 1.9).

Sejam U, V, W subespagos vetoriais de dimensao finita de um certo espaco
vetorial. Prove ou dé um contra-exemplo para a identidade

dim(U +V + W) = dim(U) + dim(V) + dim(W)
—dim(UNV) —dim(UNW) — dim(V N W)
+dim(U NV NW).

Sejam U e V subespagos vetoriais com intersec¢ao trivial, U NV = {0}, em
um espago vetorial X. Sejam 6y e 6y bases de U e V. Mostre que 6y U 6y
¢ uma base de U @ V.

Sejan € N e considere o espaco X = R™"*" das matrizes reais nxn. Considere
os subespacos

1 ={A€X; A" = A} (simétricas),
y={AeX; A= (ay)}i—, a;; =0, para |i — j| > 1} (tridiagonais)

ig=1>
3= {A € X7 A= (aij)?j:h Q5 = aji7i7j - ].,...,TL,
a;; =0, para |[i — j| > 1} (simétricas tridiagonais)

Ache as dimensoes de cada um desses subespacos e encontre uma base para
Ss.

Prove o resultado descrito na Observacao 3.1 de existéncia e unicidade de
uma funcao multilinear alternante dy : X™ — K, em um espaco vetorial
X de dimensao finita n € N sobre um corpo K, normalizado para valer
dg(w1,...,w,) =1, em uma determinada base & = {w,...,w,}.

Em relagao ao funcional multilinear discutido no Exercicio 4.30, mostre que
se o = {vi,..., v, }} e 6 = {wy,...,w,}} sdo duas bases de X, entao

d
do(uy,...,u,) = (V1 V)

_ de(uy, ... u,),
dg(Wi, ..., Wy) o, )

para vetores uy,...,u, € X quaisquer.






CAPiTULO 3
Funcionais Lineares e Dualidade

Close the door, put out the light. / They choose
the path where no-one goes.

— No Quarter (Houses of the Holy)
Led Zeppelin, 1973

Um caso particular de transformagao linear, de um espago vetorial X em outro, é
quando esse outro espago contradominio é o préoprio corpo K do espaco X. Essas fun-
¢oes com valores escalares levam o nome especial de funcionais lineares. O conjunto
de funcionais lineares forma o chamado dual algébrico X* de X e tem uma relagao
muito estreita com o proprio espaco, apresentando uma dualidade de representagoes e
propriedades. Essa dualidade é fundamental para o entendimento do proprio espaco
e é bastante 1util no estudo de transformacoes lineares. Esses funcionais lineares sao
o foco deste capitulo.

1. Funcionais lineares e o dual algébrico

1.1. Definicao. Um funcional em um espaco vetorial X sobre um corpo K é
qualquer fungao f : X — K definida em X e com valores escalares em K. Por exemplo,

o comprimento de arco
()= [ VIFIF@P i
I

do grafico y = f(x), x € I, de uma curva suave f : I — R sobre um intervalo
limitado I C R pode ser visto como um funcional (ndo linear) no espago vetorial real
X =8 (I), sobre K = R.

De particular interesse em Algebra Linear, no entanto, sao os funcionais linea-
res, também chamadas de formas lineares, i.e. que satisfazem

fAu +v) = Af(u) + f(v),

para todou,ve X e A € K.
79
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O conjunto dos funcionais lineares forma um outro espago vetorial chamado de
dual, ou dual algébrico. Nesse sentido, temos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 1.1 (Dual algébrico). Dado um espago vetorial X sobre um corpo K,
o dual algébrico X*, ou simplesmente dual no contexto de dimensao finita, € o
conjunto dos funcionais lineares em X,

X ={f: X = K; fAu+v) = A(u) +f(v), Yu,v € X, A € K}

O dual algébrico X* € um espaco vetorial quando munido das operagoes de adi¢ao e
multiplicagao por escalar definidas pontualmente, i.e. para todo f,g € X*, a adigdo
f+g¢e X* é dada por

(F+9)(u) =f(u) +g(u), VuelX,
e, para todo A € K e todo | € X*, a multiplicagao por escalar \f € X* € dada por
(Af)(u) = Af(u), Vue X.

OBSERVAGAO 1.1 (Elemento neutro do espago dual). O elemento neutro do espago
dual X* de um espaco vetorial X sobre um corpo K é o funcional identicamente nulo,
que podemos denotar por o e que é definido, mais precisamente, por o(u) = 0, para
todo u € X.

OBSERVACAO 1.2. Em dimensao infinita, consideramos, em muitos casos, espacos
vetoriais munidos de alguma topologia e tais que as operacoes de adicao e multiplica-
¢ao por escalar sejam continuas nessa topologia. A partir disso, podemos considerar
funcionais f : X — K que sejam continuos, usando a topologia de X. Em particu-
lar, podemos restringir os funcionais lineares aos que sejam continuos, formando o
que chamamos de dual topologico X’ = {f : X — K;{ linear e continuo}. Nesse
contexto, o dual topologico é chamado simplesmente de dual. No caso de X ser de
dimensao finita e munido de uma topologia compativel com as operagoes vetoriais,
todo funcional linear é continuo, de modo que as duas definigoes de espago dual coinci-
dem. Mas em dimensao infinita, temos, em geral, apenas X’ C X*. Dois importantes
exemplos de espagos duais topologicos sao o espago das distribuigoes @D (£2)’ e o espago
das distribuicdes temperadas S(R?), duais topologicos do espaco das funcoes teste
D(2) e do espago de Schwartz S(R?), onde Q@ C R? é um dominio no espago R?, e
d € N. Veja mais sobre esses espagos duais no Exemplo 4.2.

1.2. Exemplos de funcionais lineares.
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EXEMPLO 1.1 (Produto matriz-vetor com uma matriz de uma linha). Em X = R"™,

neN,dadoa=[a; --- a,] € R afungao f:R" — R dada por
Ty
f(u):au:[a1 an} | =axy - aney,
Tn
para todo u = (x1,...,2,) € R" é um funcional linear em R".

EXEMPLO 1.2 (Produto escalar em R"™ com um vetor dado). Em X =R", n € N,
dado a = (ay,...,a,) € R", a fungado f : R™ — R definida por
f(U.) =a-u=aT1+ -+ apTy,

para todo u = (z1,...,z,) € R", é um funcional linear em R".

EXEMPLO 1.3 (Partes real e imaginaria de um complexo). Olhando X = C como
espago vetorial sobre K = R, as fungoes f : C — R dadas por f(z) = f(x +iy) =x e
f(z) = f(x + iy) = y sdo funcionais lineares em X. Escrevendo f(z) = f(z + iy) =
x+10e f(2) = f(x+1y) = y+1i0, podemos interpretar essas fungées, também, como
funcionais lineares em C como espago vetorial sobre si mesmo, K = C.

EXEMPLO 1.4 (Valor de uma fun¢ao em um ponto e a delta de Dirac). Conside-
rando o espaco X = R’ de funcoes de um intervalo I C R em R, dado zy € I, a
funcao f : R’ — R definida por

f(u) =u(xo), weR,
¢ um funcional linear em X. Em particular, considerando o espaco das funcgoes

continuas X = G([/), isso nos leva a conhecida delta de Dirac no ponto xy, que é um
funcional linear ¢, € X* dada por

(Ougr ) x= x = u(0), u € B().

EXEMPLO 1.5 (Derivada em um ponto). Considerando o espago X = 6'(I,R)
em um intervalo I C R e fixando zy € I, a funcao

f(u) = /()
também define um funcional linear em X.

EXEMPLO 1.6 (Valor médio). Considerando o espago X = 6(/,R) em um inter-
valo I C R, a fungao

1
o) = 17 / u(z) dz,

onde |I| é o comprimento do intervalo, define um funcional linear em X.
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EXEMPLO 1.7 (Integracdo com uma fungdo dada). Dada uma fungdo continua
v € B(I) em um intervalo I = [a,b], podemos definir um funcional linear f, no
espago B([) através da integral

b
flw) = [ ola)ue) da,
para todo u € G(I).

EXEMPLO 1.8 (Traco de uma matriz). Considerando o espaco X = C™ " das
matrizes complexas quadradas A = (a;)7,—;, o traco

tI'(A) = a1 +--+ Ann
define um funcional linear em X.

EXEMPLO 1.9 (Diferencial). Um exemplo fundamental é o de diferencial de um
funcional (usualmente nao linear), quando o espago vetorial estd munido de uma
norma. Mais precisamente, se f : X — K é um funcional em um espago vetorial
normado sobre K = R ou C, com a norma denotada por || - ||, dizemos que f ¢
diferenciavel em um ponto u € X, quando existe um funcional linear g : X — Y,
que ¢é a diferencial de f nesse ponto e é denotada por df(u) = g, que satisfaz

[f(u+h) —f(u) — (df(u))(h)]
[l
Quando u = (z1,...,2,) € X =R" e f(u) = f(x1,...,2,), n € N, entdo a diferencial
calculada em um vetor h pode ser representada por uma multiplicagao por escalar
df(u) - h, onde df(u) = (0, f(x1,...,20), 0p, f(x1,...,2,)) € R™ & 0 chamado vetor
gradiente de f.

— 0, quando ||h|| — 0, h # 0.

OBSERVAGAO 1.3 (Aplicagoes). Como veremos a seguir, funcionais lineares podem
ser usados para representar hiperplanos. Em particular, estao associados a hiperpla-
nos tangentes ao grafico de funcionais nao-lineares. Também sao usados para definir
sub-diferenciais de fungoes convexas. Podem, ainda, ser usados para definir politopos
e poliedros; separar conjuntos convexos; classificar dados via maquinas de vetores de
suporte (em inglés support vector machine - SVM); etc.

1.3. Produto de dualidade. Consideramos, inicialmente, a agao u — f(u), em
X, de um dado funcional linear f € X*. Em seguida, consideramos o espago de todos
os funcionais lineares e definimos adi¢cao e multiplicagao por escalar entre eles, o que
significa considerar a agado f — f(u), para funcionais lineares em X*, para um dado
u € X. Podemos combinar as duas a¢oes em um mapeamento (f, u) — f(u) e definir
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Classificagao de dados via hiperplano afim
0.8

0.6

0.4

SN

0.2

Ficura 1.1. Classificacao de dados via hiperplano. Dois grupos de
dados ja classificados, divididos em grupos A e B, sao usados para
treinar o método, gerando um hiperplano H = {f = n} que separa os
grupos em semi-hiperplanos, e.g. Aem H_ = {f <n—0} e B em
H, ={f >n+4d}. Uma vez treinado, o hiperplano pode ser usado
para classificar novos dados (C'). Os vetores nos bordos {f = n — d}
e {f = n+ 0} sdo os vetores de suporte, no método de classificagao
conhecido como mdquina de vetores de suporte, em inglés support vector

machine (SVM).

um funcional no produto cartesiano X* x X. Como esse funcional é linear tanto em
f como em u, dizemos que ele ¢ um funcional bilinear, ou uma forma bilinear. E
por ser bilinear, é natural usamos uma notacao que torne isso mais natural, e.g. de
uma forma bilinear (-,-) definida no produto cartesiano X* x X. Vamos formalizar
isso e ver algumas de suas propriedades.

DEFINIGAO 1.2 (Produto de dualidade). Dado um espago vetorial X sobre um
corpo K, definimos o produto de dualidade entre o seu dual e o espago como sendo
o funcional bilinear (-,-) : X* x X — K dado por

<f7u> :f(u)a
para f € X* eue X.

A bilinearidade se escreve

(fu+Av) = flu+ Av) = f(u) + Af(v) = (f,u) + Af, v)
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(f +ag,w) = (f + ag)(u) = f(u) + ag(u) = {f, ) + a(g, w).

OBSERVACAO 1.4. Em certos casos, quando trabalhando com mais de um espaco
vetorial, é util qualificar os espacos em cada produto de dualidade, escrevendo, por
exemplo,

<f7 u>X*,X‘

Observe que a ordem dos espagos acompanha a ordem dos argumentos, f € X* pri-
meiro e u € X em seguida.

2. Nicleo de um funcional linear e hiperplanos
Ha uma ligacao direta entre o ntcleo de um funcional linear e hiperplanos no

espago.

2.1. O ntcleo como um subespacgo.

PROPOSICAO 2.1. Dado um funcional linear f € X* em um espago vetorial X
sobre um corpo K, o nicleo de f, definido por

ker(f) = {u € X; (f,u) =0},
€ um subespaco de X.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, vamos verificar que 0 € ker(f), que é condigao
necesséaria para ser subespago. Como 0 é o elemento neutro aditivo de X e f é linear,
temos

<f7 0> = <f70 + 0> - <f7 0> + <f7 0> = 2<f7 0>'

A tnica possibilidade disso ser verdade em K é com (f,0) = 0, de modo que 0 € ker(f).
Agora, basta observar que, pela linearidade de f, se u,v € ker(f) e A € K, entédo

f,u+v)=(f,u)+ (f,v) =0+0=0,

(f, Au) = A(f,u) = X0 = 0,

de modo que u+ v € ker(f) e Au € ker(f), mostrando que ker(f) é fechado para as
operagoes de adigao e multiplicagao por escalar. 0
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2.2. Exemplos de ntcleos.

EXEMPLO 2.1. Em X = R? dados a = (a,b) € R? e o funcional linear (f,u) =
a-u = axr+by, para u = (z,y), entdo o nucleo de f ¢ uma reta passando pela origem:

ker(f) = {(z,y) € R* az + by = 0}

EXEMPLO 2.2 (Partes real e imaginaria de um complexo). Olhando X = C como
espago vetorial sobre K = R e considerando f(z) = z, para z = x + iy € C, o nucleo
de f é o eixo imaginéario.

EXEMPLO 2.3. Seja X = Pg[x] o espago dos polinémios na reta real, z € R.
Considere o funcional linear

f(p) = p(0).
O nicleo de f é composto por todos os polindmios que se anulam na origem, ou seja
ker(f) = {p € Prlz];p(0) = 0} = {p;p(z) = zq(2), q € Pr[z]} = 2Prlz].

EXEMPLO 2.4 (Valor médio). Considerando o espago X = 6(/,R) em um inter-
valo limitado I C R e o funcional linear

1
) = / u(z) da,

onde |I| é o comprimento do intervalo, o nicleo de f é o subespago das fungoes de
média zero:

ker(f) = {u e G(I,R); /[u(x) dr = 0} |

EXEMPLO 2.5 (Derivada em um ponto). Considerando o espago X = 6!(I,R)
em um intervalo I C R e fixando zy € I, o nucleo do funcional

f(u) = u'(x0)

é o conjunto das fungdes continuamente diferenciaveis com um ponto critico em z =
Zo.

EXEMPLO 2.6 (Traco de uma matriz). Considerando o espago X = C™*" das
matrizes complexas quadradas A = (a;;)}';—;, o nticleo do trago

tr(A) =ay1 + -+ + ann

é o subespaco das matrizes com trago zero, que caracteriza as matrizes A associadas
aos sistemas 1 = Au que preservam volume no espaco de fase.
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OBSERVACAO 2.1. E claro que se o funcional nao for linear, o nicleo pode nao
ser um subespago. Vide, por exemplo, o funcional nio linear f(u) = y — x?, para
u = (z,y) € X = R? cujo nicleo ¢ a parabola y = 2% no plano. Mas isso nao quer
dizer que o nicleo de um funcional nao linear nao possa ser um subespaco. O nucleo,
por exemplo, do funcional linear f(u) = 23, para u = (z,y) € X = R?, ¢ o eixo y, que
¢ um subespaco.

2.3. Co-dimensao do niicleo de um funcional nao nulo. Como todo subes-
paco linear possui um complementar algébrico, o niicleo de um funcional linear, como
todo subespaco linear, possui um complementar algébrico. O mais significativo é que,
caso o funcional nao seja nulo, esse subespaco tem co-dimensao um, ou seja, é um
hiperplano.

PROPOSICAO 2.2. Seja X um espago vetorial e seja §f € X* um funcional linear
nao nulo. Entao ker(f) tem co-dimensao um, ou seja, € um hiperplano.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que ker(f) tem um complementar de dimensao
um, ou seja, que tem um complementar gerado por um tnico vetor nao nulo. Para
tanto, deve ser um vetor fora do nucleo de f. Seja, entdao, w € X tal que (f,w) # 0,
que existe ja que f é nao nulo. Vamos mostrar que X = ker(f) @ span{w}, provando
que codim(ker(f)) = dim(span{w}) = 1.

Para mostrar que X = ker(f) @span{w}, basta mostrar que X = ker(f)+span{w}
e que ker(f) Nspan{w} = {0}.

Vamos mostrar, primeiro, que X = ker(f)+span{w}. Para isso, temos que mostrar
que, para todo u € X, existem v € ker(f) e A € K tais que

u=v+Aw.

Para achar tais v e A, observe que devemos ter

<f> u> = <f’ V> + )‘<f7 W>

Para que v esteja no nucleo de f, devemos ter

<f’ V> = <f7 u> - /\<f7 W> =0,

ou seja, devemos tomar

L w
(f, w)
e, com isso,
vV=u-—\w
Assim,



2. NUCLEO DE UM FUNCIONAL LINEAR E HIPERPLANOS 87

com v € ker(f), nos dando a representacao desejada.

Para verificar a unicidade dessa representacao, vamos mostrar que a intersecao
entre o nicleo de f e 0 espago gerado por w é trivial. Seja, entao, u € ker(f)Nspan{w}.
Como u € span{w}, existe A € K tal que

u=\w.
Por outro lado, u € ker(f), ou seja, (f,u) = 0. Com isso,
0=(Fw = {iw) = A(f,w).
Mas (f,w) # 0. Logo, A=0e
u=\w=0w=0.

Isso mostra que ker(f) N span{w} = {0}, concluindo a demonstracao de que X =
ker(f) @ span{w}, e que, portanto, codim(ker(f)) = 1. O

O seguinte resultado segue da proposicao acima.

COROLARIO 2.1. Dado um funcional linear § € X* nao-nulo em um espago veto-
rial X sobre um corpo K e dado w € X tal que (f,w) # 0, temos que, para qualquer
u € X, existem unicos A € K e v € ker(f) tais que

u=\w-+v.

OBSERVACAO 2.2. Naturalmente, caso o funcional linear seja nulo, entao o seu
nucleo é todo o espaco, de modo que a sua co-dimensao é zero. O resultado acima s6
se aplica, mesmo, a funcionais lineares nao nulos.

2.4. Espago quociente ao niicleo. Como X = ker(f) @ span{w}, no caso de
um f € X* ndo nulo, segue, da Proposi¢ao 1.9, que X/ ker(f) é isomorfo a span{w}
e, assim, tem dimensao um. Isso nos da o seguinte corolério.

COROLARIO 2.2. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita e seja f € X*
um funcional linear nao nulo. Entio X/ker(f) tem dimensao um, sendo isomorfo a
span{w}, para qualquer w € X \ ker(f).

OBSERVAGAO 2.3. Vale lembrar, da Defini¢ao 3.1, que
X/ ker(f) = {w + ker(f); w € X}.

Como ker(f) tem co-dimensao um, os conjuntos w + ker(f) sao hiperplanos afim, de
modo que o espago quociente é a unido de todos os hiperplanos afim paralelos a ker(f).
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FIGURA 2.1. Ilustragao do ntcleo S = ker(f) de um funcional §f € X*
nao nulo; do conjunto de hiperplanos afim Aw + ker(f), que forma o
espago quociente X/ ker(f); e da representa¢do u = v+ 2w de um vetor
u em X = ker(f) @ spanw. A escolha de w € X \ ker(f) é como uma
escolha de escala, ou unidade de medida, para o espaco complementar
ao nucleo.

OBSERVAGAO 2.4. Uma equagao linear v’ = Au, onde u = u(t) € R", A € R™",
n €N, eu =u(t) é aderivada (temporal) em ¢, tem solugao u(t) = e'tuy, t € R. A
familia de operadores-solucao e*4 : R® — R™ age no espaco de fases R". Essa familia
pode aumentar, diminuir ou preservar volumes em R" de acordo com o determinante
de e*4. Esse determinante esta associado ao traco de A por det(e!!) = 4, Em
particular, matrizes de trago nulo geram operadores-solu¢ao que preservam volume. O
subespaco S de matrizes de trago nulo separa o espaco das matrizes em dois conjuntos
conexos, um formado pelas matrizes que geram operadores-solugao ezpansores e outro
formado pelas matrizes que geram operadores-solugao contratores.

2.5. Caracterizagao de hiperplanos. Vimos, entao, que o niicleo de um fun-
cional linear nao nulo em um espago de dimensao finita ¢ um hiperplano, ou seja, tem
co-dimensao um. Em outras palavras, partimos de um funcional nao nulo e chegamos
em um ntucleo que é um hiperplano.
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O resultado a seguir complementa o resultado acima, partindo de um hiperplano,
i.e. de um subespaco linear de co-dimensao um, e chegando em um funcional li-
near com esse subespaco como nucleo. Isso nos da, de fato, uma caracterizacao dos
hiperplanos como nicleos de funcionais lineares.

PROPOSICAO 2.3. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Dados um su-
bespago vetorial S C X de co-dimensio um e um vetor w € X \ S, existe um unico
funcional linear § € X* tal que S = ker(f) e f(w) = 1.

DEMONSTRAGAO. Como S é de co-dimensdo um e w ¢ S, entdao X = S &
span{w}. Assim, todo u € X pode ser escrito de maneira tnica como soma de
um elemento de S e de um maultiplo de w, i.e. existem v € S e A\ € K tnicos tais que

u=v-—+\w.

Como essa decomposicao é tinica, podemos definir, sem ambiguidade, um funcional
f: X — K dado por

(f,u) = A\
Sendo tnica, podemos ver que essa decomposicao é uma operacgao linear, i.e. se
u; = vy + MW e uy = vy + Aaw, entao
u; +auy = Vi + vy + ()\1 + Oé/\g)W,
com vy + avy € S e A\ + ady € K. Dessa forma,
(f,ur + aug) = A + Xy = (f,uy) + aff, uy),

mostrando que f é linear em X, i.e. f € X*.
Como w =0+ 1w, com 0 € S, temos, por construcao, que

(f, w) = 1.
Assim, construimos § € X* com (f,w) = 1 e ker(f) = S. Essa f ¢ tnica. De fato,

se f € X* se anula em S e vale 1 em w, entao, usando a decomposi¢ao acima e a
linearidade de f,

(Fou) = v+ 2w) = (1, v) + A, w) =0+ A =2 = {f,u),
para todo u € X. Ou seja, f = §, nos dando a unicidade. O

OBSERVACAO 2.5. A unicidade na Proposicao 2.3 é dada uma vez que fixamos
w € X \ ker(f) e forcamos que (f, w) = 1. Essa escolha é como uma escolha de escala,
ou unidade de medida, para o espago complementar ao nucleo. Podemos mudar w
ou mudar o valor de (f,w) e termos diversas representagoes diferentes, em diferentes
escalas. Mas uma vez fixada a escala, s6 ha uma escolha possivel. Dois wi, wy que
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estejam no mesmo hiperplano afim paralelo a S determinam o mesmo funcional linear
e dao uma mesma escala para X/S. Veja Secao 2.4 e Secao 5.1.

2.6. Propriedades uteis. Os seguinte corolarios sao, por vezes, tteis (veja, e.g.
Teorema 4.1).

COROLARIO 2.3. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita. Dado w € X
nao nulo, existe f € X* tal que (f,w) = 1.

DEMONSTRAGAO. Basta considerar um espago complementar S qualquer do su-
bespago span{w} e aplicar a Proposi¢ao 2.3. O

OBSERVAGAO 2.6. Observe que §f no Corolario 2.3 pode nao ser unico, ja que a
escolha do complementar S é arbitraria. S6 é tinica no caso em que X é unidimensi-
onal.

COROLARIO 2.4. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e sejam u,v € X.
Se (f,u) = (f,v) para todo § € X* entio u=v.

DEMONSTRAGAO. Por linearidade, temos (f,u — v) = 0, para todo f € X*. Se
u—v # 0, entdo segue do Corolario 2.3 que existe f € X* tal que (f,u — v) # 0. Mas
isso contradiz a hipétese. Logo, u — v = 0, ou seja, u = v. 0

OBSERVACAO 2.7. Os resultados do Corolario 2.3 e do Corolario 2.4 continuam
validos no caso de dimensao infinita, mas a demonstracao requer o uso de base de
Hamel. No entanto, em alguns casos, o tal funcional f € X* pode nao ser continuo,
o que é relevante no caso de dimensao infinita (em dimensao finita, como falamos na
Observagao 1.2, todos os funcionais lineares sao continuos). O lado positivo disso é que
se todos os funcionais lineares continuos se anularem em um determinado subespago,
entao esse subespaco é denso no espaco todo. Em relagao a isso, veja, por exemplo,
Exemplo 1.3.

2.7. Caracterizagao de hiperplanos afim. A caracterizacao anterior de um
subespaco de co-dimensao um como o nucleo de um funcional linear nao nulo se
estende facilmente para hiperplanos afim. Vimos que um hiperplano afim é um con-
junto w + S onde S é um subespago de co-dimensao um. Vamos ver, abaixo, uma
caracterizagao de um hiperplano afim como conjunto de nivel de um funcional linear.

PROPOSICAO 2.4. Um hiperplano afim pode ser caracterizado como sendo um
conjunto de nivel de um funcional linear, i.e. um conjunto H C X € um hiperplano
afim em um espaco vetorial X sobre um corpo K se, e somente se, existe um funcional
linear nao-trivial f € X* e um escalar n € K tal que

H={f=n}={ueX; (fju) =n}
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DEMONSTRAGAO. Seja H =w + S, onde w € X e S é um hiperplano. Como S
é um hiperplano, S tem co-dimensao um e existe um complementar S’ de S que é de
dimensao um. Nesse caso, S’ tem uma base que ¢ formada por um tnico elemento
nao nulo, digamos S’ = span{w }, para algum w; € X. Todo vetor u em X pode
ser decomposto de forma tinica como

u=v+Awy,
onde v € S e A € K. Como essa decomposicao é tnica, podemos definir, sem
ambiguidade, o funcional linear f: X — K por
<f> 11> = <fa v+ )\W1> = A

Em particular, (f,u) = 0 se, e somente se, u € S. Além disso, (f, w;) = 1.

O funcional f definido acima é, de fato, linear, pois se u’ = v/ + X'w; é outro vetor
em X e p € K é um escalar, entao

<f’ u-+ ILLu/> = <f7 v+ ,UV/ + ()‘ + ,U/\/)W1> =+ :UX = <f7 u> + /1'<f7 u/>7

visto que v + uv’ € S. Isso mostra que f € X*.

Seja, agora,

n=(f,w).
Observe que, para u = v + A\wy, temos u € H se, e somente se, u = W + Vv, para
algum v € S. Nesse caso,
V+AIw, =w+V,
de modo que
AW —W=vVv—-—veES
Como f s6 se anula em S, vemos que u = v + Aw; pertence a H se, e somente se,
<f7 >\W1 - W) = 07
0 que nos leva a
0= <f',)\W1 _W> = )‘<f7W1> - <f,W> =A— UE

ou seja, u € H se, e somente se, (f,u) = 7. Isso nos da a caracterizacao H = {f = n},
para essa f. U

Essa caracterizagao pode ser usada para verificar se dois hiperplanos sao paralelos,
como mostra o resultado a seguir.

PROPOSICAO 2.5. Dois hiperplanos Hy e Hy em um espaco vetorial X sobre um
corpo K sao paralelos quando existe um funcional linear nao-trivial f € X* e um
escalar € K tais que

f(ul — 112) = B, Yu; € Hl,VUQ € H,. (21)
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DEMONSTRACAO. A ideia é escrever Hi = w; + S e Hy = wy + S, tomar um
funcional f € X* com ker(f) = S e definir 8 = (f,wa) — (f, w1). Em seguida, é s6
verificar que (2.1) vale. Deixamos os detalhes para o leitor (Exercicio 7.1). O

OBSERVAGAO 2.8. Unindo a representacao do espaco quociente X/ ker(f) como
uniao dos hiperplanos afim paralelos ao ntcleo do funcional linear dada na Observa-
¢ao 2.3, i.e. X/ker(f) = {u+ker(f)}, com a caracterizacdo de hiperplanos afim dada
na Proposicao 2.4, podemos escrever

X/ ker(f) = {Hy,n € K},
onde
Hy={f=n} ={ueX; (fu) =n}

Essa caracterizacao nos da, de fato, um isomorfismo n — H, = {f = n}, entre K e
X/ ker(f).

3. Dimensao do espago dual

A Proposigao 2.3 é fundamental para construirmos uma base para o dual X*,
COMO Veremos agora.

3.1. Funcionais que identificam os vetores de uma base. Primeiramente,
construimos funcionais que “enxergam” somente um dos vetores de uma dada base.

LEMA 3.1. Seja X um espago vetorial de dimensaon € N e seja b = {wq,...,w,}}
uma base de X. Para cada i =1,...,n, existe um unico funcional linear §; € X* tal
que

<fi7wj>:5ij> i,jzl,...,n,
onde 6;; € o Delta de Kronecker.

DEMONSTRACAO. Basta aplicar a Proposicao 2.3 paracadai = 1,...,n, tomando
w=w, eS=.5; =span{w,, j#i}. d

3.2. Base dual e dimensao. Agora, vamos mostrar que esses funcionais formam

uma base para o dual.

TEOREMA 3.1. Sejam X um espaco vetorial de dimensaon € N, 6 = {wy,...,w,}}
uma base de V' e f1, ..., € X* funcionais lineares tais que

<f7f’W.7>:51]7 iaj:17"'7n'
Entao 6* = {f1,...,f.} € uma base de X*.
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DEMONSTRACAO. Dado u € X, temos uma representacao tnica em termos da
base,
u = )\1W1 + -+ /\an. (31)

Com isso, observe que
(fis ) = (Fis Aowi + -+ Ao Wi) = A (i, Wi) + - 4+ A (Fi, W) = s (3.2)
Agora, seja f € X* arbitrario. Nesse caso, temos, para u € X qualquer,
(f,u) = (F, awy + - + A wy,)
=A(f,wi) - A <f W)
= (f1,w)(F, W1> + (fr ) (F, W) (3.3)
= (f,w)(fi,0) + - + (f, wa) (fn, 1)
= (f(wi)fi + -+ F(Wp)fn, ),
ou seja,
f=aifi + -+ anfn € span{fi, ..., fn}, (3.4)
com
a; = f,wy), i=1,...,n.

Como isso vale para qualquer f, segue que 6* gera V*.
Falta mostrar que 6* é linearmente independente. Suponha, entao, que

alfl—i_"'—i_anfnzoa

onde o elemento o do lado direito é o zero de X*, ou seja, é o funcional nulo o(u) =
0 € K, para todo u € X. Mais explicitamente, isso significa que

O41<f1:u> +t an(fmu> =0,

para todo u € X. Em particular, tomando u = w;, para cada i = 1,...,n, e usando
que (f;,w;) =0, para j # 1, e (f;, w;) = 1, obtemos

ay(fr, wi) + -+ o (fn, Wi) = o = 0.
Como i = 1,...,n é arbitrario, obtemos que 6* é LI. Portanto, * é uma base de
X*. O
A base ¢ construida no Teorema 3.1 leva o nome especial de base dual a 6.

DEFINIGAO 3.1 (Base dual). Seja X um espago vetorial de dimensao finitan € N
e seja 6 = {wy,...,w,}} uma base de X. Entao a base 6* = {f1,...,f,}} de X*
dada pelo Teorema 5.1 é chamada de base dual a base 6.
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OBSERVAGCAO 3.1. Observe que, na passagem de (3.1) para (3.4) via (3.3), os
coeficientes \; e os elementos da base w;, na representacao de u, trocaram de papel,
virando, na representagao de f, os elementos da base f; e os coeficientes a; = (f, w;),
respectivamente, em uma manifestacao da dualidade entre X e X*.

COROLARIO 3.1. Seja X um espago vetorial de dimensao finita. Entao dim(X*) =
dim(X).

DEMONSTRAGAO. Caso X = {0} seja o espago trivial, entdo X* = {0} e ambos
tém dimensao zero. Caso X nao seja trivial, entdo dim(X) = n para algum n € N,
de modo que o Teorema 3.1 diz que X* também tém dimensao n. Em qualquer caso,

temos dim(X) = dim(X™). O

OBSERVACAO 3.2. A base dual parece um tanto esdrixula, a primeira vista, mas
segue, da demonstragdo do Teorema 3.1 (veja Teorema 3.2), que os seus elementos
sao caracterizados, simplesmente, por nos darem as coordenadas dos vetores na base
primal do espaco. E podem ser visualizados de maneira bem natural através de
suas curvas de nivel, que sao hiperplanos no espago primal. E sao hiperplanos bem
particulares, que estao associados diretamente ao sistema de coordenadas da base
primal. Veja, por exemplo, a Se¢ao 3.2.

3.3. Representacao de vetores e funcionais lineares. Como corolario da
demonstracao do Teorema 3.1, a base dual pode ser usada para dar uma expressao
mais explicita para a representacao de um vetor em uma base, feita na Definicao 1.18.

TEOREMA 3.2 (Representacao vetorial via base dual). Seja X um espago vetorial
nao trivial de dimensao finita n = dim(X) € N e seja 6 = {wyq,...,w,}} uma base
de X. Seja 6* = {f1,...,fn}} a base dual correspondente, ou seja, tal que f;(u;) = 0,
para i # j, e §fi(w;) = 1. Entao, dado u € X, temos

u= (f,\)wy + ...+ (fo, \)yw,

e, em particular, a representa¢ao (u)g de um vetor u € X na base 6 pode ser escrita
como

(u>ﬁ = <<f17u>7 R <fmu>)

DEMONSTRAGAO. Segue da demonstracao do Teorema 3.1, mais precisamente das
equagoes (3.1) e (3.2). O

Analogamente, a representacao de um funcional linear na base dual é dada através
da aplicacao do funcional nos elementos da base primal.
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F1GURA 3.1. Tlustragao do base dual 6* = {f, f2}} através das curvas
de nivel de f; e f9, formando o sistema de coordenadas da base primal
6 = {wy,wy}}. Cada f; da base dual 6*, quando aplicado a um vetor
u, da exatamente a i-ésima coordenada (f;, u) da representagao de u na
base 6. E cada funcional f, quando a aplicado aos vetores w; da base

primal 6, da a i-ésima coordenada (f, w;) de f na base dual. Observe
que w; estd no nicleo de f; e wy esta no nucleo de f;.

N

TEOREMA 3.3. Seja X wum espago vetorial de dimensdao finita n = dim(X) €
N, 6 = {wy,...,w,}} uma base de X e 6* = {f1,...,f.}} a base dual dada na
Definicao 3.1. Entao os coeficientes de um funcional linear qualquer f € X* nessa
base dual 6* sao dados por (f,w;), j =1,...,n, de modo que

f= <f7 W1>f1 +tot <f> Wn>fn
DEMONSTRACAO. Pelo Teorema 3.2, temos
u= (fi,))wy + - + (fo, u)w,,.
Assim, dado f € X*,
<f7 u> = <f7 <f1’ u>W1 +oot <fn’ u)wn>.
Pela linearidade de § e usando que os termos (f;, u) sao escalares,

<f7 u> = <f> W1><f17 11> +oot <f> Wn><fm u>'

Como isso vale para todo u € X, isso significa que, como funcionais lineares,

f= <f7 W1>f1 +oot <f7 Wn>fm
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provando o resultado. O

Como consequéncia da representacao de um funcional linear em relagao a base
dual, temos um isomorfismo entre o dual e K<™,

TEOREMA 3.4 (Representagao do dual em K'*"). Seja X um espago vetorial
de dimensao finita n = dim(X) € N, 6 = {wy,...,w,}} uma base de X e 6* =
{51, fu}} @ base dual dada na Defini¢ao 3.1. Entao X* € isomorfo a K™ com o
isomorfismo J : X* — K" sendo dado por

I = [fe- = [(fowa) - (fw)] e K™
O vetor-linha [flg« € uma representacao de §f em K™, em relagdo a base 6*.

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, observe que, para f,g € X* e A € K, temos,

pela definicao de adi¢ao e multiplicacao por escalar em X*, que
JF+Xg) = ((F+ g, wi), ..., (F+ Mg, wa))

<f7 Wl) + )\<97 W1>a T <f’ Wn> + )‘<gv Wn>)

= (<f’ W1>7 R <f7 Wn>) + A(<g7 W1>7 ctc <g7 Wn>)

= J(f) + M(g).

Portanto, J preserva as operagoes de adi¢ao e multiplicacao por escalar. Falta mostrar
que ¢ uma bijegao. Primeiramente, segue da representacao dada pelo Teorema 3.4
que, se J(f) = J(g) para f,g € X*, entao

(f. ) = J(F)(w)s = J(g)(u)s = (g, ),
para todo u € X, mostrando que f = g, ou seja, J é injetivo. Agora, dado f =
/i -+ fa] € K", podemos definir f € X* por

<f7 u> - f(u)ﬁu
para todo u € K". | é, de fato, linear, pois o produto matriz-vetor é linear,
(Fut Av) =f(u+ Av)s = f(u)s + M(v)s = (F,u) + A(f, v),

Observe, ainda, que

=
=

(7, wi) = £(w;)s = fj,
de modo que
J(f) - ((fa W1>7 R <f7 Wn>) = (f17 - 7fn) = f7
ou seja, J é sobrejetivo. Portanto, J é uma bijecao que preserva as operacoes de

adicao e multiplicacdo por escalar, o que faz de J um isomorfismo entre X* e K*".
Em particular, eles tém a mesma dimensao, ou seja, dim(X*) = n = dim(K>"). [
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OBSERVACAO 3.3. A Observacao 1.7 comenta que, em Geometria Diferencial,
assim como em suas aplicacoes em Fisica Matemaética, os vetores sao chamados de
contra-variantes. Por sua vez, os funcionais lineares f, ou, melhor, os co-vetores
[flex, que representam f em uma base dual 6*, sdo ditos co-variantes. Vejamos.
Seja 6 = {wy,...,w,}} uma base de um espaco vetorial X de dimensdao n € N e
6* = {f1,...,f.}} a base dual. Um dado § pode ser expresso por

f:y1f1+"'+ynfna

onde y; = (f,w;). A mudarmos a base do espago primal para 6 :~{v~v1, e , W, }, onde
W; = Aw;, para algum A\ > 0, a base dual é alterada para 6* = {f,...,f,} com

- h

fi = \

para compensar o fato de que precisamos ter

~ fl

(i, Wi) = <X7)‘Wi> = (fi, wi) = 1.
Desse modo,

f=/\y1%+--~+kyn%”ZAylfl+~--+Ayn¥n.

Ou seja, enquanto a base primal mudou de acordo com
W, — )\Wi,

os coeficientes dos co-vetores mudaram da mesma forma,
Yi = Ay,

contrastando com a forma vista no Observacao 1.7 de que os coeficientes dos vetores
mudaram de forma inversa,

L5

e

Por isso os vetores sao chamados de contra-variantes e os co-vetores de co-variantes.

Tit—r

Também podemos representar um elemento do dual em K", visto que K'*" ¢ K"
sao o mesmo espaco do ponto de vista vetorial. A diferenca s6 aparece na multipli-
cacao matricial.

TEOREMA 3.5 (Representacao do dual em K"). Seja X um espago vetorial de
dimensao finita n = dim(X) € N, 6 = {wy,...,w,}} uma base de X e 6* =
{1, .-, fu}} @ base dual dada na Defini¢ao 3.1. Entao X* é isomorfo a K" com
o0 isomorfismo J: X* — K" sendo dado por

J(f) = (f)ﬁ* = ((f? W1>7 R <f7 Wn>) € K™
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O vetor (f)g+ € uma representagao de f em K", em relagao a base 6*.
DEMONSTRACAO. Idem. O

EXEMPLO 3.1. Seja X = R? e considere a base canonica ¢ = {{e;, e}, e; = (1,0)
e ey = (0,1). A base dual 6* = {f1,f2}} é dada por fi(z,y) = x, f2(z,y) = y, visto
que

f1(1,0) =1, §1(0,1) =0, f2(1,0) =0, f2(0,1) = 1.
Outra forma de ver isso é pela expansao de u = (z,y) qualquer,
u = (z,y) = rve; +ye; = fi(u)e; + f2(u)es.

EXEMPLO 3.2. Seja, novamente, X = R2? mas considere, agora, a base 6 =
{(1,0),(1,1)}}. Pela expansao de um vetor u = (x,y) qualquer, temos

u=(z,y) = (z—y)(1,0) +y(1,1),
de onde vemos que
fl(:lf,y)zx—y, f2($,y):y
formam a base dual 6* = {1, f2}}. Podemos verificar que
f1(1,0) =1, f1(1,1) =0, f2(1,0) =0, f2(1,1) = 1.

Nessa base dual, o funcional f(z,y) = 2x + 3y, por exemplo, se escreve como

f(z,y) = (L, 0)f1 + §(1, 1)f2 = 21 + 5.
Ou seja,

[fle- = [2 5].

EXEMPLO 3.3. No espaco X = ng’) [z] dos polindmios de grau menor ou igual a
trés, em uma varidvel real € R, podemos considerar a base 6 = {1,z,2% z3}}. A

base dual é
* 1 2 1 3
6" = {{50,50D, 250D ,65OD }},

onde dy ¢é a delta de Dirac (veja Exemplo 1.4), que é o funcional linear (dy, p) = p(0),
e D representa a derivada em relacao a x, de modo que

1 1

1 1 /1!
(00D, p) = p'(0), <§50D2,p>=§p”(0)7 <650D3,p>=6p’(0)‘

Nao é dificil verificar que essa base satisfaz as condi¢oes de base dual, dadas no
Teorema 3.1.
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e

= qu*

X*

F1GURA 3.2. Realizacao do dual X* de X via espago vetorial Y, iso-
morfismo J : X* — Y e forma bilinear ((-,-)) : ¥ x X — K, com

(F,w)x- x = (J(1), w)y.x.

EXEMPLO 3.4. Considerando o espago X = 95]1(5) [z], z € R, e usando a base dual
construida no Exemplo 3.3, vamos ver como escrever o funcional (f,p) = p(2) nessa
base. Os coeficientes sao dados por

1) =1, (fa)=2 (fa2*)=22=4, (j2°)=2"=8
Desse modo,
4
§f =80 + 200D + §5OD2 + %50[)3'

Assim, para qualquer p € 95(3)[ 1,

p(2) = p(0) + 29/(0) + 257(0) + 57" (0).

Por exemplo, no aplicando isso ao polindémio p(z) = 1 + 2x + 3x®, encontramos, de
um jeito ou de outro, p(2) = 29.

3.4. Realizagao de um dual. O dual é, naturalmente, um espago um tanto
mais abstrato. Vimos como representa-lo como K" ou K", no caso de dimensao
finita. Mas como fica o produto de dualidade? Ele é substituido por um funcional
bilinear. Fazer isso em conjunto com o produto de dualidade nos leva ao conceito
de realizacao do dual. Com ele, é possivel dar uma representacao mais concreta ao
dual e ao produto de dualidade, o que também nos permite operar com esses objetos,
deduzir resultados e obter estimativas de forma mais natural. Veja Se¢ao 3.4.

DEFINICAO 3.2. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma realizac¢ao
do dual consiste em um espago vetorial Y sobre o mesmo corpo K, um isomorfismo
J: X" =Y entre o dual X* e Y e uma forma bilinear (-,-) : Y x X — K tal que

{f, u) = (J(f), w), (3.5)

para todou € X ef e X*.
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EXEMPLO 3.5. Em alguns casos, para deixar claro os espacos envolvidos, denota-
mos a realizacdo (3.5) por

<f7 u)X*,X = (JG)? u)Y7X'
Observe a ordem em que os espagos aparecem na notagao, acompanhando a ordem
dos argumentos do produto de dualidade e da forma biliner.

O caso principal de realizagao do dual que exploraremos aqui é o do dual de K",
que iremos identificar, incialmente, com vetores-linha K" com a forma bilinear
sendo o produto matriz-vetor. Outra representagao que exploraremos posteriormente
é a de representar o dual de K" pelo proprio K", com a forma bilinear sendo o
produto escalar. Isso pode ser feito para qualquer produto interno em K", ou mais
geralmente nos chamados espacos de Hilbert, que sao espagos com produto interno
que sao completos em relacao a norma gerada pelo produto interno.

TEOREMA 3.6. Seja K um corpo e considere o espaco vetorial X = K". Entao
uma realizacio do dual X* é o espaco Y = K", com a forma bilinear sendo o
produto matriz-vetor

(v,u) =vu =y1x1 + - + YnTn,

onde
T
x

v=1[y1 vz - ua) €K, u= 2 c K™
‘/'En
DEMONSTRAGAO. Considerando a base canonica € = {{eq,...,e,}} de K", com
e; = (1,0,...,0),...,e, =1(0,...,0,1), defimos o isomorfismo
I = [(Fer) (Fe2) -+ (fren)].
Como u = (21, ...,x,) pode ser escrito como

u=uzx€e +- -+ Tpey,
temos, pela linearidade de f € X,
(F.u) = (fzie1 + -+ apen) = 21(f,e1) + - + 2 (f, €) = J(f)u.
O
OBSERVACAO 3.4. Nao deixemos que a aura da abstragao encubra fatos simples.

Por exemplo, se X = R? e f € X*, entdo, escrevendo os elementos do espaco na forma
u = (z,y), um funcional linear é uma funcado f(z,y). Tomando a = f(1,0), b = (0, 1)
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e escrevendo (z,y) = (x,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0, 1), obtemos, da linearidade de f,
que o funcional deve ser da forma

f(x,y) = f(z,0) + §(0,y) = zf(1,0) + yf(0,1) = ax + by = [a b} (Z) )

Analogamente (ou indutivamente), se X = R" e u = (x1,...,x,), entdo um funcional
linear f € X* deve ser da forma

flxy,...,xn) = 21§(1,0,...,0) + - + 2,§(0,...,0,1) = ayxy + - - - + a2z,
T
:[0,1 Cln}

Tn

3.5. Representagcao do espago e do dual. Também podemos representar
qualquer espaco de dimensao finita por K", de modo que a representacao feita no
Teorema 3.6 pode ser estendida a um espaco de dimensao finita qualquer. Podemos
representar tanto X como X* através de suas isomorfias como K" e K!*" ou mesmo
ambos com K”. Sendo assim, a aplicagao de um funcional f € X* em um vetor u € X
se reflete em uma operacao entre os seus representantes. Veja Secao 3.5

TEOREMA 3.7. Dada uma base 6 = {wy,...,w,}} de um espago vetorial X de
dimensao finita n € N sobre um corpo K e 6* = {f1,...,f.}} a base dual, a aplicagao
de um funcional linear f € X* a um vetor u € X pode ser expressa via produto
matriz-vetor entre as suas representacoes em K" e K" respectivamente, i.e.

(f,w) = [flo-(Ws = frua + ... + faun,

onde
[ﬂﬁ* = [fl fn] = [<f-7 Wl) <f7 uﬂ c Kixn
X1 <f1,u>
(W = | ] = ] e k.
Tn <fn7u>

DEMONSTRAGAO. Basta observar que, pela linearidade de f € Y*,

(Fw) = (f,eaws 4 -+ 20wn) = 21 (f, W) + - 4 2 (f, wa) = [fls- - (W)s



102 3. FUNCIONAIS LINEARES E DUALIDADE

No caso em que ambos X e X* sao identificados com K", a forma bilinear é,
de fato, o produto escalar. Isso antecipa um resultado mais geral de representacao
de funcionais lineares em espagos de Hilbert (que sdo espagos vetoriais com produto
interno e completos em relagao a topologia da norma associada ao produto interno),
conhecido como o Teorema da Representacao de Riesz. Vejamos, a seguir, esse resul-
tado no nosso caso particular de dimensao finita.

TEOREMA 3.8. Dada uma base 6 = {wy,...,w,}} de um espago vetorial X de
dimensao finita n € N sobre um corpo K e 6* = {f1,...,f.}} a base dual, a aplicagao
de um funcional linear f € X* a um vetor u € X pode ser expressa via produto escalar
entre as suas representacoes em cada base, i.e.

<f7 u> = (f)ﬁ* ’ (u)ﬁ = <f7 W1>u1 +...+ f(wn)una

onde
fi
fe==1| ] =[{Fw1) -+ (fu)] ek”
In
e
Ty (f1, w)
(wWs=| 1| = f] €K™
Tn <fnau>
DEMONSTRACAO. Analoga a do Teorema 3.7. O
4. O bidual

Como X* é um espago vetorial, podemos considerar, também, o seu dual, que é
chamado de bidual de X.

4.1. Definigao.

DEFINIGAO 4.1 (Bidual). Dado um espago vetorial X, o seu bidual, denotado
por X** é o dual do seu dual, ou seja X** = (X*)*.

EXEMPLO 4.1. Seja X = R? e considere um funcional linear qualquer
f(u) = f(z,y) = ax + by,
agindo em u = (z,y) € R?. Fixando um vetor ug = (zg, yo) arbitrério, a fungao

fr= f(uo) = axo + byo
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feX” uecx
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FiGURA 3.3. Diferentes representagoes para X e X* e para o produto
de dualidade (f,u). Dada uma base & para X, com base dual associada
6* para X*, cada elemento u € X pode ser representado pelo vetor
(u)s € K" dos coeficientes de u na base & ou por um vetor-coluna
[u]; € K**! enquanto que cada f € X* pode ser representado pelo vetor
(f)s+ dos coeficientes de f na base dual 6* ou pelo vetor-linha [f]s«. Em
K" x K", o produto de dualidade toma a forma de um produto escalar
(f)g+ - (0)g, enquanto que em K™*! x K*" o produto de dualidade toma
a forma de uma multiplicacao matricial [f]s-[u]s.

é um funcional linear, que leva um elemento §f = f(z,y) = ax + by de X* no escalar
f(up) = axg + byo. Ele é, portanto, um elemento do dual do dual de X, i.e. um
elemento de X**.

4.2. Morfismo canédnico.
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OBSERVAGCAO 4.1. O funcional do Exemplo 4.1 ndo é um mero exemplo, mas um
caso tipico, que nos leva a uma identificacao entre cada elemento de um espaco em um
elemento do bidual. Isso define um transformacao linear que é chamada de morfismo
canonico ou morfismo natural. No caso de dimensao finita, veremos, em seguida, que
esse morfismo é um isomorfismo.

DEFINIGAO 4.2. Seja X um espago vetorial. O morfismo natural ou candnico
€ a transformacao linear J : X — X definida através do produto de dualidade,
levando um vetor u € X em um elemento J(u) € X** que € o funcional linear em X*
dado por

(J(u), f>X**,X* = (f, u>v*,v-

OBSERVACAO 4.2. E imediato verificar que o morfismo natural J dado na Defini-
¢ao 4.2 é linear. De fato,

(Ju+xv),f) = fu+Av) = (f,u) + A(f, v)
= (J(), ) + A{(V), )

(J(u) + M(v), 1),
para todo § € X™, ou seja,
Ju+Av) =J(u) + M(v).

4.3. Isomorfismo natural com o bidual em dimensao finita. Como menci-
onado acima, no caso de dimensao finita, o morfismo natural é um isomorfismo entre
0 espaco e o seu bidual.

TEOREMA 4.1. Seja X um espago vetorial de dimensao finita. O bidual X** €
1somorfo a X através do morfismo natural, ou candnico, dado na Definicao 4.2.

DEMONSTRAGAO. Se X = {0} é o espago trivial, é facil ver que tanto X* quanto
X** sao triviais, de modo que o isomorfismo é imediato. Considere, agora, X nao

trivial. Vamos mostrar que J é uma bijecao.
Se J(u) = J(v), entao (J(u),f) = (J(v),f) para todo § € X, ou seja

{fw) = (), §) = J(v),f) = F,v),
para todo § € X. Segue, entao, do Corolario 2.4, que u = v, mostrando que J é
injetivo.
Para ver que J : X — X** é sobrejetivo, vamos primeiro mostrar que, dada uma
base 6 = {wy,...,w,}} de X, segue que {J(wy),...,J(w,)} é uma base para X**.
Considere a base dual 6* = {{f;,....f,}} de X*, onde (f;, w;) = §;; é o Delta de
Kronecker. Observe que cada J(w;) é tal que

(J(wi), ;) = (Fj, wi) = dij.
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Portanto, segue do Teorema 3.1 que 6** = {J(wy),...,J(w,)} é base do dual de X*,
ou seja, ¢ base do bidual X**.
Em particular, dada g € X**, podemos escrever

g = VIJ(WI) 4+ .. 4 '7nJ(Wn) = J(71w1 + -+ ’ann> - J(u)7

para u = YWy + - - - + 7, Wy, ou seja, J : X — X é sobrejetivo.
Portanto, J é uma bijecao que preserva a estrutura de espacgo vetorial, ou seja, é
um isomorfismo entre X e X**, como queriamos mostrar. 0]

OBSERVAGAO 4.3. Em dimensao finita, é facil identificar o dual X* com o proprio
X e com o seu bidual X**, além do dual algébrico coincidir com o dual topolégico.
Em dimensao infinita, as coisas nao sao tao simples. Essa identificagao entre o espago
e o espaco dual se estende para o dual topolégico quando o espaco é um espaco de
Hilbert. Mas para espagos de Banach ou outros espagos vetorias topologicos, o dual
topologico X’ pode ser de uma natureza bastante diferente de X. A identificacao
entre o espaco X e o seu bidual topolégico X”, por sua vez, ja vale para uma gama
mais ampla de espacos, chamados de espacgos reflexrivos, para os quais o morfismo
canbnico J : X — X tem um papel crucial. Esses espacos sao ditos reflexivos
justamente quando esse morfismo é um isomorfismo.

OBSERVAGAO 4.4 (Dualidade nos espagos ¢?). Apenas para saciar, ou instigar,
um pouco a curiosidade, tomando 1 < p < oo, o dual topolégico de P pode ser
representado pelo espago %, onde ¢ é o “dual” de p, definido por 1/p+ 1/¢ =1, com
o produto de dualidade dado por

(v, u>@,€p = Z vjug,
J

onde u = (uy,ug,...) € P e v = (v1,v,...) € £7. Observe, por conseguinte, que
o dual topologico de ¢4 é, de volta, o proprio /2. Em particular, esses sao espagos
reflexivos, onde o bidual é isomorfo ao espaco. No caso p = 1, o dual topologico de
¢' & (. Porém, o dual de £*°, que é o bidual de ¢!, nao é o ¢!, sendo um espaco um
tanto mais complicado, o que faz de ¢! um exemplo de espago nao-reflexivo (assim
como ().

OBSERVAGAO 4.5 (Dualidade nos espagos LP(€2)). Da mesma forma que na Ob-
servagao 4.4, temos, também, a dualidade entre LP = LP(Q) e L4 = Li(Q), Q C R,
de N, paral <p<oo, 1/p+1/¢ =1, com a realizacao do dual de L? como sendo
L%, com o produto de dualidade identificado por

()50 = [ u0u(x) dx
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Em particular, o dual de L*(Q2) pode ser identificado com o préprio L?(12).

EXEMPLO 4.2 (Espago de distribuigdes e espago de distribui¢oes temperadas). A
delta de Dirac vista no Exemplo 1.4 é um exemplo de distribui¢ao. Mais geralmente,
uma, distribuicio em um dominio Q C R% d € N, é um funcional linear (continuo)
definido no espago das fungoes teste D(2) (veja Exemplo 1.14). Esses funcionais
lineares (continuos) formam o espago dual (topologico) @(2)’. Analogamente, o es-
paco de distribuicoes temperadas é o dual (topologico) S(R?)’ do espaco de Schwartz
S(RY). (veja Exemplo 1.15). Quando o dual de L?(R?) ¢ identificado consigo mesmo
(uma realizacao do dual), que esta contido no espacgo das distribui¢oes & (R?)’, temos
as inclusoes

D(RY) c S(RY) ¢ L*(RY) = L*(RY) € S(RY)' ¢ D(RY).
5. Anulador de um subespaco

5.1. O subespago anulador. Vimos que o nucleo de um funcional linear nao
nulo é um subespago de co-dimensao um. Se f € X* é nao nulo e S = ker(f), podemos
dizer que f “anula” os elementos de S. Mais geralmente, temos a seguinte definigao.

DEFINIGAO 5.1 (Anulador). Seja S um subespago de um espago vetorial X. O

anulador de S € o conjunto de todos os funcionais lineares que se anulam em S e é
denotado por S° (ou S*t), i.e.

SO={fe X*(j,v) =0, Vv € S}.

A Secao 5.1 ilustra o conjunto de anuladores de um hiperplano S. Escolhendo
qualquer w € X \ S, podemos definir um funcional f € X* que anula S e tal que
(f,w) = 1. Variando w (ou variando o valor (f,w) = \), obtemos uma familia
unidimensional de funcionais, cujos “graficos” sao “hiperplanos” no espaco estendido
X xK (com a inclinagao desses hiperplanos diretamente relacionada a A). O funcional
nulo o € X* também anula S e o seu grafico é o proprio X x {0}.

OBSERVAGAO 5.1. Nao héa produto interno para justificar a notacao de S° com
sobrescrito L, até mesmo porque f e u “moram” em espacos distintos, mas a notagao
¢ baseada no produto de dualidade, em que (f,u) = 0 parau € S e f € S°, que se
assemelha ao de um produto interno. E verdade, no entanto, que quando X possui
um produto interno (-,-) e é de dimensao finita ou, mais geralmente, é completo na
norma associada ao produto interno, entao todo f € X’ (o dual topologico) possui
um “representante” v em X tal que (f,u) = (v,u), para todo v € X. O conjunto
desses representantes é, de fato, ortogonal a S, segundo o produto interno (-,-), e
¢ comumente denotado por S*, que é um subespaco de X, enquanto que S° ¢ um



5. ANULADOR DE UM SUBESPACO 107

grafico de §

FIGURA 5.1. Tlustracio da familia S° = {f € X*; S C ker(f)} de anula-
dores de um hiperplano S (unidimensional, nesse caso), em um espago
vetorial X representado pelo plano xy. Os anuladores estao represen-
tados através de seus graficos, que no caso sao planos no espaco xyz,
onde z = f(u), u = (z,y). Mais geralmente, os anuladores sdo todos os
hiperplanos, no espago estendido X x K, que contém S x {0} C X x K.

subespaco de X’ isomorfo a S*. Por conta disso, alguns autores usam S+ para denotar
o que chamamos de S°.

PROPOSIGAO 5.1. O anulador S definido na Definicao 5.1 é um subespago vetorial
de X*.

DEMONSTRACAO. Imediata. Verifique. O

5.2. Dimensao do anulador.

TEOREMA 5.1. Seja X um subespaco vetorial de dimensao finita e seja S C X
um subespaco de X. Entao

dim(X) = dim(S) + dim(S°).

DEMONSTRAGAO. Se S = {0} é o subespago trivial, entdao qualquer funcional
linear se anula em S, ou seja, S = X*. Nesse caso, dim(S) = 0 e dim(S5°) = dim(X),
provando o resultado nesse caso.
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Suponha, agora, que S tenha dimensao k£ € N, com, naturalmente, k£ < n =
dim(X). Se k = n, entao S = X e S = {0}, nos dando, novamente, dim(X) =
dim(S) = dim(S) + dim(S°).

Se k < n, entao S possui um subespago complementar S’ de dimensao n — k. Seja

{w1,...,w} uma base de S e seja {wWgi1,...,w,} uma base de S’. Pelo Lema 3.1
e pelo Teorema 3.1, existem funcionais fi, ..., f, tais que f;(w;) = d;;, de modo que
{f1,...,f.}} forma uma base de X*. Nenhum fy, ..., f, anula S, enquanto que todos
08 fr+1,-..,fn anulam S. Dessa forma,

SV = span{fei1, ..., fnts

de modo que dim(Sp) = n — k. Com isso
dim(X) =n =k +n — k = dim(S) + dim(S?),
completando a demonstracao. 0
6. Aplicagoes
6.1. Quadratura de polin6mios.

TEOREMA 6.1 (Quadratura de polinémios). Considere o espago vetorial 95]1({”) ]
dos polinémios de grau menor ou igual a n € N, em uma varidvel real © € R. Seja

I C R um wntervalo finito e considere n + 1 pontos distintos xg, ..., x, em I. Entao
existem numeros reais My, . .., My tais que
/p(x) dz = mop(zo) + -+ + mup(zs), (6.1)
I

para todo p € 95]&") [z].

DEMONSTRAGAO. Observe que
prs f0) = [ o) da
I

define um funcional linear em 95]1%”) [z], ouseja, f € 95]1(%”) [z]* pertence ao dual algébrico
desse espago. A ideia é mostrar que os funcionais p — p(z;) formam uma base para
esse dual, de modo que f se escreve como combinacao linear desses funcionais.

Defina, entdo, para cada j = 0,...,n, o funcional linear f; € 973]1({") [z]* dado por
fi(p) = p(z;),
para p € 95]1({1) [z]. Vamos mostrar que 6 = {fo, ..., fn}} € L. Suponha que
Xofo+ -+ fn=0.
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Entao

para todo p € 9511({1) [z]. Pela definicao de f;, isso significa que
Aop(20) + -+ + Aup(@n) =0,
para todo p € 9511(%”) [z]. Para cada j = 0,...,n, considere o polinémio
qj(x) = Wiz (w — 3).
Observe que g; ¢ um polinémio de grau n, portanto pertence a 975]1%") [z]. Além disso,
¢;(z;) =0, para i # j e ¢;j(z;) # 0. Com isso,
0= Aogj(xo) + -+ + Angj(zn) = Ajg;(2;),

o que nos da
Aj = 0.

Como isso vale para todo j = 0,...,n, vemos que 6* é LI. Como 95]1({1) [z]* tem dimen-
sdo n + 1, segue que 6* é uma base de 95]1(@") [z]*.
Agora, considere a quadratura

f@%jlmwd%

*

Esse ¢ um funcional linear em Pg[z]*. Portanto, ele se escreve de forma tunica
como combinagao linear dos elementos da base 6*. Sendo assim, existem escalares
my, ..., My, tais que

/Ip(l’) dz = f(p) = mofo(p) + - + mnfu(p) = mop(xo) + -+ + Mmup(zn),

completando a demonstragao. 0

OBSERVAGAO 6.1. Quem sdo os coeficientes m; em (6.1)?7 Para ver isso, aplica-
mos a férmula aos polindmios ¢; definidos na demonstragao do Teorema 6.1. Como
¢;(z;) = 0 para j # i, temos

/%‘(I) dz = m;q;(x;),

= f ey o

ou seja,
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Polinémios de Lagrange

1d-——— = .- o — - T 4
/‘ t

> ly

1] .
I 64

FIGURA 6.1. Polinémios de Lagrange ¢; = I1,2;(z — ;) /I (x; — @),
para j = 0,...,4, no intervalo real [0,4]. Cada ¢; se anula em = = z;,
para i # j, e vale 1 em z = x;.

Os integrandos sao os polinémios conhecidos como polinémios de Lagrange,

Isj(2 — ;)
li(z) = =—7—F,
[isj (i — ;)
que tém, ainda, a propriedade ¢;(z;) = 1. Ou seja, sdo uma versao normalizada dos
g;- Cada coeficiente m; é a quadratura de cada polinomio de Lagrange /;, no intervalo

1.

6.2. Subdiferenciais de fungoes convexas. Uma fungaoreal f : C C X — R,
definida em um subconjunto convexo C' de um espaco vetorial real X, é dita um
funcional convexo em C' quando

f(I=0)x+0y)<(1-0)f(x)+0f(y), Vx,yeC, 0<0<1. (6.2)
E claro que a condicdo no dominio C' C X de ser convexo garante que
(1-0x+0yeC, VI, 0<60<1.

Em termos geométricos, esse desigualdade significa que o segmento de reta ligando
(x, f(x)) a(y, f(y)), em X x K, se situa acima do grafico (z, f(z)), de f, no intervalo
z=(1-0)x+0x,0<60<1,queligaxay, emC.

Como exemplos de fungoes reais definidas em X = R que sao convexas, temos
flx) = 2% f(x) = 2>, n € N; f(z) = &, A € Ry e f(z) = [z]. Em X = R
d € N, podemos consider g(x) = f(||x||), para qualquer uma das fungées anteriores,
onde x = (z1,...,24) € R% e |x|| = \/2? + -+ 2. Em particular, qualquer norma
f(x) = ||x|| em R? ¢ convexa. Mas cuidado, a funcido f(x) = xIn(z) com f(0) =0 é
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convexa em z > 0, mas g(x) = ||x|| In(||x||), com ¢g(0) = 0, est4 definida e é continua
em R? mas nao é convexa.
Reescrevendo a condigao de convexidade, temos

0(f(y) = f(x) = f(x+0(y —x)) = f(x),
logo, para 0 < 6 < 1,

fly) — foo) » LAY = 2 T, (63)

Se f for diferenciavel no ponto = € C, e assumindo que X = R%, d € N, obtemos, no
limite # — 0, que

fly) - fx)>Vfx) (y—x), VyeC.

Mas mesmo que f nao seja diferenciavel em x, e desde que f seja pelo menos continua
em x, podemos encontrar vetores v € R? tais que a desigualdade continue vélida,

fly)—-fx)>v-(y—x), VyeC.

Por exemplo, a fungao modulo f(z) = |z| é derivavel em x # 0, com derivada f(z) =
sgn(z), onde sgn(x) é o sinal de z, ou seja, +1se x > 0e —1 se x < 0. J4 em z = 0,
a fungao nao é derivavel. No entanto, temos a desigualdade

fly) =1yl > vy, VyeR,

para todo —1 < v < 1. (Verifique!) Geometricamente, todas as retas z = vy, com
—1 < w <1, estao abaixo do grafico z = |y| da funcao.
Um tal valor real v tal que

fly) = f(z) >v(y —x), YyeC,

¢é dito uma sub-derivada de f em xz € C. A sub-diferencial de f em um ponto x é o
conjunto de todas os sub-derivadas de f em x. A sub-diferencial é denotada por Of.
Assim, a sub-diferencial de f(z) = |z| é

{-1}, =<0,
(af)(x) = [_171]7 z =0,
{+1}, =z >0.

No caso de um espaco Euclidiano X = R¢, munido do produto escalar, um vetor
v € R? & dito um sub-gradiente de f em x € C' quando

fly)-fx)>v-(y—x), VyeC.
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Novamente, a sub-diferencial de f em um ponto x € C' é o conjunto de todas os sub-
gradientes de f em x. Considerando, por exemplo, f(x) = ||x||, segue da desigualdade
de Cauchy-Schwartz que

vy < Ivlllyll < llyll = f(y) = f(0), ¥v € RY, |lv] < 1,

mostrando que todo vetor v com norma Euclidiana menor ou igual a 1 pertence a
sub-diferencial de f no ponto x = 0. De fato, esse conjunto ¢é a sub-diferencial de f
nesse ponto, pois para qualquer outro vetor v, com norma ||v|| > 1, podemos tomar
y = Vv eobter vy =|yl|? > f(y). Portanto,

a|l - |N(x) = {ﬁ}’ 70
@1 - 1) {{VERd; ||V||§1}7 x = 0.

Mais geralmente, em um espaco vetorial X, o papel de v é feito via funcionais
lineares afim. Assim, a sub-diferencial em um ponto x € C' de um funcional convexo
f definido em um sub-conjunto convexo C' C X e com valores no corpo K do espago
X é dada por

Of)(x) ={fe X" f(y)— f(x) > ({f,y —x),Vy € C}.

Em um espago vetorial X munido de uma norma || - ||, a sub-diferencial de f(x) =
||x|| se torna

FeXxs 5,x =Ixll, §y) <lyl, Vy € X}, x#0,
{fe X Gy <lyll}, x = 0.

De fato, observe que, para x # 0,

Fy—x)={Fy) — Fx) <yl - Ixl| = fly) — f(x),

enquanto que, para x = 0,

@[ - D) = {

F.y) < llyll = f(y) — f(0).
Nem sempre a sub-diferencial existe. De fato, considerando o conjunto convexo
C =10,00) em R e a fungao
1, z=0,
-

0, >0,

é facil ver que essa funcao é convexa, apesar de ser descontinua no extremo xr =
0 do intervalo, e que essa funcao nao possui sub-derivada em z = 0. De fato, a
descontinuidade tem um papel fundamental nessa nao existéncia.
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Observe, no caso f(x) = |z| em R, que, para = # 0, onde f é derivavel, a sub-
diferencial é um conjunto unitéario e cujo tnico elemento é a derivada de f no ponto.
Para z = 0, a funcao nao é derivavel e a sub-diferencial é um intervalo de valores.
Observe, ainda, que a func¢ao tem um minimo global em x = 0 e que o valor v = 0
pertence a sub-diferencial nesse ponto, i.e. 0 € (9f)(0). Esses fatos sao validos em
geral:

(i) f é diferenciavel em um ponto x € C' se, e somente se, a sub-diferencial de f
em x ¢ um conjunto unitario, que é, portanto, o conjunto {df(x)}.
(ii) Um ponto x¢9 € C' é um ponto de minimo global de f se, e somente se, o
funcional nulo o estd contido no conjunto sub-diferencial de f em xq, i.e.
0 € (0f)(xo0).-
Uma caracterizacao importante de funcionais convexos continuos é a de que ele
pode ser escrito como o supremo de funcionais lineares afim com valores limitados
por baixo pelo funcional, i.e.

f(x) = sup {{(x), ¢ funcional afim, com ¢(y) < f(y), Vy € C},

onde lembramos que um funcional afim é um funcional da forma ¢(u) = (f,u) + b,
onde f € X* e b € K. Com a caracterizagao acima, resultados de convergéncia para
f podem ser obtidos através da convergéncia dos funcionais lineares. Isso ¢é tutil, em
particular, em otimizacao convexa.

Para concluir, vamos mostrar que a sub-diferencial (0f)(x), em um ponto qualquer
x € C, é, em si, um conjunto convexo em X*. Se a sub-diferencial ¢ um conjunto
unitario, nao ha nada a provar (idem se o conjunto for vazio, i.e. se nao for sub-
diferenciavel). Suponha entdo que f, g € (0f)(x). Entao, para 0 < n < 1 arbitrério,
temos

(T=n)f+ngy—x) =10y —x +n(g,y —x)
<@ =n)(fly) = f(x) +n(f(y) — f(¥))
= fly) — f(x),

para todo y € C. Logo,
(T=mf+ngy—x) < fly)—flx), VyeC

Ou seja,
(1 =n)f+ng € (0f)x), Vn, 0<n<1,
mostrando que a sub-diferencial (0f)(x) é um subconjunto convexo de X*.

6.3. . Por vir...
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7. Exercicios
Exercicios

7.1. Faca os detalhes da demonstracao da Proposicao 2.5.

7.2. Seja X = R? e considere os conjuntos dados por A = {(0,0),(1,0)} e B =
{(0,1),(0,2)}. Encontre um hiperplano H = {f = n}, com f € X* (pode
pensar na forma f(u) = ax + by, para u = (x,y)) que separe os conjuntos de
tal forma que A C {f <n—¢}, BC {f >n-+¢e}, para algum £ > 0 “6timo”,
ou seja, tal que nenhuma das duas inclusoes valha para &' > . Esse exercicio
¢ inspirado nos modelos de mdquina de vetores de suporte (support vector
machine - SVM). (O hiperplano pode ser escolhido de forma tinica impondo
as condigoes de a? + b* = 1 e de ¢ ser o maior possivel.)

7.3. Com X, A e B como no exercicio anterior, encontre um hiperplano H tal
que todos os pontos do hiperplano sejam equidistantes das centroides de A
e de B. Esse exercicio é inspirado no método de k-means, com k = 2.

7.4. Considere a base 6 = {1,1+ x,1+ 2} do espago 95]1(5) [z] dos polindmios
reais de grau menor ou igual a dois. Encontre explicitamente os elementos
da base dual 6* de 6.

7.5. Considere a base de polindémios de Lagrange « = {{{y, {1, {2, (3}}, em pontos
distintos zp < 1 < z3 < 23, onde ¢; = (v —x;) /Il 4 (z; —x;). Determine
os elementos da base dual «.

7.6. Usando a base dual 6* da base 6 = {1, z, 2%, 2*}} do espago 93]1(%3) [z], feita no
Exemplo 3.3, represente os seguintes funcionais lineares

(a) (f.p) = p(0);
(b) (. p) = p(1):
(c) (F.p) =1/(2);
(d) {f.p) = Jy p(s) ds.

7.7. Represente os mesmos funcionais lineares do Exercicio 7.6, agora na base
dual da base de polinémios de Lagrange, obtida no Exercicio 7.5, tomando
os pontos xg = 0,21 = 1,29 = 2,23 = 3.

7.8. Encontre os funcionais (1, (z,y)) = fi(z,y) = ax+by e (f2, (x,y)) = fo(z,y) =
cx +dy da base dual 6* = {1, fo}} associada a base 6 = {(1,1),(—=1,1)}} de
R2.

7.9. Encontre explicitamente os funcionais lineares (f;, (z,v,2)) = fi(z,y,2) =

a;x + by + ¢z, a;, b, ¢ € R i =1,2,3, e (fa, (z,9)) = cx + dy da base dual
6* = {f1, 2, f3}} associada a base 6 = {(1,0,0), (2,1,0),(5,1,1)}} de R3.
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Os funcionais lineares 1 (x, y) = (f1, (x,y)) = 2x—3y e fa(z,y) = (2, (,y)) =
4x — y formam uma base 6* do dual de X = R?. Encontre a base primal 6
de X, associada a essa base dual.

Seja X um espaco vetorial real com relagao de ordem <, conforme definido
no Exercicio 4.14 do Capitulo 1. Essa relagao de ordem induz uma relagao no
dual X* definida por g < f quando (g, u) < (f,u), para todo u > 0. Mostre
que essa relagao induzida no dual é uma relagao de ordem parcial compativel
com a estrutura vetorial do dual.

Usando o morfismo canoénico J : X — X** de um espago vetorial X no seu
bidual X**, feito no Teorema 4.1, mostre que se X é de dimensao finita e
S C X é um subespaco de X, entao o anulador do anulador de S é o proprio
S, ie. (S°)Y =S, ou, mais precisamente, J(S) = (S°)°.

Considere o subespago S = span{(1,0,1,2);(1,2,1,0)} de R* e caracterize
os parametros (aq,as, as,as) tais que os funcionais lineares (f,u) = aju; +
aptly + azuz + agug, u = (uq, ..., us), estdao no anulador S°.

Considere o subespago S = {p € 95]1(@”) [z];p(0) = 0} = x@ﬂg{n_l)[x] do espago
vetorial 975]1(5) [z], onde n € N, z € R. Encontre os funcionais lineares que estao
no anulador S° de S.

Considere o subespago S = {A € R™"™;tr(A) = 0} das matrizes quadradas
de traco nulo em S = R™"*". Mostre que S é um hiperplano e determine o
anulador S° de S, ou seja, todos os funcionais lineares que se anulam em S.
Considere o subespago S = {4 € R?*?; A" = A} das matrizes simétricas
em X = R?*2. Mostre que S é um hiperplano e determine o anulador S° de
S, ou seja, todos os funcionais lineares que se anulam em S.

Considere o subespago S = {A € R**?; A" = A tr(A) = 0} das matrizes
2 x 2 simétricas e com trago nulo. Qual a dimensao de S7 Qual a dimensao
do anulador S° de S? Ache uma base para S°.

Considere o subespago S = {4 € R3*3; A" = A} das matrizes simétricas
em X = R¥3. Qual a dimensao de S? Qual a dimensao do anulador S° de
S? Ache uma base para S°.






CAPITULO 4

Transformacoes Lineares

I'm a traveler of both time and space, to be where
I have been.

- Kashmir (Physical Graffiti)
Led Zeppelin, 1975

Neste capitulo, vamos relembrar o conceito de transformacoes lineares, um dos
focos principais da Algebra Linear. Veremos alguns exemplos e algumas de suas
propriedades mais fundamentais.

1. Fundamentos

1.1. Definicao de transformacao linear. A esséncia da Algebra Linear é o
estudo de transformacoes lineares, ou seja, que preservam a estrutura de linearidade
inerente aos espacos vetoriais. De fato, os espacos vetoriais foram abstraidos dessa
forma justamente por serem as estruturas fundamentais para o estudo dessas trans-
formacoes. Em cima desses tipos de espacos, é natural falarmos de transformacoes
lineares, conforme definidas a seguir.

DEFINICAO 1.1. Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K.
Uma transformacao linear de X emY € uma fungcio T : X =Y de X em Y que
¢ aditiva e homogénea, i.e. satisfaz

(1)) T(u+v)=T(u)+ T(v), para todo u,v € X; e
(17) T(Au) = AT (u), para quaisquer u € X e X € K.

Quando o dominio e o contra-dominio coincidem, denotamos a transformacao
linear por operador linear. Questoes especificas de operadores lineares sao discutidas
a partir do Capitulo 6

1.2. Alguns conceitos essenciais. Assim como em teoria de conjuntos, defini-
mos alguns conjuntos especiais associados a uma transformacao linear.

117
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DEFINIGAO 1.2 (Dominio e contra-dominio). Dada uma transformagao linear T :
X — Y entre dois espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, dizemos que X €
o dominio de T e que Y € o contra-dominio de T.

DEFINIGAO 1.3 (Nucleo). Dada uma transformagao linear T : X — Y entre dois
espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, definimos o nicleo de T, denotado
por ker(T), como sendo o conjunto

ker(T) = {u € X; T(u) = 0},

onde, naturalmente, o elemento 0 a direita € o elemento de Y que € neutro para a
adicao vetorial.

DEFINIGAO 1.4 (Imagem). Dada uma transformagao linear T : X — Y entre dois
espacos vetoriais X eY sobre um mesmo corpo, definimos a tmagem de T, denotada
por Im(T), como sendo o conjunto

Im(T)={veY;JueX, T(u)=v}={T(u) €Y; ue X}

TEOREMA 1.1. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear entre dois espagos
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo. O nicleo ker(T) de T € um subespago
vetorial do dominio X, enquanto que a imagem Im(T) € um subespago vetorial do
contra-dominio Y .

DEMONSTRAGAO. As demonstragoes seguem imediatamente da propriedade de
linearidade de T, ou seja, pelo fato de T preservar as operacoes de adi¢gao e multipli-
cagao por escalar. ([l

DEFINIGAO 1.5 (Posto). Seja T € L(X,Y) uma transformacao linear entre dois
espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo. O posto de T € a dimensado da sua
magem.

1.3. Exemplos. Alguns exemplos, para ilustrar.

EXEMPLO 1.1 (Transformacao linear associada a uma matriz). Com X = R" e
Y = R™, sendo n,m € N, cada matriz A € R™*" gera, naturalmente, uma trans-
formacao linear associada T4 : R™ — R™ definida pela multiplicacao da matriz

A= (aij)ﬁjzl’j:” por um vetor u = (u;);=1,.., € R" definida por

ajtuy + -+ 1y

i Ao Uy + -+ - + asply,
TA(U) = Au = (Z az‘j“j) _ 2141 2 !
i=1,....m '

j=1 _

goooy

Am1U1 + -+ QmnUn
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EXEMPLO 1.2 (Rotagao). A transformagao linear T : R? — R? definida por
T(z,y) = (—y,x) é a matriz de rota¢do de um vetor u = (z,y) por 90°, no sen-
tido trigonométrico, ou anti-horario. Ela é representada pela matriz

0 —1
r= ) )
Mais geralmente, Ty(z,y) = (cos(f)x —sen(0)y, sen(d)x + cos(f)y), representada pela
matriz

O o i |

¢ uma rotacgao de um angulo # qualquer, também no sentido trigonométrico.

EXEMPLO 1.3 (Representacao polinomial). A transformagao J : 9511({”) [z] — R
definida por

dp 1d%p 1d"p (n)
J(p) = 0),—(0),=—=(0),...,———(0) ) e R", VpeP ,
0= (30, LO5TEO0. T p e
é a transformagao linear que leva um polinémio p = p(z) de grau no maximo n nos
coeficientes J(p) = (ao, ..., a,) de sua representacdo candnica

p(z) =ag+ a1z + -+ + a,z”,
visto que ap = p(0) e que cada a;, j = 1,...,n é exatamente a derivada de ordem j de
p dividida por j fatorial. Essa transformagao linear é um isomorfismo entre 95]1(2{") [z] e
R"*!. Idem para J : Qb(én) [z] = C"*1, 2 € C, onde as derivadas, agora, sao derivadas
complexas,

i) = (mo»%(ox Lr)....

EXEMPLO 1.4 (Isomorfismos). Vimos, no Exemplo 1.3, um exemplo de transfor-
macao linear que é um isomorfismo. De fato, todo isomorfismo J : X — Y entre
dois espacos vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo é, por definicdo, um exemplo de
transformacao linear. Mais ainda, a inversa J=! : ¥ — X é, também, uma transfor-
magao linear, agora de Y em X. Verifique (Exercicio 5.2)! Veja mais sobre isso na
Secao 2.2.

1 d™p
"nldzn

(0)) eC, Vperl.

EXEMPLO 1.5 (Diferencial). Assim como no caso de funcionais, um exemplo fun-
damental é o de diferencial de uma fun¢ao (usualmente nao linear) entre dois espagos
vetoriais sobre o mesmo corpo, quando munidos de normas. Mais precisamente, se
F: X — Y é uma funcao entre dois espacos vetoriais normados sobre o mesmo corpo,



120 4. TRANSFORMACOES LINEARES

com as normas denotadas por || - [[x e || - [|y-, respectivamente, dizemos que F ¢é dife-
renciavel em um ponto u € X, quando existe uma transformacao linear L : X — Y,
que é a chamada diferencial de f no ponto u e denotada por DF(u) = L, que satisfaz

[F(u+h) — F(u) — (DF(w))(h)|[y
Il

Quando u = (z1,...,2,) € X =R" e F(u) = (fi(z1,...,2n), ..., frn(T1,.. ., 2,)) €
Y =R™, n,m € N, entao a diferencial calculada em um vetor h pode ser representada
por uma multiplicacdo matricial DF(u)h, onde DF(u) = (0u, fi(w1, ..., 2n))i 207",
que é, entao, nesse caso, tomada como a definicao de diferencial de F.

— 0, quando ||h||x — 0, h # 0.

EXEMPLO 1.6. Dadas duas variedades diferenciaveis M, N (veja Exemplo 1.18) e
uma funcao diferenciavel F : Ml — N, a diferencial DF(p) : Tp Ml — Twp)N de F no
ponto p é uma transformacao linear entre a variedade tangente a Jl no ponto p, que
é o espago vetorial T, L, e a variedade tangente a N no ponto da imagem F(p), que
¢ o espago vetorial Tg(p)N .

EXEMPLO 1.7 (Redes neurais). Redes neurais podem ter diversas formas e nao sao
transformacoes lineares, mas boa parte da sua estrutura depende de transformacoes
lineares e isso é uma das razoes da eficiéncia dessas redes. As redes pro-alimentadas
densas, por exemplo, sao composicoes de transformacoes lineares com translagoes e
com funcgoes escalares simulando o comportamente de neurénios, tendo, em geral,
essencialmente dois estados, “ativado” ou “nao”, ou estados variando de intensidade.
Podemos escrever, mais precisamente, uma rede pro-alimentada na forma

h(x) =0, o Wj 0041 0Wj_g0-- 00y 0W(x),

onde cada o; : R — R ¢ uma fungao real chamada de func¢ao de ativacao e onde
W, : R"%-1 — R"™ ¢ uma transformacao afim, entre espacos de dimensao n;_; e n;, i.e.
W;u = Aju+b;, onde A; € R%*"-1 e b; € R" sao os parametros da rede, chamados
de pesos e wiéses, respectivamente. Cada j = 0,...,k representa uma camada da
rede neural e cada n; ¢ a dimensao, ou largura, da camada, indicando o “nimero de
neurdnios” em cada camada, que nada mais sao do que variaveis reais. Cada fungao
de ativacao o; : R — R ¢é entendida como agindo em cada espaco R™ “coordenada
a coordenada,” i.e. via o(u) = (0(x)))j=1,..n;, PATa U = (21,...,7,,) € RY. A
primeira camada, correspondendo a j = 0, é a camada de entrada da rede, enquanto
que a ultima camada, correspondendo a j = k, é a camada de saida. As camadas
intermediarias, j = 1,...,k — 1, sdo as chamadas camadas ocultas. Veja Figura 1.1.
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T \

— U1
To —

— Y2
3 /////

F1GURA 1.1. Ilustracao de uma rede neural densa, com trés entradas,
duas saidas e duas camadas ocultas, onde £ = 3, ng = 3, ny = 7,
Ng = 5, nsg = 2.

EXEMPLO 1.8 (Convolugao - molificagdo). A convolugao entre duas fungoes f, g :
R™ — R é a operacao que leva essas duas func¢oes na funcao f % g definida por

U*@@F=ijw&—yMWZJWﬂX—Wﬂwd%

quando a integral esta bem definida. Isso acontece, por exemplo, para f € LP(R) e
g € LY(R), onde 1 < p,q < oo satisfazem

St =1
P q

A convolugao ¢ bilinear em f e g. Uma convolugao muito usada é a entre uma fungao
f e um molificador suave p. da forma

1 b'e
x)=—p(—],
pe(x) gnﬂ(g)
onde p € B (R™) (i.e. fungdes de suporte compacto, diferenciaveis de qualquer ordem
e com diferenciais continuas) e
/ p(x) dx = 1.
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Nesse caso, sendo f € LP(R™), 1 < p < oo, a molificagdo p. * f é uma funcdo ainda
em LP(R™), de classe %, e que converge para f em LP(R™). O mapeamento entre f
e T.(f) = f- = p- = [ ¢ uma transformacao linear de LP?(R") em LP(R") N B> (R").

EXEMPLO 1.9 (Equagoes diferenciais lineares). Uma equagao diferencial linear

o(t)S d“; gt) n b(t)dz—f) Fe(ba(t) = £(b)

pode ser interpretada como uma equagao linear
Ax = f,

para uma incoginta z € X = 6%(R), com f € Y = B(R) dado e A : X — Y definido
por

2
A:a—+bi+c,

dt? dt
ou seja, para cada x = z(t) € X, temos Az € Y definido por
d2x(t) dx(t)

(Ax)(t) = a(t) B + b(t) & + c(t),
onde a,b,c € X também sao conhecidos. O problema homogéneo, i.e.
d?t dt
a(t)@ + b(t)E +ce(t)z(t) =0
é o nucleo ker(A) da transformagao A. A solugao geral da equac¢ao nao-homogénea é
um subespaco afim
T =Ty + Tp,
onde zj € ker(A) e x, = x,(t) ¢ uma solucdo particular, ou seja, um representante
qualquer do subespago X/ ker(A).

EXEMPLO 1.10 (Sistema de resposta ao impulso). Um sistema de resposta ao
impulso (Impulse Response - IR) é uma transformagcao que recebe um breve impulso
(como uma delta de Dirac em um determinado instante, no caso continuo, ou um
Delta de Kronecker, no caso discreto) e retorna um determinado sinal de resposta.
Em teoria, a resposta pode ser linear ou nao-linear, mas o caso linear é de extrema
importancia pratica e muito usada no processamento de sinais de audio, de imagem e
de video. No caso de sinais de dudio, por exemplo, os sistemas de resposta ao impulso
sao usados na simulagao de amplificadores e ambientes para se produzir efeitos de
guitarra e de outros aparelhos musicais. Primeiro, grava-se, em estudio, a resposta, a
um determinado sinal de dudio, de um amplificador real, em um ambiente controlado
de estidio ou em algum ambiente de exibicao musical. Em seguida, o espectro dessa
resposta é analisado, via transformada de Laplace, como uma assinatura do que esta
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se querendo capturar. A partir dessa analise, uma transformacao linear, na forma de
convolugao, é gerada. Posteriormente, essa convolucao pode ser aplicada, entao, a
sinais de guitarra ou de outros instrumentos musicais, para simular o efeito real de se
usar aquele determinado amplificador ou ambiente, e assim por diante.

EXEMPLO 1.11 (Tratamento de imagem). Em tratamento de imagem, vérios filtros
podem ser utilizados, para gerar diversos efeitos. Nem todos sao lineares, mas uma
boa gama deles tem, sim, a forma linear. Por exemplo, o filtro Gaussiano aplica uma
(forma discretizada) de convolu¢ao com uma fungao Gaussiana, visando suavizar uma
imagem, ou uma determinada regiao de uma imagem.

EXEMPLO 1.12 (Transformada de Fourier). A transformada de Fourier pode ser
vista, inicialmente, como uma transformacao linear F : L*(R",C) — L*°(R",C), que
leva uma funcao integravel a Lebesgue f : R” — C em uma funcao essencialmente
limitada f = F(f) : R® — C dada por

~

Flw) = FDw) = G [ S0 e, we R, (1)

onde w = (wy,...,w,) € R" representa a frequéncia angular, nas diversas diregoes.
A transformada de Fourier também pode ser considerada como um operador linear
F:SR"C) - §(R",C), no espaco de Schwartz definido no Exemplo 1.15. Nao é
dificil verificar que o decaimento polinomial das derivadas continua valendo apos a
aplicacao da transformada.

Uma propriedade fundamental da transformada de Fourier é a de que a derivacao,
no espaco fisico, é levada em multiplicagao algébrica, no espago de frequéncias (ou
espago espectral), ou seja

F(05.f) = (i€)*F(f).

H& outras formulagoes, por exemplo, como a a que define a transformada de
Fourier por

f(X)efiQWE-z dX,
Rn

dessa vez usando a frequéncia & = 2ww, mais diretamente relacionada a série de Fou-
rier classica. Uma vantagem da formulagao (1.1) é que a transformada inversa F~! tem
uma forma mais parecida com a transformada direta, por ter o mesmo fator multipli-
cativo. J& na versao com a frequéncia &, nao ha fator multiplicativo na transformada
direta mas a transformada inversa aparece com um fator multiplicativo. Além disso,
a derivacao se transforma em multiplicagao acrescida do fator multiplicativo 27.
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1.4. Transformacao linear definida a partir da acao em uma base. Gra-
¢as a linearidade, podemos definir uma transformacao linear apenas definindo o que
acontece com os vetores de uma base.

TEOREMA 1.2. Sejam X eY espacos vetorias de dimensao finita sobre um mesmo

corpo K e seja « = f{wy,...,w,}} uma base de X. Sejam vyq,...,v, € Y vetores
quaisquer em Y. Entao existe uma unica transformacao linear T : X — Y tal que
T(w;) = vy, para cadai = 1,...,n. Nesse caso, dizemos que T € obtida por extensao

linear, a partir da a¢ao em .
DEMONSTRACAO. Dado um u € X qualquer, podemos escrever
u= <f17 11>W1 +- <fna u)un,
onde ¢* = {f1,...,f,}} € a base dual a «. A partir dessa férmula, podemos definir
T:X —Y por
T(ll) - <f1a 11>V1 +-+ <fna 11>Vn ey.
Se v € X é outro vetor e A € K, obtemos,
T(u+Av) = (fl,u+ Av)vy+ -+ fo,u+ Av)v,
= <f1’ u>V1 +eeet <fn’ u>vn + )\<f1,V>V1 +eoe >‘<fm V>Vn
=T(u) + AT(v),

mostrando que T é linear. Como nao ha outra forma de escrever um vetor u como
combinacao linear dos vetores da base e a acao nesses vetores da base estd bem
definida, essa é a unica transformacao linear possivel. O

EXEMPLO 1.13. Em R2, considerando os mapeamentos
€, — €q, €y — —e,

vemos que a transformagao obtida por extensao linear desses mapeamentos ¢ a rotagao
de 90 graus no sentido trigonométrico, com

e +yey — x(ey) + y(—eq) = —yeq + wes,
ou seja, T(z,y) = (—y,x).
EXEMPLO 1.14. Em R3, a transformacao linear obtida por extensao linear de
e — ey, € —ey e3— —e3

é a reflexao de xyz em relagao ao plano zy, dada mais explicitamente por T(z,y, z) =
(z,y,—2).
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EXEMPLO 1.15. De R3 para R?, considerando
(1,0,0) — (1,1), (0,1,0) — (1,1), (0,0,1) — (0,0)

obtemos, por extensao linear, a transformacao T(z,y,z) = (v + y,z + y).

2. O espago das transformacgoes lineares

2.1. O espacgo vetorial das transformacoes lineares. Dados dois espacos
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, podemos considerar o conjunto de todos
as transformacoes lineares de X em Y. Nesse espaco, podemos estender, de forma
natural, as operacgoes de adi¢cao e multiplicacao por escalar dos espagos vetoriais para
esse conjunto de transformacoes, fazendo deste um espago vetorial, também.

DEFINIGAO 2.1 (Espago vetorial das transformagoes lineares). Dados dois espagos
vetoriais X eY sobre um mesmo corpo K, denotamos o espaco de todas as transfor-
macoes lineares de X em Y por

L(X,)Y)={T: X =>Y; T linear }.

FEsse espaco L(X,Y) € um espaco vetorial sobre K quando munido das operagdes
de adi¢ao e multiplicacao por escalar definidas pontualmente, i.e. para todo T,S €
L(X,Y), a adicao T+ S € L(X,Y) € a transformagao linear de X em 'Y definida
por

(T4+S)(u) =T(u)+S(u), VuelX,
e, para todo A € K e todo T € (X, Y), a multiplicagao por escalar A\T € L(X,Y) é
a transformacao linear de X em'Y definida dada por
(AT)(u) = AT(u), Yue X.

Uma propriedade extra é a de que as transformagcoes lineares podem ser compostas
umas com as outras, desde que os espagos sejam compativeis.

DEFINICAO 2.2. Sejam X,Y e Z espagos vetoriais sobre um mesmo corpo e sejam
T e ZL(X,Y),S € Z(Y,Z) transformagoes lineares. Entao a composi¢ao So T €
L(X,Z) de T com S, também denotada simplesmente por ST, € definida por

(ST)(w) = (SoT)(w) =S(T(w) € 2,  Vue X.
E facil ver que a composicdo é uma transformacao linear.

PROPOSICAO 2.1. Sejam X,Y e Z espagos vetoriais sobre um mesmo corpo e
sejam T € L(X,Y),Se L(Y,Z). EntioSoT € (X, Z), ou seja, a composicao €,
também, uma transformacao linear.
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SoT

2N

X —Y — Z

FIGURA 2.1. Tlustragao da composigdo T oS € L (X, Z) de transfor-
magoes T € 2(X,Y)eSeZ(Y,2).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que

(SoT)(u+ Av) =S(T(u+ Av) =S(T(u) + A\T'(v)))
=S(T(u)) + AS(T(v)) =(SoT)(u) + A(SoT)(v),
para todos u,v € X e todo A € K. O
Podemos combinar a composicao com as operagoes de adigao e multiplicacao por

escalar. Nesse caso, podemos observar que a composigao é distributiva em relagao a
adicao:

PROPOSIGCAO 2.2. Sejam X,Y e Z espacos vetoriais sobre um mesmo corpo e se-
jam T,Le L(X,Y) eR,S e L(Y, Z). Entao a composicao é distributiva a esquerda,
1.€.

So(T+L)=(SoT)+(Sol)
e distributiva a direita, i.e.
(S+R)oT=(SoT)+(RoT).

DEMONSTRAGAO. A demonstragao da distributividade a direita é imediata da

definicao de composi¢ao, enquanto que a distributividade & esquerda usa a linearidade
de S. 0

Podemos, também, combinar trés ou mais composicoes. Nesse sentido, podemos
dizer que a composicao é associativa.

PROPOSIGAO 2.3. Sejam X,Y,7Z e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo e
sejam T € L(X,Y), Re L(Y,Z) ¢S € L(Z,W). Entao

(RoS)oT=Ro(SoT).
DEMONSTRAGAO. A demonstragao também é imediata. 0

OBSERVACAO 2.1. As propriedades acima de distributividade e associatividade da
composi¢ao, em relagao a adi¢ao, se assemelham as propriedades da multiplicacao em
um anel. Esses motivos justificam a notagao de composi¢ao S o T como um produto
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ST. Em relacao a isso, vale ressaltar que também podemos enxergar a multiplicagao
de matrizes como a composicao das transformacoes associadas a elas, justificando,
novamente, a notagao de produto para a composicao.

OBSERVACAO 2.2. Nem sempre faz sentido considerar a composi¢ao na ordem
contraria também, i.e. ToS junto com SoT. Isso s6 faz sentido quando o dominio e o
contra-dominio coincidem. Mesmo assim, nesses casos, apesar das duas composigoes
fazerem sentido, elas podem nao coincidir. Isso é discutido na Secao 1.2.

OBSERVACAO 2.3. No caso de duas transformacoes lineares associadas a matrizes
(veja Exemplo 1.1), digamos Ta : K" — KP e Tg : KP — K™, com n,p,m € N,
A e KP*" e B € K™*? onde Tao(u) = Au, parau € K" e Tg(v) = Bv, parav € K?,
a transformacao composta é a transformagao associada ao produto das matrizes, i.e.
TgoTa = Tga, onde Tgau = BAu, parau € K". De fato, se A = (aj)i=1,...m.j=1,...p
e B = (bij)iz1..pj=t..n, €ntdo, para u = (xy,...,2,) € R",

(TB @) TA)<L1) = TB<TAU.)

= TB E akja:j

J=leem k=1,....p

= Z bi Z Qi

k=1,....p Jj=1,...,n

= Y > baay

k=1,...pj=1,...,n i=1,....,n

= TBAu.

2.2. Invertibilidade de transformacoes lineares. Se T € £(X,Y) é uma
bijecdo, entdo existe a sua inversa T-! : Y — X que é uma transformacao linear de
Y em X. Essa inversa satisfaz T~!(T(u)) = u, para todo u € X e T(T 1) (v) = v,
para todo v € Y. Nesse caso, dizemos que T é invertivel.

DEFINICAO 2.3. Uma transformacao linear T € L(X,Y) entre dois espagos veto-
riais sobre o mesmo corpo € dita invertivel quando T € uma bijecao, i.e. € injetiva
e sobrejetiva, o que significa dizer que T € um isomorfismo entre X e Y.

PROPOSICAO 2.4. A inversa T-1:Y — X de uma transformacao linear T : X —
Y entre dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo também € linear.

DEMONSTRAGAO. Deixamos essa demonstragao com Exercicio 5.2. 0
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FIGURA 2.2. Tlustragdo da composigdo T oS € £(X, Z) de transfor-
macoes T € Z(X,Y)eS € (Y, Z) edainversa (ToS)™1 =S 10T !
L(Z,X).

PROPOSIGAO 2.5. Se T € Z(X,Y) e S € (Y, Z) sao transformagoes lineares
ambas invertiveis, onde X, Y e Z sao espacos vetoriais sobre o mesmo corpo, entao
(SoT) € L(X,Z) também € invertivel e a sua inversa € dada pela composicio de
suas tnversas, em ordem trocada, i.e.

(SoT)t=T1toS™
DEMONSTRAGAO. Também deixamos essa demonstra¢ao como Exercicio 5.3. [
Em algumas situacoes, podemos ter uma inversa apenas em um sentido.

DEFINIGAO 2.4. Uma transformagao linear T € L(X,Y) entre dois espagos ve-
toriais sobre o mesmo corpo € dita invertivel a direita quando existe R .Y — X
linear tal que To R =1 e € dita invertivel a esquerda quando existe L :' Y — X tal
que Lo T = 1. Nesses casos, R € dita a tnversa a direita de T e L ¢ dita a inversa
a esquerda de T. Naturalmente, T € invertivel se, e somente se, T € invertivel a
direita e a esquerda e, nesse caso, as inversas coincidem. Além disso, se R € a inversa
a direita de T, entao T € a inversa a esquerda de R e se L € a inversa a esquerda de
T, entao T € a tnversa a direita de L.

As existéncias das inversas & esquerda e/ou a direita de uma transformacao estao
diretamente ligadas a injetividade e/ou sobrejetividade da mesma, conforme enunci-
ado no resultado a seguir, cuja demonstragao deixamos como Exercicio 5.18. Vale
ressaltar, também, que as inversas & direita e & esquerda podem nao ser unicas (veja
Exercicio 5.20 e Exercicio 5.21.)

PROPOSIGAO 2.6. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear entre dois espagos
vetoriais X e Y sobre o mesmo corpo. Entao T € invertivel a direita se, e somente
se, T € sobrejetiva. Por outro lado, T € invertivel a esquerda se, e somente se, T é
mjetiva.
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O

DEMONSTRAGAO. Deixamos a cargo do leitor, no Exercicio 5.18.

EXEMPLO 2.1. Considerando X = R? e Z = R!, vemos que T(z,y) = 2
invertivel & direita, com inversa a direita dada por R(z) = (2/2,0), pois T(R(z)
T(22,0) = 22/2 = z, mas T nao ¢ invertivel a esquerda pois ndo ¢é injetiva. Da
mesma forma, R nao é invertivel a direita pois R nao é sobrejetiva, mas é invertivel a
esquerda, com inversa a esquerda sendo exatamente T. Observe, ainda, que, nesse caso
especial, podemos fazer a composigao L o T, que nos da R(T(x,y)) = R(2z) = (z,0),
mas, em geral, com trés espacos distintos, apenas uma composicao é possivel. E
interessante, também, enxergar as matrizes, nas bases candnicas €, que representam

cada transformacao, com T sendo representado por
Tl =1[2 0]

R], = HQ] |

(Veremos mais sobre representagao matricial de transformagoes lineares na Se¢ao 2.3.)

EXEMPLO 2.2. Considerando, agora, X = R, Z = R? e T(z) = (2z,0), entao T
nao é invertivel a direita mas é invertivel a esquerda, com inversa a esquerda dada
por L(y,z) = y/2, visto que (Lo T)(x) = L(2z,0) = 2x/2 = z, para todo = € R. Por
sua vez, T é a inversa a direita de L. Nas bases canonicas, temos

7. = m CRL=[12 0.

2.3. Representagao matricial em espagos de dimensao finita. Como ja é
bem sabido dos cursos iniciais de Algebra Linear, toda transformacao linear entre
espacos de dimensao finita pode ser representada por uma multiplicacao matricial,
em relagao a bases escolhidas no dominio e no contradominio. Veremos isso aqui, com
a ajuda das bases duais.

)

Il o

e R, por

DEFINIGAO 2.5. Dados espagos vetoriais X eY de dimensao finitan = dim(X) €
N em =dim(Y) € N sobre um mesmo corpo K e dadas bases o = {w,...,w,}} de
X et = {vy,....,v}} de Y, a representa¢do matricial de uma transformagao
linear T € L(X,Y) entre as bases é uma matriz K™*", denotada [Ty, tal que

(T(w)s = [T]5 (W),

para todo u € X, onde (u), € a representag¢io de u na base ¢ e (T(u))s € a repre-
sentacao de Tu na base 6.

Quando X eY sao iguais e usamos a mesma base, digamos 6, nos dois espacos,

escrevemos apenas [T para representar [T]5.



130 4. TRANSFORMACOES LINEARES

TEOREMA 2.1. Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo, com
dimensoes finitas n = dim(X) € N e m = dim(Y) € N. Sejam & = {wy,...,w,}} e

6 ={vi,...,vin}} bases de X e Y, respectivamente. Entao a representacdo matricial
de T entre essas bases € dada por
(01, T(w1)) (g1, T(w2)) --- (g1, T(Wn))
.| (o2, T(wi)) (g2, T(w2)) -+ (g2, T(wy))
[T]ﬁ - . - .
(s T(W1)) (G T(W2)) -+ (@, T(Wa)),

onde 6* = {g1,...,0m}} € a base dual de 6.

DEMONSTRAGAO. Observe que a representacao de T(u) na base & pode ser escrita
como

(T(w))s = ((gi, T()))i=1,....m;
para todo u € X. Para um tal u, temos
u = (f,W)wi + -+ (fo, W)W,
de modo que, a i-ésima linha da representacao de T(u) na base ¢ ¢
(9i, T(w)) = (gi, T((fr, )Wy + - - <fm ww,))

= (g0, (F, W T(wi) + - + (fo, ) T(Wn))
= (fr, w)(gi, T(w1)) + -+ + (fn, w) (g5, T(Wn))

Como isso vale para cada linha i, reconhecemos o vetor (T(u))s = ((g;, T(1)))i=1

como o produto matricial "
(91, T(w1)) (g1, T(wa)) -+ (g1, T(wWu))] /(f1,0)
(g2, T(w1)) (g2, T(w2)) -+ (g2, T(Wn))| | (F2,)
(G0 TOW)) (@0 T(w2)) (g Twa )]\
ou seja,
(T(w))s = [T]§ (),
conforme desejado. 0

OBSERVACAO 2.4. As colunas da representacao matricial tém uma forma particu-
lar. Cada coluna é a representacao da imagem de um dos vetores da base do dominio
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na base do contradominio. Mais explicitamente, a coluna j é a representacao, na base
6 de Y, da imagem Tw; do j-ésimo vetor w; da base « de X :

[T = | | T(w1) T(wa) | - | T(wa)
: 6 : 6 : 6
3. Transformacao adjunta

Dados dois espagos vetoriais X e Y e considerando o produto de dualidade entre
eles e os seus duais (ou quaisquer outras formas bilineares entre eles e outros espagos),
hé uma forma natural de gerar uma transformacao “dual” de uma transformagao linear
de X em Y. A bilinearidade do produto de dualidade e a linearidade da transformagao
“primal” garantem a linearidade da transformacgao “dual”, chamada de transformagao
adjunta.

Isso é 1til em varios contextos, onde um “problema primal” pode ser transformado
em seu “problema dual” e, muitas vezes, ser resolvido mais facilmente assim. Veremos,
posteriormente, que, quando os espagos X e Y sao iguais e temos um produto interno
disponivel, a transformacao adjunta pode ser representada como um operador no
proprio espago e, nesse caso, relagoes especiais entre o operador e seu adjunto podem
ser exploradas.

3.1. Adjunta de uma transformacgao. Para comecar, vejamos a definicao de
transformacao adjunta.

DEFINICAO 3.1. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e
seja T € L(X,Y) uma transformacao linear. A transformagao adjunta T* €
ZL(Y*, X*) € a transformagao que leva um funcional linear g € Y* em um funcional
linear T*g € X* definido por sua agdo (T*g)(u) = (T*g,u) y. x em cada vetor u € X
via

<T*g7 u>X*,X - <9, Tu>Y*,Y‘
Temos algumas propriedades fundamentais de verificagao imediata.

PROPOSICAO 3.1. A transformacao adjunta T* : Y* — X* dada na Definicao 3.1
€ linear.

DEMONSTRAGAO. Basta verificar que

(T(@+70), w)y.y = {8+ 70, Tw)x. x = (8, TW) . x +7(h, TU) .
= (T"g,u)y.y +(T"h,w)y.y, VueX,
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para todos g,h € Y* e v € K. O

PROPOSICAO 3.2. Dados espacos vetoriais X, Y e Z sobre um mesmo corpo K,
A € K e transformagoes lineares T,L € £(X,Y), S € (Y, Z), entao

(TH+L)*=T"+L", (AT)"=AT*, (SoT)*=T"0S".
Além disso, caso T seja invertivel, entao
(Tfl)* — (T*)fl.

OBSERVAGAO 3.1. A propriedade (AT)* = AT* mencionada na Proposi¢ao 3.2
vale tanto em espagos vetoriais reais quanto em espacos vetoriais complexos. Mas
ao considerarmos transformacoes entre espagos com produto interno e, junto com
isso, identificarmos a transformacao adjunta T* com transformacoes T* nos proprios
espagos, ¢ que temos uma diferenciagao entre os casos real e complexo. No caso real,
continuamos a ter a relagdo (AT)* = AT*. Ja no caso complexo, devido ao fato do
produto interno complexo ser uma forma sesquilinear (linear na primeira componente,
linear-conjugada na segunda componente e conjugada-simétrica), a relagdo passa a
ser (XT')* = AT*, onde \ é o complexo conjugado de um escalar \.

Nos exemplos a seguir, duas aplicagoes importantes da adjunta, no contexto de
dimensao infinita. H& diversas outras aplicagoes ja no contexto de dimensao finita.
Além disso, como dito na introdug@o & se¢do, a adjunta serve para caracterizar di-
versas simetrias importantes de operadores lineares, que iremos explorar mais no
Capitulo 13.

EXEMPLO 3.1 (Integragao por partes e derivada de distribuigoes). Aprendemos,
no Calculo, a formula de integragao por partes

/ o' (z)v(z) de = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / u(x)v' (z) dz.

Quando u e v se anulam nos extremos, temos, simplesmente,

/a " @yo() di = — / " () () da

Em particular, isso vale para as fungoes teste em @ (1) = 62°([), de suporte compacto
no interior do intervalo I. Escrevendo a derivada como uma transformacao linear
D:6X() — 62(I), (Du)(x) = u/(z), e considerando as inclusoes

D(I) c L*(I) = L*(1) c (1),
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quando identificamos o dual de L?*(I) com o proprio espago e com o produto de
dualidade sendo a integral de produto de fungoes, vemos que

(w, D™ ) g1y a1y = (DU V) gy gp(ry = /Iu’(x)v(x) dz

=~ [ u(n!(e) do = (. Do)y,
ou seja, a adjunta D* restrita ao proprio @ (/) é o inverso multiplicativo da derivada
D. De outra forma, a adjunta (—D)* de —D restrita a @ () é a propria derivada
D. Usando isso, podemos estender a derivada ao espago de distribuigoes através da
adjunta de —D. Ou seja, definimos a derivada D de uma distribuicao f € @(I)" por

(Df, U>95(1)/7915(1) = (f, Du>gb(1)/,95(1)a Vu e D(I), Vfe D).

Isso serve até mesmo para definir a derivada de fungdes descontinuas, que podem ser
vistas como funcionais lineares através da integracao. Por exemplo, escolhendo I = R
e f como sendo a fungao de Heaviside

1, >0,

H(x):{o 2 <0

temos

(DH, U>925(R)/,§2>(R) = —(H, Du)@)(R)’,QB(R) = _/0 u'(z)

[e.e]

=—u'(z)] u(0) = <50>u>9>(R)',ez>(R)>

=0

para todo u € D(R). Ou seja, a delta de Dirac é a derivada, no sentido das distribui-
¢oes (ou derivada fraca), da fungao de Heaviside.

EXEMPLO 3.2 (Transformada de Fourier). Vimos, no Exemplo 1.12, que a trans-
formada de Fourier pode ser considerada como um operador linear no espaco de
Schwartz S(R¢, C). Usando a dualidade entre o espago de Schwartz e o espaco das dis-
tribui¢oes temperadas (veja Exemplo 4.2), podemos definir a transformada (adjunta)
de Fourier de distribuigoes temperadas F* : S(R?, C)’ — S(R% C)’. A transformada
adjunta F* concide com transformada inversa G em L*(R% C) (veja Observagao 1.9).
Da mesma forma, a adjunta (F~!)* da transformada inversa coincide com a transfor-
mada direta F quando restrita a S(R?, C). Assim, podemos definir a transformada de
Fourier de uma distribuicao temperada através da adjunta da transformada inversa.
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Voltaremos a falar sobre isso quando discutirmos produto interno em espacos veto-
riais complexos. De qualquer forma, a ideia é definir a transformada de Fourier de
uma distribuicao temperada via dualidade.

Em particular, podemos falar da transformada de Fourier da distribuicao delta
de Dirac 8 e observar que 6(w) = (27)"%2, Vw € R ou seja, o seu espectro contém
todas as frequéncias, com igual amplitude!

De fato,

(F6,u) = (5, F*u) = (6, Gu) = (Gu)(0) = W /R u(x) dr = <W,u>,

Veremos alguns exemplos ilustrativos em dimensao finita apoés a representacao
matricial da adjunta como transposta da matriz da transformacao.

3.2. Representacao matricial de transformacoes adjuntas. Assim como
toda transformagao linear em espacos de dimensao finita, também podemos repre-
sentar, de forma matricial, a adjunta correspondente. Ao definirmos bases para o
dominio e para o contra-dominio da transformacao e ao considermos as bases duais
correspondentes para a representacao da adjunta, observamos uma propriedade fun-
damental, a de que a representacao matricial da adjunta é a matriz transposta da
matriz que representa a transformacao. Lembremos que a matriz transposta é obtida
dispondo as linhas de uma matriz em colunas (veja Exemplo 2.5).

TEOREMA 3.1. Sejam X e Y espagos vetoriais de dimensao finita n = dim(X) €
Nem =dim(Y) € N. Seja T € Z(X,Y) uma transformagao linear de X em Y.
Dadas bases @, de X, e 6, de Y, sejam a* e 6* as respectivas bases duais. A repre-
sentagdo matricial [T*]%". da transformacdo adjunta é a transposta da representacdo
matricial [T]§.

DEMONSTRAGAO. Sejam « = {wy,...,w, 1}, 6 = {vi,..., v }}, «* = {F1, .. .. fu B}
et ={g1,...,0m}}

De acordo com o Teorema 2.1, temos

Tl = (ai)i ;277" aij = (90, T(W;))ye y

Para a representacao da transformacao adjunta, lembremos, do Teorema 4.1, que
o bidual X** é isomorfo a X via isomorfismo candnico J : X — X**, dado por

(J(), F) xor o = (Fs 1) 5o x-
Com isso, a base 6™ de X** dual a 6* esta associada exatamente a 6, via 6™ =

{J(w1),...,J(wy)}.
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Dessa forma, temos a representagao [T*]%. dada por
[T*]i** = (bij)zj::{:ma bij = <J(Wi)aT*<9j)>X**,X* = <T*(gj)7wi>x*,x~
Agora, usando a definicao de transformacao adjunta, temos
bij = (T(8;), Wi) o x = (85, TWi)y y = i,

parai =1,....,nej = 1,...,m. Isso mostra que [T*]f; ¢ a matriz transposta de
[T]5- [

OBSERVACAO 3.2. A relacao entre as representagoes de T e T*, de uma ser a
transposta da outra, esta atrelada a escolha das bases de X* e Y* serem as bases
duais as escolhidas para X e Y. Isso é importante ressaltar.

OBSERVACAO 3.3. Tendo em vista a Observacao 3.2, vale destacar o que acontece
no caso em que tratamos diretamente com R"” e com matrizes, ao invés de partirmos de
uma transformacao e escolhermos uma base para representé-la. Nesse caso, partindo
de uma matriz, é como se tivéssemos, implicitamente, escolhido as bases candnicas.
Ainda assim, a adjunta nao é, naturalmente, uma matriz. Mas veremos, quando
falarmos de produto interno, no Capitulo 12, que, ao considerarmos o produto escalar
em R" podemos associar a adjunta da transformacao linear associada a uma matriz
A € R™" 3 transformacao linear associada a transposta A" de A. No caso de uma
matriz complexa A € C"*" em C", a adjunto estara associada a matriz adjunta, que
¢ o complexo conjugado da matriz transposta.

EXEMPLO 3.3. Considere a transformacao linear T(z,y,2) = (v +y,y + 2) de R3
em R2. Escolhendo as bases canonicas €3 de R3 e €5 de R?, temos a representacao

M=o 1 9

As bases duais €’ sao transformacoes que capturam cada coordenada dos vetores, i.e.
n )
fi(z1,...,2n) =25, 7=1,...,n, n € N. Assim,

, 1 0
T2 =11 1
oo 1

3.3. Exemplos de adjunta de algumas transformacoes. Nao é tao imediato
entender o que a transformacgao adjunta faz, em relacao ao que uma dada transfor-
magao faz. Vejamos, a seguir, alguns exemplos ilustrativos. Ao final, comentamos
sobre como a decomposigdo em valores singulares (SVD), que sera vista na Segao 5,
pode ser usada para um entendimento melhor da adjunta, no contexto de espagos de
dimensao finita com produto interno.
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EXEMPLO 3.4 (Adjunta de uma matriz diagonal). Para uma matrix diagonal, a
transposta, que representa a adjunta, é a propria matriz. Por exemplo, em R?, temos

A0 br A0
A_{O M]’ A _[0 M]‘

EXEMPLO 3.5 (Adjunta de uma projegao ortogonal). Para uma projegao ortogo-
nal, a adjunta também é, essencialmente, a menos da identificagdo entre o espago e
o seu dual, a prépria projecao ortogonal, pois, no fundo, ela é, em alguma base, uma
matriz diagonal com uma diagonal composta de zeros e um tnico valor um (veja Se-
¢ao 1.1). Por exemplo, a projegao ortogonal sobre o eixo x no plano zy é representada
pela matriz P a seguir, com a adjunta representada pela transposta, que a propria

matriz,
110 v o (1 0
P—{O 0}, P —P—{O 0}.

EXEMPLO 3.6 (Adjunta de uma projecao nao ortogonal). A adjunta de uma proje-
¢ao é, de qualquer forma, uma outra projecao, mas podendo ser diferente da projecao
original. Por exemplo, no plano xy, a projecao sobre a reta y = x ao longo da reta
y = 2z é representada pela matriz

2 —1
P-lb o)
cuja transposta é
2 2
tr
Pt
representando a projegao sobre y = —x/2, ao longo de y = —x.

EXEMPLO 3.7 (Adjunta de uma rotacao). A adjunta de uma rotacao ¢é justamente
a inversa da rotacao. Por exemplo, a rotagao, no plano zy, de 90 graus no sentido
trigonométrico ¢é representada por
0 -1
Rl )

e [ 01
=)

que representa a rotagao inversa, i.e de 90 graus, agora no sentido horario. Mais
geralmente, se a rotagao é de um angulo 6, entao a adjunta é de um angulo —6,

_ |cosf —send R _ cos senf|  |cos(—0) —sen(—0)
~ |senf cos(0)|’ | —senf cos(f)|  |[sen(—0)  cos(—0)

cuja transposta é
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EXEMPLO 3.8 (Adjunta de cisalhamento). A adjunta de um cisalhamento ¢, tam-
bém, um cisalhamento, mas com as dire¢oes invertidas. Por exemplo, o cisalhamento
na direcao do eixo x, é representado pela matriz

1 «
A= 3.

w 10
wee o)

correspondendo ao cisalhamento na dire¢ao do eixo y.

cuja transposta é

OBSERVACAO 3.4. Nos exemplos acima, as matrizes representavam transformacoes
no plano xy. As adjuntas agem nos espacos duais. Mas os duais, em dimensao finita,
podem ser identificados com o proprio espago, de forma que adjunta pode ser vista
como agindo no mesmo espaco, e com o produto de dualidade sendo o produto escalar.
Isso sera formalizado, de maneira mais geral, no Capitulo 12.

Os exemplos acima ilustram que a relacao entre a transformacao e a sua adjunta
nao é tao simples. Ora pode ser igual, ora pode ser a inversa, ora pode ter a mesma
caracteristica, mas “enviesada” de outra forma, etc.. No contexto de dimensao finita,
com produto interno, a adjunta pode ser entendida melhor com a ajuda da decom-
posicao SVD, muitas vezes vista em cursos iniciais, e que aqui s6 veremos com mais
cuidado na Secao 5. Mais precisamente, a adjunta tem a mesma decomposi¢ao SVD
da transformagcao inicial, com a observacao de que os papéis das bases do dominio e
do contra-dominio ficam invertidos. Veja Exercicio 7.23.

4. Aplicagoes

4.1. Diferenciacao automatica. Diferenciacao ¢ um dos pilares da matemética
e ¢ fundamental em diversas aplicacoes, nao apenas para a formulacao de modelos,
mas também para a estimacgao de parametros, analise de sensibilidade, inferéncia, etc..
Para efeitos praticos, dada a complexidade de diversos modelos, ¢ importante termos
a disposicao ferramentas computacionais de diferenciacao. Uma ferramenta que tem
se mostrado extremamente eficiente é a de diferenciacao automatica. Ela é baseada
em reduzir uma expressao complexa a uma composicao de fungoes primitivas, para
as quais a diferencial é conhecida e, com isso, obter a diferencial da funcao composta
de maneira iterativa, a partir da composicao dessas primitivas.

A diferenciacéo é, na verdade, um problema muito mais de Analise do que Algebra
Linear, mas, no final das contas, envolve a composi¢ao de transformacoes lineares.
Além disso, para ser eficiente, ela deve ter o maior niimero possivel de primitivas e isso
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envolve obter primitivas de operagoes envolvendo, também, diversas transformacoes
lineares (e.g. trago, determinante e inversa de um operador, assim como o de diversas
fatorizagoes de uma transformacao linear, entre outras), que, no fundo, sdo o pilar da
computacao cientifica. Por esses motivos, é interessante tomarmos um certo espago,
aqui, para descrever essa ferramenta.

Para colocar o problema em perspectiva, um caminho natural para a diferenciacao
¢é a diferenciacao simbolica, onde se busca expressar explicitamente uma determinada
composi¢ao de fungoes em termos da variavel inicial.

Por exemplo, dadas férmulas de fungoes f = f(z) e g = g(y), com derivadas f’'(x)
e ¢'(y), buscamos uma foérmula explicita, em fungao de z, para a derivada h'(x) da
composicao h(x) = g(f(x)). Para efeito de ilustragao, se f(x) = cos(z) e g(y) = 22,
entdao h(z) = g(f(x)) = cos(z)? e W'(x) = —2cos(z)sen(z). Isso, no entanto, pode
se tornar bastante custoso ao considerarmos composi¢bes um pouco mais complexas,
como

h(z) = sen(2z + 2€2°*@ 4 1n(1 + 2%)). (4.1)

Nesse caso, a derivada se torna

2
W (x) = cos(2x + 2@ 4 In(1 + 2°)) (2 — 4sen(z)e?c=@ 4 BL) :
1+ a3
A complexidade da derivada aumenta em uma ordem consideravel com a complexi-
dade da composicao. Funcoes de varias variaveis complicam ainda mais.

Alias, vale ressaltar que, mesmo no caso de uma tnica variavel, como a h(z) em
(4.1), temos tanto operadores unarios (i.e. que dependem apenas de uma variavel,
como x + 2z, ¥ — 23, 1+ cos(x), x — €%, x — In(x) etc.) quanto binarios (como
(x,y) — z+ye (z,y) — xy), sendo que os binarios sao associativos e podem envolver
mais de dois argumentos (como em (z,y, z) — = +y+ 2, e assim por diante) de modo
que, invariavelmente, mesmo no caso escalar, devemos tratar fungoes multivariadas
em algum momento.

Podemos usar as ferramentas de introspegao da linguagem julia para ver como a
expressao acima ¢ entendida, em uma primeira etapa, por uma linguagem de progra-
macao. Observe, a seguir, que as operagoes binarias aparecem como diferentes ramos
(que podem ter mais de dois, no caso de multiplas operagoes binarias associativas).

julia> dump (Meta.parse(": (sin(2x + 2exp(cos(x)) + log(l + x73)))"); maxdepth=20)
Expr
head: Symbol quote
args: Array{Any} ((1,))
1: Expr
head: Symbol call
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args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol sin
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((4,))
1: Symbol +
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))
1: Symbol =

2: Inté64 2
3: Symbol x
3: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))
1: Symbol =
2: Int64 2
3: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol exp
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol cos
2: Symbol x
4: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((2,))
1: Symbol log
2: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))
1: Symbol +
2: Inté64d 1
3: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any} ((3,))

1: Symbol ~
2: Symbol x
3: Int64 3

Isso pode ser visualizado em forma de &rvore, como ilustrado na Figura 4.1.

O que é evidente é a complexidade da expressao e o custo de se obter a derivada
simbolica da mesma. A derivacao simbolica é possivel e é muito util. Ha pacotes que
se utilizam de representacoes simbolicas de um modelo para construir automatica-
mente uma implementagao direta do modelo, inclusive de forma otimizada (veja, por

exemplo, ModelingToolkit.jl: High-Performance Symbolic-Numeric Equation-Based
Modeling) [10].


https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/dev/
https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/dev/
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sen

/\log
N SN |

|
+
l

2 5 2 exp +
| /N
COS 1 ~
| /N
€T x 2

FI1GURA 4.1. Visualizagao, em forma de arvore, de como a linguagem
interpreta e expressa, inicialmente, a funcio h(r) = sen(2z + 225 4
In(1 + 2?%)).

Em muitos casos, no entanto, como por exemplo em redes neurais, em modelos
envolvendo equagoes diferenciais, em modelos probabilisticos, e assim por diante, a
derivagao simbolica nao ¢ uma opgao viavel.

Uma alternativa é aproximar a derivada via diferencas finitas. Por um lado, esse
método €, em principio, bem menos custoso e de mais simples e ampla implementacao,
mas estd sujeito a erros nao despreziveis de aproximacao. Mesmo assim, pode ser
bastante conveniente.

Um terceira alternativa é a de derivacao automdtica, onde as derivadas de uma
ampla classe de fun¢oes fundamentais sdo implementadas de maneira exata (apenas
sujeitas a erros de arredondamente de ponto flutuante mas sem erros mais grosseiros
de aproximagao) mas nao se busca expressar as derivadas da fun¢ao composta expli-
citamente. Essas sao calculadas recursivamente, somente nos pontos em que isso se
faz necessario.

Relacionadas ao exemplo acima, podemos implementar as derivadas parciais das
seguintes funcgoes
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flx) | f(x)
c 0
T 1
x? 2x
x3 3z
sen(z) | cos(x)
cos(z) | —sen(x)
exp(z) | exp(x)
In(z) | 1/|z]
Podemos, também, implementar o gradiente de algumas fungoes de vérias variaveis
flz,y,z,...) | Vf(z,y,z,...)
T4y (1,1)
r+y+z (1,1,1)
Ty (y, z)

As diferenciais de fungoes vetoriais podem ser calculadas através dos gradientes de
cada componente.

A partir dessas derivadas fundamentais, podemos calcular a derivada da fungao
h(z) definida em (4.1). Essa funcdo, representada na arvore Figura 4.1, pode ser,
também, representada, de forma paralela em relagao aos ramos da arvore, como uma
funcao composta, para facilitar a descricao matematica,

h(z) = f5(fa(fs(f2(f1(2))))),

onde

fi(z) = (z,cos(z),2°)
f2(p,q,7) = (p, exp(q), 1 + 1),
fs(u,v,w) = (2u, 2v, In(w)),
fa(a,b,c) =a+b+c,

r) =
) =
)
f5(z) = sen(2),
Essa composicao pode ser visualizada na Figura 4.2.

Cada diferencial pode ser calculada a partir das diferenciais elementares que a
linguagem ja tem implementada, ilustradas nas tabelas acima.
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T?—U=D——q=2u

T~

os(z) —v=-exp(q) = b=20——2=a+b+c— h=sen(z)

_—

ﬂ/»lil\%

2P ——w=1+r—c=In(w)

FIGURA 4.2. Ilustracdo da composigao h(z) = f5(fa(f3(f2(f1(x))))).

O processo, entao, é o seguinte. Uma vez fixado um ponto zy para o calculo de
h'(xzg), calculamos, iterativamente, os valores das fungdes envolvidas na composigao,

(Po: 4o, 20) = f1(w0) = (z, cos(x), °)

(u0; vo, wo) = f2(Po: go; 7o) = (Po; exp(go), 1 + 70),

(ao,bo,cg) f3(ug, vo, wo) = (2ug, 209, In(wy)),
(
(

| |
=

Qo bQ,CO) = a0+b0 —I-C(),

2p) = sen(zp),

| \
S~

5

e as diferenciais em cada ponto correspondente,

[ 1
Df1 (l’o) = — SGD(I0>

i 3x(2)

1 00
D fao(po, qo,m0) = |0 exp(qo) O},

_O 01

2 0 0
Df?)(u()a/UO)wO): 0 2 0 )

00 =

L |zo0]
Df4((10, b0>CO) = 4 ,1]>
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Finalmente, a derivada de h(zx) é encontrada via composi¢ao:

h/(l’o) = Dfs(Zo)sz;(ao, bo, Zo)Df:a(Uo, Vo, wo)sz(Pm qo, Zo)Dfl (ﬂvo)

2.0 0] 11 0 0 1
=cos(z0)[1,1,1] [0 2 O

00 ] [0 0 3
1 1 00 1
= cos(20)[2, 2, m] 0 exp(qo) 0] |—sen(xg)
2

ol o 0 1 322
1 1
= COS(ZO)[27 2 eXp(QO)7 _] - Sen($0)
|20l 3x?
0
3z
= cos(29) | 2 — 2exp(qo) sen(zg) + Tl
0

Cada calculo desse é muito facil e rapido para o computador. A tnica questao
é ter todas as primitivas necessarias implementadas. E isso envolve primitivas das
implementagoes computacionais, como for, 1f, ifelse, etc.

O calculo pode ser acelerado quanto mais primitivas forem incluidas, para reduzir
o quantidade de composi¢oes. Como boa parte da computacao cientifica se baseia em
composi¢ao de varias operagoes lineares, é importante implementar as diferenciais de
operacgoes envolvendo essas transformacoes, como calculo do determinante, do traco,
de transformagao inversa, de transposta e de diversas fatoracoes [5].

Por exemplo, se T = Tp : R" — R™ ¢ a transformacao linear Tp(u) = Au
associada a uma matriz constante A € R™*" entao a sua diferencial é a propria
transformacao,

DTa(u) = A € Z(R",R™).
Se a propria matriz A = A(u) depende da variével u, entdo precisamos calcular a
diferencial DA (u), que vai variar com a dependéncia de A(u) em u. Mas se em
cima disso tivermos uma funcao de A, como A2, entdao precisamos calcular a diferen-
cial dessa dependéncia, assim como no caso de mais uma transformacao linear. Por
exemplo, a func¢do (A,B) € R™" x R™" — AB € R"*" é uma funcao bilinear nas
matrizes e a sua diferencial pode ser expressa por

D(AB) =DAB + ADB.
Isso vem, de fato, da bilinearidade, visto que

(A +DA)(B+DB) = AB+DAB + ADB + DA DB,
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de modo que
(A+DA)(B+DB)—- AB=DAB+ ADB +0(2).

O termo de ordem linear em DA e DB (i.e. de ordem O(1)) nessa aproximagao é
DA B + A DB, que é, portanto, a diferencial do produto das matrizes.
No caso da inversa A~!, podemos usar que

ATA =1
para deduzir, via formula para a diferencial do produto matricial feita acima, que
DA™'A+A'DA =0,

de modo que
DA™'=—-A"T'DAA L

Para mais detalhes e para mais formulas, veja, por exemplo, [5].

4.2. Dualidade em programacgao linear. Considere um problema de otimi-
zacao linear da forma

max (f, u), (4.2)
Au<b

onde A € Z(X,Y) é uma transformagao linear entre espagos vetoriais X e Y sobre
um mesmo corpo K; b € Y; e f € X* sao fornecidos; e > sao relagoes de ordem
parcial em X e Y (i.e. u>0em X e Au < b em Y), compativeis com as estruturas
vetoriais correspondentes (veja Exercicio 4.14). A maximizagao ocorre em relagdo a
variavel u € X, restrita ao conjunto admissivel

U = {u>0; Au < b}. (4.3)

A formulacao (4.2), por ser a original, pode ser chamada de problema primal. O

problema dual tem a forma
min (g, b), (4.4)
A*g>f

onde a minimizagao, agora, é na variavel g € X*, restrita ao conjunto admissivel
F={geY" Ag =7}, (4.5)
e onde as relagoes sao as relagoes de ordem parcial induzidas nos duais X* e Y* (veja
Exercicio 7.11).
Qual a relagao entre os dois problemas? Ela é dada pelo seguinte resultado,
conhecido como Teorema Fraco de Dualidade.
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TEOREMA 4.1 (Fraco de Dualidade). Sejam X e Y espagos vetoriais sobre um
mesmo corpo com relagdo de ordem parcial < (mesma notagdo para os dois espagos),
A € Z(X,Y) uma transformagao linear, b € Y e § € X* sdao fornecidos. Supondo
que o0s conjuntos admissiveis U e F, definidos em (4.3) e (4.5) sejam nao vazios,
vale a desigualdade

sup (f,u) < inf (g,b). (4.6)
u>0 g>0
Au<b A*g>f

DEMONSTRAGAO. Observe que para todo u € U e para todo g € F, vale

(f,u) < (A'g,u) = (g,Au) < (g,b),
de modo que
sup (f,u) < inf (g, b).

u>0 9=
Au<b A*g>f

COROLARIO 4.1. Se
égg <gab> = —0Q,
A¥g>f

entio o problema primal é invidvel (nao possui solugao). Por outro lado, se

sup (f,u) = oo,
u>0
Au<b

entao o problema dual € invidvel.

COROLARIO 4.2. Seu € U e g € F admissiveis sao tais que

(g,b) = (f,w),

entdo u e g sao solugoes dtimas dos problemas primal (4.2) e dual (4.4), respectiva-
mente.

Sob certas condicoes, o maximo e o minimo acima coincidem, que é a versao forte
do teorema de dualidade, ou Teorema Forte de Dualidade.

EXEMPLO 4.1. Nao ha nada de tao especial na forma primal. Na verdade, de-
pendendo do contexto, se o interesse inicial for pelo problema (4.4), entdo podemos
chamé-lo de problema primal, de forma que (4.2) seria, entdo, o seu dual.
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EXEMPLO 4.2. Também podemos considerar inicialmente uma variagao do (4.2),
na forma, muito comum,
min (f, u). (4.7)
Au<b
Esse problema pode ser reescrito como
max <_fa u>7 (48)

u>0
Au<b

que &, sim, da forma (4.2).

4.3.

5. Exercicios

Exercicios

5.1. Em cada exemplo abaixo, indique se a transformacao é linear ou nao.
(a) T:R3 = R2, T(x,y,2) = (v — 2,y — 2);

TR =R, T(x,y,2) =2+ 2;

TR =R, T(r,y,2) =1+ x;

T:R =R, T(x,y,2) = 2% — 2%

T:Pi[x] — Pi[x], T(ag + arx) = agx + a;22/2;

T: PrR%[x] = R? T(p) = (p(0),p'(2)).

T:PrR?[x] — R, T(p) = p(0)p'(0).

5.2. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo e seja J : X — Y um
isomorfismo entre X e Y, i.e. uma transformacao linear que é uma bijecao
entre o seu dominio e o seu contra-dominio. Por ser uma bije¢ao, a sua
inversa J™! : Y — X esta bem definida e satisfaz J='(J(u)) = u, para todo
uec X elJU(v)) =v, para todo v € Y. Mostre que J™! : ¥ — X também
é linear.

5.3. Sejam T € Z(X,Y) e S € Z(Y, Z) transformacoes lineares invertiveis, onde
X, Y e Z sao espagos vetoriais sobre o mesmo corpo. Mostre que (SoT) €
£ (X, Z) também é invertivel e a sua inversa ¢ dada por (SoT)™! = T~1oS™L.

5.4. Sejam X,Y e Z espagos vetoriais sobre um mesmo corpo, T,L € Z(X,Y) e
R,Se€ 2(Y,Z) e A € K. Mostre que

So(T4+AL)=(SoT)+ A(Tol)

(S+AR)oT=(SoT)+ A(RoT).
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O Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem nos fornece uma outra demonstragao
de que se U,V sao dois subespagos de um espago vetorial X, entao dim(U U
V) =dim(U) + dim(V) — dim(U N'V'). Para isso, considere a transformagao
linear T : UxV — X dada por T(u,v) = u+v, para (u,v) € UxV. Observe
que, nessa transformacao, o dominio é o produto cartesiano U x V' enquanto
que X é o contra-dominio. Identifique a dimensao do dominio U x V', assim
como o nucleo de T em U x V e a imagem de T no contradominio X e use o
Teorema do Ntcleo e da Imagem para deduzir o resultado.
Encontre uma base para o nucleo das seguintes transformacoes lineares

(a) T:R3 — R3 dado por T(z,y,2) = (x —y,y — 2,2 — 1);

(b) T:R?® — R? dado por T(z,y,2) = (z —y,y — 2);

(c) T: @HéQ) [z] — 975]1({2) [z], z € R, dado por T(p)(z) = p"(x);

(d) T:R*? — R? dado por T[?4] = (a+b,d — ¢)
Encontre uma base para a imagem das seguintes transformacoes lineares
(a) T:R? — R? dado por T(z,y) = (x — y,z — 2y, 3z — 2y);

(b) T:R?® — R* dado por T(z,9,2) = (z —y,y — 2,2 — 2,0+ y + 2);

(@) T:2P[z] —» P[], z € R, dado por T(p)(z) = p’();

(d) T:R*? — R? dado por T[24] = (a+b,d — ¢)
Encontre uma transformacao linear T : R® — R? tal que o ntcleo seja o plano
x+1y+ 2z = 0 no dominio R? e a imagem seja a reta y = z no contra-dominio
R2.
Encontre uma transformacao linear T : R?* — R2 tal que o nicleo seja o
plano x + 2y + 3z = 0 no dominio R? e a imagem seja a reta y = 2z no
contra-dominio R2.
Encontre a transformacao linear T : R? — R? tal que

T(1,1,1) = (0,0), T(1,0,0)=(0,1), T(0,1,0) =(—1,0).
Encontre a transformagao linear T : 22 [x] — R?*? tal que
T =138l T@=I[95], T =I[83]

Sejam T : X — Y e S : Y — Z transformagoes lineares entre espagos
vetoriais X, Y, Z sobre o mesmo corpo. Entao
(a) Mostre que Im(ST) C Im(S).
(b) Mostre que ker(T) C ker(ST).
(c¢) Mostre que dim(ker(ST)) < dim(ker(S)) + dim(ker(T)).
(d) Dé um exemplo em que vale a igualdade dim(ker(ST)) = dim(ker(S)) +
dim(ker(T))
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Seja T € £(X,Y) uma transformacao linear entre dois espagos vetoriais
de dimensao finita X e Y. Mostre que existe um espaco vetorial Z e duas
transformacoes lineares S : X — Z e R : Z — Y tais que T = RS, com S
sobrejetiva e R injetiva.

Sejam T : X — Y e S : Y — Z transformagoes lineares entre espagos
vetoriais X, Y, Z sobre um mesmo corpo.

(a) Suponha que T e S sejam sobrejetivos. Mostre que ST é sobrejetivo.
(b) Suponha que T e S sejam injetivos. Mostre que ST ¢ injetivo.

(c) Suponha que T e S sejam bijetivos. Mostre que ST é bijetivo.

Sejam T : X — Y e S : Y — Z transformacoes lineares entre espacos
vetoriais X,Y, Z sobre um mesmo corpo. Mostre que se ST : X — Z &
bijetiva, entao T é injetiva e S é sobrejetiva. Dé um exemplo mostrando que
nao é necessario que T seja sobrejetiva e que S seja injetiva, para que ST seja
bijetiva.

Seja T € £(X,Y) uma transformacao linear entre dois espagos vetoriais X
e Y de dimensao finita.

(a) Mostre que T é sobrejetiva se, e somente se, leva um conjunto de vetores

{w1,...,w,} que gera X em um conjunto de vetores {Twy,..., Tw,}
que gera Y.

(b) Mostre que T é injetiva se, e somente se, leva um conjunto de vetores
{wi,...,w,} LI em X em um conjunto de vetores {Twy,..., Tw,} LI
em Y.

(c) Mostre que T é bijetiva se, e somente se, leva uma base {wy,..., w,}

de X em uma base {Twy,..., Tw,} de Y.
Seja T : R™*™ — R™" a transformacao linear que leva uma matriz quadrada
A € R™" em sua simetrizagao T(A) = (A + A™)/2, onde A" é a sua trans-
posta (veja Exemplo 2.5). Encontre o posto dim(Im(T)) de T e caracterize
o seu nucleo ker(T).
Prove a Proposigao 2.6.
Considere as transformacoes lineares T : X — Y nos casos a seguir e deter-
mine se T possui inversa a direita e/ou a esquerda e, caso positivo, encontre
inversa(s) correspondente(s).
(a) T:R? = R? dada por T(z,y) = (—y,z,0).
(b) T:R* — R? dada por T(x,y,z2) = (—y, z).
(c) T:R?® — R? dada por T(z,y,2) = (—y,,0).
(d) T:R?® — R? dada por T(z,9,2) = (z —y,x — 2).
Seja T € £(X,Y) uma transformacao linear entre dois espagos vetoriais X
e Y sobre um mesmo corpo.
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(a) Suponha que T seja sobrejetivo e dim(X) > dim(Y). Mostre que T
possui mais de uma inversa a direita, ou seja, a inversa a direita, nesse
caso, nao ¢ unica.

(b) Suponha que T seja injetivo e dim(X) < dim(Y’). Mostre que T possui
mais de uma inversa a esquerda, ou seja, a inversa a esquerda, nesse
caso, nao é unica.

Para ilustrar os resultados do Exercicio 5.20:

(a) Seja T : R® — R? dado por T(z,y,2) = (x + y,y + 2). Dé exemplos
distintos de inversas a direita de T.

(b) Seja T : R? — R3 dado por T(z,y) = (z,z+v,y). Dé exemplos distintos
de inversas a esquerda de T.

Também para ilustrar os resultados do Exercicio 5.20:

(a) Seja T : PV[z] — 2[z] dado por T(p) = p(0) + (p(1) — p(0))x Dé
exemplos distintos de inversas a direita de T.

(b) Seja T : R? — R?*? dado por T(a,b) = [¢]. Dé exemplos distintos
de inversas a esquerda de T.

Seja T € £(X,Y) uma transformagao linear entre dois espagos vetoriais X
e Y sobre o mesmo corpo K. Seja C' C X um conjunto convexo no dominio
de T. Mostre que a imagem TC' = {Tu; u € C'} de C sob T é um conjunto
convexo no contra-dominio Y.

Seja T € £(X,Y) uma transformacao linear entre dois espagos vetoriais X
e Y sobre o mesmo corpo K. Seja C' C Y um conjunto convexo no contra-
dominio. Mostre que a pré-imagem T-'C = {u € X; Tu;€ C} é um
conjunto convexo no dominio X.






CAPiTULO 5

O Teorema do Niicleo e da Imagem

Many dreams come true and some have silver
linings.
— What Is and What Should Never Be (Led
Zeppelin II)
Led Zeppelin, 1969

Esse é um teorema fundamental em Algebra Linear. E um resultado de “contabi-
lidade™ para onde vao as “dimensoes” do espaco dominio? Parte pertence ao nucleo
da transformacao e é anulado por ela, sendo levado no elemento neutro do contra-
dominio. A parte restante vai para além do elemento neutro e forma a imagem da
transformacao. Ou seja, a dimensao do espago dominio é repartida entre a dimen-
sao do nicleo e a dimensao da imagem. A imagem é, de fato, isomorfa ao espaco
quociente do nucleo.

1. Enunciado e demonstragao

TEOREMA 1.1 (do Nucleo e da Imagem). Seja T € £(X,Y) uma transformagao
linear entre dois espacos vetoriais X eY sobre um mesmo corpo, com X de dimensao
finita. Entao

dim(X) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)). (1.1)
DEMONSTRAGAO. A demonstragao classica parte de uma base {wy, ..., wy} para
ker(T) e a completa até uma base {wy,...,w,} de X, no caso em que 1 < k < n,

onde k = dim(ker(T)) e n = dim(X). Todo u € X se escreve de forma tnica como
u=2TWi+- -+ T,Wy.
Aplicando T e considerando que T(w;) = 0 para todo i = 1,..., k, obtemos

T(u) = xp 1 T(Wear) + -+ 2, T(wy).
151
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Portanto, a imagem Im(T) é gerada pelos vetores {T(Wgi1),..., T(w,)}. Para ver
que eles sao linearmente independentes, suponha que

)\k+1T(Wk+1) + -+ )\nT(Wn> =0.
Por linearidade, temos
T(>\k+1Wk+1 + -+ )\an) = 0.

Ou seja, \gp1Wii1 + -+ + AW, € ker(T). Como {wy,...,wy} é base de ker(T),
entao, aquele vetor é combinagao linear destes, ou seja, existem Ay, ..., \;x € K tais
que

M1 Wit + oo AWy = MWy + -0+ AWy,

ou seja,

)\1W1 + ...+ )\ka — /\k+1wk+1 — e — )\an =0.
Mas como {wy,...,w,} é uma base de X, entdo esses vetores sao linearmente inde-
pendentes, de modo que, necessariamente, os coeficientes devem todos se anular, i.e.
A1 = - =\, = 0. Em particular, isso prova que {T(wy41),..., T(w,)} forma um

conjunto LI. Como ja vimos que eles geram Im(T), entao eles formam uma base para
essa imagem. Ou seja, dim(Im(T)) =n — k. Assim,

dim(X) =n=k+ (n — k) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)).

Faltam os casos em que um dos subespacos é trivial. Além do caso em que o
proprio X é trivial e, assim, ambos os subespagos sao triviais. Comeg¢ando com o
caso em que X = {0}, entao necessariamente ker(T) = {0} e Im(T) = {0}, de modo
que todas as dimensoes sao nulas e o resultado é trivialmente valido.

Caso ker(T) = {0} e dim(X) = n € N, entdo ndo partimos de uma base de
ker(T), ja que tal nao existe. Tomamos, entdo, uma base qualquer {wy,...,w,} de
X. Obtemos, de forma semelhante a feita acima, que {T(wy),..., T(w,)} é base de
Im(T), de modo que dim(X) = dim(Im(T)) e dim(ker(T)) = 0, satisfazendo também
a igualdade (1.1).

Finalmente, caso dim(ker(T)) = n = dim(X), entdo partimos de uma base de
ker(T) com n elementos, digamos {wy, ..., w,}. Nesse caso, essa também ¢ uma base
de X e todo u € X se escreve como combinacao linear de elementos do ntcleo, sendo,
portanto, também parte do nticleo, ou seja, a imagem é necessariamente Im(T) = {0}.
Assim, dim(Im(T)) =0 e (1.1) também ¢ valida.

Isso completa a demonstracao. ([l

OBSERVACAO 1.1. Uma outra demonstracao do Teorema 1.1, bastante elegante,
que aparece, por exemplo, no livro do Lax [8], usa espago quociente. Além de ele-
gante, é também ilustrativa. Passa por mostrar que X/ ker(T) é isomorfo a Im(T) via
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isomorfismo J([u]) = J(u+ker(T)) = T(u), independente do representante da classe
[u] € X/ker(T). Assim, usando (1.1), obtemos

dim(Im(T)) = dim(X/ker(T)) = dim(X) — dim(ker(T)).

Deixamos a verificacdo de que X/ker(T) ¢é isomorfo a Im(T) via J para o leitor
(Exercicio 4.1), o que passa por mostrar que J estd bem definido (independe do
representante), é linear, é injetivo e é sobrejetivo.

1.1. Consequéncias imediatas.

TEOREMA 1.2. Se dim(Y) < dim(X), entdo necessariamente dim(ker(T)) >
dim(X) — dim(Y) > 1.
DEMONSTRAGAO. Como Im(T) C Y, o resultado segue imediatamente de
dim(ker(T)) = dim(X) — dim(Im(T)) > dim(X) — dim(Y") > 1.
U

TEOREMA 1.3. Se dim(Y) = dim(X), entdo ker(T) = {0} se, e somente se,
Im(T) =Y se, e somente se, T é uma bije¢ao, ou seja, T € injetivo se, e somente se,
¢ sobrejetivo e se, e somente se, € bijetivo.

DEMONSTRAGAO. Segue de Equation (1.1) e da hipdtese do teorema que
dim(ker(T)) = dim(X) — dim(Im(T)) = dim(Y’) — dim(Im(T)).
Logo,
ker(T) = {0} & dim(ker(T)) = 0 < dim(Im(T)) = dim(Y) < Im(T) =Y,
ou seja, T € injetivo se, e somente se, é sobrejetivo e, portanto, se, e somente se, é
bijetivo. 0
2. Versao matricial

Usando a demonstracao do Teorema 1.1 do Nucleo e da Imagem, podemos dar
uma representacao simples de uma transformagao qualquer, apenas escolhendo bases
apropriadas.

TEOREMA 2.1. Sejam X e Y dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo, com
dimensoes finitas n = dim(X) € Nem = dim(Y) € N, eseja T : X — Y uma
transformacao linear. Entao existem bases o de X e 6 de Y tais que a representacao
[T]y de T da base @« para a base 6 tem a forma de blocos

| P On—kk
TZ = L 2.1
[ ]ﬁ OmfnJrk,nfk OmfnJrk,k ( )
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DEMONSTRAGAO. Seja k = dim(ker(T)). Se k = n, entdo ker(T) = X e a imagem
é trivial, visto que dim(Im(T)) = n — k = 0. Nesse caso, T é o operador nulo, T = 0,
com
[T}gu = Omxm

em qualquer base, onde 0,,x, ¢ a matriz m X n com todos os elementos nulos.

Suponha entao k& = dim(ker(T)) < n. Nesse caso, pelo Teorema 1.1 do Nucleo e
da Imagem, dim(Im(T)) = n — k > 1. Obviamente, n — k < m, pois a dimensao da
imagem nao pode ser maior do que a do contra-dominio.

Tomemos uma base {vi,...,v,_}} da imagem Im(T). Complete até uma base
6 =4V, Vok,Vonki1, -, V) de Y | se necessario (i.e. se n —k < m.)

Agora, para cada v;, i = 1,...,n — k, que estdao na imagem de T, existe w; € X
tal que T(w;) = v;.

Se k = dim(ker(T)) > 0, tome também uma base {w,_ji1,...,w,} do nicleo

ker(T), formada por k vetores, numerados de n — k + 1 até n. Se k = 0, entao esse
conjunto é vazio e podemos ignorar esses termos no argumento abaixo.

Vamos mostrar que « = {wy,..., w,}} ¢ uma base de X. Como sdo n vetores e
dim(X) = n (contabilidade ja feita pelo Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem), basta
verificar que sao linearmente independentes. Suponha, entao, que

)\1W1—|—"'+)\anZO,

onde \q,...,\, € K. Aplicando a transformacao T e usando que wW,,_gi1,..., W,
estao no nucleo de T, sobra

MT(wy) 4+ -+ Ak T(Wpg) = 0.
Como T(w;) =v; e {vy,...,v,_x} ¢ linearmente independente, entao
AM ==X =0.
Voltando a identidade inicial, sobra, agora,

)\nfk+lwn7k+1 + -+ )\nwn =0.

Como {W,,—k+1, ..., Wy} ¢ linearmente independente, por ser base de ker(T), entao
/\n—k—l—l:"':/\nzoa
também. Isso completa a demonstracao de que & = {wy,..., w,}} é base de X.

Agora falta escrever [T]¢. Seja 6* = {g1,...,9n}} a base dual de 6. Cada
coeficiente ij (linha 4, coluna j) da matriz [T]§ ¢ dado por

(9i, T(W;)).
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Para j=n—k+1,...,n, temos w; € ker(T), de modo que (g;, T(w,)) = 0, ou seja,
todos os elementos das colunas n — k 4+ 1 até n se anulam.

Parai =n —k+1,...,m, o funcional g; anula os elementos da imagem de T,
pois a imagem ¢ gerado pelos vetores vy, ..., Vv, ;. Portanto, todos os elementos das
linhas n — k 4+ 1 até m se anulam.

Sobra o blocoi =1,...,n—k, j=1,...,n — k. Nesse bloco, T(w;) = v; e, por
6 ser a base dual de 6, que é formada pelos v;’s, temos (g;, T(w;)) = J;;, o Delta de
Kronecker, nos dando a matriz identidade (n — k) x (n — k). Em resumo,

<gZ,T<WJ>> = (5”-, Z,j = 1, N (2 k,

(9;, T(w;)) =0, i=n—k+1,...,mouj=n—k+1,...,n.
Em outras palavras, podemos escrever, em forma de blocos,
| I Ok
T @ — n n )
[ ]ﬁ |:Om—n+k,n—lc Om—n-I—k,k

conforme desejado. No caso particular em que k = 0 e m > n, isso se reduz a

i = o, )

Caso m = n — k (posto maximo), temos, por outro lado,
[Tly = Tk Op—ia] -

E caso k =0 e m = n, temos apenas

O

OBSERVAGAO 2.1. Na demonstragao do Teorema 2.1, trocando a ordem dos ele-
mentos da base @, escolhendo primeiro uma base do nicleo ker(T) e completando
com as pré-imagens da base de Im(T), a matriz muda de forma para

[T]a _ On—k,k In—k
o=
Om—nikk Om—ntkn—k
Temos muita flexibilidade na representagao, podendo escolher as bases @ e & sem
muita amarracao.

EXEMPLO 2.1. Considere X =R?, Y =R3 e T(z,y) = (zr +y,z+v,0). O nicleo
de T tem dimenséo 1 e é dado por ker(T) = span{(1,—1)}. A imagem de T também

tem dimensao 1 e é dada por Im(T) = span{(1,1,0)}. Completemos até uma base
6 = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)}} de Y. Agora, uma pré-imagem de (1,1,0) é, por
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exemplo, (1,0), visto que T(1,0) = (1,1,0), mas observe que qualquer elemento em
(1,0) + ker(T) = {(1 +s,—s), s € R} serve. Juntando a pré-imagem {(1,0)} da
base da imagem Im(T) com a base {(1,—1)} do nicleo ker(T), obtemos uma base
6 = {(1,0),(1,—1)}} para X. As colunas de [T]§ s@o obtidas vendo a a¢do de T nos
elementos da base de saida « e representando-os na base de chegada 6. Observe que
T(1,0) = (1,1,0) = 1(1,1,0) + 0(0, 1,0) + 0(0,0, 1),
enquanto que
T(1,1) = (0,0,0) = 0(1, 1,0) + 0(0, 1, 0) + 0(0,0, 1).
Portanto,

10
Il 01><1
Ty =10 0] = :
[ ]ﬁ 0 0 |:O2><1 O2><1:|

OBSERVACAO 2.2. Nao devemos nos iludir com a simplicidade da representacao
feita no Teorema 2.1. O que a transformagao realmente faz esta escondido na relagao
entre as bases. Outras representagoes sao mais uteis, como a decomposicao SVD, que
veremos mais adiante. Assim como as representacoes de operadores lineares, feitas
usando-se uma mesma base de ida e de chegada, quando o dominio e o contradominio
coincidem.

EXEMPLO 2.2. Corroborando a ideia de que a representacao acima esconde a a¢ao
da transformacao na escolha das bases, considere uma rotacio Ry : R? — R? de um
angulo € no sentido trigonométrico, no plano, dada por

Ro(z,y) = (zcosf — ysenf, xsen + ycosh).
Na base canonica ¢ = {(1,0), (0,1)}}, temos a representagao

Rul — [COSH — sen e] |

senf  cosd
Mas, escolhendo a base « = {{(cos @, —sen @), (sen @, cos )}, temos

Ry(cos @, —sen ) = (cos? @ + sen? §, cos@sen § — sen f cos ) = (1,0)

Ro(send, cos ) = (sen 6 cos — cosfsen ), sen® § + cos0) = (0, 1),

de modo que
« |10
[RH]ﬁ = {O 1] :
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EXEMPLO 2.3. De maneira semelhante, considere a transformacao T : R? — R?
dada por T(z,y) = (2z,y/2), para (x,y) € R?. Na base canonica e = {(1,0), (0,1)}},
essa transformacao ¢ representada por

T = {(2) 1/3] ‘

Escolhendo, no entanto, a base « = {{(1/2,0),(0,2)}}, como T(1/2,0) = (1,0) e
T(0,2) = (0,1), temos a representagao

M= |-

2.1. Relagoes entre imagem e nicleo de uma transformagao e de sua
adjunta.

TEOREMA 2.2. Dada uma transformagao linear T € £(X,Y) entre espagos veto-
riais X,Y sobre um mesmo corpo K, temos ker(T*) = Im(T)°, ou seja, o nicleo da
adjunta de T € exatamente o anulador da tmagem de T.

DEMONSTRAGAO. Pelo produto de dualidade e a defini¢ao de adjunta, temos
(T'g,w) = (g, Tw),
para todou € X e g € Y*. Logo, usando o Corolario 2.3,
geker(T)eTg=0< (T'g,u)=0,Vue X & (g, Tu) =0, Vue X
& (g,v) =0, Vv € Im(T) & g € Im(T)°,
provando o resultado. 0

TEOREMA 2.3. Dada uma transformagao linear T € L(X,Y) entre espagos veto-
riais X,Y sobre um mesmo corpo K, temos Im(T) = ker(T*)°, ou seja, a imagem de
T € exatamente o anulador do nicleo da adjunta T*.

DEMONSTRAGAO. Usando que o anulador do anulador de um subespaco é o pro-
prio subespago (veja Exercicio 7.12), obtemos, a partir do resultado do Teorema 2.2,
que

Im(T) = (Im(T)")° = ker(T*)°,
provando o resultado. 0]

TEOREMA 2.4. Dada uma transformacao linear T € £L(X,Y) entre espagos veto-

riais X,Y sobre um mesmo corpo K e supondo que X tem dimensao finita, entdao
dim Im(T) = dim Im(T"),

ou seja, o posto da adjunta € igual ao posto da transformacao.
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DEMONSTRAGAO. Usando a identidade dada no Teorema 5.1, aplicada a S =
Im(T), temos

dim X = dim Im(T) + dim Im(T?).
Por outro lado, usando o Teorema 1.1 do Ntcleo e da Imagem no espaco dual, temos
dim X* = dimker(T*) + dim Im(T™).
Como o dual tem a mesma dimensao do espacgo, obtemos
dim Im(T) 4 dim Im(T?) = dim ker(T*) + dim Im(T*).
Pelo Teorema 2.2, temos dim(Im(T)") = dim(ker(T*)), logo, obtemos a identidade
dim Im(T) = dim Im(T"),
como queriamos demonstrar. O

OBSERVACAO 2.3. O resultado do Teorema 2.4 se traduz para matrizes como o
resultado classico, em Algebra Linear, de que “posto-linha” é igual ao “posto-coluna’.

Caso o contradominio Y tenha a mesma dimensao que o dominio (em particular
caso T seja um operador linear), entdo obtemos também uma igualdade entre as
dimensoes dos ntcleos.

TEOREMA 2.5. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear entre espagos veto-
riais X,Y de dimensdo finita, sobre um mesmo corpo K. Entdo dim X = dimY se,
e somente se, dimker(T) = dim ker(T*).

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 1.1 do Nucleo e da Imagem, temos
dim(X) = dimker T + dimIm T, dim(Y™") = dimker T* + dim Im T™.
Do Teorema 2.4, as dimensoes das imagens coincidem, nos dando
dim(X) —dimker T =dimImT = dimIm T* = dim(Y™) — dim ker T™.
Como dim(Y™*) = dim(Y"), podemos escrever
dim(Y) — dim(X) = dimker T* — dimker T.

Portando, as dimensoes de X e Y coincidem se, e somente se, as dimensoes dos niicleos
ker T* e ker T também coincidem. 0
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EXEMPLO 2.4. Consideremos a transformagao T(z,y, 2) = (z+y, y+2z, x+2y+2,0)
de R? em R*, representada na base canodnica por

1 10
011
€4 __
R
000
e cuja adjunta é representada por

) 1 010

M) =11120

4
01 10

Identificando o dual de R?, d = 2,3, com o proprio R?, temos
kel“( ) ={(z,y,2); y= -z, z =z} =span{(1, -1, 1)},
Im(T) ={(z+y,y + 2,2 +2y+20)}
={(z+9)(1,0,1,0) + (y + 2)(0,1,1,0), z,y,2 € R}
= span{(1,0,1,0),(0,1,1,0)},

enquanto que
ker(T™)
Im(T™)

{(fvgvh7i> = _f g = f} _Span{( ) (O 0 0 1)}
{(f+h. f+g+2hg+h)}
{

(f+h)(1,1,0)+ (g + h)(0,1,1)}
pan{(1,1,0),(0,1,1)}.

Note que dim(Im(T)) = 2 = dim(Im(T*)), mas como as dimensdes do espago sao
diferentes, as dimensoes dos nicleos também sao diferentes, em concordancia com o
Teorema 2.5.

EXEMPLO 2.5. E ilustrativo considerar o Exemplo 2.4 sem a representacdo ma-
tricial. Temos T(z,y,2) = (x +y,y + 2,2 + 2y + z,0). Denotando funcionais lineares
f em R® e g em R* por

f(x,y,2) = fr+ gy +hz, a@,y, 2,w) = fo+ gy + hz+iw
e elementos de R3 e R* por

UZ(ZL‘,y,Z), V:(i,y,Z,IU),
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temos
(T"g,u) = (g, Tu)
= (g, (z+y,y+z0+2y+20))
=flx+y)+gly+z)+h(r+2y+2)+0
= (f+ha+(f+g+2n)y+(g+h)z,
ou seja, T* leva o funcional g(z,y, z,w) = fx + gy + hz + iw no funcional
fz,y,2) = (f + W)z + (f + g+ 2h)y + (9 + h)z.
Observe que isso coincide com a forma de representacao matricial
(e; = (T7@)e; = [T]22(0) ;-
com a matriz de representacao [T*]EE’E vista no Exemplo 2.4. O ntucleo de T* é dado
por g tal que § = o, ou seja,
f+h=0, f4+9g+2h=0, g+h=0,
que pode ser parametrizado por
portanto
ker T" = {g; g(z.,y,2,w) = fr + fy — fz+iw, f,i € R} = span{g, + gy — 8-, 9w},
que tem dimensao dois, onde usamos a base dual formada pelos vetores
go&(x7y7 Z7w) :a7 a:x7y7z7w'
Para entendermos a imagem, observe que
(T*g)(z,y,2) = f(x,y,2) = (f + h)z + (f + 9+ 2h)y + (9 + h)z
=(f+h)@+y)+(g+h)(y+2),
portanto a imagem é gerada pelos funcionais
fz-i—y(xvya Z) =r+y, fy+2($7y7z) =y+z,

ou seja,

Im(T*) = span{fsty, fy+2},

sendo de dimensao dois. (Os subindices em f,4, € f,+. S80 apenas notacoes para
indicar as operagoes que cada funcional faz.)
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EXEMPLO 2.6. Continuando com a transformacao linear T(x,y,2) = (z + y,y +
z,x + 2y + 2,0) do Exemplo 2.5, vimos que

Im(T) = span{(1,0,1,0),(0,1,1,0)},
enquanto que

kerT*:{g, g(m,y,z,w):fx+fy—fz+zw, fﬂZeR}:Span{gm+gy_gz>gw}

Podemos, agora, de acordo com o resultado do Teorema 2.2, de que o nticleo, ker(T*),
da adjunta anula a imagem, Im(T)?, da transformagao. De fato, aplicando g, + g, — g
aos dois vetores que geram a imagem, obtemos

(gz + 0y —9-)(1,0,1,0) =1+0—1=0

(g$+gy_gz)(0,1,1,0):04—1—1:0,

anulando, portanto Im(T). Também ¢é facil ver que g, anula esses vetores pois a
coordenada w deles é nula.

3. Aplicacoes

3.1. Sistemas de equagoes lineares, forma escalonada e decomposicao
LU. A representagao em blocos dada no Teorema 2.1 é quase a forma escalonada
reduzida vista nos cursos iniciais de Algebra Linear, que visa a resolucio de sistemas
de equagoes algébricas lineares. A diferenca é que, na forma escalonada, nao alteramos
a base de saida «, como feito no Teorema 2.1. Apenas alteramos a base 6.

O interesse inicial é na resolucao de sistemas de equagoes algébricas lineares, da
forma

a11%1 + 1222 + - - + a1 Ty = by,

2171 + Q222 + - + Gop Ty = bo,

(3.1)

A1 %1 + ATy + -+ + ATy = by,

— i=m,j=n _ m > : _ n A
onde A = (a;;); ;27" e b = (b;){Z, sdo conhecidos e u = (z;)}_, é formado pelas
variaveis que queremos encontrar e que resolvem o sistema. Isso pode ser escrito na

forma vetorial
Au=Dh.

Denotando a base canonica no dominio R" por ¢, = {ef,...,e"} e base canonica
no contradominio R™ por e,, = {ef’,..., e}, a matriz A estd associada a uma
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transformacao linear T : R — R™ com

aixz a2 - A1n
a21 Q22 - A2p,
en __ i
[TA]enm - A -
Am1 Qm2 - Amn

O método de eliminacao gaussiana consiste em fazer operacoes elementares nas
linhas do sistema até chegar a uma forma triangular superior para um sistema equi-
valente ao original. O que essas operagoes nas linhas fazem é, no fundo, escolher
uma nova base 6 para o espago de chegada. Mas o espaco de saida continua com a
base canonica e, por isso as variaveis x1, ..., T, para as solu¢oes continuam as mes-
mas. Nesse processo, podemos chegar na forma escalonada ou na forma escalonada
reduzida.

Uma maneira de enxergar a forma canénica reduzida (reduced row-echelon form)
é escolher o primeiro elemento da base ¢ como sendo a primeira coluna nao nula da
matriz A,

V] = Aeg‘l 7& O,

com Ae; = 0 para 1 < j < j;, se houver. Em seguida, buscamos a primeira coluna
J2, J1 < J2 < n tal que

vy = Ael, ¢ span{v,},
e assim por diante, encontrando uma sequéncia de colunas j = ji, Jo, .. ., Jr tal que
v = Ae} ¢ span{vy,..., v 1},
com
Ae € span{vy,...,vi_1},

para 5;_1 < j < j;. Caso k < m, simplesmente completamos com elementos quaisquer
até uma base 6 = {{vy,..., v, J} de R™. Assim, da base ¢, a base &, obtemos a forma
canonica reduzida

1 « 0 0 « x 0 % O

001 0« % 0 %20

en 0001 x x 0 %0
[T]ﬁ 0000001 %0 (3.2)

00 0O0OO0OO0OO0OT 01

0 0O 0O0O0O 0O 0 0 0f




Como a base de saida ndo mudou, as solugoes (zq, ...
mesmas do sistema equivalente na forma reduzida,

OO O oo

para um lado direito apropriado b = (131, .

OO OO O

OO O OO

OO O~k OO

O O O X X
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, ) do sistema original sao as

A tnica dificuldade, aqui, ¢ encontrar b, que ¢ a representagao de b na nova
base 6. Encontrar b requer inverter o processo de mudanca de base. E nesse ponto
que entra o método de eliminagao gaussiana. O método de eliminacao gaussiana é
mais do que meramente encontrar uma nova base tornando o sistema triangular. E
uma receita para se calcular a mudanga inversa de base e, em particular, o novo
lado direito b, facilitando os céalculos. O ingrediente principal dessa receita sao as
operacoes elementares. As operacgoes elementares sao invertiveis e as suas inversas
também sao operagoes elementares. Vamos aos detalhes.

As operagoes elementares sao as de

(i) Multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo, que tem a forma ma-
tricial seguinte, com inversa da mesma forma,

E!=

> =
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(ii) Adi¢do de um multiplo de uma linha a uma outra linha, que tem a seguinte
forma matricial, com inversa da mesma forma,

1 1
1 1
E= , E-! =
A 1 —A 1
— 1— - 1—
(iii) Troca posigao de duas linhas, que tem a seguinte forma matricial, com mesma
inversa
1 :
0 1
E=E'=
1 0

1

Para a eliminagao gaussiana, a ideia também comeca com a escolha da primeira
coluna j; nao nula da matriz A,

T
Ae} #0
e nos dando o primeiro elemento da nova base @,

. n
v = Aej,
mas a diferenca importante é a de nos dar uma receita para escrever ey’, que é a
representacao de vy na base desejada 6, em termos de v;. Essa receita vem na forma
de uma composicao E; = E;, E;, _;---E;; de r; € N operagoes elementares E; ,,
r=1,...,r, le.

[Vl]{j = eT = E1V1 = ElAe?I.

O novo sistema, em particular o novo lado direito do sistema, com esse primeiro
escalonamente, toma a forma

ElAu = Elb
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Se j; = 1, a primeira coluna de [T];" toma a forma

1
0
0
e a matriz escalonada toma a forma
1 % *
0 =% *
EA = .
0 = *

mas, caso j; > 1, entao as primeiras j; — 1 colunas sao nulas e a matriz escalonada
toma a forma

0 01 % --- %

0 0 % -+ %

ElA: . . . .
O --- 00 % --- «%

Em seguida, pegamos o menor indice jo, 71 < jo < n, tal que
Ae’ ¢ span{vi},
0 que é equivalente a
E;Aej}, ¢ span{E;v,} = span{e}'},

Veja que, com a matriz escalonada, fica facil decidir se E;Ae] estd no conjunto
gerado por €]’ ou nao, ou seja, basta olhar se ha algum coeficiente nao nulo do
segundo coeficiente em diante.
A outra diferenca, agora, é que o segundo vetor vy da base & é tomado de tal
forma que
E.E e}, = aj.el’ + ey,

para um escalar al, apropriado, dado pela primeira coordenada de Eje}, e com as

operagoes elementares compondo E; envolvendo apenas a segunda linha em diante.
Seguimos assim, até encontrar um conjunto {viy,...,v;} linearmente indepen-

dente, para algum k& < min{n,m}, e uma sequéncia Ei,..., E; de composi¢oes de

operacoes elementares, tais que o sistema se escreve de forma equivalente como

E;---EjAu=E;---Eb.
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Definindo
U=E;---E/A (3.3)
e
C:Ek"‘Elb,
temos que U esta na forma escada, com pivos iguais a 1, e com o sistema equivalente
Uu=c.
Essa forma escada é, por exemplo,
[1 x % * * * * * %]
0 01 » x % % x %
0 00 1 % x % x %
U=BE-BEA=10 000001« «
00 00O0O0OO0DTO 0?71
00000 O0O0 0 0

Como U esta na forma escada, esse sistema é de facil resolucao.
Além disso, como as matrizes elementares sao invertiveis, temos que Ej ---E; é
invertivel e podemos definir a inversa

M=E"'-.-E"

Dessa forma, podemos inverter (3.3) e escrever uma forma fatorada para A (ou seja,
como um produto de fatores)
A =MU. (3.4)
Em certos casos, a eliminacao GGaussiana nao necessita da operacao de troca de
linhas. Nesse caso, todas as matrizes elementares sao triangulares inferiores, assim
como as suas inversas, de modo que a matriz M, que renomeamos nesse caso para

L=E/'E;' - E. (3.5)

é triangular inferior e obtemos A como um produto de uma matriz triangular inferior
L com uma matriz triangular superior U, conhecida como decomposicao LU de A:

A=LU. (3.6)

Caso a troca de linhas seja necesséaria, a matriz L ndao é mais triangular inferior e
estamos efetivamente falando de um processo de pivoteamento, que implica em uma
permutacao das linhas. Nesse caso, podemos reordenar as matrizes elementares para
termos uma fatorizacao

A =PLU, (3.7)
onde P é uma permutagao, composta por uma composi¢ao de matrizes elementares
correspondendo apenas a trocas de linha e onde L é apenas um produto de operagoes
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elementares sem troca de linha (a reordenagdo altera as outras matrizes elementa-
res, mas, de qualquer forma, continua sendo um produto de matrizes elementares;
veja Exercicio 4.7). Esse é um pivoteamento parcial, onde trocamos apenas as li-
nhas. Também podemos reordenar as colunas e ter os pivos em colunas sucessivas,
deixando o niicleo da matriz correspondendo as ultimas colunas. Nesse caso, temos
um pivoteamento completo e uma fatoracao da forma

A = PLUQ, (3.8)

onde Q também é uma matriz de permutagao. Mais detalhes sobre isso em uma
disciplina de Algebra Linear Computacional.

O ultimo comentério é sobre a diferenca entre a forma de [T|;" obtida em (3.2)
e a forma triangular em blocos [T]§ dada em (2.1), no Teorema 2.1. Para partir de
[T];" e chegar em [T]§, precisamos modificar a base canonica ¢,, de forma apropriado.
Comecamos reordenando os elementos da base candnica para formar uma nova base

€' comecando com os vetores e;,, ¢ = 1,..., k. Isso nos da uma nova representacao
1 0 0 0 0 % % % «]
01 0000 % % %
e 1001 0 0 0 % % %
Mi=1o00010000 « (3:9)
00001O0O0O0O0
0000000 0 0]

Em seguida, substituimos os vetores restantes de €’ por uma base qualquer do nicleo
de T, Como os primeiros vetores sao levados em vetores nao nulos na imagem de T,
a uniao desses primeiros vetores com a base do niicleo forma uma base ¢ do dominio
X. Com essa base, obtemos, finalmente, a representagao [T]; na forma (2.1).

3.2. Analise dimensional e o Teorema de Buckingham-Pi. A demonstra-
¢ao do Teorema de Buckingham-Pi é uma aplicagao interessante do Teorema 1.1 do
Nicleo e da Imagem. Vejamos do que trata esse teorema, o seu enunciado e uma
demonstracao de parte dele.

A anélise das dimensdes fisicas (ou de outra natureza) das quantidades caracte-
risticas de um determinado problema é de grande valia em diversos aspectos. A sua
aparente simplicidade revela simetrias que muitas vezes afloram de maneira obser-
vavel no fendbmeno em questao. Por detris da simples analise, se escondem solucoes
particulares que tém papel significativo no comportamento do sistema e levam a rela-
¢oOes aparentemente universais entre as quantidades envolvidas. Em um aspecto mais
mundano, a analise dimensional é til na verificacao da corretude de certas férmulas
e de certas estimativas obtidas de um certo modelo.
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mg

FiGurA 3.1. Tlustragao de um péndulo com haste de comprimento ¢,
objeto com massa m, sob a acao da gravidade com aceleragao g, os-
cilando até um angulo méaximo 6 em relagao ao eixo vertical e com o
periodo de oscilacao 7, nao representado.

No cerne do problema estd um modelo que envolve certas quantidades fisicas (e.g.
peso, posicao e velocidade de um objeto) que dependem de uma ou mais dimensoes
fisicas (e.g. massa, comprimento e tempo). Dependendo da situagao, é possivel
extrair quantidades adimensionais que determinam relagoes importantes entre essas
quantidades.

Para ilustrar o processo, vamos considerar o modelo classico de um péndulo. Nesse
modelo, temos uma fina haste de comprimento ¢ e massa considerada desprezivel,
com uma das extremidades fixas e com a outra extremidade prendendo um objeto
de massa m. Isso sob a acao da forca gravitacional, com aceleracao gravitacional g.
Um pequeno movimento na massa faz com que o péndulo oscile, com um periodo T,
descrevendo um arco de circulo a cada oscilagao, com angulo de oscilagao igual a 26,
ou seja, # é o angulo entre o eixo vertical direcionado para baixo e o vetor posi¢ao do
ponto de maior distancia do eixo, conforme ilustrado na Figura 3.1.

Temos, com isso, cinco quantidades fisicas. As dimensoes fisicas envolvidas sao
a massa M, o comprimento L e o tempo T. Denotando [g| a dimensao fisica de uma
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quantidade qualquer ¢, temos

] =1,
[m] =M,
l9] = %
7] =1,
0] = 1.

Observe que 6 é adimensional, o que é denotado por dimensao 1, pois é definido por
uma razao # = a/r entre um arco de comprimento a de uma circuferéncia e o raio r
da mesma, ambas com a mesma dimensao, de forma que # dimensao tem dimensao

Olhando para uma combinagao qualquer de poténcias dessas quantidades ¢, m,
g, T e 0, podemos considerar uma nova quantidade que chamamos de II, simbolo
usado por Buckingham e que deu nome ao resultado hoje conhecido como Teorema
de Buckingham-Pi. Mais precisamente, considerar uma nova quantidade II dada por

IT = (*“mbgerip°, (3.10)

onde a, b, ¢, d, e sao, em geral, nimeros racionais, mas, em teoria, podem ser quaisquer
numeros reais, desde que a poténcia em questao faga sentido.
Olhando para a dimensao de II, obtemos

L C
] = [emtrte] = el o] = L () T
Combinando os termos com a mesma dimensao, obtemos

[I1] = LoteMPTd 2, (3.11)

A partir disso, buscamos combinagoes que nos dao uma quantidade Il que seja adi-
mensional. Para isso, cada poténcia acima deve ser igual a zero. Ou seja, devemos
resolver o sistema linear

a+c=0
b=0

3.12
d—2c=0 ( )

e qualquer
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Esse é um sistema homogéneo, de trés equagoes com cinco incognitas. Se nao houver
nenhuma redundéncia, esperamos um conjunto solucao de dimensao dois. De fato,
resolvendo, obtemos o conjunto solugao

C ={(a,b,c,d,e) = (r,0,—r,—2r,s); r,s € R}
= span{(1,0,—1,-2,0), (0,0,0,0,1)}.

Usando cada vetor dessa base, encontramos duas quantidades adimensionais, deno-
tadas por II; e Ils:
l

I, = Mm% 1r720° = s I, = °m°g°7°0" = 0. (3.13)
Observe que a segunda é o proprio angulo 6, que ja sabifamos ser adimensional desde o
inicio. Mas agora conhecemos também uma outra quantidade adimensional, IT;. Mas
a escolha da base ¢ arbitraria. Por exemplo, qualquer poténcia II7 de II;, i = 1,2,
continua sendo adimensional, assim como qualquer combinagao IT7'I15%.

A partir dessa quantidade II;, obtemos uma relagao entre o periodo 7 e as outras

quantidades:

l

T X [~

g
Uma anéalise mais formal, nos leva a uma relacao f(Il;,Il;) = 0 entre as quanti-
dades adimensionais que se refletem em uma dependéncia do periodo no angulo 6, da

forma

Para pequenas oscilagoes, isso é bem aproximado por uma constante de proporcio-
nalidade. Por outro ponto de vista, para angulos pequenos de oscilagao, podemos
aproximar o problema do péndulo por um de massa mola, para o qual temos uma
solugao simples explicita, que nos da a relacao

g
= 2m, /2.
¢ \/;

Mas para angulos maiores, a dependéncia em # nao pode ser desprezada.

No exemplo acima, reduzimos o problema de encontrar quantidades adimensionais
a um sistema linear homogéneo, que resolvemos explicitamente. Em geral, o que
podemos usar é o Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem para, pelo menos, responder
quantas quantidades adimensionais podemos esperar extrair do modelo. Isso pode
ser formulado de seguinte maneira.
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TEOREMA 3.1. Considere um sistema com n quantidades qi, . ..,q, em que m di-
mensoes fundamentais estao envolvidas. Se n > m, entao pelo menos n—m grandezas
adimensionais 11y, ..., 1l,_,, independentes podem ser definidas como poténcias das
quantidades originais. Além disso, cada equagao (escalar) f(qi,...,q,) = 0 entre es-
sas quantidades, pode ser substituida por uma relagao correspondente f*(Iy, ..., I, _,,) =
0 entre os grupos adimensionais 11;

Esse teorema foi proposto em 1914 por Buckingham. O nome Pi se deve a nota-
¢ao matemaética Il para um produtério, conforme originalmente denotado por Buc-
kingham, visto que as quantidades adimensionais sao produtos das quantidades ori-
ginais do modelo.

Os fundamentos desse resultado de analise dimensional repousam, essencialmente,
em duas hipoteses:

(i) Universalidade: todas as variaveis relevantes foram incluidas no modelo.
(ii) Homogeneidade dimensional: A relagao fisica f(qi, ..., q,) = 0 proposta pelo
modelo é dimensionalmente homogénea.

No enunciado do teorema, observe que afirmamos a existéncia de, pelo menos,
n —m quantidades adimensionais independentes. Isso porque, dada uma quantidade
adimensional 1I, qualquer poténcia II" também ¢ adimensional. Mais geralmente,
dadas quaisquer quantidades adimensionais IIy,...,II;, uma combinacao qualquer
da forma II7' - --II}* também é adimensional. Portanto, quando dizemos que temos
n — m quantidades adimensionais II;,...,1I;, queremos dizer que nenhuma delas é
combinagao multiplicativa de poténcias das outras quantidades. Observe que tomando
o logaritmo, podemos reinterpretar isso em termos de combinacoes lineares. Definir
o logaritmo de quantidades dimensionais, satisfazendo as propriedades esperadas de
um logaritmo como o de nimeros reais, é possivel mas requer um certo formalismo,
que nao faremos aqui.

Além disso, nao vamos, aqui, tornar preciso o que sao “dimensoes” e “quantidades”,
no contexto do teorema, nem o que sao essas condi¢oes de universalidade e homoge-
neidade, mas saibam que tudo isso pode ser devidamente formalizado com estruturas
matematicas. Para mais detalhes, vejam, por exemplo (2, 6, 14].

Mas podemos dar detalhes da demonstracao, pelo menos da primeira parte, en-
volvendo apenas a existéncia das quantidades adimensionais. A obtencao da relacao
adimensional f*(Ily,...,II,,_,,) = 0 é um pouco mais delicada.

DEMONSTRAGAO. Formemos o produto

Tn
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Queremos saber para quais escolhas de r; o produto é adimensional. Para ver isso,
olhamos para a dimensdo do produto e substituimos cada [g;] em termos de suas

dimensoes fundamentais. Se temos apenas m dimensoes fundamentais Dy, ..., D,,,
entao essa substituicao d& origem a um produto

M) = [@]™ - [g)™ = D5 --- Dim, (3.14)
onde cada s;, j = 1,...,m, é uma combinacao linear dos r;, i = 1,...,n.

Mais precisamente, escrevamos a dimensao de cada ¢; na forma
) 7
ai,1 y@i,2 a;
] = DD Dy,
Multiplicando as poténcias de g;, obtemos a dimensao
_ ai,1 a1,2 a1, 1 a2,1 a2,2 a2, T2 an,1 7y0n,2 an, Tn

[m — (D1 D} ...Dmm) (D1 D5 ...Dmm) "'(D1 D} ---Dm”’”) )

Reescrevendo em termos de poténcia de cada dimensao, obtemos
)

[H] o Da1,1T1+"-an,lrnDal,27’1+"'0«n,2Tn D(ll,m7"1+"’an,mrn
- 1 2 m .

Isso pode ser escrito na forma
— S1 52 S
[H] - D1 D2 "'Dmma
onde
S1=0a1,171 + Gy 1T,

So = @1271 + - Gp 2Ty,

Sp = A1,mT1 + - Qpn,mTn-
Isso é exatamente (3.14), com as combinagoes lineares de s; em termos dos r; tornada

mais explicita.
Escrevemos essa dependéncia linear dos s; nos r; como

s = Ar,

ondes = (s1,...,8,) € R™, r=(ry,...,1,) € R" e A = (a;;);; € R™*™ é uma matriz
m X n.
Para que o produto [II| = Dj* - - - D™ seja adimensional, devemos ter cada potén-
cia se anulando, i.e.
Si:O, 2:1,,m
Isso nos leva a um sistema linear homogéneo de m equacoes lineares para n incognitas
T1y.e.3Tn,

Ar =0.
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Ou seja, reduzimos o problema a se determinar o nucleo da transformacao linear
associada a uma matriz de tamanho m X n, ou seja

ker(A) = {r € R"; Ar = 0}.
Pelo Teorema 1.1 do Ntcleo e da Imagem,
dimker(A) + dimIm(A) = n.
Como dimIm(A) < m, obtemos
dimker(A) =n — dimIm(A) > n — m.

Logo, a dimensao do nicleo é no minimo n — m. Portanto, temos, no minimo,

n — m solucdes linearmente indepentes, r*, k =1,...,n — m.
Cada solugao r* = (r¥, ... 7¥), k =1,...,n—m, nos da4 uma quantidade adimen-
sional

k
My =g - g
Isso corresponde, justamente, as n — m grandezas adimensionais do enunciado do
teorema. Pelo menos. A matriz pode nao ter posto maximo, de forma que o niicleo
pode ser maior do que n — m, revelando outras quantidades adimensionais. 0]

4. Exercicios

Exercicios

4.1. Seja T € £(X,Y) uma transformacao linear entre espagos vetoriais X e Y
sobre 0 mesmo corpo, com X de dimensao finita. Mostre que X/ker(T) é
isomorfo a Im(T) (veja Teorema 1.1).

4.2. Seja M : X — Y uma transformacao invertivel, entre dois espagos vetoriais
X e Y de mesma dimensao finita. Considere uma base qualquer ¢ de X.
Encontre uma base « tal que [M]f# =1, onde I é a matriz identidade.

4.3. Considere a transformagao linear T(x,y,2) = (z+vy,y+ 2,2+ 2y+2,0) vista
nos exemplos da Se¢ao 2.1 e, analogamente ao Exemplo 2.5, mostre direta-
mente que a imagem de T anula o nucleo da adjunta T*, em concordancia
com o Teorema 2.3.

4.4. Analogamente a como foi feito na Se¢ao 2.1, encontre o nicleo e a imagem da
transformacao T(z,y,2) = (v +y + 2,y — 2), de R? em R?, e de sua adjunta,
T".

4.5. Analogamente a como foi feito na Segao 2.1, encontre o ntucleo e a imagem
da transformacao T(x,y, z,w) = (x +y,x+ 2,y — 2,z +w,y —w), de R* em
R, e de sua adjunta, T*.
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4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

5. O TEOREMA DO NUCLEO E DA IMAGEM

Encontre bases @ e 6 de X = R3 e Y = R*, respectivamente, tais que a
representagao [T]¢ da transformacao T(z,y,2) = (z—z,2—x—y,x+y—2,9)
de X em Y tenha a forma (2.1), para n =3, m = 4 e um k € N apropriado.
Considere as matrizes elementares E, = [{ ], E, = [ {], e E. = [# ], com
A# 0,1 e pu # 0. Mostre que essas matrizes nao comutam mas, de qualquer
forma, existem outras matrizes elementares Eb e Ec, dos mesmos tipos que
E, e E., respectivamente, tais que E,E, = EaEb e EE, = EGEC.

Mais geralmente, em um espago vetorial X de dimenséo finita n = dim(X) €
N, sobre um corpo K, considere as seguintes transformacgoes elementares de-

finidas através das suas agoes, em uma da base canénica 6 = {wy,...,w,}},
por
Wi, .] 7é ka l7
Evawj=qwi, j=k
Wi, j =1
W  # k
Exaw; =4 7 j 7 ,
7 >\Wk7 J= k
Wi, ] 7& k?
Eriuw; = { ! . ,
Wi + UWy, )= ka

para 1 < k.l <mn,e u, A € K, X\ # 0. Mostre que
Ex Erg = ExEin,  ErgpuBrr = EriBig .

Considere uma corda de comprimento ¢ com uma extremidade fixa e a outra
presa a um objeto de massa m. Suponha que esse sistema corda-massa gire
em um movimento circular uniforme, com velocidade tangencial constante v.
Esse movimento gera uma tensao 71" na corda. A tensao é uma forga. Use
analise dimensional para deduzir a relagao

1Y

mu?
Em 1941, G. I. Taylor, um famoso fisico e matemético britanico, com gran-
des contribuicoes & mecéanica dos fluidos, fez uma estimativa do rendimento
da primeira bomba nuclear detonada pelos EUA, na chamada experiéncia
Trinity. A estimativa foi feita apenas com analise dimensional e dados da
evolucao da frente de onda obtidos de uma filmagem da explosao. Assu-
mindo que os tnicos parametros relevantes para o calculo do rendimento F
(energia despendida) sdo a densidade p do ar, o raio da onda de choque

= constante.


https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear_weapon_yield
https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear_weapon_yield
http://nuclearweaponarchive.org/Usa/Tests/Trinity.html
http://nuclearweaponarchive.org/Usa/Tests/Trinity.html

4.11.
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r = r(t) e o instante de tempo t, encontre uma relagdo adimensional entre
essas quantidades.

Estimar o atrito na parede de um tubo é uma das tarefas mais comuns em
aplicagoes de engenharia envolvendo fluidos. Para tubos longos circulares e
asperos em regime de escoamento turbulento, a tensao de cisalhamento no
parede, 7,, € uma fungao da densidade p, viscosidade (dinamica) p, veloci-
dade média V', diametro do cano d, e da altura de rugosidade da parede €.
Assim, funcionalmente podemos escrever a relagao 7, = f(p, u, V,d, ).

(a) Usando o procedimento do Teorema de Buckingham-Pi, mostre como

chegar nos grandezas adimensionais

Tw Vd €
—, Re:p—, e = -,
pV? 1 d

(b) Conclua que a relagao pode ser simplificada para C; = f*(Re, *).

O termo C} é chamado de coeficiente de atrito na parede; Re é chamado de
numero de Reynolds; e €* é chamado de rugosidade relativa.

Cy =






CAPITULO 6

Operadores Lineares

The sky is filled with good and bad that mortals
never know.
— The Battle of Evermore (Led Zeppelin 1V)
Led Zeppelin, 1971

Quando uma transformacao linear tem o seu contra-dominio igual ao seu dominio,
dizemos que a transformacao é um operador linear. Operadores lineares trazem uma
riqueza de propriedades e aplicagoes, que comecaremos a explorar, aqui.

1. Fundamentos
1.1. Definicao de operador linear.

DEFINICAO 1.1. Dado um espago vetorial X, uma transformacao linear T : X —
X desse espaco nele mesmo leva o nome especial de operador linear em X.

1.2. A Algebra dos operadores lineares. No caso em que o dominio e o contra-
dominio sao o mesmo espaco vetorial, podemos compor transformacoes lineares em
qualquer ordem e repetidamente. Além disso, temos uma estrutura de dlgebra asso-
ciativa.

PROPOSIGAO 1.1. Dado um espago vetorial X sobre um corpo K, o espago L (X, X)
dos operadores lineares em X é denotado simplesmente por £(X) e forma uma dlgebra
em relagao as estruturas de espago vetorial em L (X) e de composi¢io de operadores,
ou seja, L(X) € um espago vetorial sobre K e a composi¢ao define uma operagao
bindria o : L(X) x L(X) = L(X) que € distributiva o direita e & esquerda e €
compativel com o corpo, no sentido de que (AS) o (uT) = Au(SoT). Mais ainda,
L (X) € uma dlgebra associativa, visto que a composi¢io € associativa (mas nao €
comutativa,).

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 2.2 e da Proposi¢ao 2.3. 0

Composigoes do mesmo operador ganham uma notagao adequada.

177
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DEFINICAO 1.2. Dado um espago vetorial X e um operador linear T € L(X), a
composi¢io de T consigo mesmo, repetidas vezes, é denotada por T = TT---T (k
vezes), k € N.

DEFINICAO 1.3. Dado um espaco vetorial X sobre um corpo K, um operador
linear T € L(X) e um polindmio p = p(x) = ap + a1x + ... + a,x™ com coeficientes
ag, - . ., a, no corpo K, podemos definir o operador p(T) € £(X) por

p(Mu=(al+a;T+...+a, T Hu=au+a;Tu+...+a,T"u,
para todo u € X.

PROPOSIGAO 1.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Se p e q sao polindomios sobre o corpo K, entao vale a identidade

(pg)(T) = p(T)q(T).

Em particular, se p estd na forma fatorada p(x) = a(x — x)™ -+ (x — xp)"™, com
o, .. s Tm €EK, ny,...,n, € N em €N, entao

p(T) =a(T —zoh)™ - (T =z, )"

DEMONSTRACAO. Basta expandir e fazer as devidas manipulacoes algébricas.
Deixamos para o leitor verificar. 0

OBSERVAGAO 1.1. Nesse caso em que T,S € £(X), em um mesmo espago vetorial
X, podemos considerar tanto a composicao So T como a composicdo ToS. E natural,
nesse momento, questionar se vale a comutatividade ToS = So T. Isso nao é
verdade, em geral. Por exemplo, considerando X = R? T(x,y) = (—y,x) a rotagao
de 90° no sentido trigonométrico e S(z,y) = (z,—y) a reflexdo no eixo x, temos
que (SoT)(x,y) = (—y,—x) é a reflexdo em relagdo a reta y = —x, enquanto que
(ToS)(x,y) = (y,x) é a reflexdo em relagao a reta y = x.

OBSERVAGAO 1.2. Outro exemplo interessante de nao-comutatividade aparece em
X = B*°(R) com as operagoes fundamentais do Célculo. Mais precisamente, seja T
o operador de derivagao, i.e. dado f € 6*°(R), temos T(f) como sendo a derivada

de .
TN = L)

E seja S o operador que leva uma fun¢ao f € €°°(R) na sua primitiva que se anula
na origem, i.e.

S(f)(x) = / "1 de.
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Naturalmente,

(ToS)(f) =,
para todo f € €°°(R). Por outro lado,

(SoT)(f) = f = f(0),
para f € °(R) qualquer. Podemos escrever que
TS =1, ST =1-dy,
onde | é o operador identidade e dy(f) = f(0) é a delta de Dirac.

EXEMPLO 1.1. O espaco R?® munido do produto vetorial x é um outro exemplo
de algebra nao comutativa.

EXEMPLO 1.2. O espago 6(€2) de fungoes reais continuas em um dominio 2 C
R"™ n € N, é uma algebra comutativa quando munida da multiplicacao de funcoes
(f9)(x) = f(x)g(x), Vx € Q, para f,g € €(2). Da mesma forma, o subespago

PrlT1, .2y de polindmios em varias variaveis restritos a {2 também
x=(Z1,...,Tn)EN
é uma algebra associativa, sendo, portanto, uma sub-dlgebra de 6(£2). Ambas séo

algebras com unidade para a multiplicagao, dada pela fungao constante 1(x) = 1.

EXEMPLO 1.3. Algebras aparecem de forma importante em diversos resultados.
Por exemplo, o Teorema de Weierstrass (que diz que toda func¢ao continua em um
intervalo fechado limitado pode ser aproximada uniformemente por polindémios) tem
por extensao o Teorema de Stone-Weierstrass [4]. Esse teorema trata da densidade
na algebra 6(K) das fungdes continuas em um espago métrico compacto K qualquer
e diz que toda sub-algebra de 6(K') que contém a unidade multiplicativa e que separa
os pontos de K é densa em 6(K). A condigao de separar pontos é a de que, dados
pontos z,y € K, existe p na sub-algebra tal que p(x) # p(y).

OBSERVACAO 1.3. O Exemplo 1.3 ilustra um caso em que um subespaco vetorial
proprio é denso no espaco. Isso s6 é permitido acontecer em dimensao infinita. Em
relacao a isso, veja Observacao 2.7.

EXEMPLO 1.4 (Transformada de Fourier em L?). Pela densidade de S(R™, C) em
L*(R",C), a transformada de Fourier pode ser estendida, também, a um operador
linear em L?(R",C).
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1.3. Operadores lineares invertiveis. Os operadores lineares podem ser clas-
sificados entre invertiveis e nao-invertiveis, também chamados de singulares.

DEFINICAO 1.4. Seja X wum espago vetorial. Como caso particular da Defini-
cao 2.3, um operador linear T € L(X) que € bijetivo é dito invertivel e a sua
inversa € denotada por T~t. Caso T nao seja invertivel, o operador € dito singular.

O conjunto de operadores invertiveis nao ¢ um subespago, mas forma um grupo
com unidade quando munido do operador composicao.

PROPOSICAO 1.3. Seja X um espaco vetorial e considere a dlgebra de operadores
lineares £ (X). O subconjunto de £(X) formado pelos operadores lineares invertiveis
¢ um grupo, com o elemento unitdrio sendo o operador identidade, denotado por
| : X — X e definido por [(u) = u, para todo u € X. Por vezes, denotamos o
operador identidade por lx, para deizar claro o espaco vetorial em que ele age. Fsse
grupo de operadores lineares invertiveis em X € denotado por GL(X) (advindo de
grupo linear geral ou general linear group, em inglés). No caso particular em que
X = K", denotamos esse espago por GL(n, K).

OBSERVACAO 1.4. O exemplo da Observacao 1.2 serve para ilustrar, também, um
par de operadores T,S : X — X em que SoT = | é o operador identidade mas
ToS # |, nao. E de que eles nao sao operadores invertiveis em X. Em dimensao
finita, no entanto, isso nao acontece, conforme provado no Teorema 1.1.

OBSERVACAO 1.5. A nomenclatura de grupo linear geral vem do fato de que, no
caso de uma matriz n X n invertivel, as suas colunas (e as suas linhas) sdo vetores
linearmente independentes, que é a posigao genérica (ou mais provavel, em um sentido
topologico) de n vetores no espago. Ou seja, se escolhermos “aleatoriamente” n vetores
em um espaco de dimensao n é quase certo que eles sejam LI. Pensemos indutivamente:
tendo escolhido k vetores LI e escolhendo o (k 4 1)-ésimo vetor “aleatoriamente”; o
conjunto serd LD se, e somente se, o (k + 1)-ésimo vetor estiver no subespago k-
dimensional gerado pelos k primeiros vetores, que ¢ um espaco “infimo” dentro de
todo o espaco n-dimensional possivel. Nesse sentido, vemos que essa escolha é muito
particular e improvavel. Vejamos, se Sy é o subespaco gerado pelos k£ primeiros
vetores LI e S} ¢ um subespago complementar, entdo o (k + 1)-ésimo vetor serd
escolhido da forma u = v + w, onde v € S, e w € S}, sao arbitrarios, sendo que
a unica escolha possivel para que o conjunto agregado de (k + 1) vetores seja LD é
que w = 0, que é uma escolha muito particular, perto de todas as outras escolhas
possiveis. Uma maneira rigorosa de expressar isso é que o conjunto S, \ Si é aberto
e denso no conjunto S,, de todas as escolhas possiveis. H4 uma definicao mais formal
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de propriedade genérica em espagos topologicos que é justamente baseada na ideia de
intersecoes enumeraveis de conjuntos abertos densos.

TEOREMA 1.1. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e sejam T,S € L(X)
operadores lineares em X. Entao SoT =1 se, e somente se, ToS =1 se, e somente
se, T e S sdo invertiveis com S = T~ e vice-versa.

DEMONSTRAGAO. Observe que, por simetria, provar que So T = | implica em
T oS =1 ¢é analogo a mostrar que T oS = | implica em So T = 1. Ou seja, basta
mostrar uma dire¢ao para provar a equivaléncia.

Além disso, se T e S sdo invertiveis com S = T~1 e T = S~!, entdo é imediato que
SoT=leToS=1

Ou seja, s6 precisamos mostrar que So T = | implica em T e S serem bijetivos e
ToS=1

Caso X = {0} seja o espago trivial, entdo T e S levam o elemento neutro no
elemento neutro e nao ha nada mais a se provar. S6 precisamos trabalhar no caso em
que dim(X) € N.

Seja, entao, n = dim(X). Suponha que SoT = |. Entao ker(SoT) = ker(l) = {0}.
Além disso, ker(T) C ker(S o T), logo ker(T) = {0} também, o que prova que T é
injetiva. Pelo Teorema 1.1 do Ntcleo e da Imagem,

dim(Im(T)) = dim(X) — dim(ker(T)) = dim(X).
Como X ¢é de dimensao finita, isso implica em Im(T) = X, o que prova que T é
sobrejetiva. Ou seja, T é uma bijecao. Resta mostrar que ToS = 1.
Seja, agora, entao, v € X arbitrario. Como T é uma bijecao, existe u € X tal que
v =T(u).

Aplicando S e usando que So T = |, obtemos

S(v) =S(T(u)) =u.
Aplicando agora T, obtemos

T(S(v)) =T(u) =v.
Como isso vale para v arbitrario, obtemos que ToS = |. Isso completa a demonstragao.

O

OBSERVACAO 1.6. Olhando a demonstracao do Teorema 1.1, parte do argumento
foi mostrar que se T é invertivel e SoT = |, entdo necessariamente S = Tt e ToS = I.
Mostramos isso tomando um v € X e chegando a T(S(v)) = v. Outra maneira passa
por usar a associatividade da composicao e chegar em

S=Sol=So(ToTH)=(SoT)oT ' '=loT'=T"L
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Assim, ToS=ToT ! =1I.

OBSERVAGAO 1.7 (Operadores de deslocamento em N). O resultado do Teo-
rema 1.1 nao se estende a espagos de dimensao infinita. De fato, considere, por
exemplo, o espago vetorial X = RY = {(z;);en} das sequéncias de nimeros reais e
o operador linear em X dado por T(zy,zs,...) = (0,21, 29,...). Entao T é injetivo
mas nao ¢ sobrejetivo. Sendo injetivo, ele possui uma inversa a esquerda, dada por
S(xy,29,...) = (v2,23,...). Por sua vez, S é sobrejetivo mas nao ¢ injetivo e a sua
inversa a direita ¢ T. Também temos ToS = |—Py, onde Py(xy, z9,...) = (21,0,...) &
um operador projecao, que é um tipo de operador que veremos mais pra frente, mas é
como as projecoes em R” vista nos cursos iniciais de Algebra Linear. Os operadores T

e S sao conhecidos com operadores de deslocamento a direita e & esquerda (right/left
shift), em N.

OBSERVAGAO 1.8 (Série de Taylor formal). Dada uma funcao u € X = €>°(R),
podemos, formalmente, considerar a sua expansao em série de Taylor
2 "

w(z) = u(0) +u'(0)x + u” (O)% +...u™(0)

onde u(™ significa a n-ésima derivada em z e u’,u” as derivadas primeira e segunda.
Dizemos que é uma expansao formal porque, em principio, nao sabemos se a série
converge em algum sentido ou nao. De qualquer forma, podemos associar a u €
B>°(R) o vetor

_'_i_?
n:

p= <U(n)(0))n6220
em R%>0  onde Zso = {0,1,2,...} & o conjunto dos nameros inteiros nao negativos.
Isso nos da um isomorfismo entre € (R) e RZ20. Da mesma forma, podemos associar
a p qualquer funcao u definida apenas em uma vizinhanca de z = 0 e com essas
mesmas derivadas, ou seja, temos um isomorfirsmo entre €>(I) e RZ>0, em qualquer
intervalo I que seja vizinhanca de = = 0.

OBSERVAGCAO 1.9 (Transformada inversa de Fourier no espaco de Schwartz). E
possivel mostrar, também, com um pouco mais de trabalho, que a transformada
de Fourier é invertivel e que a transformada inversa de Fourier, G : S(R",C) —
S(R™, C), tem a seguinte forma, bem semelhante a da propria transformada direta,

9(x) = G(g)(x) = W /Rn g(w)e™* dw, x € R". (1.1)

Como consequéncia do Teorema 1.1, em particular do Teorema 1.3, temos que
um operador T € £(X) é invertivel se e somente se é injetivo e se, e somente se, é
sobrejetivo.
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TEOREMA 1.2. Seja X um espago vetorial de dimensao finita e seja T € L(X).
Entao ker(T) = {0} se, e somente se, Im(T) =Y se, e somente se, T é invertivel.

1.4. Mudanga de base. Dado um vetor u em um espago vetorial X de dimensao
finita n = dim(X) € N sobre um corpo K, podemos representa-lo em diferentes bases.
De acordo com a Definicao 2.5, se @ e ¢ sao duas bases de X, entao vale

(u)s = (la)s = [IJ§ (),
onde [IJ§ ¢ a representagao do operador identidade |, da base « para a base 6. Essa
matriz [I]f leva o nome especial de matriz de mudanga de base.

DEFINIGAO 1.5. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita n = dim(X) € N
e sejam « e 6 duas bases de X. Entdo a representacao [l|§ do operador identidade
da base a para a base 6 € chamada de matriz mudanca de base, da base a para
a base 6., e leva a representacao de um vetor na base ¢ na representacao do vetor na
base 6, i.e.

(s = {115 [u..

TEOREMA 1.3. No contexto da Definicio 1.5, a matriz [I|° define a operagao
wmversa e vale a identidade

Mo =[. =1
DEMONSTRAGAO. Segue diretamente de

(W)e = (). = (1% (w)s = [1]5 (la)s = {115 (u)..
ou seja,
e =1
0

OBSERVAGAO 1.10. Seja X um espago vetorial de dimensao finitan = dim(X) € N
e sejam « = {wy,...,w,J} e 6 = {vy,...,v,}} duas bases de X, com as suas
respetivas bases duais «* = {f1,...,f.}} e 6* = {g1,...,9,.}}. Entdo, de acordo com
o Teorema 2.1, temos

(g1, w1) (g1, W) --- (91, Wn)

o (g2, w1) (g2, wa) - (@2, Wn)
i = : P :
<gmawl> <gm>w2> T <gmawn>

Em outras palavras, cada coluna j ¢ a representagao, na base 6, do j-ésimo vetor w;
da base <.
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EXEMPLO 1.5. Considere a base canénica ¢ = {{(1,0),(0,1)}} em R? e a base
6 = {(1,2), (1,3)}}. Temos

(1,2) = 1(1,0) +2(0,1),  (1,3) = 1(1,0) + 3(0, 1),

=15 5

Como estamos “chegando” na base candnica, as colunas sao simplesmente os vetores
da base 6. Para a mudanca inversa,

ou seja,

(1,0) = 3(1,2) — 2(1,3), (0,1) =—(1,2) + (1, 3),

=5 i

Para o controle de sanidade, verificamos os produtos das duas matrizes M = [I]§ e

M- = [I]¢
e B R P

ou seja,

e

Perfeito.

2. Similaridade

Operadores invertiveis formam uma classe bem particular de operadores lineares.
E sao fundamentais no estudo de outros operadores lineares, invertiveis ou nao. Po-
demos pensar os operadores invertiveis como ‘“reorganizacoes’ de um mesmo espago
vetorial. Caso o espago seja de dimensao finita, possuindo portanto uma base finita,
digamos « = {wy,...,w,}}, um operador invertivel M funciona como uma mudanca
de base, levando a base ¢ em uma nova base 6 = {M(wy),...,M(w,)}}. E o que
acontece caso queiramos representar um determinado operador T € £(X) em cada
uma dessas bases? Eles naturalmente devem ter representagoes (matriciais) diferentes
em cada base, mas, no fundo, representam a mesma transformacao. Como podemos
identificar que representam a mesma transformacao? Para isso, deve ser indiferente
aplicar a transformagao antes ou depois da mudanca de base. Isso nos leva ao conceito
de similaridade. E como operadores lineares em dimensao finita estao intrinsicamente
ligados a matrizes quadradas, o conceito de similaridade se estende a essas matrizes.
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2.1. Operadores similares. Baseado nas ideias discutidas acima, temos as se-
guintes definigoes.

DEFINICAO 2.1. Seja X wum espaco vetorial. Dois operadores lineares S, T €
L(X) sao ditos similares, ou conjugados quando existe um operador invertivel
M e GL(X) tal que

MS =TM,
ou, equivalentemente,
S=M"'TM.

DEFINIGAO 2.2. Seja X um espago vetorial. Dado M € GL(X), a transformagao
T+ Ty =M ITM em L(X) € chamada de transformacgao de similaridade ou
operador de similaridade ou operador de conjugacgao.

O operador de similaridade possui certas propriedades naturais.

TEOREMA 2.1. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K. O operador de
similaridade satisfaz
(S+T)m =Sm+ Tw,
AT)m = ATwm

(ST)m = SmTwm,
para quaisquer T,S € L(X) e A € K e para todo M € GL(X).

DEMONSTRAGAO. Segue imediatamente da definicao de similaridade e das pro-
priedades de associatividade e de distributividade & esquerda e a direita da operagao
de composicao que

S+Tu=M'S+TIM=M"(SM+TM) =M 'SM+ M 'TM = Sy + Ty

AT)m = Mfl(AT)M = Mfl()\(TM)) =AM ITM = ATy
Usando ainda que | = MM~ temos, também, que
(ST)m =M ST)IM =MY(SITM = MY (S(MM1)T)M
= (M_lsM)(M_lTM) =SuTwm.
O

OBSERVACAO 2.1. Em outras palavras, o Teorema 2.1 diz que cada operador
de similaridade T — Ty é um automorfismo da éalgebra £ (X), pois preserva a sua
estrutura de dlgebra, ou seja, a de espago vetorial munido da operagao de composicao.
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TEOREMA 2.2. Seja X um espago vetorial. Dados um operador linear T € £(X)
e operadores lineares invertiveis M,N € GL(X), temos

(Tm)n = Tun.

DEMONSTRACAO. O resultado segue da associatividade da composicao e do fato
de que (MN)~! = (N"!M™1), visto que

(Tw)n = (M7ITM)y = N"Y(M~ITM)N = (N~'M~1)T(MN)
= (MN)""T(MN) = (T)un.
0

EXEMPLO 2.1. O Teorema 2.2 diz que o conjunto de operadores de similaridade
{8(M);M € GL(X)}, onde §(M) € £(X) ¢ dado por S(M)(T) = Ty, ¢ um grupo,
visto que S(M)S(N) = §(MN), com o elemento neutro sendo §(I) e o inverso de §(M)
sendo §(M~1). Mas isso ¢ mera curiosidade. Nao iremos usar essa abstragao aqui.

2.2. Similaridade como relagao de equivaléncia. Os resultados acima ga-
rantem que a relacao de similaridade entre operadores lineares ¢ uma relacao de
equivaléncia.

TEOREMA 2.3. Seja X um espacgo vetorial. A relacao de similaridade entre dois
operadores T,S € L(X), i.e. T~ S quando S = Ty para algum M € GL(X), € uma
relagdo de equivaléncia em £L(X), ou seja, satisfaz

(i) (reflexividade) T ~ T;
(ii) (simetria) T ~ S se, e somente se, S~ T.

(iii) (transitividade) T ~S e S ~ R, entao T ~ R.

DEMONSTRACAO. Para a reflexividade, basta considerar o operador identidade
| € GL(X), de tal modo que T; = I7'Tl = ITI = T, ou seja, T ~ T, para um
T € £(X) arbitrario.

Para a simetria, se T ~ S, dado M € GL(X) tal que S = M~'TM, basta considerar
M~! no operador de similaridade, para obter T = MSM~! = (M~1)71SM~! = Sy;-1,
mostrando que S ~ T.

Por fim, se T ~S e S ~ R, entao existem M,N € GL(X) tais que S = M~!TM ¢
R = N"'TN. Com isso,

R=N"TN =N MTM)N = (N""M")T(MN) = (MN)"'T(MN) = Ty,

ou seja, T ~ R, completando a demonstracao. Observe que, para a transitividade,
usamos a propriedade provada no Teorema 2.2. 0
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O resultado do Teorema 2.3 de que a similaridade é uma relagao de equivaléncia
nos leva a buscar entender o conjunto de todas os operadores lineares a partir de
representantes de cada classe de equivaléncia

[T]l.={Twm; VM € GL(X)}

em £(X)/ ~, e, assim, buscar, também, classificar todos os tipos de operadores
possiveis. Veremos que isso é possivel em dimensao finita.
Algumas classes sao simples, como mostram os seguintes exemplos.

EXEMPLO 2.2. A classe de equivaléncia do operador identidade | contém apenas
o operador identidade, i.e. [I] . = {I}. De fato, se M € GL(X), entao Iy = M~1IM =
M~'M = I. Da mesma forma, a classe de equivaléncia do operador nulo 0 (definido
por O(u) = 0 € X, para todo u € X) contém apenas o operador nulo, i.e. [0] _ = {0},
visto que, nesse caso, Oy = M~10M = 0.

EXEMPLO 2.3. Mais geralmente, a classe de equivaléncia de um multiplo da iden-
tidade, Al, para A € K, que inclui os casos anteriores A = 1 e A = 0, também
contém apenas o proprio operador, i.e. [Al] . = {Al}, visto que, se M € GL(X), entao
Ay = M7EADM = AM7HM = AM~IM = Al

Vimos que o grupo de operadores lineares nao ¢ comutativo, mas ha uma relagao
interessante entre as duas ordens possiveis de se compor dois operadores, como mostra
o resultado a seguir.

TEOREMA 2.4. Seja X um espago vetorial e sejam T,S € L(X). Se pelo menos
um dos dois operadores for invertivel, entao TS e ST sao similares entre si.

DEMONSTRACAO. Supondo T invertivel, usamos M = T no operador de similari-
dade para escrever

ST=T'TST=TYTST = (TS,

mostrando que ST ¢é similar a TS.
Por simetria, o resultado também vale caso S seja invertivel. Ou, mais explicita-
mente, supondo S invertivel, temos

TS =S7!'STS = (ST)s,
completando a demonstracao. 0

EXEMPLO 2.4. Em relagao ao resultado do Teorema 2.4, definindo M = T, pode-
mos, naturalmente, escrever

MST = TST = TSM.
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Ou seja, para que isso implique em similaridade, precisamos que M = T seja invertivel.
Da mesma forma, escolhendo M = S, podemos escrever

MTS = STS = STM.

Nesse caso, precisamos que M = S seja invertivel para que isso implique em similari-
dade.

EXEMPLO 2.5. Vimos na Observacao 1.1, que a rotagao de 90° no sentido trigo-
nométrico T(z,y) = (—y,x) e a reflexdo S(z,y) = (x,—y) no eixo x nao comutam,
como operadores em R?. Mas observe que ambos sao invertiveis. Entao segue do
Teorema 2.4 que ST é similar a TS, com a similaridade podendo ser obtida tanto
com T quanto com S. Vimos que (ST)(z,y) = (—y, —z) é a reflexdo em relacao a

reta y = —z, enquanto que (TS)(x,y) = (y,z) é a reflexdo em relacao a reta y = .
Considerando, por exemplo, M = T no operador de similaridade, temos

MST = TSM,
com

(MST)(z,y) = T((ST)(z,y)) = T(=y, —2) = (,—y)

Considerando M = S no operador de similaridade, temos
MTS = STM,

(MTS)(z,y) = S((TS)(,y)) = S(y, ) = (y, —x).

2.3. Similaridade entre matrizes. Matrizes sao, de certa forma, a esséncia
das transformagoes lineares em dimensao finita. Ja vimos que toda matriz da origem
a uma transformagcao linear entre espagos R™ e R™, para n,m € N apropriados, e
toda transformacao linear entre espagos de dimensao finita pode ser representada por
matrizes, dependendo das bases escolhidas para cada espaco.

No caso de operadores lineares, o dominio e o contradominio sao os mesmos e
a representagao de um operador linear em uma determinada base da origem a uma
matriz quadrada, n x n, onde n é a dimensao do espago. Escolhendo bases diferen-
tes, obtemos matrizes diferentes representando a mesma transformacao linear. Nesse
sentido, o conceito de similaridade se aplica, identificando que essas matrizes sao
manifestacoes de um mesmo operador linear. Vamos ver, aqui, mais diretamente, o
efeito desse conceito na espaco das matrizes.

Se T € £(X) é uma transformagao linear em um espago X de dimensao finita
n = dim(X) € N sobre um corpo K e se « e ¢ sao duas bases de X, entdo temos as
representagoes [T|, e [T]s como matrizes em K". Qual a relacao entre [T], e [T]4?
Isso é dado pelo proximo resultado.
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TEOREMA 2.5. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N e sejam « e 6 duas bases de X. Entao

[Tle = 5 [T]a 1% (2.1)
DEMONSTRAGAO. Certamente podemos escrever
(Tu)s = [Tls(w)s,  (Tu)e = [T]s(0)a,
assim como

(Tu)s = [IJ§ (Tw), = [ [T]e(w)e = [ [TI[]% (Ws.
Combinando as expressoes, temos

para todo u. Ou seja,

O

Caso o espaco seja o proprio K” e estejamos trabalhando diretamente com matrizes
como os operadores lineares, a identidade (2.1) toma a forma
B=M'1AM,
onde M faz o papel da matriz mudanga de base [I]%, com inversa M~ = [I]¢; A faz
o papel da representacao do operador linear na base @ e B, na base 6. Isso nos leva
a seguinte definicao.

DEFINICAO 2.3. Duas matrizes A,B € K", n € N, sao ditas similares quando
existe uma matriz invertivel M € K™*" tal que

MB = AM,

ou, equivalentemente,
B=M"'AM.

EXEMPLO 2.6. As matrizes

sao similares, i.e. B = M~1AM, onde

11 [ 3 -1
M-l w5 )
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2 0] [3 —1][o0 111 1
0 3] [-2 1|]|-6 5|2 3|
A matriz A representa o operador

na base canodnica, enquanto que B representa o operador na base formada pelas
colunas de M, i.e.

ou seja,

6 ={{(1,2),(1,3)}.

A matriz M = [I]Y é a matriz mudanga de base, da base canonica para a base 6, com
matriz inversa M~ = [I]¢.

3. Determinante de matrizes e operadores linear

Vimos, na Se¢ao 3.1, o determinante como um funcional multilinear em (K")" =
K" x --+ x K", representando o n-volume, com sinal, da regiao delimitada por n
vetores. Esse mesmo determinante pode ser usado para indicar a taxa de variacao de
n-volume de uma regiao sendo levada em outra regiao por uma transformacao linear.
Isso nos leva ao conceito de determinante de uma matriz e, eventualmente, do de um
operador linear, como veremos agora.

3.1. Determinante de matrizes quadradas.

DEFINIGAO 3.1 (Determinante de matrizes quadradas e formula de Leibniz). Seja
n € N e K um corpo e considere uma matriz A € K*™™. Definimos o determinante

de A por
det A = det(Aey,...,Ae,),
onde o determinante no lado direito € o funcional multilinear alternante e normalizado

na base canonica, definido no Teorema 3.2. Em termos dos coeficientes A = (a;;)7 i,
de A, temos, também, a formula de Leibniz (3.8), dada por

det(A) = Z (—1)1\7(0)&0(1)’1@0(2)72 S g () (3.1)

ocES

OBSERVACAO 3.1 (Notagdo). Uma nota¢do comum, para simplificar, do determi-

_ n : : _ ,J=n .
nante de n vetores u; = (ay;)i,, ou da matriz associada A = (a;;);j—}, ¢ com barras
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simples para delimitar os coeficiente, ou seja

aix Qi -+ Aip 13 Q2 -+ Aip

ag1 Q22 -+  Q2pn a21 Q22 -+  Q2n
det(uy,...,u,) = det(A) = det . . A1 =

Ap1 Ap2 - Qpp Ap1 Ap2 - Qpp

EXEMPLO 3.1. Em dimensao dois, com dois vetores u = (a,c) e v = (b,d),
formando a matriz
a b
A=)

a b
d

temos

det(u,v) = det(A) =

':ac—bd.

Em dimensao trés, com trés vetores u = (a,d, g), v = (b,e, h), w = (¢, f,1), formando
a matriz

a b c
A=|d e f|,
g h 1
temos
a b c
det(u,v,w) =det(A) = |d e f|=aei—afh+bdi—bcg+ cdh — ceg.
g h 1

OBSERVAGAO 3.2 (Foérmula de Laplace). Ha outras maneiras de se calcular o
determinante. Por exemplo, pensando o determinante como uma func¢ao matricial,
conforme discutido Definicao 3.1, a férmula de Laplace, ou expansao de Laplace,
calcula o determinante de uma matriz recursivamente em termos de determinantes
de “matrizes menores”,

n

j=1
em termos de qualquer linha i =1,...,n, ou

n

det(A) = Z(—l)”jaijMij,

=1
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em termos de qualquer coluna j = 1,...,n, onde M;; é a matriz menor obtida de A
descartando a linha 7 e a coluna j. Por exemplo, no caso de uma matriz 3 x 3, temos
a b c
d e f:a; J;—b'd J;+c‘d ;
g h i g g

OBSERVAGAO 3.3 (Determinante via escalonamento). Conforme discutido na Se-
¢ao 3.6, o determinante pode ser calculado mais facilmente via escalonamento da
matriz.

3.2. Determinantes de matrizes especiais. Podemos calcular facilmente o
determinante de algumas matrizes especiais.

OBSERVAGAO 3.4 (Determinante da identidade). O determinante da matriz iden-
tidade é exatamente 1:

det(I) = det(Ieq,...,Ie,) = det(eq,...,e,) = 1.

OBSERVAGAO 3.5 (Determinante de uma matriz triangular superior). O deter-
minante de uma matriz triangular superior é o produto das diagonais. De fato, se
U = (ai;)i; com a;; = 0 para ¢ > j, ent@o, na féormula (3.1), como os coeficientes do
somatorio 8a0 Ggy(1),104(2),2 * * * Go(n)n, O UNICO termo que sobrevive deve ter o(j) <7,
para todo j = 1,...,n, o que necessariamente nos da o(1) = 1, 0(2) = 2, ...,
o(n) = n, ou seja, o é a identidade, nos dando N(o) =0 e

det(ul, g, ..., lln) = Z (—1)N(”)ag(1),1a0(2),2 *tGo(n);n = @11 " Gpp,
O’GSn

que é o produto dos termos da diagonal.
OBSERVAGAO 3.6 (Determinante de uma matriz triangular inferior). Da mesma

forma, o determinante de uma matriz triangular inferior também é o produto dos
elementos da diagonal.

OBSERVAGAO 3.7 (Determinante de uma matriz diagonal). Como caso particu-
lar, o determinante de uma matriz diagonal também é o produto dos elementos da
diagonal. Isso também pode ser visto diretamente da férmula de Leibniz (3.1).

OBSERVAGAO 3.8 (Determinante da matriz elementar de troca de linhas). Se E ¢é
uma matriz elementar de troca de linhas, entao det(E) = —1, pois equivale a trocar
a posicao dos elementos de uma base, ou seja,

det(E) :det(...,Eei,...,Eej,...):det(...,ej,...,ei,...)
:—det<...,ei’...,e]”.,,) :—1
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para determinados indices 1 <i < j <n.

OBSERVACAO 3.9 (Determinante da matriz elementar de multiplicacdo de uma
linha por um escalar). Se E é uma matriz elementar associada a multiplicagao de uma
linha por um escalar, entao ela é da forma diagonal, com um fator A na linha a ser
multiplicada e com 1 nos outros elementos da diagonal. Dessa forma, o determinante
de E, sendo o produto dos elementos da diagonal, ¢ igual a det E = \.

OBSERVAGAO 3.10 (Determinante de uma matriz elementar que adiciona um mul-
tiplo de uma linha a outra). Nesse caso, se o efeito EA de uma matriz elementar E
em uma matriz A é adicionar um multiplo A de uma linha 7 de A & linha j de A,
entdo Ee; = ¢, para [ # i e Ee; = e; + \e; (verifique!). Com isso,

det(E) = det(Eey,...,Ee;,...,Ee,) =det(e,...,e; + Xej,...,€e;,...,€,)
=det(er,...,€;,...,€j,...,€e,) + Adet(er,...,ej,...,€;,...,€,) =1+0=1.

visto que e; se repete, no tltimo determinante, e, portanto, o segundo determinante
se anula.

3.3. Determinante da transposta de uma matriz. Ha uma certa simetria
na formula de Leibniz (3.1) que nos garante que o determinante da transposta de uma
dada matriz ¢ igual ao determinante da propria matriz.

PROPOSICAO 3.1. Seja A € K™*™ uma matriz n X n, em um corpo K, comn € N
e seja A" a sua matriz transposta. Entao

det(A"™) = det(A).
DEMONSTRAGAO. Se A = (ay;)},—;, onde a;; indica o elemento da linha i e coluna
J, entdo a sua transposta ¢ A" = (a;;)}';—;, ou, por outra, A" = (a;;);;—,, onde o
elemento @;; da linha i e coluna j de A™ é dado por @;; = aj;. Pela formula de

Leibniz, podemos deduzir que det(A) = det(A"). De fato, pela formula de Leibniz
(3.1), temos
det(A) = Z (—1)N(U)ao(1),1aa(2),2 © Qo(n)n-
gESy,
Cada permutacao o € S, corresponde a uma tnica permutacao inversa o~ € S, de
modo que podemos escrever

N(o
det(T) = > (=D ay1) 0-1(6(1))Bo@)0-1 (0(2)) *** Cr(m) o= ((m))-
O'ESTL

Reordenando o(1),...,0(n) em cada termo em ordem crescente, podemos escrever

Ao (1),071(0(1))Ao(2),071(0(2)) " Do(n),0~ (o(n)) = ALo=1(1)42,071(2) "~ An,o~1(n)-
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(Por exemplo, as1aseay3 = a13az1as2, com o(1) =2, 0(2) =3ec(3)=1eo (1) = 3,
o 1(2)=3e071(3) =2).
Agora, reparametrizando o somatorio por £ = o~ € S,,, obtemos

det(A) = Y a1emaag2) - tngin):
§ESn
Como a; ¢(;) = Gg(i),i, temos
det(A) = > ey g2 - - ey n = det(A"),
€Sy

concluindo a demonstracao. 0

3.4. Propriedades do determinante. Definimos o determinante de n vetores
em um espaco de dimensao n como um n-volume com sinal, inspirado na ideia de
volume. E natural que, no caso de matrizes, o determinante esteja associado a taxa
de variagao de volume pela transformacgao associada a matriz.

TEOREMA 3.1. Se A € K™" n €N, em um corpo K e uy,...,u, € K", entao
det(Auy, ..., Au,) = det(A) det(uy,...,u,) (3.2)
DEMONSTRAGAO. Escrevemos u; = (21,,..., %) = T1;€1 + - - - + Tpj€,. Assim,

det(Auy,...,Au,)

= Z cee Z xljl s -rnjn det(Aejl, . ,Aejn)

Jj1=1 Jn=1

= Z mla(l) s -l‘na(n) det(AeU(l), c ,Aeg(n))

oES)

= Z (—1)N(U)x10(1) e xno(n) det(Ael, e ,Aen).

O'ESn

Pela Definicao 3.1 de det(A) e pela formula (3.8) de det(uy,...,u,), isso nos da
exatamente (3.2). O

OBSERVACAO 3.11. No contexto do Teorema 3.1, caso uy,...,u, sejam linear-
mente dependentes, entao Auy, ..., Au, também sao linearmente dependentes e os
dois lados de (3.2) se anulam. Caso esses vetores sejam linearmente independentes,
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entdo o determinante det(uy,...,u,) é ndo nulo e podemos escrever o determinante
de A precisamente como taxa de variagao de n-volume:
det(Auy,...,Au
det(A) = (Au, n).
det(uy,...,u,)
Pode ser que A nao seja invertivel e que Auy, ..., Au, sejam linearmente depen-

dentes, caso este em que det(A) = 0. Mas, em geral, podemos ter det(A) também
diferente de zero, quantificando precisamente a variagao de volume.

Uma consequéncia importante do resultado anterior diz respeito ao determinante
do produto de matrizes.

TEOREMA 3.2. Sejam A, B € K™*" n € N, em um corpo K. Entao
det(AB) = det(A) det(B). (3.3)
DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da Defini¢ao 3.1 do determinante e da for-
mula (3.2) que
det(AB) = det(ABey,...,ABe,)
= det(A)det(Bey,...,Be,)
= det(A) det(B),
provando o resultado. 0
Como det(A) det(B) = det(B) det(A), pois sao escalares, temos o seguinte colo-
rario.
COROLARIO 3.1. Dados A,B € K™" n € N, em um corpo K, temos
det(AB) = det(BA).
3.5. O determinante de matrizes invertiveis.

TEOREMA 3.3. Uma matriz M € K"", n € N, sobre um corpo K, € invertivel
se, e somente se, det(M) # 0.

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema 1.1 do nucleo e da imagem, como M é uma
matriz quadrada, portanto gerando um operador linear de K" em K", entao M ¢
invertivel se, e somente se, Im(M) = K", ou seja, se e somente se {Mey,...,Me,}
gera K™, o que, como sao n vetores, é equivalente a {Mey, ..., Me,} ser linearmente
independente. Logo, segue de Teorema 3.3, que M ¢é invertivel se, e somente se,
det(Mey, ..., Me,) # 0. Pela definigdo de det(M), isso significa que M ¢é invertivel
se, e somente se, det(M) # 0, completando a demonstragao. 0
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Uma matriz quadrada nao invertivel é dita uma matriz singular, logo, temos o
seguinte colorario.

COROLARIO 3.2. Uma matriz A € K™", n € N, sobre um corpo K, € singular
se, e somente se, det(A) = 0.

Para uma matriz invertivel, temos uma relagao imediata entre o determinante da
matriz e o da sua inversa, gragas a propriedade (3.3).

TEOREMA 3.4. Seja M € K™ " uma matriz invertivel, sobre um corpo K, com

n € N. Entao
1

det(M™1) = dot (M)’

(3.4)
com ambos o0s determinantes nao nulos.

DEMONSTRAGAO. Como M é invertivel, o seu determinante é diferente de zero,
assim como o de M~!. Além disso, gragas a (3.3), temos

det(I) = det(M~'M) = det(M ") det(M).
Como det(I) = 1, obtemos o resultado desejado. O

3.6. Calculando o determinante via escalonamento. Combinando a for-
mula (3.3) para o determinante do produto de matrizes com a fatorizagdo LU vista
na Secao 3.1, obtemos uma maneira mais pratica de se calcular o determinante.

De fato, dada uma matriz A, o escalonamento é tal que

E, - -E,A=T,

como em (3.3), onde U esta na forma escada e é, portanto, triangular superior, en-
quanto que E;, j = 1, ..., k, sao matrizes elementares. Como as matrizes elementares
sdo invertiveis, podemos escrever, como em (3.4), a fatoracao

A = MU,

onde M é uma composi¢ao
M=E{'E;"--E;'

de matrizes elementares E;l (j& que a inversa de uma matriz elementar também é
uma matriz elementar). Gragas a formula (3.3), obtemos

det(A) = det(M) det(U) = det(E;") - - - det(E; ') det(U).

Como U ¢ triangular, o seu determinante é o produto das diagonais. E o de-
terminante de matrizes elementares também é facilmente calculavel (veja Se¢ao 3.2).
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Segue, também, de (3.4), que det(E;') = 1/ det(E;), com det(E;) podendo ser de-
duzido diretamente do processo de escalonamento. Dessa forma, obtemos
B det(U)

~ det(Ey) - - det(Ey)

EXEMPLO 3.2. Incluir um exemplo de calculo de determinante via escalonamento.

det(A) (3.5)

3.7. Determinante invariante por similaridade. Como consequéncia das
formulas do determinante do produto de matrizes e do determinante da inversa de
uma matriz, obtemos o resultado fundamental de que os determinantes de matrizes
similares sao iguais. Ou seja, o determinante é invariante pela operagao de similari-

dade.

TEOREMA 3.5. Sejam A, B € K" n € N, sobre um corpo K. Se A ~ B entdo
det(A) = det(B).

DEMONSTRAGAO. Com as matrizes sendo similares, existe uma matriz invertivel
M € K™ tal que B=M"'AM. Com isso, segue de (3.3) que

det(B) = det(M 'AM) = det(M ') det(AM) = det(M ') det(A) det(M).
Gragas a (3.4), obtemos det(B) = det(A), provando o resultado. O

3.8. Determinante de operadores lineares. Gragas a invariancia do deter-
minante por similaridade, obtemos a importante propriedade do determinante da
representacao de um operador em uma base ser independente da base. Isso nos per-
mite definir o determinante de um operador linear em um espaco vetorial qualquer
de dimensao finita.

TEOREMA 3.6. Seja T € £L(X), em um espago vetorial X de dimensao finita.
Entao det([T]s) independe da escolha da base 6 de X.

DEMONSTRACAO. Segue do Teorema 3.5 e do fato das representacoes de um ope-
rador em bases diferentes serem matrizes similares, conforme visto no Teorema 2.5.

O

Com isso, podemos definir o determinante de um operador linear escolhendo uma
base arbitraria.

DEFINIGAO 3.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita. Definimos o determinante de T como sendo o determinante de uma
representa¢ao qualquer de T, ou seja, det(T) = det([T]s), para uma base 6 arbitrdria

de X.
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OBSERVAGCAO 3.12. Vale det(T) = dg(Tuy,..., Tu,)/ds(uy,...,u,), onde dg :
X" — K é qualquer funcional multilinear alternante nao nulo em X", ou seja, essa
razao ¢ independente da escolha da base (veja Observacao 3.1 e Exercicio 4.30).

O Teorema 3.2 tem a sua versao de operadores.

TEOREMA 3.7. Sejam T,S € L(X) operadores em um espago vetorial X real ou
complexo. Entao

det(TS) = det(ST) = det(T) det(S). (3.6)

OBSERVACAO 3.13. O resultado do Teorema 3.7 é natural quando pensamos o
determinante como taxa de variacao de hipervolume, de modo que a taxa de variagao
pela composi¢ao TS é o produto das taxas de variagdo por cada operador. E apesar
do conjunto em si nao ser o mesmo, dependendo da ordem dos operadores, a taxa de
variacao € a mesma.

3.9. Determinante do operador adjunto. Usando que a representagao ma-
tricial do operador adjunto é a transposta da representacao matricial do operador e
usando a simetria do determinante em relacao aos seus coeficientes, deduzimos que o
determinante do operador transposto é igual ao determinante do operador em si.

TEOREMA 3.8. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita e considere um
operador linear T € L(X). Entao det(T) = det(T*).

DEMONSTRAGAO. Seja 6 = {wy,...,w,}} uma base de X e 6* = {f1,....f.}} a
base dual. Segue do Teorema 2.1 que

[Tl = (aij)i =1, aij = (Fi, Twy).

Por outro lado, segue do Teorema 3.1 que a representacao [T*]4+ do operador adjunto
na base dual é a transposta de [T]g, i.e.

[T 6+ = (azi)7i=1 = [T]5-
Por outro lado, j4 vimos na Secao 3.3 que o determinante da matriz transposta é
igual ao determinante da matriz, i.e. det([T]{") = det([T]s). Logo,

det(T*) = det([T*]4+) = det([T]§) = det([T]s) = det(T),
concluindo a demonstracao. O
4. Aplicagoes

5. Exercicios

Exercicios
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Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X.

(a) Mostre que se u € Im(T), entdo Tu € Im(T).

(b) Mostre que se u € ker(T), entdo Tu € ker(T).

Encontre um operador T : R? — R? tal que o ntcleo e a imagem de T sejam
iguais a reta y = 2x.

Dado um espago vetorial X, mostre que o grupo linear geral GL(X) dos
operadores invertiveis em X nao forma um subespago.

Dado um espago vetorial X, mostre que o conjunto dos operadores lineares
singulares em X é um subespaco de £(X) se, e somente se, X ¢é trivial ou
tem dimensao um.






CAP{TULO 7

Projegoes e Subespagos Invariantes

To be a rock and not to roll.
— Stairway to Heaven (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

1. O operador projecgao

Um operador especial, chamado de operador projecao, é fundamental no entendi-
mento de quase todos os operadores, sendo ttil na “decomposicao” de um operador
qualquer em partes mais simples. Vamos estuda-lo nesta secao, junto com o operador
involutivo, para enriquecer a discussao.

1.1. Definicao e exemplos. Quando um vetor u é projetado em um vetor v =
Pu, novas aplicagoes da projecao nao alteram o vetor projetado, ou seja, Pv = v, o
que nos da que P?u = Pu. Essa propriedade, de fato, é a que caracteriza um operador
projecao. Ou seja, vale a seguinte defini¢ao.

DEFINICAO 1.1. Seja X um espago vetorial. Um operador P € £(X) € dito uma
projecao quando P é idempotente, ou seja, P? = P.

EXEMPLO 1.1. Por exemplo, em X = R? o operador P(x,y) = (z,0) satisfaz
P(P(x,y)) = P(z,0) = (z,0) = P(x,y), i.e. P2 =P. O operador P(x,y) = (z — y,0)
também satisfaz P? = P. Ambos projetam no eixo x, mas tém nicleos distintos.

EXEMPLO 1.2. Observe que o operador nulo 0 e o operador identidade | sao,
também, projegoes, ambas triviais, em um certo sentido.

OBSERVACAO 1.1. Como sera visto na Secao 1.3 e, em particular, na Defini¢ao 1.2,
dizemos que P é um operador proje¢ao sobre V' = Im(P) ou, mais precisamente,
que ¢ o operador projegao sobre V = Im(P) ao longo de W = ker(P). Usamos
os artigos “um”, no primeiro caso, e “0”, no segundo caso porque pode haver varios
operadores projecao sobre um mesmo subespaco V', com ntcleos diferentes, mas s6

h& um operador projecao se especificarmos a imagem e o nicleo.

201
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1.2. Propriedades do operador projegao. No resultado a seguir, vemos que,
de fato, a definicao de ser idempotente nos da o que esperamos de um operador
projecao.

TEOREMA 1.1. Dado um operador projecao P em um espago vetorial X, temos
que o espago se decompoe em soma direta entre o niucleo e a imagem de P, i.e.

X = ker(P) & Im(P).

Além disso, todo u € X se escreve de forma tinica como u = w+v, onde w € ker(P)
e v € Im(P) e, com essa decomposi¢ao, o operador projecao toma a forma

P(u) =v.

DEMONSTRACAO. Para ver que é soma direta, vamos mostrar, primeiro, que a
intersegao ¢ trivial. Suponha, entdo, que u € ker(P) N Im(P). Como u esta na
imagem de P, existe v € X tal que u = Pv. Aplicando P a essa identidade e usando
que P? = P, obtemos que

Pu=P?>v =Pv=u.
Por outro lado, u também esté no niicleo de P, de modo que Pu = 0, nos levando a
u=Pu=0.

Portanto, ker(P) N Im(P) = {0} ¢ trivial. Isso diz que ker(P) & Im(P) ¢ soma direta.
Falta deduzir que essa soma direta ¢ o espaco todo. Para isso, seja u € X
arbitrario. Podemos escrever

u=Pu+u-Pu

Definindo
v=Pu, w=u—-Pu=u-v,
vemos que
u=v-+w,
com
v = Pu € Im(P)
e

Pw = P(u— Pu) = Pu — P’u = Pu— Pu =0,
de modo que
w € ker(P).
Isso mostra que u € Im(P) + ker(P) e, com isso,

X = Im(P) + ker(P).
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Como ja vimos que essa é uma soma direta, obtemos que
X =Im(P) & ker(P),
concluindo a demonstracgao.
Agora, se u =w + v com w € ker(P) e v € Im(P), entao
Pu = Pw + Pv = Pv,

visto que w esté no nucleo de P. Por sua vez, v = Pv, para algum v € X, visto que
v estd na imagem de P. Assim, usando que P é idempotente,
Pu=Pv=Pv=yv,
completando a demonstracao. 0
A decomposicgao feita no Teorema 1.1 também nos leva ao fato de que |—P também
¢ um operador projecao.

PROPOSIGAO 1.1. Dado um operador projecao P em um espago vetorial X, temos
que o operador definido por

Q=I1-P
também € um operador projecio, com Im(Q) = ker(P) e ker(Q) = Im(P).
DEMONSTRACAO. Basta expandirmos o quadrado do operador e usar que P é
projegao para obter que

Q= (I-P)(1-P)
—|—-P—-P+P?
=I-P-P+P
=1—P
=Q,

mostrando que Q é, de fato, idempotente e é, portanto, uma projecao. As relagoes
entre as imagens e os nucleos também sao imediatas e sao deixadas a cargo do leitor.
O

OBSERVACAO 1.2. Em relagao & demonstracao do Teorema 1.1, no caso de X ser
de dimensao finita, entao, depois de termos mostrado que Im(P) N ker(P) é trivial,
também podemos deduzir que X = Im(P) & ker(P) usando o Teorema do Nucleo e
da Imagem, visto que dim(X) = dim(ker(P)) + dim(Im(P)) e que, entao,

dim(ker(P) + Im(P)) = dim(ker(P)) 4+ dim(Im(P)) — dim(ker(P) N Im(P))
= dim(ker(P)) + dim(Im(P)) = dim(X).
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Dessa forma, o subespago ker(P) 4+ Im(P) necessariamente gera o espago todo X. Mas
a demonstracao feita no Teorema 1.1, além de ser mais geral, nos dé explicitamente
a decomposicgao.

Também vale ressaltar que é sempre verdade que

dim(ker(P)) + dim(Im(P)) = dim(X),

mas nem sempre a interse¢ao ker(P)NIm(P) é trivial. Vejamos, por exemplo, T(x,y) =
(y,0), em R Temos ker(T) = Im(T) = {(x,0); x € R}, que é o eixo x. Outro
exemplo é S(z,y) = (y — x,y — x), cuja imagem e o nucleo sao dados pela reta y = x.
Na verdade, esses dois operadores sao similares entre si.

OBSERVACAO 1.3. O conceito de idempotente € mais geral e diz respeito a qualquer
elemento e, em um conjunto £ com uma operagao binéria o : £ x EF — FE, tal que
eoe = e. No caso de operadores lineares, um operador idempotente é uma projecao.

1.3. Caracterizacao de um operador projegao. A soma direta entre o nticleo
e a imagem do operador nao é o que caracteriza uma projecao, pois varios outros
operadores possuem essa propriedade, conforme exemplificado na Observacao 1.4 a
seguir.

OBSERVAGAO 1.4. Nao é necessario ser uma projecao para valer ker(T)NIm(T) =
{0}. Qualquer operador invertivel também se decompde assim. Um outro exemplo
menos trivial em R? ¢ T(x,y) = (22,0). A imagem ¢ o eixo z e o niicleo & o eixo v,
mas temos T2 = 2T. E tantos outros exemplos.

No entanto, a decomposicao do espago no Teorema 1.1 junto com a forma Pu = v
é, sim, suficiente para caracterizar um operador projecao. Em outras palavras, é
fundamental, também, que, na imagem, a projecao se torna uma identidade. Em
relacao a isso temos o seguinte resultado, pelo qual podemos definir um operador
projecao a partir de uma soma direta.

TEOREMA 1.2. Seja X um espaco vetorial e suponha que Ve W sejam subespacos
de X com

X=WeaV.
Como todo u € X se escreve de forma unica comou=w-+v, ondew € WeveV,
entao podemos definir o operador
Pu=v,

de acordo com essa decomposicao. Seque que o operador P assim definido é uma
projecao, com Im(P) =V ker(P) =W.
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DEMONSTRAGAO. Sejau =w + v, comw € W ev € V. Pensando na decom-
posicao do préoprio v entre esses subespacos, vemos que, como ele ja esta em V', ele é
da forma

v=0+v,
de modo que, pela definicao de P, vale
Pv =v.
Sendo assim,
P?*u = P(Pu) = Pv =v = Pu
Como u € X ¢é arbitrario, provamos que P? = P. U
DEFINICAO 1.2. No contexto do Teorema 1.2, dizemos que P é o operador pro-

jecao sobre V ao longo de W. Se nao especificarmos W, dizemos apenas que P é
um operador projecao sobre V.

OBSERVACAO 1.5. No Teorema 1.2, o operador Q = |—P dado por Qu =w = u—v
também é uma projegao. De fato,
Q?=(1-P?=P~-IP-PI+P*=1-P-P+P=1-P=Q.

Além disso, Q é o operador projecao em W ao longo de V, que deixamos para o leitor
verificar. Finalmente, observe que podemos escrever

| =P+ Q,
com PQ =PQ =P —P? =P — P =0. Em relacao a isso, veja o Exercicio 4.10.

EXEMPLO 1.3. Por exemplo, em X = R?, o operador P(z,y) = (,0) é a projecao
de R? no eixo x, ao longo do eixo y. O seu projetor complementar é Q = | — P, que se
escreve Q(z,y) = (z,y) — (2,0) = (0,y), que é a projegao de R? no eixo y, ao longo
do eixo .

EXEMPLO 1.4. O operador P(z,y) = (z — y,0) também projeta no eixo z, mas
ao longo da reta y = x. O seu projetor complementar Q(z,y) = I(z,y) — P(z,y) =
(z,y) — (x —v,0) = (y,y) projeta na reta y = z, ao longo do eixo x. A representagao
de P na base canénica € = {{(1,0), (0,1)}} ¢

Pl= o o

enquanto que
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1.4. Representacao matricial de um operador projegao. Em bases apro-
priadas, relacionadas a geometria da projecao, a representacao de um operador pro-
jecao é bem simples.

TEOREMA 1.3. Dado um operador projecao P em um espago vetorial X de dimen-
sao finita n = dim(X) € N, entao, em uma base & apropriada, temos a representa¢ao

9

Im Om,n—m
[P}ﬁ - 0

n—m,m Onfm,nfm
onde m = dim(Im(T)) € o posto de T, 0 < m <n.

1.5. A adjunta de uma projecao. A adjunta de uma projecao também é uma
projecao, mas no espaco dual, naturalmente.

PROPOSICAO 1.2. Dado um operador projecao P em um espaco vetorial X, temos
que o operador adjunto P* é uma projecao no espaco dual X*. Mais precisamente, P*
€ uma projecao sobre o anulador do nicleo de P, ao longo do anulador da imagem de

P.

DEMONSTRAGAO. Temos que mostrar que (P*)> = P*. Temos, para u € X e
f € X* arbitrarios,

((P*)*f,u) = (P*P*f,u)
P*f, Pu)
f, PPu)

f, P2u).

o~ o~ o~ ——

Como P? = P, obtemos

((P*)*f,u) = (f, P*u)
(f, Pu)
(P*f, ).

Como isso vale para todo u € X, isso nos diz que (P*)*f = P*f. Como isso vale para
todo § € X*, concluimos que (P*)? = P*.

Como todo operador proje¢ao, P* é uma projecao sobre a imagem Im(P*), ao
longo do ntcleo ker(P*). Pelo Teorema 2.2, temos que ker(T*) = Im(T)?, enquanto
que pelo Teorema 2.3, Im(T) = ker(T*)?. Logo, concluimos que P* ¢ uma projecao
sobre ker(T*)°, ao longo de Im(T)°. O
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Uma relagao mais concreta entre P* e P pode ser feita no contexto de espacos
vetoriais com produto interno, como veremos na Secao 1.1, em particular na Obser-
vacao 1.2, mas podemos adiantar essa relacao trabalhando diretamente com matrizes
e matrizes transpostas, como na observagao a seguir.

OBSERVAGAO 1.6 (Transposta de uma matriz de proje¢ao). Uma matriz P € K**™
em um corpo K, em dimensao n € N representa uma projecao quando P? = P. A
sua transposta também ¢é uma projecao. Mais precisamente, a projecao transposta
P" ¢ uma projecao sobre o subespaco perpendicular & imagem de P, ao longo do
subespago perpendicular ao nucleo de P. Veremos isso, em detalhes, posteriormente,
quando falarmos de produto interno. No momento, vamos nos contentar com um
exemplo. Na verdade, vamos relembrar o Exemplo 3.6, da matriz projegao

2 —1
cuja transposta é
2 2
tr
O matriz P representa uma projecao sobre a reta y = z, ao longo da reta y = 2z,
enquanto que a transposta P™ é uma projegio sobre a reta y = —x/2, que é ortogonal
ao nuacleo y = 2z de P, ao longo da reta y = —x, que é ortogonal & imagem y = = de

P. Veja, também, o Exemplo 1.2

1.6. Decomposicao em varios subespagos. A decomposicao X = V @ W
com projecoes Pe Q =1 —P em V e em W, ao longo de W e V| respectivamente,
vista na Secao 1.2 e na Secao 1.3, pode ser generalizada para varios subespacos e essa
generalizagao serd fundamental na decomposicao completa de um operador linear.

TEOREMA 1.4. Seja X um espaco vetorial e sejam Sy, . .., S,, subespacos vetoriais
de X, comm € N, m > 2, tais que

X=5® - @Sn.
Entao existem projegoes Py, ..., P, tais que
| =Py + -+ Py,
com Im(P;) = S; e ker(P;) = @#,.,;5;. Vale, em particular, P;,P; =0, para i # j.

A demonstracao é por inducao, aplicando sucessivamente os resultados da Se-
cao 1.2 e da Segao 1.3.
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1.7. Operadores involutivos. Um tipo simples de operador que pode ser en-
tendido facilmente junto com o operador projecao é o de operadores involutivos.

DEFINICAO 1.3. Seja X um espago vetorial. Um operador R € £ (X) ¢é dito
involutivo quando satisfaz a identidade R* = 1. Em outras palavras, quando R é
invertivel e € a sua propria inversa, R~! = R.

EXEMPLO 1.5 (Reflexdes). Por exemplo, em X = R?, i.e. no plano xy, a reflexao
em relagao ao eixo x, dada por R(z,y) = (z, —y) é um operador involutivo. Assim
como a reflexdo R(z,y) = (—x,—y) em relagdo a origem. Mas nem todo operador
involutivo é uma reflexdao. A reflexao envolve a ideia de ortogonalidade, de modo
que a definicado do que é um operador reflexao, no sentido mais geral, sera vista
posteriormente.

EXEMPLO 1.6. Ainda em X = R? o operador R(x,y) = (z — 2y, —y) satisfaz
R(R(z,y)) = R(z — 2y, —y) = ((z — 2y) — 2(=y), —(-y)) = (z,y) = I(z,y), ou seja,
também ¢é involutivo. Se assemelha a uma reflexao, “rebatendo” no eixo x, mas o faz
de forma paralela a reta y = x, que nao é ortogonal ao eixo . Em particular, a norma
Euclidiana do vetor R(zx,y), proveniente do produto interno, é, em geral, diferente da
norma de (z,y). Novamente, s6 trabalharemos com produto interno mais pra frente,
mas aproveitamos para ja colocar essa diferenga em perspectiva.

TEOREMA 1.5. Dado um operador involutivo R em um espago vetorial X, temos
que o espaco se decompoe em soma direta entre os vetores mantidos fizos e os vetores
levados em seus vetores inversos, i.e.

X=VoWw,

onde

V={ueX; Ru=u}, W={ueX; Ru=—u}
Além disso, todo u € X se escreve de forma tinica comou =v +w, ondev € V ¢
w € W e, assim, o operador R age da forma

R(u)=R(v+w)=v—w.

DEMONSTRACAO. Em primeiro lugar, é imediato verificar que V' e W sao subes-
pagos vetoriais. Agora, se u € VNW, entao, por estar em V', vale Ru = u. Por outro
lado, como também estd em W, entao Ru = —u. Logo, u = Ru = —u, de modo que
u = 0. Assim, VNW = {0} e temos uma soma direta V & W. Para ver que V + W
gera todo o X, seja u € X. Somando e subtraindo (1/2)Ru, temos

1 u+Ru u—Ru

1
= “Ru— —-Ru =
uu—|—2u2u 5 + 7
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Sejam

u+ Ru u — Ru
V:

9 W =
2 2
Vamos verificar que v € V e w € W. Para isso, observe que, usando que R? = I,

B Ru + R%u ~ Ru+u
22
de modo que v € V. Da mesma forma,

Rv

:V7

Ru—R’u Ru-—u u— Ru
= = — = —VV7
2 2 2
de modo que w € W. Com isso, provamos a soma direta

X=VoWw

Rw =

Agora,seu=v+wcomv € Vew € W, entao, usando a linearidade e a propriedade
desses subespacos, obtemos que

Ru=R(v+w)=Rv+Rw=v—w.
Isso completa a demonstracao. O
De maneira analoga ao do operador projegao, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 1.6. Seja X um espaco vetorial e suponha que Ve W sejam subespagos
de X com

X=VoW

Entao todo u € X se escreve de forma tinica comou=w+v, ondew € W evel.
Isso nos permite definir o operador linear R : X — X dado por

Ru=R(v+w)=v—w,
de acordo com essa decomposicio. Seque que o operador R assim definido € involutivo.

DEMONSTRAGAO. Sejau=v+w,comv € W ew e V. Entao, pela defini¢ao
de R, temos

Ru=v—w.
Como v € Ve —w € W e a decomposigao é tnica, entao aplicando novamente R,
obtemos
RRu=Rv-w)=v—(—w)=v+w=u

Como u € X ¢é arbitrario, provamos que R? = |, ou seja, que R é involutivo. 0
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2. Subespacos invariantes

O conceito de subespaco é natural no estudo de espacos vetoriais. Quanto com-
binamos isso com operadores lineares, é natural questionar como um operador linear
opera em cada subespaco do espaco vetorial. E razoavel esperar, também, que certos
subespacos tenham propriedades especiais em relagao a agao do operador linear. Em
particular, podemos ter um subespaco sendo levado nele proprio. Isso pode ser ex-
plorado no sentido de reduzir o entendimento do operador ao de sua restrigao a esses
subespacos. Esses espagos, ditos invariantes, tém um papel fundamental no entendi-
mento de operadores lineares e, também, por outro lado, na construcao de operadores
lineares com certas propriedades desejadas. Esses espagos tem uma conexao direta
com os operadores de projecao, como veremos a seguir.

2.1. Definigao.

DEFINIGAO 2.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X .
Um subespaco invariante de T ¢ um subespaco U C X tal que

T(U) CU.

Restrito a U, o operador mantém, obviamente, a sua propriedade de linearidade.
Dessa forma, podemos definir um “novo” operador linear apenas restringindo o ope-
)
rador ao subespaco invariante.

DEFINICAO 2.2. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X e
suponha que U C X seja um subespaco invariante de T. FEntao podemos definir a
restricao de T a U como o operador linear

T,:U—=U

dado por
Tl (u) = T(u), Vue U.

E claro que o proprio X e o subespago trivial {0} podem ser vistos como subes-
pacos invariantes, mas o interesse maior estd, obviamente, nos subespagos proprios
nao triviais. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 2.1. O operador T : R? — R? dado por T(z,y) = (2,3y), para
(r,y) € R? possui dois espagos vetoriais proprios nao triviais, o eixo x e o eixo
y. Ao longo do eixo x, o operador dobra o tamanho dos vetores, T|exo,t = 2u,
enquanto que no eixo y, o operador triplica os vetores de tamanho, T|eixo, 1 = 3U.

EXEMPLO 2.2. No caso do operador identidade, qualquer subespaco vetorial é
invariante.
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EXEMPLO 2.3. Para qualquer operador linear T € £(X), em um espago vetorial
arbitario X, nao é dificil verificar que tanto o ntucleo como a imagem de T sao inva-
riantes. Naturalmente, quando restrito ao ntcleo, o operador se reduz ao operador
nulo, i.e. T|kex(t)y = 0 (onde no lado direito temos o operador nulo no espago ker(T)),
que, por sua vez, também pode ser visto como a restricao do operador nulo de X ao
nicleo de T. Ou seja, podemos escrever, também, T|ker(t) = O|ker(T), Onde agora 0 se
refere ao operador nulo em X.

EXEMPLO 2.4. O operador T(z,y) = (z+y,z+y) tem nicleo {y = —z} e imagem
{y = z}. Como todo subespago invariante deve pertencer & imagem do operador, o
tnico subespaco nao trivial capaz de ser invariante é a reta y = z. E, de fato, se
y =z, entdo T(z,y) = T(z,z) = (2z,22), que também esta nessa reta. T|,—,u = 2u

EXEMPLO 2.5. No caso de um operador projecao P : X — Y, visto que P? = P,
temos Pu = u, para todo u € Im(P), ou seja, a restrigdo de P & sua imagem ¢é a
identidade. Podemos escrever isso como Pl[m(P) = lim(p), onde o subscrito de | indica
em qual espago o operador identidade age. Por outro lado, assim como para qualquer
outro operador, Plier(p) = Oker(p)-

EXEMPLO 2.6. No espago dos polindmios Pg[z] com coeficientes reais, em uma
variavel real x € R, os subespagos 973]1(2{") [z] dos polindmios com grau no méaximo n € N
sdo invariantes pelo operador derivada p(z) — p'(x). Mas esses subespagos nao sao
invariantes pelo operador integragao p(z) — [ p(s) ds.

2.2. Conexao com o operador projecao. O préximo resultado diz que se um
operador linear T comuta com um determinado operador projecao, entao o subespaco
sobre o qual o espaco é projetado e o subespago ao longo do qual o espago ¢ projeto
sao invariantes pelo operador T. Isso tem um papel crucial na teoria espectral e no
entendimendo de operadores lineares.

TEOREMA 2.1. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
seja P € L(X) um operador proje¢io. Entao TP = PT se, e somente se, V = Im(P)
e W = ker(P) sdo subespagos invariantes de T.

DEMONSTRAGAO. Assumindo a comutatividade, se u € V' = Im(P), temos u =
Pu. Usando a comutatividade, deduzimos que
Tu=TPu=PTueIm(P) =1V,
ou seja, TV C V, provando que V ¢ invariante por T.
Agora, seja Q = | — P. Entao, Q também comuta com T, visto que

TQ=T(1-P)=T-TP=T—-PT=(1-P)T=QT.
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Sendo Q um operador projecao que comuta com T, segue da primeira parte da demons-
tracao que Im(Q) ¢ invariante por T. Mas Im(Q) = ker(P), de modo que W = ker(P)
também é invariante.

De outra forma, podemos mostrar, diretamente, que se u € W = ker(T), entao
PTu = TPu = TO0 = 0, de modo que Tu € ker(T) = W. Ou seja, W é invariante por
T.

Para a volta, suponha que V' e W sejam invariantes. Temos, para u € X qualquer,
que

Tu=T(Pu+ Qu) =TPu+ TQu.

Pela invariancia, temos TPu € Ve TQu € W. Logo, pela unicidade da decomposicao,
temos

PTu = TPu.

Como isso vale para todo u, segue que PT = TP, completando a demonstracao. [

OBSERVACAO 2.1. A comutatividade com o operador projecdo, trabalhada no
Teorema 2.1 nao é, no entanto, estritamente necessaria para que apenas um dos su-
bespagos V' e W seja invariante. Podemos ter diferentes projecoes sobre um mesmo
subespaco invariante que nao comutem com o operador. Mais ainda, pode nem ha-
ver uma projecao que comute com o operador, conforme veremos nos exemplos a
seguir. Mas se consideramos um subespaco invariante em conjunto com um subes-
paco complementar também invariante, como no Teorema 2.1, entao ai, de fato, a
comutatividade se torna uma caracterizacao. Um resultado analogo vale para mais
de dois subespacos, X =51 @ ---.5,,. Veja Exercicio 4.19.

EXEMPLO 2.7. Considere o operador linear T(z,y) = (2z,3y), visto no Exem-
plo 2.1. Os eixos z e y sao invariantes. Se escolhermos a projegao P(z,y) = (x,0)
sobre o eixo z, ao longo do eixo y (ambos invariantes), cuja projegdo complementar
é Q(z,y) = (0,y), entdo é facil ver que

(TP)(x,y) = T(z,0) = (2z,0),
(PT)(x,y) = P(2z,3y) = (27,0),
(TQ)(z,y) = T(0,y) = (0,3y),
(QT)(z,y) = Q(2z,3y) = (0, 3y),

ou seja, TP =PT e TQ = QT.
Por outro lado, se escolhermos a projegao sobre o eixo x (invariante) ao longo
da reta y = x (que ndo ¢é invariante), i.e. P(z,y) = (v — y,0), com Q(z,y) =
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2x,3y) = (2o — 3y,0),
y,y) = (2y,3y),
z,3y) = (3y, 3y),

ouseja TP £ PT e TQ # QT.

EXEMPLO 2.8. Em alguns casos, pode nem ser questao de escolha. Pode simples-
mente nao haver projecao que comuta com o operador. Por exemplo, considerando
T(z,y) = (y,0), entdo qualquer projecao P sobre o eixo z é tal que

TP(ZE, y) = T(Z, O) = (0, 0)7
para algum z intermediario, enquanto que
visto que P ¢ a identidade ao longo do eixo .

EXEMPLO 2.9. No exemplo T(z,y) = (2z,3y), considerado no Exemplo 2.1 e no
Exemplo 2.7, definindo P(z,y) = (z,0), com complementar Q(x,y) = (0,y), observe
que podemos escrever

T =2P +3Q,
visto que
(2P 4+ 3Q)(z,y) = 2P(z,y) + 3Q(x,y) = 2(x,0) + 3(0,y) = (2x,3y) = T(x,y).
Esso tipo de decomposicao seré buscada plenamente na parte de teoria espectral.

2.3. Representagao matricial em blocos. Suponha que X = U®V e sejam P
e Q as projegoes sobre U e V', ao longo de V' e U, respectivamente. Dada T € £(X),
como | = P + Q, podemos escrever

T=FP+QT(P+Q) =PTP+PTQ+ QTP+ QTQ.
Aplicando P e usando que P? =1 e PQ = 0, temos
PT =PTP + PTQ.
Aplicando agora Q, obtemos, analogamente,

QT = QTP+ QTQ



214 7. PROJECOES E SUBESPACOS INVARIANTES

Em forma de sistema, temos

PT = PTP + PTQ,
QT = QTP +QTQ.

Essas equagoes de operadores podem ser escritas na “forma matricial”

(PT) B {PTP PTQ} (P)
QT/) |QTP QTQI\Q/"
As projecoes P e Q que aparecem & direita nos coeficientes da matriz acima parecem
redundantes, ja que serao multiplicadas por P e Q, respectivamente, mas a inclusao
delas deixa mais claro o operador que age em cada bloco e tem uma ligacao mais
direta com a representacao final do operador em blocos, uma vez escolhida uma base
de X a partir de bases de U e V.

De fato, dada uma base 6 de U e uma base 65 de V', entao 6 = 6, U6, é base de
X e temos, em nivel matricial,

me = () - CPT’[IQ‘%@LQM%) |

enquanto que, em nivel vetorial,

= T = () = (Tl
- [l ] (Gl

Voltando para a representacao

PT\ |PTP PTQ| (P
QT/)  |QTP QTQ| \Q
estas nao sao, exatamente, matrizes reais ou complexas, mas vemos que a mesma
estrutura de blocos e multiplicagao em blocos vista no Exemplo 1.25 vale.
Agora, se U = PX é invariante, entao TPX € U, de modo que QTP = 0. Nesse
caso, temos a forma triangular
PT =PTP + PTQ,
QT = QTQ,

que pode ser escrita como

(&)= % &l 3)



2. SUBESPACOS INVARIANTES 215

Se, além disso, V' = QX também é invariante, entao temos a forma diagonal

PT =PTP
QT = QTQ.

(&1) =75 ara] (&)

Para fazer uma conexao mais concreta com matrizes, escrevemos isso da seguinte
forma

que pode ser escrita como

TEOREMA 2.2. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial nao
trivial X de dimensao finita. Suponha que X =V & W, com subespagos nao triviais

VeW, esejam 61 = {wy,..., Wy, } e by = {Wpn,41,..., Wp,1n,} bases de V e W,
onde ny = dim(V') e ny = dim(W). Considere a base 6 = 61 U6y de X. Entao
A B
[Tle = {C D] , (2.1)
onde

A=[PTh]s. B=[PTlwlg, C=[QTh], D=I[QTwl..

Se V' for subespago invariante de T, entao

‘A B
= b (22)
Se W for subespaco invariante de T, entdao
‘A ol
(T]s = c p| (2.3)
Se ambos Ve W forem subespagos invariantes de T, entdo
A 0
M=o o) 2.4)
DEMONSTRACAO. Deixamos a verificacao desse resultado para o leitor. O

OBSERVACAO 2.2. Para simplificar a visualizacao, blocos nulos podem ser omiti-
dos. Assim, (2.2), (2.3) e (2.4) tomam as formas

ST N R
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EXEMPLO 2.10. Considere o operador T : R* — R* dado por T(z,y,z,w) =
(x 4+ 2y + 3z + 4w,y + 22 + 3w, z + 2w, w). Entdo o eixo x ¢ invariante, o plano zy
¢ invariante e o espago zyz ¢ invariante. Escrevendo R* = {plano zy} x {plano zw},
temos, usando a base canonica,

ou, omitindo os blocos nulos,

— DN

1
0

O N W
— N W

EXEMPLO 2.11. Considere o operador T : R* — R* dado por T(z,y,z,w) =
(x +y,z+2y,z+w, z+ 3w). Entao os subespagos zy e zw sao invariantes. Na base
canonica temos

ou, omitindo os blocos nulos,

1
1

DN —

11
0 3

2.4. Subespacgos encaixantes e forma triangular em blocos. As represen-
tagoes (2.2) e (2.3) do Teorema 2.2 podem ser estendidas a mais de dois subespagos
invariantes. A chave para obter uma forma triangular é que esses subespacos sejam
subespacos encairantes.

TEOREMA 2.3. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
de dimensao finita n € N. Suponha que Si,...,S,, m € N, 1 < m < n, sejam
subespagos invariantes de T, com

(0} S8 C8GC - CS=X
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Seja 6 = {wy,...,w,}} uma base de X associada a esses subespagos encaizantes,
1.e. tal que
S; = span{wi, ..., wy,},
onde n; = dim(S;),
1<ng<ng <+ < ny =n.
Entao a representacao de T na base 6 tem uma forma triangular superior em blocos,
i.e.

All A12 T Alm
A22 T A2m

[T]s = . |
A'mm

onde A;; sao blocos de matrizes quadradas de dimensées (n; —nj_1) X (n; —nj_1) e
A;; sao blocos de matrizes retangulares de dimensoes (n; —n;_1) X (nj —nj_1).

DEMONSTRAGAO. Considerando a base dual {{fi,...,f.}}, cada coeficiente de
[Tls = (ai;);j=} ¢ dado por a;; = (f;, Tw;). Primeiro, observamos que cada bloco
¢ dado por

Ay = ((For, TWyr))igr, mir <4’ <my, mjy < j' <y,
para i,j = 1,...,m. Em seguida, para cada n;_; < j' < n;, temos wy € S;\ Sj_1 e
Twj € span{wy,...,w, },

de modo que
<fz"7 TWj/> =0, i > n;.

Ou seja, os blocos A;; com i > j sao todos nulos, restando a forma triangular superior.
O

OBSERVACAO 2.3. Uma forma triangular inferior pode ser obtida a partir das
condicoes do Teorema 2.3, apenas reordenando a base. Tomando, por exemplo, ¢ =

{vi,..., vp}} com S; = span{v,_p,,...,Vy,}, obtemos [T], da forma
An
me= [
Aml. Am2. .. A,

EXEMPLO 2.12. Considere o operador T : R* — R* dado por

T(z,y,2) =Ta(z,y,2) = (r —y,x — 2,0 —w,w — y),
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associado & matriz

1 -1 0 0
1 0 -1 0
A=11 o o -1
0 -1 0 1

Observe que
T(1,1,1,1) = (0,0,0,0) = 0(1,1, 1, 1).

T(1,0,1,0) = (1,0,1,0)
Para completar a base, escolhemos vetores canonicos,
6 ={(1,1,1,1),(1,0,1,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)}} .
Temos

T(0,0,1,0) = (0,—1,0,0) = —(1,1,1,1) + (1,0,1,0) + (0,0,0,1)

T(0,0,0,1) = (0,0,—1,1) = —(0,0,1,0) + (0, 0,0, 1).

Assim, obtemos a representacao triangular em blocos

0lo|—-1 0
0l1] 1 0
mﬁ_oo 0 —1
olol 1 1

2.5. Subespacgos invariantes independentes e forma diagonal em blocos.
A representagao (2.4) do Teorema 2.2 também pode ser estendida a mais de dois
subespacos invariantes. A chave para obter uma forma diagonal em blocos é que
esses subespacos sejam linearmente independentes entre si.

TEOREMA 2.4. Seja T € ZL(X) um operador linear em um espago vetorial X
de dimensao finita n € N. Suponha que Sy,...,S,, m € N, 1 < m < n, sejam
subespagos invariantes de T e linearmente independentes. Seja 6 = {wq,...,w, }}
uma base de X associada a esses subespacos independentes, i.e. tal que

S] = Span{Wnﬁ...njle, s 7wn1+'"+nj,1+nj}7
onde n; = dim(S}),

ny+ng+---+n, ="n
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Entao a representacao de T na base 6 tem uma forma diagonal em blocos, i.e.

Ap
me=| ,
. N
onde Aj; sao blocos de matrizes quadradas de dimensoes n; X n;.
TEOREMA 2.5. No contexto do Teorema 2.4, também podemos escrever
T=TPy+...4+ TP, =P, T+...P,T,

onde P; sao as projegoes sobre cada S;, ao longo de ©;4;S;.

DEMONSTRACAO. Deixamos a demonstracao para o leitor. Em relacao a isso,
veja o Fxercicio 4.19. O

EXEMPLO 2.13. Considere, novamente, o operador do Exemplo 2.1, dado por
Talz,y,2)=Rrx—y+z,0+ 2,2 —y+22),
e considere os subespagos invariantes
S1 = span{(1,1,0)}, So = span{(0,1,1)}, S3 = span{(1,1,1)}.

Como podemos escrever um vetor u = (x,y, z) na base canonica na base 67 Resol-
vendo

(x,y,2) =a(1,1,0) + b(0,1,1) + ¢(1,1,1) = (a+ c,a+ b+ ¢,b+ ¢),
ou seja, precisamos resolver o sistema

= 1‘7

Y,
= Z,

a
a +

- -+

oo Q
I

b
b
quenosdaa=y—z, b=x+2—y, c=y— x, ou seja

(2,9,2) = (y = 2)(1,,0) + (y = 2)(0, 1, 1) + (z —y + 2)(1, 1, 1),

[(:E,y,z)]g:(y—z,y—m,erz—y).
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Observe, agora, que as projecoes sobre cada subespagco, ao longo dos outros subespa-
¢os, sao obtidas retendo apenas a componente em cada subespacos, i.e.

Pi(z,y,2) = (y = 2)(1,1,0) = (y — 2,y — 2,0),
Pa(z,y,2) = (y —2)(0,1,1) = (0,y —x,y — ),
Ps(z,y,2) =(z+z—y)(L,L,)=(x+z—y,z+2z—y,x+2—y).
Dessa forma, podemos escrever o operador como
T =P+ Py +2Ps.
Na forma matricial, podemos escrever

A =P, +P;+2P;

01 —1 000 1 -1 1 2 -1 1
=01 -1 +|-1 1 0 +4+2|1 -1 1| =11 01
00 O -1 10 1 -1 1 1 -1 2
onde A =[T|, e P; =[P,l,, j =1,2,3.
3. Aplicagoes
3.1. . Por vir...
3.2. . Por vir...

4. Exercicios

Exercicios

4.1. Encontre a projecao P : R® — R? do espaco R?, com coordenadas zyz, sobre
o plano zy, ao longo da reta z = y = x. Encontre, também, a projecao
complementar Q = | — P.

4.2. Encontre a projecao P : R* — R3 de R? sobre o subespaco

U =span{(1,1,0),(0,1,1)},

ao longo do subespago V' = span{(1,0,1)}.
4.3. Encontre a projecao P : R* — R* de R* sobre o subespaco

U = span{(1,1,0,0),(0,0,1,1)},
ao longo do subespaco

V= Span{(la 07 17 O)a (]-7 07 07 1)}
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Encontre a projegao P : R* — R* de R* no plano {(z,y, 2,w); = = y,w = 0},
ao longo do plano {(z,y,z,w); = 0, w = z}. Encontre, também, a
projecao complementar Q = | — P.

Considere o espaco vetorial 93]1({3) [x] dos polinémios com coeficientes reais de
grau no maximo trés, em uma variavel real x € R. Mostre que 95]1({3) [x] é
soma direta dos subespagos V = {p € 9511(@3) [z], p"'(0) = p"(0) =0} e W =
{pe 93]1(;) [z]; p"(0) = p/(0), p”'(0) = p(0)}. Em seguida, encontre a projecao
P: 2P 2] - 2P [2] de um polinomio p(x) = a+ a1z +azx? +azz® € PPz
sobre o subespacgo V', ao longo do subespago .

Considere o espago X = 6([—L, L], R) das fungoes reais continuas definidas
no intervalo [—L, L], onde L > 0, e seja P definido em X por

f(z) + f(=x)
(P(f) () = LD IE2)
Mostre que P é um operador linear em X e que é uma projecao.
Considere o espago X = 6([—1,1],R) das fun¢oes reais continuas definidas
no intervalo [—1, 1] e seja P definido em X por

PN =5 [ 1O

Mostre que P ¢ um operador linear em X e que é uma projecao sobre o
subespago das fungoes constantes em [—1, 1].

Considere o espago X = 6([—1,1],R) das fungoes reais continuas definidas
no intervalo [—1, 1] e seja R definido em X por

(R (@) = f(z) - 3 / 1 de

Mostre que R é um operador linear em X e que é idempotente. (Obs: Pode
provar diretamentente, mostrando que R?* = |, ou observando que R = Q — P,
onde P é o operador proje¢ao do Ezercicio /.7 e Q=1—P.)

Seja X um espago vetorial de dimensao finita n = dim(X) e suponha que
X =U@®V,onde U e V sao subespagos vetoriais com dim(U) = k e dim (V') =
n—k. Seja 6 = {wy,...,w,}} uma base de X e 6* = {{f1,...,f.}} a base
de X* dual a 6. Mostre que o operador linear P € £ (X) dado por

Pu= (fi,u)wy + -+ + (fx, u)wy

Vo e [-L, L]

é uma projecao sobre U ao longo de V' se, e somente se, {wy, ..., w;J} é uma

base de U e {fi,...,fr}]} € uma base do anulador V° de V.
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4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.
4.22.

7. PROJECOES E SUBESPACOS INVARIANTES

Sejam P,Q : X — X dois operadores tais que | = P + Q. Mostre que P e Q
sao projecoes se, e somente se, PQ = QP = 0.

Sejam P,Q : X — X dois operadores tais que | = P + Q. Mostre que P e Q
sdo projegoes se, e somente se, ker(P) Nker(Q) e Im(P) NIm(Q) sdo triviais.
Sejam Py, Py € £(X) duas projegoes em um espago vetorial X. Mostre que
P = Py, + Py é projecao se, e somente se, PP, = PyP; = 0.

Considere as projegoes Py(z,y,2) = (y—2,y—2,0) e Pa(x,y,2) = (x — 2,y —
2,0) em R3. Defina P; = Py — P;. Mostre que P3 ¢ uma projegao, determine
Im(P;) e ker(P;), para j = 1,2, 3, e conclua que Im(P3) = Im(P;) & Im(P,).
Encontre projegoes Py e Py em R? tais que Im(Py) = {z = 2+ y} e Im(P) =
{z =z, y = 0} e tais que P3 = Py — P; seja uma proje¢ao com Im(P3) =
{z =y;z =0}

Seja P : X — X um operador projecao, em um espago vetorial X. Defina
R =1— 2P. Mostre que R é involutivo.

Seja R : X — X um operador linear em um espagco vetorial X. Mostre que
R é involutivo se, e somente se, existem projecoes P,Q : X — X tais que
P+Q=leR=P—-Q.

Seja T € £(X) um operador linear em um espaco vetorial X sobre um corpo
K satisfazendo T? = ¢T, para algum escalar o € K com o # 0. Mostre que
existe uma projegao P € £(X) tal que T = oP.

Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial complexo X
satisfazendo T? = (I, para algum complexo ¢ # 0. Mostre que existe uma
projegao P € £ (X) tal que T = /(P —/(Q, onde Q = | —P. (No caso de X
ser um espago vetorial real, o mesmo vale se considerarmos, apenas, { > 0.)
Complementando a Observacao 2.1, temos a seguinte caracterizacao. Seja
T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X. Suponha que
X = 51®---®Sy,, onde S; sao subespagos de X, e seja P; o operador projecao
sobre S;, ao longo de @©;4;5;. Entao Si,...,S,, sao todos invariantes se, e
somente se, TP; = P;T, para todo j =1,...,m.

Considere o operador T(z,y,2) = (v — 3y + 2z, —x — y + 2z, 2y + 2z). Mostre
que o plano y = x é invariante e encontre uma base ¢ tal que [T]s seja
triangular superior.

Verifique a validade do Teorema 2.2.

Demostre o resultado descrito no Exercicio 4.30, da independéncia da fragao
em relagao a base.



CAPITULO 8

Operadores Nilpotentes

When mountains crumble to the sea...
— Thank You (Led Zeppelin II)
Led Zeppelin, 1969

Operadores nilpotentes tém um papel fundamental na teoria espectral de opera-
dores lineares. Sao parte essencial da forma normal de Jordan de um operador linear
em dimensao finita, discutida no Capitulo 10. Na sua esséncia, aplicagoes sucessivas
de um operator nilpotente colapsam o espago até o elemento neutro. Operadores
com estruturas especiais associadas ao produto interno, como operadores normais,
que incluem os autoadjuntos e outros que aparecem com frequéncia em aplicagoes,
prescindem desses operadores nilpotentes, mas, no caso geral, esses operadores sao
essenciais.

1. Fundamentos

1.1. Definicao. Um operador nilpotente é, por definicao, um operador cuja al-
guma poténcia inteira positiva o anula completamente.

DEFINIGAO 1.1. Seja X um espago vetorial. Um operador N € Z(X) é dito
nilpotente quando existe um inteiro positivo k € N tal que N¥ = 0. O indice de
nilpoténcia de N é o menor inteiro k € N com essa propriedade.

Ou seja, aplicando um operador nilpotente N sucessivamente, o espaco é, eventu-
almente, todo colapsado na origem:

X — N(X) — N*(X) — - — N*1(X) — {0}.
1.2. Exemplos.

EXEMPLO 1.1. Em R?, o exemplo cléssico é dado pelo operador

N(z,y) = (y,0),
223
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que é representado, na base canoénica, pela matriz

b o]

O eixo z é levado na origem, enquanto que o plano todo zy é levado primeiro no eixo
x, que em seguida é levado na origem.

EXEMPLO 1.2. O exemplo classico de operador nilpotente em R"™ é o operador
N(x1, 2o, 23, ..., 2T,) = (T2, 23,...,%y,0).
O espaco diminui de uma dimensao a cada aplicacao do operador:
R™ 5 R x {0} -5 R™2 x {(0,0)} — -+ -5 {0},
EXEMPLO 1.3. Um exemplo ndo-canénico é dado pelo operador N : R? — RR?
dado por
N(z,y) = (& —y,2 —y), (z.y) €R®

Este operador leva o plano todo na reta y = x, enquanto que a reta y = x ¢é levada
na origem. Temos

Im(N?) = N*(X) = {0},
Im(N) = N(X) = {(=z,
Im(N°) = Im(l) = R,

y)y =},

EXEMPLO 1.4. No espaco X = 953%") [z] dos polindmios de grau no méximo n, em
uma variével real z € R, o operador derivada D : 21" [z] — P{"[2], (Dp)(z) = p/(x),
para p € 975]1({1) [x], € um operador nilpotente com indice n + 1, que é a dimensao do
espago.

EXEMPLO 1.5. No espago X = Pg[z] dos polinémios de ordem arbitraria, em uma
variavel real € R, o operador derivada nao é nilpotente, pois para cada poténcia
n € N, temos 2" € X com D" 2" = 0 mas D"z" = n/!.

EXEMPLO 1.6. No espago vetorial real de dimensao infinita X = 6€([—1,1]), o
operador T € £(X) dado por
1
- [ cu9a

é nilpotente de indice 2. A verificagao disso é deixada como Exercicio 5.1.
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1.3. Propriedades fundamentais. Observe que cada subespago
N’(X) = Im(N’)

¢ um subespaco vetorial que estd no nticleo da poténcia N*~7. E possivel mostrar que
cada subespago dessa sequéncia é um subespago proprio do subespago anterior, i.e.

X =N(X) 2 N(X) 2 --- 2 N* 71 (X) 2 N*(X) = {0}. (1.1)
De maneira similar, cada nicleo ker(N*=7), j = 0,...,k, é subespaco préprio do
ntcleo seguinte. Mas a imagem N’(X) = Im(N’) pode nao coincidir com o nicleo

ker(NF=).
Vamos formalizar, a seguir, o resultado sobre o encadeamento préprio dos niicleos,
mas o resultado sobre (1.1) deixamos como Exercicio 5.5.

PROPOSICAO 1.1. Seja N : X — X um operador nilpotente, em um espaco vetorial
X, com indice de nilpoténcia k € N. Entao

{0} ; ker(N) ;Ct ; ker(N*1) ; ker(N*) = X, (1.2)

ou seja, cada ker(N7) é subespaco proprio do nivel ker(N'T1) imediatamente superior,
para j =0,...,k—1.

DEMONSTRAGAO. Suponha que ker(N7) = ker(N’*!) para algum 0 < j < k — 1,
lembrando que N° = I, e ker(N%) = ker(l) = {0}. Nesse caso, para um u € X
arbitrario, temos 0 = N*u = NVFIN*~1=Ju, de modo que N*~'~Ju esta no nicleo de
N+, Como esse nicleo é igual ao de N/, temos, também, que N¥~tu = N/ NF~1=iy =
0. Como u € X é arbitrario, isso mostra que N*~! = 0, contrariando a hipétese de que
k ¢ o menor indice que anula N. Portanto, todas as inclusoes devem ser proprias. [J

COROLARIO 1.1. Seja N € L(X) um operador nilpotente em um espago vetorial
X. Entao N nao pode ter um grau de nilpoténcia maior do que a dimensao do espaco.

DEMONSTRAGAO. Isso segue imediatamente de (1.2), visto que, a cada poténcia,
a dimensao do niicleo aumenta de pelo menos uma unidade, nao podendo passar da
dimensao do espaco todo. 0

E claro que o corolario acima ¢é vicuo se o espaco for de dimensao infinita. O seu
interesse é no caso de dimensao finita.

2. Ciclos

2.1. Cadeias de vetores e ciclos. No caso de operadores nilpotentes, a cadeia
de subespacos formada pela acao do operador linear no espago X pode ser repre-
sentada por uma ou mais cadeias formadas pela agao do operador em um ou mais
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vetores. Eventualmente, os vetores da cadeia sao levados no vetor nulo, fechando um
ciclo. Vamos formalizar essa no¢ao. As defini¢oes abaixo nao requerem que o ope-
rador seja nilpotente. Vamos fazer essas defini¢oes em um contexto mais geral. Isso
serd explorado mais pra frente, no Capitulo 10, como partes de um quebra-cabeca
mais complicado, valido para operadores quaisquer. No momento, no entanto, vamos
usar isso, logo em seguida, para investigar os operadores nilpotentes.

DEFINIGAO 2.1 (Cadeia e ciclo). Seja T € Z(X) um operador linear em um espago
vetorial X. Dado um certo vetor u € X e um inteiro nao negativo j, a sequéncia
f{u, Tu,..., T'u} ¢ chamada de cadeia de vetores gerada por u, de comprimento
7+ 1. Esta cadeia € chamada de um ciclo quando é linearmente independente e
mazximal, no sentido de que T?*tu é combinacao linear das iteracoes anteriores, i.e.
f{u, Tu,..., TV u}} € linearmente dependente.

Certos ciclos sao longos o suficiente para formarem uma base. Nesse sentido,
temos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 2.2 (Operador ciclico e base ciclica). Seja T € £L(X) um operador
linear em um espago vetorial X de dimensdo finita n = dim(X) € N. Quando existe
um ciclo o = {u, Tu,..., T" lu}} que forma uma base de X, dizemos que T é um
operador ciclico, que u é um vetor ciclico para T e que a ¢é o ciclo gerado por
u. A base ciclica ¢ = {T" u,... , Tu,ul} de X, para o operador T, € a base a em
ordem inversa.

EXEMPLO 2.1. Considere, por exemplo, o operador em R? associado & matriz

3 —1 1
A=|-2 4 2
-1 15

Entao o vetor u = (1,1, 1) gera o ciclo
{u, Au, A%u}} = {{(1,1,1),(3,4,5),(10,20,26) }} ,

que forma uma base ciclica de R®. Por outro lado, o vetor v = (1,0, —1) gera um
ciclo mais curto, que nao forma uma base,

{{v. Avl} = {(1,0,-1),(2,-4,6)}},
visto que
A%v = (4,-32,-36) = —12(1,0, —1) + 8(2, —4,6) = —12v + 8AV.
EXEMPLO 2.2. Um operador involutivo, R € £(X), R* = |, s6 pode gerar ciclos

de, no méximo, dois vetores e, portanto, nao admitem uma base ciclica em espacos
de dimensao maior de que dois.
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EXEMPLO 2.3. Considere, por exemplo, o operador em R? associado & matriz

-3 6 -1
A=|-5 11 -5
-4 9 =5

Entao o vetor u = (1,1, 1) gera o ciclo
o = {{u,Au,A’u}} = {(1,1,1),(2,1,0), (0,1, 1)},

que forma uma base de R3 e nos da a base ciclica
6 = {{A%u, Au,u}} = {(0,1,1),(2,1,0), (1,1, 1)} .
Temos, ainda, que
A’u = (5,6,4) = u+2Au + 3A%u.

Nessas bases, a matriz tem as seguintes formas

00 1 310
Al.=[1 0 2], [A=1201
013 100

OBSERVAGAO 2.1. As cadeias introduzidas na Defini¢ao 2.1 estao associadas aos
chamados subespacos de Krylov, discutidos na Observacao 3.2. Eles sao tteis nao so
aqui no estudo de operadores nilpotentes e em analise numérica conforme comentado
na Observacao 3.2 mas também podem ser usados para mostrar que todo operador
em um espaco vetorial de dimensao finita tem pelo menos um autovalor complexo
(veja Teorema 3.1).

2.2. Exemplos de ciclos em operadores nilpotentes. Para ganharmos in-
tuicao, vamos ver exemplos de ciclos em operadores nilpotentes especificos. Observe
que, nos exemplos abaixo, o ciclo, da Definicao 2.1, termina quando T/*!u = 0.

EXEMPLO 2.4. Em R", o operador canonico que é nilpotente com indice n, igual
a dimensao, ¢ o operador visto no Exemplo 1.2, definido por

N(z1, 22, x3,. .., Ty) = (T2, T3, ..., Ty, 0),
que, na base canonica ¢ = {{e,...,e,}}, tem a forma
010 ...0
001 ...0
= [r
000 1
000 0
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Podemos representar esse operador pela seguinte cadeia de vetores, exibindo a acao
do operador na base:

N N N N N
e, —re, 11— --—>ey— e — 0.

Podemos visualizar isso da seguinte forma mais enfeitada, que é til, principalmente,
no caso de varios ciclos:

oe,

€n—1

€1
0

Vemos que esse operador é ciclico e que a base canénica é uma base ciclica.

Nao custa ressaltar que esses sao s6 vetores representativos da agao do operador
no espaco. Todos os vetores multiplos desses acompanham o ciclo, de modo que todo
o espaco ¢é “colapsado” em subespacos cada vez menores, até serem levados todos na
origem.

OBSERVACAO 2.2. A ordenacao da base influencia, naturalmente, na forma da

representagao. No exemplo anterior, onde N(z1,...,z,) = (22, z3,...,2,,0), ao orde-
narmos os vetores da base canoénica na ordem da cadeia de vetores, « = {{e,, ..., e }},
obtemos

0 0 0 0

10 0 0

N]s = o
00 ... 00
0 0 .10

A escolha da base ciclica ser na ordem inversa é apenas para definir a forma canoénica
como sendo aquela formada por 1’s na superdiagonal. Apenas convencao.
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EXEMPLO 2.5. Podemos ter operadores nilpotentes com um indice menor do que
a dimensao do espaco. Por exemplo, considerando os operadores

Ni(z,y,2) = (y,0,0),
No(z,y, z,w) = (y 0,w,0),
Ns(z,y, z,w) = (y, 2,0,0),

Ny(z,y, z,u,v,w) = (y,2,0,0v,0,0),

temos N; com indice k = 2, em R3?; Ny com indice & = 2, em R* N? com indice
k =3, em R* e Ny com indice k = 3 em R®. E ilustrativo olhar essas transformacao
de acordo com as suas agoes nos elementos da base:

N, N,
®e ®e ®ey
€ ®e3 551 €3
0 0
N3 Ny
®es ®e;
(S)) € ®¢€s
€ ®e €1 €1 @66
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Podemos, ainda, olhar as representacao matriciais desses operadores, na base cano-
nica:

0000
[Nl]ez 0 0 0 [Ng]ez ,

00 0 0001

L 0000

] 0 1 0 0 0 07

0100 001000

0010 000000
[N?’]e—oooo’ [N4]€—000010

0000 000000

) 0 000 0 0]

EXEMPLO 2.6. Todos os exemplos acima ilustram a acao do operador através
da acao dele em cadeias de vetores da base canonica, por isso suas colunas e linhas
s6 contém um tunico elemento nao nulo. Mas vérios outros operadores nilpotentes
existem de outra forma. Por exemplo, o operador considerado no Exemplo 1.3,

N(z,y) = (z —y,z—y), (z,y) €R?

leva o plano todo na reta y = x, enquanto que a reta y = x ¢é levada na origem, sendo,
portanto, o nicleo de N. Tomando w; = (1,1) como a base do niicleo, podemos, em
seguida, escolher qualquer vetor que é levado em wy, por exemplo, (1,0) ou (0, —1),
ou qualquer vetor wo € (1,0) + ker(N) = {(1,0) + (s, s); s € R} que teremos

wy — Wi = Nwy — N2wy = 0.

Esse operador é representado na base candnica por

1 -1
NJe = {1 —1]
enquanto que, na base ciclica 6 = {wy, wa}}, é simplesmente
0 1

EXEMPLO 2.7. Mais geralmente, podemos formar qualquer ciclo, ou conjunto
de ciclos, envolvendo todos os elementos de uma base, para construir um operador
nilpotente. Por exemplo, a transformacao N com o ciclo

(1,1,1) —> (2,1,0) —> (3,0,0) — (0,0,0)
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¢é dada por

N(z,y,2) = N(=(1,1,1) + (y — 2)(2,1,0) + 222213 0 o)

=2(2,1,0) + (y — 2)(3,0,0) = 3y — 2, 2,0),

cuja representagao na base canonica é

03 -1
IN,=1{0 0 1
00 0

EXEMPLO 2.8. Para uma matriz mais cheia, considere, por exemplo, os ciclos

(1,1,0,4) — (3,0,2,0) — (0,1,0,1) — (0,0, 0,0)

(0,5,1,0) — (0,0,0,0).
A transformagao associada a esse conjunto de ciclos, na representacao canénica
([E, Y, z, w) = xe; + yes + ze3 + wey,
é melhor expressa na forma matricial

—123 —37 185 40
-3 -1 5 1
—80 —24 120 26
-12 -4 20 4

[T]e =
E claro que, na base

¢ ={(1,1,0,4),(3,0,2,0),(0,1,0,1),(0,5,1,0) }} ,

a transformacao tem a forma

[Tls =

oo oo
o O O
OO = O
o O OO

OBSERVAGAO 2.3. No Exemplo 2.6, onde N(z,y) = (x —y,z —y), apds selecionar
w; = (1,1) como base do nucleo, tivemos a opcao de escolher qualquer vetor que é
levado em wy, ou seja, qualquer vetor wy € (1,0) +ker(N) = {(1,0) + (s, s); s € R}.
Isso ilustra que a escolha da base que leva a um ciclo (ou conjunto de ciclos, em
outras situagoes) nao é unica, visto que a escolha de wy é livre, dentro de um certo
espaco afim. Além disso, poderiamos ter selecionado qualquer outro vetor como base
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do ntucleo. Mas, nesse caso, qualquer escolha nos daria, de qualquer forma, um
ciclo wy — w; — 0. Caso haja mais de um ciclo, podemos chegar em formas finais
ligeiramente diferentes, reordenando os ciclos, mas o ponto principal dessa observacao
¢é a de que a escolha do ciclo nao é tnica.

OBSERVAGAO 2.4. Ainda com base no Exemplo 2.6, onde N(z,y) = (x — y,x —
y), escolhemos primeiro um elemento w; em ker(T) para em seguida escolher uma
pré-imagem wy de wy. Mas isso s6 funcionou de maneira facil porque o nicleo é
unidimensional e nao tivemos liberdade nessa escolha. Se o nicleo tiver dimensao
maior, podemos acabar escolhendo uma base do ntcleo que nao tenha pré-imagem.
Isso é melhor discutido no préoximo Exemplo 2.9.

EXEMPLO 2.9. Comecar construindo o ciclo “por baixo”, como foi feito no Exem-
plo 2.6 e discutido no Observacao 2.4, nem sempre funciona, ou requer cuidados
maiores. Por exemplo, no operador N(z,y,2) = (z,2,0), o nucleo é o plano zy,
ker(N) = {z = 0}. Se escolhermos {{e;, e;}} como base do nicleo, ndo vamos encon-
trar nenhum w3 € X que seja levado em algum desses dois vetores do ntucleo. Desse
jeito, nao vamos encontrar um ciclo caracterizando o operador. Temos a op¢ao de
escolher primeiro um vetor wy; € ker(T) N Im(T), completar a base de ker(T) com
um vetor wy e por ultimo encontrar ws que seja pré-imagem de wy. Mas esse pro-
cedimento pode se tornar bastante complexo em casos de varios ciclos. O mais facil
é comegar “de cima”’, com um ws em X \ ker(N), em seguida tomar w; = Nwsj e,
por ultimo, completar a base de ker(N) com um wy. Esse é o procedimento que sera
generalizado.

2.3. Ciclos em operadores nilpotentes. Bom, ja vimos exemplos suficientes
para termos uma intuicao melhor sobre esses operadores nilpotentes. A chave sao os
ciclos. O tamanho dos ciclos esta ligado ao indice de nilpoténcia. Podemos ter varios
ciclos, pelo menos um do tamanho do indice de nilpoténcia, com outros podendo ser
mais curtos. Essa é a ideia. Vamos ver, de fato, que qualquer operador nilpotente em
dimensao finita é completamente definido por um ciclo ou conjunto de ciclos, sendo
pelo menos um deles do tamanho do indice de nilpoténcia. Vamos tornar essas ideias
mais precisas. Antes, vamos ver o seguinte resultado, sobre uma cadeia ser um ciclo.

PROPOSICAO 2.1. Sejq N : X — X wm operador nilpotente em um espago vetorial
X. Seuc X ¢ tal que NNu = 0 mas N'"tu # 0, para algum j € N, entdo o conjunto

ordenado
{{u, Nu,..., Nj_lu}}

¢ linearmente independente e, portanto, forma um ciclo.
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DEMONSTRACAO. Suponha que
MN Tl + N 2u+ - 4+ A Nu + Aju = 0.
Precisamos mostrar que todos os escalares se anulam. Aplicamos N’~!, de modo que
NH (N a + N a4 - 4 A Nu+ Au) = N0 = 0.
Por outro lado, usando que N7'u = N7 “/N/u = N'~70 = 0 para todo j/ > j, obtemos
N/t (Ale_lu + XN 2u+ -4 Aj—iNu + )\ju)
= MNTINT T u + NI Pu 4+ A N TN+ AN T

= )\1N2j’2u —+ )\2N2j73 + 4 )\j,le*QNu -+ )\ijilu
= )\ij_lu.

Logo,
ANl = 0.
Como N/~'u # 0, segue que \; = 0. Sobra, entdo,
MNTha 4+ N 2u 4 - Aj—iNu = 0.
Aplicando agora N’~2 e proseguindo de maneira aniloga, chegamos a
)\j,leflu =0.
Novamente, obtemos que A;j_; = 0. Repetimos o procedimento até chegar em
MN~tu = 0.

Como antes, isso implica em A\; = 0. Portanto, todos os coeficientes se anulam, i.e.
A1 = ---=\; = 0, mostrando que o conjunto ¢ linearmente independente. 0

3. Forma normal de operadores nilpotentes

Podemos, agora, ver a forma normal de operadores nilpotentes. Vamos comecar
com o caso em que o indice de nilpoténcia ¢é igual & dimensao do espaco, caso este
em que s6 pode haver um ciclo e o operador é, entao, ciclico. Em seguida, veremos o
caso geral.
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3.1. Forma normal no caso de operadores nilpotentes ciclicos. Com base
no que ja vimos, podemos caracterizar, nesse momento, os operadores nilpotentes com
indice de nilpoténcia igual & dimensao do espaco, que nos dao operadores ciclicos.

TEOREMA 3.1. Seja N : X — X um operador nilpotente em um espago de dimen-
sao finita, com grau de nilpoténcia igual ¢ dimensdo do espago, n = dim(X) € N.
Entao, para u € ker(N™) \ ker(N"~1) arbitrdrio, temos que

6 = {{N”_lu, ..., Nu, u}}

¢ uma base de X para a qual N € definido pelo ciclo

u s Nu =% - Nl o, (3.1)

Assim, vemos que N € um operador ciclico. Além disso, na base 6, temos a represen-
tacao candnica

010 ... 0
001 ... 0
NJo = | = & - 1], (3.2)
000 ... 1
000 ... 0

DEMONSTRACAO. Como N tem grau de nilpoténcia n, entdao N*~! # 0. Com isso,
existe u € X tal que N*"tu # 0, com N"u = 0. Gragas a Proposicao 2.1, o conjunto

6 = {{N"flu, ..., Nu, u}}

¢ linearmente independente. Como & contém n vetores e n é a dimensao do espaco
X, entao ¢ é uma base para X, provando o primeiro resultado. Naturalmente, essa
base tem a propriedade ciclica (3.1). Como é uma base, a transformacao N esta
completamente determinada por esse ciclo. Por conta da ordenagao escolhida para o
ciclo, segue a representagao (3.2). O

OBSERVACAO 3.1. No caso em que o indice é menor do que a dimensao do es-
paco, temos, necessariamente, dois ou mais ciclos. Ciclos podem existir mesmo para
operadores que nao sejam nilpotentes, pois podem ser nilpotentes apenas em um
determinado subespaco.

3.2. Forma normal no caso geral. Para provar o caso geral, de que um ope-
rador nilpotente possui uma base formada por um ou mais ciclos, vamos usar a
Proposicao 1.1 e construir a base ciclica passo a passo. Para uma visualizacao da
construcao dessa base, veja a Observacao 3.3.
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TEOREMA 3.2 (Forma de Jordan de operador nilpotente). Seja N € Z(X) um
operador nilpotente com indice de nilpoténcia k € N, em um espaco vetorial X de
dimensao finita. Entdo existem vetores wi,..., W, e indices ki,...,k, € N, com
m € N, tais que cada

ﬁj = {{Nkjile', ey NWJ,WJ}}
¢ um ciclo com N¥iw; =0 e o conjunto
6 =6,U---Ub,,

forma uma base de X. Nessa base 6, o operador N tem uma estrutura de blocos,

J 0 -~ 0
0Jy, --- 0
Nle=1. . . :
0 O Jm
com blocos J; de tamanho k; x k; e da forma
010 ... 0
001 0
Ji=1|: o
000 ... 1
000 0

DEMONSTRACAO. Primeiramente, se k = 1, entao N = 0 e basta escolhermos
uma base qualquer 6 = {wy,...,w,}} de X e definir m =n e k; = 1, para todo j =
1,...,n. Nesse caso, 6; = {w;}} e Nw; = 0, para todo j, concluindo a demonstragao
para esse caso. Os blocos nilpotentes sao todos 1 x 1, com J; = [0].

Se k = n, onde n = dim(X), entao basta aplicar o Teorema 3.1 e obtermos um
tnico bloco nilpotente J; como em (3.2), comm =1 e k; = n.

Falta considerar, entao, o caso 2 < k <n — 1. A ideia é escolher, sucessivamente,
para j = 1,...,k, bases para subespacos complementares a ker(N*~7) em ker(N*=7+1),
a partir dos vetores provenientes do “nivel” superior e adicionando vetores, se neces-
sario. A “contabilidade” de vetores pode ser feita através dos seguintes contadores

m; = dim(ker(N*77*1)) — dim(ker(N*))
= dim(ker(N* =) /ker(N*)), j=1,...,k.

Tomemos mg = 0, para ajudar na notagao. (O que também pode ser feito permitindo
J = 0 na definigao acima, visto que ker(N*™!) = ker(N*) = X e X/X = {0} tem
dimensao nula.)
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Gracas a Proposicao 1.1, temos m; > 1, para j = 1,..., k. Além disso, usando a
Proposicao 1.9, temos

n = dim(X) = dim(ker(N*))
= dim(ker(N*)/ker(N¥~1)) + dim(ker(N*~1))
= dim(ker(N¥)/ ker(N*=1)) + dim(ker(N*~!) / ker(N¥=%))
+ -+ + dim(ker(N?)/ ker(N)) + dim(ker(N))
=mi+mg+ -+ My
Também podemos deduzir que a sequéncia é nao-decrescente, i.e.
1<my <my <o <.

Isso pode ser obtido do Teorema 1.1 do Nucleo e da Imagem aplicado ao operador N
quando visto como operador agindo em

N : ker(N¥=7t1) /ker(N*7) — ker(N*77)/ ker(N*~7~1),

mas também pode ser obtido diretamente da indugao feita a seguir.

O objetivo é obter, indutivamente, conjuntos de vetores Wy, 41,..., Wy, até
completar o numero suficiente de vetores ciclicos {wy, ..., w,,}, com m = my. Vamos
aos detalhes.

Comegamos escolhendo representantes wy,...,w,, para uma base do espaco
quociente ker(N)/ker(N*~1), que ¢ o mesmo que escolher esses vetores tais que
span{wy, ..., W,, } seja uma base para um espago complementar a ker(N*~1) em
ker(N¥) = X. Esses vetores existem pois definimos m; como sendo a dimensio de
ker(N¥)/ ker(N*~1) e sabemos que m; > 1. Assim, existem vetores wy,..., w,,, tais
que

X = ker(N*) = ker(N*1) @ span{w, ..., Wy, }. (3.3)

Podemos fazer a inducao a partir desse ponto, mas, por questoes didaticas, vamos
fazer mais um nivel, para a ideia ficar mais clara e nao se perder em tantos indices.
A ideia é observar que Nwy, ..., Nw,,, € ker(N¥=1)\ ker(N*~2) com

ker(N*~2) N span{Nwy,...,Nw,,, } = {0}. (3.4)
De fato, caso alguma combinacao linear desses elementos nos dé
MNwy + -+ A Nwy,, € ker(Nk*Q),

entao
Nk_l()\lwl + -+ )\mlwml) = Oa
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ou seja,
k—1
)\1W1 ++)\mlwm1 < ker(N ),

mas escolhemos esses vetores de tal forma que eles gerem um subespago independente
de ker(N*~1). Logo, devemos ter

>\1W1 + ---+)\mlwm1 =0

E como esses vetores sao linearmente independentes, entao todos os coeficientes se
anulam,

M= = Ay =0,

o que implica em (3.4). Isso mostra, em particular, que a dimensao, my, de ker(N¥1)\
ker(N*=2) ¢ maior ou igual a my, i.e.

my = my > 1.

E nos diz que ker(N*=2) faz soma direta com span{Nw, ..., Nw,, }. Mas essa soma
direta pode nao ser todo o ker(N*7!), que é o que acontece se my > m;. Nesse
caso, existem vetores linearmente independentes w,,,, 41, ..., W,,, que complementam

0 espaco, ou seja,
ker(N*™) = ker(N*72) @ span{Nw, ..., Nw,,, } ®span{w,,, 11,..., Wm,}. (3.5)

Podemos escrever isso mesmo quando ms = my, entendendo que, nesse caso, o iltimo
espaco gerado é o espaco trivial.

Vamos fazer a indugao geral, agora. Assumimos, por indugao em 7, para 1 < j <
k — 1, que obtivemos vetores wy, ..., Wy,  tais que

ker(N*=71) = ker(NF79)
@ span{N""'wy,... N "tw, }

@ span{N’*w, 41,..., N 2w, }

@ Span{ Wy, 41, -+, Win;
= ker(N*9) @ span{N/"wy, L =m,;_y+1,...,m;, i=1,...,5}.
Isso pode ser escrito, de maneira mais sucinta, através dos indices k, definidos por
ke=k—1+1,

para
ézmi_1+1,...,mi, Z:]_,,k’
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Com esses indices,
j—i=j—(k+1—k)=ke+j—k—1, para {=m;_1+1,...,my
de modo que podemos escrever
ker(NF7t1) = ker(N¥~7) @ span{N*t 1w, ¢ =1,... m;}. (3.6)
Cada indice k, tem a propriedade de que
Nfw, = 0, N*'w, £ 0, £ =1,...,m;.

De fato, para ¢ = m;_1+1,...,m;;, com¢ =1,...,5, temos ky =k —i+1e wy €
ker(NF=#+1) \ ker(N*~%), ou seja

NkEWg = Nk_i—HWg = 0, NkZ_IWg = Nk_in 7é 0.
Assim, k; é o tamanho de cada ciclo {{we, c N’W_lwz}} .
Conforme feito no segundo passo da inducao, consideramos a imagem, por N, dos
vetores NFeHi—F=lyw, ¢ =1, .. ,m;, do espago complementar na soma direta (3.6),

que forma o conjunto
{NFHT Py =1, my )

De maneira analoga a feita nesse segundo passo da induc¢ao, temos que esse con-
junto é linearmente independente e gera um espaco complementar a ker(N*=7~1) em
ker(N*=7). Esse espaco gerado tem dimensao m;. Isso mostra, em particular, que

mji+1 > m;.
Caso mj1, > mj, podemos complementar com vetores Wi, 11, . .., Wp,;,, de tal forma
que
ker(N*=7) = ker(N*F=7=1)
@ span{NF 7 Fw, 0 =1,... m;}
© SPAN{ Wy 11, - -+, Win, .,
_ k—j—1 ko+j—k _
= ker(N"777") @ span{N""""w,, { =1,...,mj1}.
Caso mji; = m;, o ultimo conjunto {ij+1, e ,wij} € vazio, mas a expressao

continua valendo. Essa expressao nos da exatamente (3.6) com j + 1 no lugar de 7,
completando a indugao. Isso nos diz que (3.6) vale para j =1,..., k.
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Expandindo (3.6), recursivamente, para j = 1,..., k, obtemos
X = ker(N*1) @ span{wy, ..., W, }
= ker(N*72) @ span{N*"*w, ¢ =1,...,my} ®span{wy,..., Wy, }
= ker(N*2) @ span{N*"w, ¢ =1,... ,my} ®span{N*Fw, ¢ =1,... ,m}
= ker(N*72) @ span{N*t"=*w, ¢ =1 ... my, h=1,2}

= span{NF ™" * 1w, (=1, mu, h=1,...k}.
Agora, trocamos a ordem do indexamento, tomando ¢ = 1,...,m; e h = hy, ..., k,
onde h, é tal que
Py 41 =+"-=hp, =1, para i=1,...,my,
ou seja, hy =i, para m;_1 + 1 < £ < m,;. Isso nos d& que
X =span{N*""F "y, h=hy . .k L=1,...,m}.
Agora, para f = m;_1 + 1,...,m;, temos h, = 7 e, portanto, conforme h varia entre

hy e k, a poténcia k; + h — k — 1 do operador N no espaco gerado acima varia de
ke+hy—k—1=k—1+14i1—1=k

ke+k—k—1=k —1.
Portanto, obtemos
X =span{N*Tw,, j=1,... k, £=1,...,my}. (3.7)
o que nos da, exatamente, a base
6 =6,U---Ub,
com m = my. A forma candnica [N]; segue diretamente da estrutura da base. O

OBSERVACAO 3.2. Uma base & com a forma descrita no Teorema 3.2 é chamada
de base de Jordan para o operador nilpotente N, enquanto que a forma de blocos [N]4
¢é chamada de forma canénica de Jordan de N. Defini¢oes mais gerais desses conceitos
sao dadas na Definicao 2.3 e na Definicao 2.4.

OBSERVACAO 3.3. A demonstracao do Teorema 3.2 é construtiva. Escolhemos
representantes para a base de X/ker(Nf~1!). Descemos um nivel, aplicando N, e
completamos com os representantes até uma base de ker(N*~1)/ker(N*~2) e assim
sucessivamente, até uma base de ker(N) = ker(N)/{0}. Esse processo de construgao
da base 6 pode ser ilustrado pela seguinte figura:
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ow; ® Wi, X/ ker(NF—1)
Nw, Nw,,, @Wm, ker(N*=1) / ker(N*~2)
NZw, N>wiy,, NWp,  @Wms ker(N*=2) / ker(N*~3)

N*=lw, @ NFlw,, @ N*2w,,, @ N* 3w, @ Wn, ker(N)/{0}

0

OBSERVAGAO 3.4. Cada ker(NF=*1)/ker(N*=7) ¢ isomorfo a qualquer comple-
mentar de ker(N*77) em ker(N*~771) ou seja a qualquer subespaco S’ C ker(NF=9+1)
tal que

ker(N* 1) = ker(N*7) @ S
Também podemos dizer que m; = dim(ker(N*=7*1)/ker(N¥=7)) é a co-dimensdo de
ker(N¥=7) como subespaco de ker(NF=7+1),

3.3. Mais exemplos. Ja vimos varios exemplos simples, na Se¢ao 2.2. Vamos
ver mais alguns exemplos, a partir do processo descrito no Teorema 3.2.

EXEMPLO 3.1. Considere o operador N : R* — R* representado pela matriz

53 —19 17/2
A1 5 0
N=19 5 10 -5
0 -3 9 -6

Calculamos

~1 1/2 —7/2 3/2
—6 3 =21 9
2 -1 7 =3
6 —3 21 -9

Observe que as linhas 2, 3 e 4 sao multiplos da primeira linha (Ly = 6L;, L3 =
—2L,, Ly = —6L;), de modo que o nicleo de N? é tridimensional. Por sua vez,

N? = e N3=0.
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escalonando NN obtemos a forma

2 =2 10 =5
0O 1 -3 2
0O 0 0 O
0O 0 0 O
de modo que o niicleo de N é bidimensional. Mais precisamente,
ker(N%) = R* (dimensao 4),
ker(N?) = {(z,y, 2, w); 20 —y + 7z — 3w = 0} (dimensao 3),

ker(N) = {(z,y,z,w); 20 —w+42=0, y — 32+ 2w =0}  (dimensao 2).
Temos, também,
my = dim(ker(N?)/ ker(N?)) = codim(ker(N*)) =4 — 3 =1,
my = dim(ker(N?)/ker(N')) =3 -2 =1,
ms = dim(ker(N)/ ker(N°)) = dim(ker(N)) =2 — 0 = 2.

241

Como representante para uma base de dim(ker(N3)/ker(N?)) (ou, de outra forma,

como geradores de um espago complementar a ker(N?)), tomamos
w; = (0,0,0,1) € ker(N?) \ ker(N?).

A partir desse, temos

N(w;) = (17/2,0, -5, —6) € ker(N?) \ ker(N), N?*(wy) = (3/2,9, -3, —9) € ker(N).

Completamos uma base para ker(N) com (basta satisfazer 2z = w —4z e y = 32 — 2w

e nao ser miltiplo de N?w)
wy = (1,-4,0,2).
Dessa forma, encontramos os ciclos
(0,0,0,1) — (17/2,0, =5, —6) —> (3/2,9,—3,—9) — O,
(1,-4,0,2) —> 0.
Assim, na base
6 = {N2W17 NW17 Wi, W2} 9

obtemos a representacao

[N]s =

o O oo
oSO O
o o= O
oo oo
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EXEMPLO 3.2. Considere o operador N : R® — R® dado por

N(z,y, z,u,v,w) = (x —y,x — 2,0 — 2,0 — 2+ u — v,

r—z+u—w,xr—z+u—w)

que estd associado & matriz

1 -1 0 0 0 0]
1 0 -10 0 0
1 0 -10 0 0
N=11 011 -1 o0
1 0 -11 0 -1
1 0 -1 1 0 —1}]
Calculamos
0 —1 1 0 0 0]
0O -1 10 00
, 0 =110 00 .
N=1p 110 -11] ¢N=0
0 -1 10 —-11
0 -1 10 -1 1,
Portanto,
ker(N?) = RS (dimensao 6),
ker(N?) = {(z,y, z,u,v,w); z =y, w = v} (dimensao 4),
ker(N) = {(z,y, z, u,v,w); z=y =2, w=v = u} (dimensao 2).

Temos, também,
my = dim(ker(N®)/ ker(N?)) =6 — 4 = 2,
my = dim(ker(N?)/ker(NY)) =4 —2 =2,
ms = dim(ker(N)/ker(N°)) =2 — 0 = 2.

Como representantes para uma base de dim(ker(N?)/ker(N?)) (ou, de outra forma,
como geradores de um espaco complementar a ker(N?)), tomamos

w; = (0,1,—1,0,0,0), wy = (0,0,0,0,1,—1) € ker(N?) \ ker(N?).
A partir desses, temos

N(Wl) = <_17 L1,1,1, 1), N(Wz) = (0,0,0, —1,1, 1)
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Esses geram classes de equivaléncia linearmente independentes em ker(N?)/ker(N),
que tem, justamente, dimensao mo = 2. Em seguida, temos

N?(wy) = (=2, -2, -2, -2, -2, —2), N?(wsy) = (0,0,0, -2, -2, —2).

que geram classes de equivaléncia linearmente independentes em ker(N)/ ker(N°), com
dimensao exatamente mgz = 2. Assim, encontramos os ciclos

(0,1,—1,0,0,0) —> (=1,1,1,1,1,1) —» (=2, -2, -2, -2, -2, —2) — 0,
(0,0,0,0,1,—1) —> (0,0,0,—1,1,1) —> (0,0,0, —2, —2, —2) —> 0.

Na base
6 = {N2W17 NW17W17 N2W27 NW27W2}

= {(=2,-2,-2,-2,-2,-2),(~1,1,1,1,1,1),(0,1,—1,0,0,0)
(07 07 07 _27 _27 _2)7 (OJ 07 07 _17 17 1)7 <O7 07 07 07 17 _1)} )

temos a representacao
0

[N]s =

(vl ev il ev il en il en i @]
OO~ O OO
oL OO oo

OO O OO
OO O OO

oo o oo

EXEMPLO 3.3. O Exemplo 3.2 comegou com um espago quociente de dimensao
dois e nao foi necessario acrescentar mais vetores. Vamos fazer um outro exemplo,
em que isso é necessario. Vamos considerar o operador N : R — RS dado por

N(z,y, z,u,v,w) = (x —2y — 2,0,z — z,y + 2+ u —v/2 —w/2,
r+y+tu—v/2—w/2Qx+y+u—v/2—w/2)

que esta associado & matriz

1 -2 —1 0 0 07
0 0 00 0 0
N_ |l 0 10 0 0
0 1 11 —1/2 —1/2
1 1 01 —1/2 —1/2
1 1 01 —-1/2 —1/2]
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Calculamos
0 —2 0 0 0 0]
0O 0 O0O0O0O0
5 10 =20 0 00 3
N"=10 00000 ¢ N=0
0 -2 00 00
0 -2 0 0 0 0]
Portanto,
ker(N*) = R® (dimensao 6),
ker(N2) = {(LU, Y,z,u,v, w)a Yy = O} (dimenséo 5),

ker(N) = {(x,y, z, u,v,w); y=0; 2 =2 = —u+v/2+w/2} (dimensao 3).
Temos, assim,
my = dim(ker(N®)/ ker(N?)) =6 —5=1,
my = dim(ker(N®)/ ker(N')) =5 -3 =2,
ms = dim(ker(N)/ ker(N°)) =3 — 0 = 3.

Como representante para uma base do espago unidimensional dim(ker(N?)/ker(N?))
(ou, de outra forma, como gerador de um espago complementar a ker(N?)), tomamos
wi = (0,1,0,0,0,0) € ker(N?) \ ker(N?).

A partir desse, temos
N(w;) = (=2,0,0,1,1,1).

Para completar até uma base de ker(N?)/ker(N), que tem dimensdo my = 2, acres-
centamos o representante

wy = (0,0,1,0,0,0).
Observe que, se
u € span{Nwy, wo} Nker(N) = {0},
entao
u = aN(wy) + fwy = (—20,0, 5, o, a, a) € ker(N),
deve satisfazer a condigdo z = x = —u +v/2 + w/2, i.e.
mostrando que a = § = 0, ou seja, u = 0, de modo que, como desejado,

span{Nwy, wo} N ker(N) = {0}.
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Descendo mais, obtemos
N?(w;) = (—2,0, 2,0, -2, —2), N(ws) = (—1,0,-1,1,0,0),

cujas classes de equivaléncia sao linearmente independentes em ker(N)/ ker(N%), com
dimensao ms3 = 3. Assim, precisamos de mais um representante para completar a
base. Tomamos

ws = (0,0,0,0,1,—1).

E facil verificar que w3 € ker(N) e que {N%(w;),N?(w;), w3} é LI. Desta forma,
encontramos os ciclos

(0,1,0,0,0,0) — (—2,0,0,1,1,1) —> (—2,0,—2,0, -2, —2) — O,
(0,0,1,0,0,0) — (—1,0,—1,1,0,0) — O,
(0,0,0,0,1,—1) — 0.
Na base
6 = {N2W1, Nwq, wq, NWQ,W2,W3}
={(-2,0,-2,0,-2,-2),(-2,0,0,1,1,1),(0,1,0,0,0,0)
(—-1,0,-1,1,0,0),(0,0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1,—1)},

temos a representacao

0 1 0 0 0 0
001000
0000O00O0

[N]ﬁ:000010
0000000
00000 0]

3.4. Demonstragoes alternativas. Podemos fazer demonstragoes alternativas
de vérios passos da demonstracao do Teorema 3.2 e até mesma da propria demons-
tracao como um todo. Isso é discutido nas seguintes observagoes.

OBSERVACAO 3.5. Uma outra demonstragao do Teorema 3.2 pode ser dada via in-
ducao no indice de nilpoténcia. Nela, assumimos que o resultado vale para operadores
nilpotentes até ordem k£ —1 e reduzimos um operador nilpotente N de ordem k, em um
espaco vetorial X, a um operador nilpotente de ordem k—1 dado por Ny, ou seja,
dado pela restrigao de N a sua imagem Im(N). Aplicando o resultado a N|p,(n), ob-
temos vetores vy, ..., vy € Im(N) que sao vetores ciclicos para N, € que geram
uma base de Im(N) como descrita no Teorema 3.2 e onde m’ = dim(ker(N|mny))-
Em seguida, como esses vetores ciclicos estao na imagem de N, tomamos vetores
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Wi, ..., Wy tais que v, = Nwy, para ¢ = 1,...,m’. Caso m’ < m = dim(ker(N)),
adicionamos w41, ..., w,, € ker(N) de forma a completar a base. Deixamos os
detalhes para o leitor, como Exercicio 5.17. Veja, também, as referéncias |9, 1].

OBSERVAGAO 3.6. Uma outra forma de fazer induc¢ao no indice de nilpoténcia,
para demonstrar o Teorema 3.2, é via espago quociente. Assim como na Obser-
vacao 3.5, assumimos que o resultado vale para operadores nilpotentes até ordem
k — 1. Dado um operador nilpotente N € £(X) com indice de nilpoténcia k, con-
sideramos o espaco quociente X = X /ker(N) e o operador N em X que leva uma
classe [u] = u + ker(N) em N[u] = [Nu] = Nu + ker(N). Nao é dificil verificar
que N é nilpotente com indice k — 1. Pela hipotese de indugao, encontramos vetores
Wi, Wi, € X, com my_; = dim(ker(N)) = dim(ker(N?)/ker(N), cujas classes
[wil,.... [[Wm,. ]| sdo vetores ciclicos gerando uma base de Jordan para N. Cada
w; possui um indice minimo k, tal que N¥ [w,] = [0] mas N*~'[w,] # [0], o
que significa dizer que NFew, € ker(N) \ {0}. Os vetores N¥wy, £ =1,... my_; sdo
vetores linearmente independentes no nucleo de N. Caso eles nao formem uma base
para ker(N), podemos acrescentar outros vetores W,, i1, ..., Wy, para completar a
base de ker(N). Juntando todos esses vetores, obtemos uma base de Jordan para N.
Deixamos os detalhes para os leitores, como Exercicio 5.19.

OBSERVACAO 3.7. Na demonstracao do Teorema 3.2, deduzimos que a uniao, em
7, dos conjuntos ﬁ;- forma, de fato, uma base, a partir da propria construcao via soma
direta. Mas, a titulo de exercicio, podemos dar uma demonstracao mais direta de que
esse conjunto é linearmente independente. Para isso, podemos usar o indexamento
feito na expansao (3.7). Assim, podemos mostrar que se

m k
Z i: /\ngNkZ_jWg = 0,

(=1 j=1

entao todo Ay, = 0. Isso é feito aplicando-se sucessivamente N*~7 a essa combinagio
linear, para j = 1,...,k, e usando que os vetores em cada nivel sao linearmente
independentes. Deixamos isso a cargo do leitor. Veja Exercicio 5.20.

OBSERVACAO 3.8. Podemos pensar a construcao da base, feita no Teorema 3.2,
através de bases de espagos quocientes. Primeiramente, denotamos por ~;._; a relacao
de equivaléncia modulo ker(N*=9), j =1,... k, i.e.

U~y ;v & v—u € ker(N*7),
onde, por conveniéncia, incluimos N° = I, com ker(N°) = ker(l) = {0}. A classe de
equivaléncia médulo ker(N*~7) de um elemento u ¢ denotada por [(] u);.
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Comecamos, entao, escolhendo representantes wy, ..., w,,, para uma base do es-
pago quociente ker(N¥)/ker(N*~1),

{wls s Wl 1} -

Em seguida, aplicando N, “descemos” esses elementos para o nivel
ker(N*=1) / ker(NF=2),

obtendo os elementos

{{ INw1], 5, [[Nwml]]kfz}} ) (3.8)

Um fato importante é que esses elementos sao linearmente independentes. Uma de-
monstracao direta desse fato é discutida na Observacao 3.9. Observe que isso nos da
que

Mo Z my.

Caso my > my, podemos completar até uma base de ker(N*~1)/ker(N*~2),

{{ HNwl]]k_Q P [[Nwm1]]k—2 ) [[Wm1+1]]k—2 Yt [[Wm2ﬂk—2}} ’

com novos representantes wy,, 11, ..., Wy,,, com o entendimento de que esse conjunto
extra é vazio, quando my = m;.

Agora, podemos supor, por indugao, que tenhamos encontrado bases de cada
espaco quociente ker(N¥=1) /ker(N¥~%), parai =1,...,j < k, da forma

{{ [[Ni_lwlﬂ R [[Ni—lwmlﬂ M. [[Wmi_ﬁlﬂk_i v (Wil }} -

Vamos “descer” mais um nivel e completar até uma base de ker(N¥~7)/ker(N*—7-1),
se necessario. A questao mais delicada é mostrar que, aplicando N no caso i = j, o
conjunto

{{ VWl sy VW T e
(LS N %% }} 9)

é linearmente independente. Uma demonstracao direta disso pode ser vista na Ob-
servacao 3.10. Com isso, podemos completar até uma base de

ker(N*=7) / ker(N*=71),
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Assim, podemos concluir a indugao até j + 1 = k.

OBSERVACAO 3.9. . Podemos dar uma demonstragao mais direta da independén-
cia linear dos elementos (3.8). De fato, suponha que

A INwA, o+ 4 Ay [NW, [ = [0,

Como [0],_, = ker(N*2), entdo

N (AlWl + -+ )\mlwml) € ker(Nk_2)7
o que significa que

MW+ - Ay Wi, € ker(NFT1).
Mas, na classe de equivaléncia modulo ker(N 1), isso nos d4
AWl + 4 Ay [win, I, = [O],,_, -

Como {{[w1], s [Wm.],_1}} € LL visto que é uma base de ker(N*)/ker(N*~1),

entao
M=o = Ay =0,
mostrando que {{[Nwy], ,,..., [Nw, ], ,}} ¢ LL

OBSERVACAO 3.10. Podemos, também, dar uma demonstracdo mais direta de
(3.9). Considere, entdo, uma combinagao linear tal que

A1 [[Njwlﬂ h—jo1 T A, [[Njwmlﬂ hjo1 T Am; 141 [[Nwmjﬂ*lﬂkfjfl
o A [[Nwmj}]kﬂ.f1 =[o],_,_,-
Isso significa que

)\1NjW1 + -+ )\m1 Nijl + -+ )\m]._1+1Nij_l+1
+o A, Nwy,, € ker(Nk*jfl).
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Wl _|_ I _|_ Aml NJ_lel _|_ [N + )\m]_1+1WmJ—l+1

o Ay Wiy, € ker(Nkfj).

Mas isso, por sua vez, significa que

A [N ] hej T Ay [[Nj_lwmlﬂk ot Ay [[ij—ﬁlﬂk—j

—J

Fo o A, [[wmjﬂk_j = [0],._; -

Como esses elementos formam um conjunto LI, deduzimos que

)\1:"':)\ij07

mostrando que o conjunto (3.9) é linearmente independente.

4.1.

4. Aplicagoes

5. Exercicios

Exercicios

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

Verifique que o operador considerado no Exemplo 1.6 é, de fato, nilpotente
de indice exatamente 2.

Seja X um espaco vetorial de dimensao n € N. Mostre que, para qualquer
inteiro 0 < k < n, existe um operador linear N : X — X em X tal que
N? = 0 e dim(Im(N)) = k. Mostre, ainda, que nio é possivel ter um com
k =n.

Mostre que um operador linear N : X — X em um espaco vetorial X ¢é
2-nilpotente, i.e. N> =0, se, e somente se, Im(N) C ker(N).

Seja N : X — X um operador linear em um espago vetorial X. Suponha
que N seja nilpotente e que ker(N) N Im(N) seja trivial. Mostre que N é o
operador nulo, N = 0.

Seja N € £(X) um operador nilpotente em um espago vetorial X, com indice
de nilpoténcia k € N. Mostre que Im(N) C ker(N*~!). Mais geralmente,
mostre que Im(N’) C ker(N*=7), para j =0,1,...,n

Em cada um dos itens a seguir, dé um exemplo de operador nilpotente N €
£ (R™) de indice k sob as condigoes dadas, indicando exemplos de ciclos que
caracterizam o operador.

(a) n =3, k=3, Im(N) = ker(N?) e Im(N?) = ker(N);
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(b) n=4, k =2, Im(N) = ker(N);
(¢c) n=4, k=2,Im(N) & ker(N);
(d) n=4, k=3, Im(N) & ker(N®) e Im(N*) & ker(N);
(e) n =25, k=3, Im(N) & ker(N?) e Im(N*) & ker(N);
(f) n =16, k =2, Im(N) = ker(N);
(g) n=106, k=2, Im(N) & ker(N);

5.7. E possivel termos exemplos de operadores nilpotentes N € £(R") de indice
k sob as seguintes condigoes? Caso positivo, dé um exemplo e exiba ciclos
que caracterizam o operador. Em caso negativo, justifique.

(a) n =3, k=3, Im(N) G ker(N*) e Im(N?) & ker(N);

(b) n =4, k=3, Im(N) = ker(N?) e Im(N?) = ker(N);

(c) n =15, k=3, Im(N) = ker(N?) e Im(N?) = ker(N);
5.8. Considere o operador N : R* — R* associado & matriz

—123 =37 185 40
-3 -1 5 1
—80 —24 120 26
-12 -4 20 4

N:

Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base 6 associada a esse(s) ciclo(s) e a
representacao do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
5.9. Considere o operador N : R* — R* associado & matriz

12 0 )

6 —5 17 38

N= -3 0 —6 9
-2 1 =5 10

Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base 6 associada a esse(s) ciclo(s) e a
representacao do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
5.10. Considere o operador N : RS — R® associado a matriz

—3 1 3 0 —1 0
2 1 2 0 -1 0
1 0 -1 1 1
-5 1 7 -1 -3
2 -1 -6 2 3
-1 0 1 0 -1

_ O = O

Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base 6 associada a esse(s) ciclo(s) e a
representacao do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
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5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.
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Considere o operador N : 95]1({3) [z] — 95]1%3) [z] definido no espago de polindmios
de grau no méximo trés por N(p) = p” —p', onde p’ e p” indicam as derivadas
de primeira e de segunda ordem de um polindémio p = p(x), onde = € R.
Mostre que N é nilpotente, com indice de nilpoténcia igual a dimensao do
espago e encontre um ciclo ps — py — p1 — po.

Verifique que qualquer matriz n x n da forma a seguir é nilpotente com indice
2:

ai a; - ay
an—1 ap-1 " QAn—1
—a; — ... Qp—1 —A1 —...—0Qp—-1 ... —A1 — ... — Ap—1

Verifique que qualquer matriz n X n da forma a seguir é ciclica, ou seja,
nilpotente com indice n:

2 2 2 1—n]
n+2 1 .- 1 —-n
1 n+2 1 -n
. i 1
i 1 e T n+2 —n|

Considere o operador N : 95]1(2{3) [z] — 953%3) [z] definido no espago de polindémios
de grau no maximo trés por N(p) = p” — p”, onde p” e p” indicam as
derivadas de segunda e de terceira ordem de um polindémio p = p(x), onde
x € R. Encontre o indice de nilpoténcia de N e ciclos que, juntos, foram uma
base de 95]1(%3) [z].

Seja N : X — X um operador nilpotente de indice k£, em um espagco vetorial
X. Mostre que | — N ¢é invertivel, com inversa

k—1
(=N =T+ N+N - NP = YN
j=0

Observe a semelhanca com a expansdo y =67 = 1/(1 —0).

Seja N : X — X um operador nilpotente de indice k, em um espago vetorial
X. Mostre que | + N é invertivel e encontre uma férmula para a inversa
(I14+N)~! em termos de poténcias de N.

Faca os detalhes da demonstracao do Teorema 3.2 via reducao do operador
a sua imagem, conforme descrito na Observagao 3.5.
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5.18.

5.19.

5.20.

8. OPERADORES NILPOTENTES

Considerando os vetores da base
{Nke*jWg, (= 1,...,m, j = 1,...,]€g},

associada a um operador nilpotente de acordo com o Teorema 3.2, identifique
quais desses vetores formam uma base para a imagem Im(N) de N. Em se-
guida, identifique quais formam uma base para Im(N?), para j = 1,...,k—1.
Identifique, por fim, quais vetores formam uma base para Im(N?) N ker(N?),
paraj=1,....k—1lei=1,....k—1.

Faca os detalhes da demonstracao do Teorema 3.2 via espago quociente ao
nucleo, conforme descrito na Observacao 3.6.

Conforme indicado na Observacao 3.7, verifique que o conjunto

(INFerdw, 0 =1, .. ,m, j=1,... k}

¢ linearmente independente, assumindo (3.6), com vetores Nk =F=ly, ¢ =
1,...,m;, linearmente independentes.



CAP{TULO 9

Teoria Espectral

Oh, let the sun beat down upon my face, stars to
Sfill my dream.

— Kashmir (Physical Graffiti)
Led Zeppelin, 1975

A teoria espectral busca decompor um operador linear em seus componentes fun-
damentais, revelando a estrutura que define o seu comportamento como transformacao
do espago. Assim como a luz solar se dispersa em um espectro de cores ao atravessar
um prisma, um operador pode ser entendido através de seus autovalores e autoveto-
res, que mapeiam as diregoes principais de influéncia e as escalas de magnitude da
transformacao.

1. Fundamentos

1.1. Autovalores e autovetores. Como visto nos primeiros cursos de Algebra
Linear, ha certas “diregoes” privilegiadas no espago, em que um operador age apenas
esticando, contraindo e/ou refletindo os vetores naquela dire¢do, ou seja, mudando
a escala e/ou o sentido, mas sem alterar a dire¢do. Além disso, vimos que pode
haver varias dessas dire¢oes, com mudancas de escala e direcao, diferentes ou nao, e
que, muitas vezes, caracterizam completamente o operador. Em alguns outros casos,
envolvendo operadores nilpotentes, essa caracterizacao pode nao ser completa, mas é
um passo fundamental. Vamos, aqui, relembrar essa ideia, associada aos conceitos de
autovalor, autovetor e autoespaco.

DEFINIGAO 1.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Um escalar A € K é dito um autovalor de T quando existe um
vetoru € X tal que u# 0 e

Tu = A\u.
Um tal vetor nao nulo u € chamado de autovetor de T associado ao autovalor ).

253
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EXEMPLO 1.1. Por exemplo, o operador T : R? — R? definido por
tem, como autovalores, A\ = 2 e Ay = —6. Um autovetor de A\ = 2 é o vetor
u; = (]-7 O>a

ou qualquer multiplo nao nulo dele, ou seja, qualquer u = (z,0), com x # 0, é um
autovetor, satisfazendo

T(z,0) = (22,0) = 2(z,0).
Um autovetor de Ay = —6 é o vetor
Uy = (O, ].),

ou qualquer u = (0,y), com y # 0, visto que

T(0,y) = (0, —6y) = —6(0,y).

Qualquer outro vetor nao nulo muda de dire¢ao, visto que

T((L’,y) = (21’, _6?/)7

cuja inclinagao é —6y/2x = —3y/x, que é diferente de y/x, que a inclinagao do vetor
original.

1.2. Autoespacos. O conjunto de todos os autovetores associados a um de-
terminado autovalor gera um subespaco linear chamado de autoespaco, conforme a
definicao a seguir.

DEFINIGAO 1.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Se A € K € um autovalor de T, entdo o autoespagco de T
associado a A € o conjunto V (T, \) definido por

V(T,\) =ker(T = Al) ={u € X; Tu= \u}.

OBSERVAGAO 1.1. Observe que, em V(T, ), na Defini¢ao 1.2, ndo se exige que
u seja diferente do vetor nulo. Ou seja, o autoespago ¢ formado pela uniao entre o
conjunto de autovetores e o vetor nulo. Desta forma, ele se torna um subespaco. De
fato, se u,v € V(T,\) e a € K| entao

T(u+av) =Tu+aTv =Adu+ alv = A(u+ av),

de modo que u+ av € V(T, \), mostrando que V (T, A) é um subespaco.
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OBSERVACAO 1.2. No corpo dos reais, nem todo operador possui autovalor. O
exemplo classico é a rotacao no plano, digamos R : R? — R? dado por

R<x7y) = (—y,x), (.T,y) €R27
que ¢é a rotacao de noventa graus no sentido trigonométrico. Se Ru = A\u, para algum
u = (z,y), entdo devemos ter (—y,z) = A(z,y). Nesse caso, —y = Az e © = Ay, de
modo que * = A\y = —A(—y) = —A(Az) = —X?z. Sex =0, entao y = -z =0¢e
u = (0,0) nao pode ser autovetor. Se z # 0, entao \* = —1, que por sua vez, nao tem
solugao real. Ou seja, nao existe autovalor real A de R, pois este deveria satisfazer
A% = —1. Na base canénica ¢ = {{(1,0), (0,1)}}, temos a representagao

0 -1
R], = [1 0} |
OBSERVACAO 1.3. Nos complexos, no entanto, o operador R : C2 — C2, dado por

R n) = (-8, (&) eC?

que é a complexificacio do operador rotagao da Observagao 1.2, tem autovalores
complexos +i. Para achar os autoespacos, devemos resolver

§ = %in,

Multiplicando a primeira equacao por —z, obtemos a segunda equagao, ou seja, nos
complexos, as duas equagcoes sao reduntantes. Isso define os autoespagos:

V(T,i) = {(&§mn);n = —il} = {(§, —if); § € C} = span{(1, —i)}

V(T, =) ={(&n)in = ig} ={(&,i€); § € C} = span{(1,i)}
ambos de dimensao 1. Como a dimensao do espaco é dois, temos
C*=V(T,i)® V(T,—i)
Além disso, na base 6 = {(1, —i), (1,4)}}, temos

wefi

O que faz isso funcionar é o fato de C ser um corpo algebricamente fechado, o que
significa dizer que qualquer polindmio nao constante sobre os complexos possui raiz.
Neste exemplo, o polinémio em questao é A2+ 1 = 0. Essa propriedade dos complexos
serd explorada na proxima se¢ao, para garantir que todo operador linear sobre um
espago vetorial complexo de dimensao finita possui autovalor.
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Um resultado que é trivial mas que nao custa ressaltar é o de que um autoespacgo
é um subespago invariante pela transformacao.

PROPOSIGAO 1.1. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
suponha que X seja um autovalor de T. Entao o autoespago V (T, ) = ker(T—Al) é um
subespago invariante por T, com T(V(T, X)) = V(T,A), se A #0, e T(V(T,\)) = {0},
se A= 0.

DEMONSTRAGAO. De fato, se u € V(T,\), entao Tu = Au € V(T,\), mostrando
que V(T,\) é invariante. Caso A = 0, entdo naturalmente Tu = 0, para todo
u € V(T,\), de modo que T(V(T,\)) = {0}. Se A # 0, dado u € V (T, ), basta
tomar v = u/\ para obter Tv = Tu/\A = Au/\ = u, mostrando que T(V (T, \)) =
V(T,\). O

1.3. Espectro de um operador. O conjunto de autovalores é de fundamental
importancia no estudo de um operador. Vamos ver que, a partir dele, pelo menos
em dimensao finita, podemos caracterizar completamente um operador, obtendo que
ele é similar a uma forma candénica dentro de uma classe finita bem definida de
formas candnicas. Ou seja, conseguimos identificar por completo um conjunto de
representantes do espago quociente £(X)/ ~, segundo a relacao de similaridade de
operadores.

Em dimensao finita, esse conjunto de autovalores leva o nome especial de espectro.
Em dimensao infinita, no entanto, esse conjunto de autovalores nao é suficiente. Por
isso o conceito de espectro é generalizado de uma maneira ligeiramente diferente,
dependendo de (T — Al) ser ou ndo um isomorfismo de X, ou seja, ser ou ndo uma
bijegao em X (veja Definigao 2.3), como se segue.

DEFINICAO 1.3. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T € L(X) um operador em X. O espectro de T, denotado por o(T), € definido
por

o(T)={X €K, (T = Al) nao é um isomorfismo de X}.

Como dito acima, em dimensao finita, isso é equivalente ao conjunto de autovalo-
res.

TEOREMA 1.1. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T € L(X) um operador em X. Supondo X de dimensao finita, o espectro o(T)
de T € formado pelo conjunto de autovalores de X.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 1.2, o operador (T — Al) é bijetivo se, e somente
se, ker(T — Al) = {0}, o que é equivalente a dizer que nao existe um vetor nao nulo u
tal que (T — Al)u = 0, o que significa dizer que A nao é autovalor de T. Dito de outro
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modo, A € o(T) se, e somente se, A é um autovalor de T, ou seja, o espectro, no caso
de dimensao finita, é exatamente o conjunto de autovalores do operador. 0

OBSERVACAO 1.4. Em dimensao infinita, podemos ter o nucleo de T — Al nao
trivial, ou seja, T — Al injetivo, mas sem que T — Al seja bijetivo. Nesse caso, o
espectro contém nao apenas autovalores, mas outros escalares também. Em espacos
normados de dimensao infinita, um conceito que veremos no Capitulo 11, podemos
diferenciar os casos em que T — Al nao é sobrejetivo e com a imagem podendo ser densa
no espago ou nao. Assim, temos o espectro dividido em trés partes. O espectro pontual
o,(T) feito dos escalares A tais que T — Al ndo é injetivo, ou seja, os autovalores. O
espectro continuo o.(T) em que T — Al é injetivo mas nao é bijetivo e a sua imagem ¢é
densa no espago (i.e. o fecho da imagem ¢é o espago todo). O espectro residual o,(T)
em que T — Al é injetivo mas a sua imagem nao ¢ nem densa no espaco todo.

De qualquer forma, para todo A fora do espectro, temos que T — Al é um isomor-
fismo do espaco. O conceito de raio espectral nos da uma limitacao do espectro.

DEFINICAO 1.4. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T € L(X) um operador em X. O raio espectral de T é definido por

p(T) = sup |}
Ao (T)

OBSERVAGAO 1.5. Em dimensao finita, esse raio espectral é sempre finito e é o ma-
ximo dos modulos dos autovetores. Veremos mais adiante que o ntimero de autovalores
¢, no maximo, igual a dimensao do espago, digamos Ay, ..., Ag, com k < n = dim(X).
Nesse caso, p(T) = max{|\|,...,|\x|}. Veremos, no Capitulo 11, que, mesmo em
dimensao finita, se consideramos um operador T limitado (veja Defini¢ao 2.6), entao
p(T) também é finito.

CURIOSIDADE 1.1. O espectro aparece de forma fundamental em conjunto com o
tratamento de operadores via formula de Cauchy, de integracao complexa. Veja, por
exemplo, Observacao 3.1.

2. Diagonalizagao no caso de um conjunto completo de autovetores

Se for possivel encontrar uma base formada por autovetores, entao decompor
0 espago nos autoespacos associados aos autovalores caracteriza completamente o
operador através de simples operadores de mudanca de escala, em cada autoespaco.
Do ponto de vista de representacao matricial, o operador toma a forma diagonal,
nessa base.
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2.1. Autoespacgos de autovalores distintos. Um resultado importante, que
iremos explorar, é o de que autoespagos de autovalores distintos sao independentes.
Isso sera fundamental para a decomposicao do espago em subespagos invariantes em
que um determinado operador atua de uma forma mais simples. Primeiramente,
vamos ver o caso de dois autoespagos, apenas para efeitos didéticos, visto que a
demonstracao no caso geral pode ser feita de maneira independente.

PROPOSIGAO 2.1. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Sejam A, u € K autovalores distintos de T. Entao

V(TN N V(T ) = {0},

onde V(T,A) =ker(T — Al) e V(T, u) = ker(T — pl) sao os autoespagos associados a
A e .
DEMONSTRAGAO. Suponha que u € V(T,A\) N V(T, ). Nesse caso, temos Tu =
Au e Tu = pu, de modo que
Au = pu.
Como A # pu, entao u = 0. O

Agora, vamos ao caso de autoespacos de varios autovalores distintos.

PROPOSIGAO 2.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial
X sobre um corpo K. Sejam Ai,..., N\ € K autovalores distintos de T. FEntao os
autoespagos V (T, \;) = ker(T — \;l) sdo subespagos independentes entre si, de modo
que vale a soma direta

DEMONSTRAGAO. Gragas ao Teorema 1.1, basta mostrar que, se u; € V(T,\;),

j=1,...,k, com
wtu+--+u =0, (2.1)

entao cada u; = 0 ¢ nulo. Como de habito, podemos mostrar isso por inducao em k.
Se k = 1, 86 temos um autoespago e a condigao (2.1) se reduz a u; = 0, que nos diz
diretamente que u; deve ser nulo.

Agora, supondo o resultado valido até k— 1, aplicamos (T — ;1) a expressao (2.1),
de modo que

O+(T—)\1|)u2—|—-~~—i—(T—)\ll)uk:0.

Como cada u; ¢ autovetor, isso nos da

(A= A)ug + -+ (A — A)u, = 0.
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Pela hipotese de inducao, isso significa que

(A — A)u; =0,
para 7 =2,..., k. Como os autovalores sao distintos, entao
u; =0,
para j = 2,...,k. Por fim, como todos esses vetores se anulam, (2.1) nos diz que
u; =0,
completando a demonstragao. U

2.2. Diagonalizagao.

TEOREMA 2.1. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X de

dimensao finita n = dim(X) € N. Suponha que {wy,...,w,} seja uma base formada
por autovetores de T, associados a autovalores Aq, ..., \,, distintos ou nao. Entao, a
representacao [T]s de T nessa base é a matriz diagonal
N0 - 0
0 A '
Te=1| " (2.2)
: - 0
0 .- 0 A,

DEMONSTRAGAO. Seja 6* = {{fi,...,f.}} a base dual a &. Isso significa que

(fi,w;) = d;; € o Delta de Kronecker. Agora, a matriz [T]; = (aw)iﬁj ¢ dada pelos

coeficientes a;; = (f;, Tw;). Assim, usando que cada w; é um autovetor, temos
ai; = (Fi, Twj) = (i, \jwy) = Aj(Fi, wj) = Ay,
que ¢ exatamente a matriz (2.2). O

No Teorema 2.1, definindo P; como sendo o operador projecao sobre span{w,} ao
longo de span{wy, ..., W,_1, W;41,..., W, }, podemos escrever

| =P, +---+P,

Mas os autovalores podem ser repetidos, com autoespagos de dimensao maior do que
um, sendo mais natural juntar os autovetores iguais nos seus respectivos autoespacos
e reescrever isso da seguinte maneira.
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TEOREMA 2.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de

dimensao finita n = dim(X) € N, com autovalores Ai,...,  \g, com 1 < k <mn, com
autoespagos de dimensio n; = dim(V(T,\;)), 7 =1,...,k. Suponha que
n=mny+---+ n. (2.3)
Entao
X=V(T,M)&---aV(T,\). (2.4)

Além disso, definindo P; € Z(X) o operador projegao sobre V(T,\;) ao longo de
@iV (T, N;), entdo

=Py +---+Pyg (2.5)
e

T=MNPy+-- 4+ NPy (26)
A representagao matricial em uma base 6 = 6,U---Uby formada pela uniao de bases
arbitrdrias 6; = {wi, ... ,WZLJ,} de cada autoespago V (T, ;) toma a forma de blocos

)\1:[711

Ao,

[T]s = t . (2.7)

DEMONSTRACAO. Como os autoespacos sao independentes, conforme visto na
Proposicao 2.2, e as dimensoes deles somam até a dimensao do espago, garantido pela
condigao (2.3), entao o espago todo X é soma direta dos autoespagos, provando (2.4).
Gracas a isso, as projecoes P; somadas dao a identidade, nos dando (2.5).

Em cada autoespago, temos Tu = A;u, para todo u € V(T, A;), o que nos da, em
geral, que
para todo u € X. Assim, usando (2.5), temos

Tu=T((Piu+---+Pru)=\Piu+--+ NPru= (NP + -+ X\Pp)u,

o que significa dizer que vale a identidade (2.6).
Por fim, na base 6 = 6, U --- U 6, conforme descrita no enunciado, sendo 6* a
base dual com funcionais {i*, 7 =1,...,n,, m=1,...,k, temos

(57 Tw]) = A (57 wi) = AjOm;0u,
ou seja, (fi, Twlj) = 0, em diferentes blocos m # 7j; <f{, wa> = 0, no mesmo bloco

m = j mas fora da diagonal, i.e. i # [; e apenas (f/, Tw]) = );, no mesmo bloco
m = j e na diagonal | = i, provando (2.7). O
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A condicao de termos uma base formada por autovetores pode ser garantida caso
tenhamos n autovalores distintos, onde n ¢ a dimensao do espaco. Isso é consequéncia
imediata do Teorema 2.2.

COROLARIO 2.1. Suponha que T € £(X) tenhan autovalores distintos Ay, ..., Ay,
associados a autovetores Wi, . .., W,, respectivamente, em um espaco vetorial X de di-
mensao finitan € N. Entao 6 = {w,...,w,}} forma uma base de X de autovetores

de T, de forma que o Teorema 2.1 se aplica.

DEMONSTRAGAO. Cada autoespago tem dimensao no minimo um. Como sao n
autovalores, entao necessariamente a dimensao n; de cada um deles deve ser exata-
mente n; = 1, com ny+...4+n, = n, de modo que podemos aplicar o Teorema 2.2. [

EXEMPLO 2.1. Considere o operador T : R® — R? dado por
T(x,y,z) :TA<:C7Z/7’Z) = (Qw—y+z,x+z,x—y+2z),

associado & matriz

2 -1 1
M.=A=[1 0 1],
1 -1 2

na base canonica €. Os autovalores sao 1 e 2, com

V(T,)={y=a+z} ={(z,y,2); y=ax+ z} ={(r,r + s,5); r,s € R}

V(T,2) ={z=y =z} ={(z,y,2); 2 =2 =y} ={(s,5,9); s € R},
Observe que
ny =dim(V(T,1)) =2, ny=dim(V(T,2)) =1, n;+ny=3=n=dim(X).

Portanto, a operador é diagonalizavel. Podemos tomar {(1,1,0),(0,1,1)} como base
de V(T,1) e {(1,1,1)} como base de V(T,2). Assim, temos a base de autovetores

6 = {(1,1,0),(0,1,1), (1,1, 1)}}.

que gera subespagos invariantes. Para obtermos a representacao de T na base @,
aplicamos o operador a cada vetor da base e representamos o resultado em termos
dos vetores da base,

T(1,1,0) = (1,1,0) = 1(1,1,0) + 0(0,0,1) + 0(0, 1,0),
T(0,1,1) = (0,1,1) = 0(1,1,0) + 1(0,0,1) + 0(0, 1, 0),
T(1,1,1) = (2,2,2) = 0(1,1,0) + 2(0,0,1) + 0(0, 1,0).
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Como era de se esperar, obtemos uma representacao em forma diagonal, com os
autovalores na diagonal, na ordem dos respectivos autovetores da base, i.e.

[Tle = M5 [Te[l]e = M AM =

€

o O =

0
1
0

OO

onde

¢ a matriz mudanca de base, da base ¢ pra base canoénica .
Vamos, agora, ver um exemplo com autovalores complexos.
EXEMPLO 2.2. Considere o operador T : C* — C? dado por

associado & matriz

02 —1
A=[T.=| 11 —2{,
—2 2 1

representando T na base canodnica e. Os coeficientes reais e esse operador também
pode ser visto como um operador linear restrito a R?, mas alguns dos seus autovalores,
2,1, —i, sao complexos, com

T(1,1,0) = 2(1,1,0)
T(1—3i,2—4,1—3i)=i(1—3i,2—i,1— 3q)
T(143i,2+i,1+3i) = —i(143i,2 + 1,1 + 30).

Escolhendo a base de autovetores
6 ={(1,1,0),(1 = 34,2 — 4,1 = 3i), (1 + 3¢,2+4,1 + 3i) }},

obtemos a representacao diagonal
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onde M = [I]¢ ¢ a matriz mudanca de base, da base 6 para a base canénica ¢, dada
por
1 1-3c 143
M= |1 2-i 2+
0 1—-3i 1434

3. Autovalores complexos e forma triangular superior

Se existir uma base de autovetores, podemos, em principio, obter uma represen-
tacao na forma diagonal. Mas algumas questoes ainda se impoem. Como podemos
verificar a existéncia de uma base de autovetores e obter essa base, caso ela exista?
O que podemos fazer caso uma base de autovetores nao exista?

Nesse sentido, vamos verificar a existéncia de autovalores no corpo dos complexos
e a existéncia de uma forma triangular. Em seguida vamos buscar refinar essa repre-
sentacao em uma forma diagonal em blocos, com blocos, de certa forma, minimos.

Um ponto fundamental é que, no corpo dos complexos, todo operador linear em
um espago de dimensao finita possui pelo menos um autovalor. Isso sai do fato de
que todo polindmio complexo possui pelo menos uma raiz. Vejamos esse resultado
e outros que podem ser deduzidos dele sem muita dificuldade, como a existéncia de
uma representacao em forma triangular.

3.1. Existéncia de autovalores complexos. O préoximo resultado é funda-
mental.

TEOREMA 3.1 (Existéncia de autovalor complexo em dimensao finita). Seja T €
ZL(X) um operador linear em um espag¢o nao trivial de dimensao finita X sobre o
corpo C dos complexos. Entao T possui pelo menos um autovalor.

DEMONSTRAGAO. Seja n = dim(X). Como X é de dimensdo finita e é nao
trivial, entao n € N. Seja u € X nao nulo e considere a sequéncia de n + 1 vetores
u, Tu,..., T"u. Como essa sequéncia tem mais vetores do que a dimensao do espago,
eles formam, necessariamente, um conjunto linearmente dependente. Assim, existem
escalares complexos ¢y, ..., ¢, € C, nem todos nulos, tais que

cou+cTu+---¢,T"u=0.

Como u # 0, entao nao podemos ter apenas ¢y diferente de zero. Algum coeficiente
¢k, k > 1, deve ser diferente de zero. Seja k o maior coeficiente nao nulo, de forma
que 1 <k<ncomc,#0e

cou+c;Tu+---¢.Tha = 0. (3.1)
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Considere, entao, o polinomio de grau k

p(2) =co+erz+ - cp2
Como ¢ # 0 com k > 1, o polinémio p = p(z) nao é constante. Como todo polino-
mio complexo nao constante pode ser fatorado como produto de monoémios, existem
(1,...,(x € C, nao necessariamente distintos, tais que

p(2) =z — Q)2 = G2) - (2 — Gr)-

Assim, podemos escrever

p(T) = a(T = GH(T = Gl - (T = Gl).
Da condi¢ao (3.1), temos
p(Mu=cp(T=GNH(T =Gl - (T = ¢lu=0.
Nesse caso, devemos ter
(T—Ghv =0,

para algum ¢ = 1,...,n e algum v # 0, onde

u, se i =k,
vV =
(T—=Cipa) - (T—=Chu, sel<i<k.

Isso quer dizer que
Tv = Civu

com v # 0, ou seja, (; € um autovalor com autovetor associado v, provando que existe
pelo menos um autovalor complexo. O

OBSERVACAO 3.1. A demonstracdo do Teorema 3.1 nao quer dizer que todos
as raizes (y,...,(, sejam autovalores nem que todos os autovalores sejam raizes do
polinémio, como ocorre na fatoracao do polinémio caracteristico visto nos cursos
iniciais de Algebra Linear e que sera visto mais pra frente. O polinémio construido
acima depende do vetor inicial u, nao é uma propriedade tinica do operador. E isso
também nao quer dizer que um vetor u qualquer seja um autovetor. O autovetor v
da demonstracao é obtido de u, iterando os monomios obtidos a partir do préprio u,
como em uma “auto-corre¢ao” de rumo. O Exemplo 3.1 ilustra um caso das raizes do
polinémio nao capturar todos os autovalores, enquanto que o Exemplo 3.2 ilustra um
caso do polindémio possuir raizes que nao sao autovalores. O Exemplo 3.3 ilustra um
caso com autovalores complexos.
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OBSERVAGAO 3.2 (Subespagos de Krylov). Usamos a hipotese do espago ser de
dimensao finita para deduzir que a sequéncia u, Tu, ..., T™u forma, necessariamente,
um conjunto linearmente dependente. Essa sequéncia esta associada aos chamados
subespacgos de Krylov, de ordem k, onde

K5 (T,u) = span{u, Tu,..., TF u}.

Eles formam um conjunto nao decrescente de subespacos de X. E sao encaixantes, no
sentido de que TH (T, u) C FHj41(T,u). Subespagos de Krylov aparecem em métodos
numeéricos iterativos, para, por exemplo, encontrar autovalores e autovetores e na
resolucao de sistemas lineares de alta ordem, onde métodos diretos sao mais custosos.
E também sao vistos na construgao da forma canoénica de operadores nilpotentes (veja
Observagao 2.1).

EXEMPLO 3.1. Para efeito ilustrativo, vamos ver quem sao o polinémio p, as raizes
(; e o vetor v, do Teorema 3.1, em exemplos especificos. Considere, como primeiro
exemplo, o operador T : R? — R? definido por

T(z,y,2) = (,2y,32),  (2,y,2) € R?,

cujos autovalores sdo 1, 2 e 3. Seja u = (1, 1,0) e considere a sequéncia de vetores u,
T(u), T?(u), e T?>(u), que nesse caso formam o conjunto

{(1,1,0),(1,2,0),(1,4,0), (1,8,0)}.

Sdo quatro vetores em R3, portanto linearmente dependentes. (Podemos conside-
rar isso em C?, também, mas, nesse exemplo, as raizes sao reais entao isso nao é
necessério.) Temos, por exemplo,

2(1,1,0) — 3(1,2,0) + (1,4,0) + 0(1,8,0) = (0,0,0).

Nesse caso, o polindmio p é
p(z) =23z + 2%
Suas raizes sao reais, iguais a 1 e 2, que sao parte dos autovalores, mas nao sao todos.

Podemos escrever
p(z)=(-1(E-2)=(-2)(z-1)
Como u = (1,1,0) ndo é autovetor, entao obtemos que
(T—=2h)u=(1,2,0)—2(1,1,0) = (-1,0,0)
¢ autovetor associado ao autovalor 2 e
(T—DHu=(1,2,0)—(1,1,0) = (0,1,0)

é autovetor associado ao autovalor 1. Nesse exemplo, as duas raizes de p sao auto-
valores do operador, que também possui outros autovalores. Observe que o vetor u
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escolhido inicialmente pertence ao subespaco gerado pelos autoespacos de 1 e 2, por
isso ele nao “enxerga” o autovalor 3. A questao, agora, é se é possivel obter um exem-
plo em que o polindémio possui raizes que nao sao autovalores do operador. Vejamos
o préoxima Exemplo 3.2.

EXEMPLO 3.2. Considere, agora, o operador (nilpotente) N(z,y) = (y,0). Seja
u = (1,0). Entao a sequéncia u, Nu,N*u ¢é (1,0),(0,0),(0,0). Podemos escolher
co = 0 e ¢y, co arbitrarios que vale

co(1,0) + ¢1(0,0) + ¢2(0,0) = (0,0).

Assim,
c
p(2) = 12 + 2% = 2 (2 + C—:> = oz = Q)2 — G)
com 1
Cl = 07 CQ - T
Ca

Assim, encontrarmos o autovalor nulo (; = 0 e uma outra raiz qualquer (s, visto que
¢1 e ¢y sao arbitrarios. Escolhendo ¢; =0 e ¢a # 0, entdo (; =0 e p(z) = c22%. Mas
para ¢y, co # 0, temos que (3 nao é autovalor.

EXEMPLO 3.3. Como ultimo exemplo, vamos considerar a rotacdo R(z,y) =

(—y,z) em (x,y) € R? Tomando u = (1,1), temos Ru = (—1,1) e R®u = —u.
Portanto, o polindémio anulador de u é
p(z) =1+ 2%,

que nao possui raizes reais. Para isso, precisamos considerar a complexificacao
R, n) = (—n,8), (§,m) € C?, de R. Agora, sim, podemos considerar a fatoragao

p(z) =1+2°= (2 —i)(z+1).
Com isso,
p(R) =1+R*= (R—il)(R+il) = (R+il)(R —1il).
Temos que
v=R+ihu=(-1,1)+4i(1,1)=(—1,i+1)
é autovetor associado ao autovalor i, visto que
Ri—1,i+1)=(—i—1,i—1)=i(i —1,i+ 1) =1v.

Da mesma forma, pode-se verificar que v = (R — il)u é autovetor associado ao au-
tovalor —i. Observe, para concluir, que p(R) = 0 é nulo, pois ele coincide com o
polinémio caracteristico (e com o polindmio minimal, que também veremos mais pra
frente). Mas, como visto nos outros exemplos, nem sempre teremos o polindémio p(T)
construido no Teorema 3.1 se anulando em todo o espago.
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3.2. Forma triangular superior. Obter a forma diagonal de um operador dia-
gonalizavel ou a forma de Jordan de um operador qualquer, em dimensao finita, nao
é algo tao imediato. Mas a forma triangular nao requer muito esforco.

No caso de uma matriz triangular superior n X n, ou seja, da forma

a1 Qi -+ o Qin
O a22 ... ... a2n

Y
0 e 0 ann

vemos que um vetor com as tltimas colunas nulas ¢ levado em outro vetor com (pelo
menos) as mesmas tltimas colunas nulas, i.e.

(xl,asg,...,a:j,O,...,O)>—><E LT, E agkxk,...,ajjxj,O,...,O).

1<k<j 2<k<j

Podemos ver isso, mais facilmente, usando uma estrutura de blocos,

A B|(p\ [Ap
o Dj\o) \ 0 )
com as dimensoes apropriadas.
Em termos de subespagos vetorias, podemos dizer que
Tspan{ey,...,ex} C span{ey,...,e;},

ou, de outra forma, que span{ey,...,e;} é invariante por T, conforme visto para
blocos na Se¢ao 2.4 do Capitulo 6. Mais geralmente, temos a seguinte versao mais
detalhada do Teorema 2.3 do Capitulo 6.

TEOREMA 3.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensdo finita n = dim(X) € N. Se 6 = {{wy,...,w,}} € uma base de X tal que

T(span{wy,- -, w;}) C span{wy, -+, w;},
para todo j = 1,...,n, entao a representacao de T na base & tem a forma triangular
_a’]_]_ a12 DY DY a']_'n,_
O 0/22 PR DY a2n

M= | & b (3.2)

0 oo .. 0 apm,
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DEMONSTRAGAO. Basta observar que, dado um vetor
u=2x,Wy + -+ W, € span{wy,--- , W,}
a sua imagem Tu também esta em neste espago gerado, i.e.
Tu=y,w; +---+y;w; €span{wy, -, w;},

para coeficientes apropriados, de forma que, para ¢ > j, a coordenada i de Tu, se
anula, restando uma forma triangular superior.

Ou, de outra maneira, considerando a base dual 6* = {f.,..., frf}}, temos que
os coeficientes (f;, Tw;) de [T]s se anulam para i > j, visto que Tw; span{wy, ..., w,}
e {fi,we} =0, para 1 < ¢ <. O

3.3. Existéncia da forma triangular superior. No caso de espagos vetoriais
complexos, como a existéncia de autovalor esté garantida, podemos usar um método
indutivo para deduzir que um operador sempre possui uma forma triangular.

TEOREMA 3.3. Seja T € L(X) um espago vetorial complexo X de dimensao finita
n =dim(X) € N. Entao eziste uma base 6 satisfazendo as condigoes do Teorema 3.2
e, portanto, T possui a forma triangular superior nessa base.

DEMONSTRAGAO. Se dim(X) = 1, entao [T]s = [a] para algum escalar a, em
qualquer base, que é trivialmente triangular (i.e. T(span{w;}) C span{w;}, para
qualquer base {w;}), sendo o resultado valido nesse caso.

Considere, agora, n = dim(X) > 1 e suponha o resultado vélido em qualquer
espaco de dimensao estritamente menor do que n. Vamos mostrar que também vale
para n.

Seja, entdao, T € £(X) arbitrario em X, onde dim(X) = n. Como o espago ¢
complexo de dimensao finita, existe pelo menos um autovalor A\; de T. Seja wy # 0
um autovetor de T associado ao autovalor A;. Considere o subespago S = span{wy }.
Como w; é autovetor, o subespago S é invariante por T >

Tomemos um complementar qualquer S’ de S, de modo que

X=858¢9.
Seja P € £(X) a projecao sobre S ao longo de S, com Q = | — P sendo a projegao
sobre S ao longo de S. O operador

T =QT|s

é um operador em S’ e a dimensdo de S’ é n — 1. Pela hipotese de indugdo, existe
uma base
/
6 ={wy, ..., W,}
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tal que [T1]sr = [QT|s/]sr € triangular superior. Vamos mostrar que
6 = {wy,wo,...,w, }}

¢ uma base em que o proprio T é triangular superior.

Para isso, sendo 6* = {{f1,...,f,}} a base dual associada a 6, temos que mostrar
que (f;, Tw;) =0, para i > j.

Sabemos que Tw; = A\;wq, pois w; é autovetor. Assim,

<fi7TW1> = )\1<fi,W1> =0,
para ¢ > 1, o que segue da dualidade entre as bases.
Também sabemos que (f;, QTw;) = 0, para ¢ > j > 2, visto que [QT|g]s €
triangular superior e {{fa,...,f,}} é base dual a 6’. Com isso, para i > j > 2, temos

(fi, Twj) = (fi, PTw;) + (f;,QTw;) =0+ 0 =0,

onde o primeiro termo se anula porque PTw; projeta em span{w;} e (f;, w;) = 0
para ¢ > 1, enquanto que o segundo termo se anula pela hipdtese de inducao. Isso
completa a demonstracao. 0

EXEMPLO 3.4. Considere, novamente, o operador T : R3 — R3, do Exemplo 2.1,
dado por

TA(‘Tayaz) = (2$—y+2,$+271}—y+22),
associado & matriz

2 -1 1
A=1]1 01
1 -1 2

Podemos verificar que a base
= {{(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1) }
gera subespagos invariantes encaixantes,
Sy =span{(1,1,0)}, Sy =span{(1,1,0),(0,0,1)},
S ={(1,1,0),(0,0,1),(0,1,0)} = R®.

Para obtermos a representacao de T na base 6, aplicamos o operador a cada vetor da
base e representamos o resultado em termos dos vetores da base,

T(1,1,0) = (1,1,0) = 1(1,1,0) + 0(0,0,1) + 0(0, 1,0),
T(0,0,1) = (1,1,2) = 1(1,1,0) + 2(0,0,1) + 0(0, 1, 0),
T(0,1,0) = (—=1,0,—1) = —1(1,1,0) — 1(0,0, 1) + 1(0, 1, 0).
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Assim, obtemos a forma triangular superior

11 —1
Ty =M'AM= |0 2 —1],
00 1
onde
100
M=[]=|1 01
010

¢ a matriz mudanca de base, da base ¢ pra base canoénica .

OBSERVACAO 3.3. Na demonstracao do Teorema 3.3, também podemos considerar
o subespaco S como sendo todo o autoespago associado ao autovalor A, i.e. S =
V(T,A) = ker(T — Al), e entdo complementar com um subespago S’ qualquer, X =
S @S, que sera de dimensao n; =n —dim(V(T,\)) < n.

OBSERVACAO 3.4. Uma outra maneira de demonstrar o Teorema 3.3 é considerar
S = Q(T — )A), que é invariante por T, e complementar esse subespa¢o com um
subespaco qualquer S’, de modo que X = S&@ S’. Sendo A um autovalor, o subespaco
S" tem dimensao ny = dim(.S”) menor do que n = dim(X) < co. Se ny = 0, entdo X =
ker(T—1) = V(T,\) e, assim, T = Al, com a matriz sendo diagonal em qualquer base.
Se 1 < n; <n,entdo S e S’ tém dimensoes estritamente menores do que n e, por uma
hipotese de indugao, ambos possuem bases em que sao triangulares superiores. Pela
invariancia de S, quaisquer bases que tomarmos para S e S’ podem ser combinadas,
nessa ordem, para nos dar uma base 6 de X em que [T]s é triangular superior em
blocos. Escolhendo bases em que cada bloco da diagonal é triangular superior, a
matriz completa [T|s também serd triangular superior. Deixamos a verificagao dos
detalhes desse argumento como Exercicio 5.4.

3.4. Autovalores e a diagonal da forma triangular. De posse da forma
triangular, podemos deduzir que todos os elementos da diagonal sao autovalores, nos
dando, portanto, n autovalores, contando multiplicidades, onde n é a dimensao do
espago. Os elementos da diagonal podem ser obtidos via base dual, conforme feito no
Teorema 2.1.

TEOREMA 3.4. Seja T € L(X) em um espago vetorial complezo X de dimensao
finita n = dim(X) € N e seja 6 = {wy,...,w,}} uma base satisfazendo as condigoes
do Teorema 3.2, com T possuindo forma triangular superior nessa base. Entao, todos
os elementos da diagonal dessa representacao sao autovalores de T.
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DEMONSTRAGAO. Seja [T]s = (a;j);; a forma triangular superior de T nessa base,
de modo que a;; = 0 quando 7 > j. De maneira geral, temos, por conta da forma
triangular superior, que

TWj = aljwl + .- —|— aann = aljwl + cee aijj, (33)
Em particular, para j = 1, temos
Tw; = a;1wy,

ou seja, A\; = a1 é autovalor, com autovetor wy.
Agora, para 1 < j < n, observe, de (3.3) que, passando o ultimo termo para o
lado esquerdo,

(T —a;)w; = a;;wi + -+ 4+ a(j_1);Wj—1 € span{wy, ..., W;_1},
Além disso, para 1 <1 < j — 1, temos, por conta da forma triangular superior, que
(T—aj;l)w; = ay;wy +- - - +a;w; —aj;w; € span{wy,..., w;} Cspan{wy,..., w;_1}.
Logo,
(T — ay;l) span{wy, ..., w;} Cspan{wy,...,w;_1} G span{wy,..., w;}.

Aplicando o Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem ao operador (T — aj;1) restrito ao
subespagco j-dimensional span{wy, ..., w;}, vemos que
dim(ker(T — aj;l)) = j — dim(Im(T — ay;l))
> j —dim(span{wy,..., w;1})=j—(j—1) =1
Portanto, existe pelo menos um vetor nao nulo u; no niicleo de T —aj;1, o que significa
que
(T = aj;hu; =0,
que por sua vez nos da
Tu; = ajuy,
com u; # 0. Em outras palavras, \; = a;; ¢ um autovalor, com autovetor associado

u; € span{wy,...,w;}.
Como isso vale para todo j = 1,...,n, a demonstracao esta completa. 0
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OBSERVACAO 3.5. E instrutivo enxergar a demonstracao do Teorema 3.4 na forma
matricial. Temos

* .. * * * .. * * ... * * * .. *
* K % * * Kk K *
[T]s = aj; * x|, [T —ajlls= * *
* * * *
* *
Assim, se aplicamos (T — a;;1) a um vetor u em span{wy, ..., w;}, obtemos
EEEEEEE Ik B B et *
* Kk ok | | * *
[T —aj;ljsu = * x| |*x|=1]10]{,
* *| |0 0
* 0 0
ou seja, descemos pelo menos uma dimensao, para span{wy, ..., w;_1}. Desse modo,

o nucleo de T — a;;| nao pode ser trivial e a;; é autovalor.

OBSERVAGAO 3.6. Lembremos que, usando a base 6 = {wy,...,w,}} e a base
dual 6* = {f1,...,f.}}, no Teorema 3.4, os elementos a;; da diagonal, que sao auto-
valores, sao dados por a;; = (f;, w;).

O resultado acima diz que todos os valores da diagonal sao autovalores, mas nao
quer dizer que todos os autovalores estao na diagonal. Ou seja, em principio, poderia
ter algum outro autovalor que nao aparece em uma determinada forma triangular. E
claro que, dado um autovalor, podemos comecar a construir a base com um autove-
tor associado a esse autovalor, de forma que ele apareceria como primeiro elemento
da diagonal dessa base assim construida. Mas isso nao quer dizer, ainda, que esse
processo abarcaria todos os autovalores. O resultado a seguir garante isso.

TEOREMA 3.5. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X de dimensao finita n = dim(X) € N e seja A um autovalor de T. Suponha
que 6 = {wy,...,w,}} seja uma base satisfazendo as condi¢oes do Teorema 3.2,
com T possuindo forma triangular superior nessa base. FEntao, para algum inteiro
1 < j <mn, temos A = a;;, onde a;; ¢ um elemento da diagonal da representacao
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[Tls = (al])zjj de T nessa base. Ou seja, todos os autovalores de T aparecem na
diagonal de qualquer forma triangular superior de T.

DEMONSTRAGAO. A ideia é comegar escrevendo um autovetor u, de um autovalor
A, Como

u:$1W1+...+$jo,

onde j é o maior inteiro tal que x; é nao nulo na representacao de u na base 6. Em
seguida, observamos que, por um lado, como u é autovetor,

Tu = \u=A\z;w; + ...+ A\z;wj,

enquanto que, usando a forma triangular superior, temos

Tu=zTw; +... +2;Tw;

= (a1 + @129 + - + a12;) W1 + (a2 + -+ - + ag;T;)Wa + - + aj;TW;
Como os coeficientes sao tinicos, temos
)\ZL‘]‘ = ajjxj,
sendo que xz; # 0, ou seja,

O

OBSERVACAO 3.7. Os resultados acima garantem que todos os elementos da diago-
nal de uma forma triangular sao autovalores e todos os autovalores estao na diagonal
de qualquer forma triangular. Mas nao garantem, que, caso a diagonal tenha au-
tovalores repetidos, as multiplicidades deles serao sempre as mesmas em qualquer
forma triangular. Mais precisamente, se os autovalores sao 2 e 3 em um espago de
dimensao trés, nao hé nada garantindo, até o momento, que eu nao possa ter uma
diagonal com elementos 2, 2, 3, em uma base, e 2, 3, 3, em outra. Mas esse resultado é
verdade, ou seja, todas as formas triangulares vao ter as mesmas diagonais, a menos
de permutacoes. Em particular, se o autoespaco do autovalor 2 tem dimensao dois
e o do autovalor 3 tem dimensao um, entao todas as formas triangulares superiores
terao, na sua diagonal, dois elementos iguais a 2 e apenas um elemento igual a 1. Nao
provaremos isso diretamente, porque, em particular, depende do conceito de autoes-
paco generalizado, que introduzimos a seguir. Vamos, entao, ver esse resultado sobre
a multiplicidade dos autovalores na diagonal como consequéncia do Teorema 2.3.
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4. Aplicagoes

5. Exercicios

Exercicios

5.1. Formule uma versao do Teorema 3.2 para obter uma representacao do ope-
rador na forma triangular inferior.

5.2. Formule e demonstre uma versao do Teorema 3.3 para a existéncia de uma
forma triangular inferior.

5.3. Formule e demonstre uma versao do Teorema 3.4 para a diagonal da forma
triangular inferior de um operador em um espaco vetorial complexo nao tri-
vial de dimensao finita.

5.4. Verifique as afirmativas do Observacao 3.4

5.5. Encontre o maior subespaco de Krylov (A, u) = span{u, Au,..., A*tu}
associado ao vetor u = (1,1,1,1) e & matriz

4 -1 0 O

10 =2 0 —1

A= -1 0 2 1

2 -1 0 2

5.6. Considere a matriz

—4 21 —16

A=|-5 18 —12

-4 12 -7
e o vetor u = (5,0,2). Mostre que {u, Au, A%u} ¢ linearmente dependente
e ache um polindmio p(z) = az? + bz + ¢ tal que aA?u + bAu + cu = 0.
Use esse polinomio para encontrar um dos autovalores de A e um autovetor

associado.
5.7. Considere, novamente, a matriz do Exercicio 5.6,

—4 21 -16
A=|-5 18 —12
-4 12 =7

mas agora com o vetor u = (1,0,0). Mostre que {u, Au, A%u, Au} ¢ line-
armente independente e ache um polinémio p(z) = az® + bz? + cz + d tal que
aA%u + bA%u + cAu + du = 0 e use esse polindmio para encontrar o outro
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autovalor de A (No Exercicio 4.3, pedimos para encontrar os autoespagos ge-

neralizados e, em particular, deduzir que esses sao os dois inicos autovalores

de A).

Seja X um espago vetorial complexo de dimensao finita n = dim(X). Sejam

A,B € £(X) dois operadores lineares em X que comutam entre si, i.e. AB =

BA.

(i) Mostre que se A ¢ um autovalor de A, entdo o autoespaco V(A ,\) ¢
invariante por B.

(ii) Mostre que existe um vetor w; que é autovetor de A e de B (com auto-
valores possivelmente diferentes).

(iii) Mostre que existe uma base 6 = {wy,...,w,}} tal que AS; C §; e
BS; C Sj, paratodo j =1,...,n, onde S; = span{wy, ..., w;} (ou seja,
ambos A, B podem ser representados por matrizes triangulares superiores
na mesma base 6 ).






CAPiTULO 10
Forma candénica de Jordan

If you listen very hard, the tune will come to you
at last.

— Stairway to Heaven (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Mesmo quando um operador linear nao ¢ diagonalizavel, é possivel construir uma
estrutura que organiza o operador em blocos quase diagonais. Essa ¢ a chamada
forma canodnica de Jordan. FEssa representacao candnica integra autovalores e au-
tovetores generalizados em uma configuragdo minima e universal. Ao decompor o
operador até a sua esséncia, as propriedades geométricas e algébricas que pareciam
desconexas finalmente se alinham, oferecendo uma visao completa e irredutivel da
acao do operador.

1. Autoespacgos generalizados

No caso diagonalizavel, obtemos uma base de autovetores. Mas nem sempre um
operador é diagonalizavel. Nesse caso, os autovetores nao sao suficientes para gerar
o espaco todo. Para isso, temos o conceito de autoespaco generalizado.

1.1. Autovetor e autoespacgo generalizados. No caso de um operador nilpo-
tente N € £(X), com indice de nilpoténcia k > 0, o tnico autovalor é A = 0, mas o
conjunto de autovetores nao gera o espago todo. De fato, vejamos o seguinte exemplo.

EXEMPLO 1.1. Seja N € Z(R?) dado por N(z,y) = (y,z). Entdo um par
autovalor-autovetor (A, u) satisfaz a equagao vetorial Nu = Au, que tem a forma

N(z,y) = (y,0) = Az, ).

Isso pode ser escrito na forma de sistema,

y = Az,
0= Ay,

277
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Se A\ # 0, entao y = 0 e, com isso, x = 0 também, logo A nao pode ser autovalor. Se
A =0, entao y = 0 e x pode ser qualquer real. Como um autovetor deve ser nao nulo,
entao devemos ter x # 0, y = 0 e A = 0. Ou seja, o tnico autovalor ¢ A = 0 e o seu
autoespago € o eixo ,

V(T,0) = ker(T — 0l) = ker(T) = {(z,y) € R*; y =0} = {(2,0) € R*, z € R}
= {eixo z} = span{(1,0)}.
Mas sabemos que N%(0,1) = (0,0). Na base canonica ¢ = {{(1,0), (0,1)}}, o operador

toma a forma
0 1

No exemplo acima, completamos a base com um vetor que nao é autovetor, mas
que de certa forma esté associado ao autovalor A = 0. Ele nao estd no nicleo de
T — Al, mas esta no nucleo de alguma poténcia desse operador. Nesse sentido, fazemos
a seguinte definicao.

DEFINIGAO 1.1 (Autovetor generalizado e autoespaco generalizado). Seja T €
L (X) um operador linear em um espago vetorial X sobre um corpo K. Seja A € K
um autovalor de T. Dizemos que u € X é um autovetor generalizado de indice

k € N quando u € ker(T — A)* \ ker(T — M)*=1. O congunto G(T,\) definido por
G(T,\) = [ ker(T — A
keN
¢ chamado de autoespaco generalizado de T, associado ao autovalor .
OBSERVAGAO 1.1. Naturalmente, no caso k = 1, temos ker(T — A)* = ker(T —
M) = V(T,)), com ker(T — Al)¥1 = ker(l) = {0}, de modo que um autovalor

generalizado de indice k = 1 é simplesmente um autovalor.

OBSERVAGCAO 1.2. Nao custa ressaltar que

V(T,\) =ker(T = \) C U ker((T — ADF) = G(T, \).
keN

O autoespaco generalizado é, também, um subespaco invariante pela transforma-
Gao.

TEOREMA 1.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X e
suponha que \ seja um autovalor de T. Entdo o autoespago generalizado G(T,\) =
Uken ker(T — Al) € um subespago invariante por T. Além disso, se u € G(T,\) é
um autovetor generalizado com indice k, entao Tu é um autovetor generalizado com
indice no mdxrimo k.
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DEMONSTRAGAO. Seja u € G(T,\). Entao existe k € N tal que (T — A)*u = 0.
Seja v = Tu. Entao

(T—=AM)v =(T=A)fTu=T(T - A)*u=T0 =0,

de modo que v = Tu € G(T, \), mostrando que G(T,\) é invariante por T. Além
disso, v tem um indice no méximo igual ao de u, como autovetor generalizado. [

OBSERVAGAO 1.3. No Teorema 1.1, o vetor v = Tu tem o mesmo indice k de u,
como autovalor generalizado, quando o autovalor A # 0, e tem indice k — 1, quando
A = 0. Deixamos a verificacao disso para o leitor, como Exercicio 4.1.

EXEMPLO 1.2. Tomemos como exemplo o operador linear em R3 associado a
matriz
01 3
A=|-4 4 4
0 0 3
Como veremos no Exemplo 2.2, os autovalores sao 2 e 3. Para A = 3, o autoespacgo ¢
dado por
y + 3z = 3z
-4 + 4y + 4z = 3y
3z = 3z

cujas solugoes sao dadas por y = 0 e z = x. Portanto, temos o autoespaco associado
V(A,3) ={y=0, z=2}={(s,0,5); s €R}.
Para A\ = 2, o autoespaco deve satisfazer é dado por

y 4+ 3z = 2z,
—4r + 4y + 4z = 2y,
3z = 2z

Nesse caso, z = 0 e o sistema se reduz a

y = 2z,
—4r + 4y = 2y,
cuja solucao ¢ y = 2x. Portanto,
V(A,2) ={(z,y,2); 2=0, y =2z} = {(r,2r,0), r € R}

Nesse caso, achamos dois autovalores, cada um com autoespaco de dimensao um.
Ou seja, nao ha como termos uma base de autovalores para diagonalizar o operador.
Vamos buscar um autoespaco generalizado de dimensao maior, para completar o
espaco.
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Vamos olhar para o nucleo de (A — 3I)%, que é dado por

5 -2 -5
(A-3I)%*= |8 -3 -8
0 0 0

O nicleo é dado pelas solugoes do sistema

5r — 2y — bz =0,
8xr — 3y — 8z = 0.

Multiplicando a primeira equacao por 8, a segunda por 5 e subtraindo uma da outra,
obtemos y = 0 e z = x, que é o proprio autoespago, ou seja

G(A,3) =V (A,3).
Vamos, agora, ver o autoespago generalizado associado ao autovalor 2. Como o espaco

tem dimensao trés, esperamos que G(A, 2) tenha dimensao dois, pois é o maximo que
o espago comporta dado que G(A,3) = V(A,3) tem dimensao um. Temos

00 1
(A—21)2=1{0 0 0
00 1

O ntcleo é dado pela solugao do sistema associado, que nesse caso se reduz a z = 0.
Logo,
G(A,2) =ker((A —21)?) = {z = 0} = {(z,9,0); =,y € R}.

EXEMPLO 1.3. No caso de um operador em X = R” associado a matriz

2 1 0 0 0 0 07
0210000
0020000
A=10 0 0 2 1 0 0f,
0000200
000O0O030
[0 000 0 0 3]

temos
V(A,2) = ker(A — 2I) = span{e;, e4},
ker(A — 2I)? = span{ei, ey, ey, €5}
G(A,2) = ker(A — 2I)* = span{e;, ey, e3,e4, €5}
V(A,3) = ker(A — 3I) = span{eg, e7}
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X=R"=G(A,2) ®V(A,3).

OBSERVAGAO 1.4. Em dimensdo finita, os subespagos ker((T — Al)*) devem parar
de crescer a partir de algum k € N finito, de modo que o operador (T — Al) restrito
ao autoespago generalizado G(T, A) é um operador nilpotente e vale

{0} Sker(T—=A) S -+ S ker(T — A" = G(T, \).

OBSERVACAO 1.5. Em dimensao infinita, podemos ter um autoespaco generalizado
também de dimensao infinita e com espagos estritamente crescentes ker(T — A\)¥, k €
N. De fato, considere X = 6(R) o espago das fun¢oes infinitas vezes continuamente
diferenciaveis e seja D = d/dt o operador derivada de uma funcao escalar = x(t).
O autoespaco de D associado a um A € R qualquer é a solugao geral da equagao
diferencial 1

x
i AT,
ou seja,
V(D) = {z € X; z(t) = Coe™} .

— tk—le)\t

Agora, para um k € N qualquer, temos que x(t) pertence ao nucleo de

(D — Al)*. Mais precisamente, podemos escrever
ker((D — A)*) = {(ao + art + ... + aj_1t* ")e™; ag, ..., a1 € R},
para k € N arbitrario. Com isso,
G(T,\) = | ker((D = M)¥)
keN
={(ap +art + ... +ar_t* e k€N, ag,...,ar_1 € R}.

Veja, também, o Exemplo 1.5 do Capitulo 8.

1.2. Independéncia de autoespacgos generalizados de autovalores distin-
tos. O resultado da Proposigao 2.1 se estende para autoespacos generalizados.

TEOREMA 1.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K. Sejam A, u € K autovalores distintos de T. Entao

G(T,\) NG(T, ) = {0},

onde G(T,\) = Upenker(T — A e G(T, 1) = Upen ker(T — pl)* sdo os autoespagos
generalizados associados a A e L.



282 10. FORMA CANONICA DE JORDAN

DEMONSTRAGAO. Suponha que u € G(T,A\) N G(T, ). Sejam k,l os menores
inteiros nao negativos tais que (T — AD)*u=0e (T — ul)lu = 0.

Suponhamos, primeiro, que k,I > 1. Sem perda de generalidade, suponha que
{ > k. Defina

v=(T-A)tu#o0,
que é nao nulo pois k é a menor poténcia que anula u. Nesse caso, temos que v é um
autovetor associado ao autovalor A, pois

(T=A)v=(T=A)(T =M u=(T-A)*u=0.
Agora, como (T — Al) e (T — pl) comutam, também temos
(T —phv = (T — ) (T = A tu = (T = ADFHT — ph)u = 0.

Por outro lado, também podemos escrever, usando a féormula do binémio de Newton,

l
0=(T—p)v=T=-MN+A-ph)v=>" (;) (T =AY (A= p) v,

=0
Como (T — Al)v = 0, todas os termos se anulam, exceto j = 0, o que nos da
0= (T—puv=(u—Nv.
Como g # A, isso implica em v = 0, o que significa
v=(T-A)ftu=0,

contradizendo a escolha de k.

Devemos ter, entdao, k = 0 ou | = 0. Suponha que k = 0. Entdao (T — A)¥ =
(T — A° =1, o que significa que u = 0. Idem se [ = 0.

Em resumo, o caso k,l > 1 nos da uma contradicao, de modo que devemos ter
k=0e/oul =0, caso este em que u = 0, provando que G(T,\)NG(T,u) = {0}. O

Mais importante é o caso de varios autoespacos generalizados.

TEOREMA 1.3. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X sobre
um corpo K. Sejam A, ..., \ € K autovalores distintos de T. Entdao os autoespagos
generalizados G(T,\;) = Uienker(T — M) sdo autoespagos independentes entre si,
de modo que vale a soma direta

DEMONSTRAGAO. Gragas ao Teorema 1.1, basta mostrar que, se u; € G(T,\;),
j=1,...,k, com
111+112+"'+11j:0, (1].)
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entao cada u; = 0 é nulo. Como de habito, podemos mostrar isso por inducao em k.
Se k =1, s6 temos um autoespaco generalizado e a condigao (1.1) se reduz a u; = 0,
que nos diz diretamente que u; deve ser nulo.

Agora, supondo o resultado valido até k — 1, basta aplicar (T — A\;1)* a expressao
(1.1), onde k; é o indice do autovetor generalizado u;, de modo que

0+ (T—=MD"uy+--+ (T =X\, = 0.

Como os autoespagos generalizados sao invariantes, cada (T—M\1)"u; estd em G(T, \;).
Portanto, temos k& — 1 vetores, cada um em um autoespaco generalizado diferente, e
cuja soma ¢é igual ao vetor nulo. Pela hipotese de inducao, isso significa que

(T — A, =0,

para j = 2,...,k, ousejau; € G(T,\;) também pertence ao autoespago generalizado
associado a A1, além de ja pertencer a G(T, \;).

Como os autoespagos generalizados tem intersegao trivial, conforme mostrado no
Teorema 1.2, entdo deduzimos que u; = 0, para j = 2,...,k. Com isso, (1.1) nos da,
como condicao restante, u; = 0, completando a demonstragao. 0]

1.3. Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica dos autovalo-
res. As dimensoes do autoespago e do autoespago generalizado de um determinado
operador sao elementos importantes para o entendimento do operador. Nesse sentido,
fazemos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 1.2 (Multiplicidades algébrica e geométrica). Seja T € L(X) um ope-
rador linear em um espacgo de dimensao finita. Seja A um autovalor de T. Definimos
a multiplicidade geométrica de \ como sendo a dimensao do seu autoespaco,

n, =ng(T,A) = dim(V (T, \)) = dim(ker(T — Al)),

e definimos a multiplicidade algébrica de \ como sendo a dimensdo do seu auto-
espago generalizado,

nt = ng(T,\) = dim(G(T, \)) = dim(Upen ker(T — A)F).

OBSERVACAO 1.6. A defini¢ao acima vale em qualquer dimensao. Por exemplo, no
espago dos polindmios em R, os polinémios constantes forma o autoespago associado
ao autovalor zero do operador derivada, que é o tnico autovalor desse operador nesse
espago. Ja o autoespaco generalizado tem dimensao infinita e é formado por todo o
espaco de polindémios.

Como ¢é de se esperar, a relagdo entre nq(T,\) e ny(T, A) é fundamental.



284 10. FORMA CANONICA DE JORDAN

TEOREMA 1.4. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial X
sobre um corpo K e seja A € K um autovalor de T. Entdo n,(T,\) > ng(T,\) > 1.
No caso particular em que ng(T,X) = ny(T, A), entdo G(T,\) =V(T,\) e

Tlarn = Tlva = Al
Ja se ng(T,A) < ng(T, ) < oo, entdo
Tl = A+ N,
onde a identidade € em G(T,\) e N € L(G(T,\)) € um operador nilpotente em
G(T,\), com indice de nilpoténcia no mdazimo ng(T, ).

DEMONSTRAGAO. A desigualdade n,(T,A) > ny(T,\) segue imediatamente do
fato de que V(T,\) C G(T,\) (veja Observacao 1.2), e, como A é autovalor, existe
pelo menos um u € X ndo nulo em V(T, ), de modo que n,(T,A) > ny(T,\) > 1.

Caso em que n,(T, A) = nyg(T,A), como V(T,\) C G(T, ) e ambos tem a mesma
dimensao, entao necessariamente

G(T,\) =V(T,\).
Com isso, para todo u € G(T,\) = V(T, A), temos Tu = Au, ou seja,

Tl = Al
onde a identidade do lado direito ¢ a identidade em G(T,\) = V(T, A

Falta o caso em que ng(T,\) < n,(T,\) < oo. Restrito a G(T
subespago invariante por T, definimos

N = (T = ADlacr),
que ¢ um operador linear em G(T, \) (veja Definigao 2.2).

Como G(T,\) tem dimensao finita n} = n4(T,\), entdo, escolhendo uma base
{w1,..., W, }, temos cada vetor da base com um determinado indice (como autovetor
generalizado, dado na Definicao 1.1) k;, i = 1,...,n) de N = T — Al, que é o menor
inteiro tal que N*¥w; = 0. Escolhendo k = max{k,, ..., k,n»}, vemos que

N*u = 0, Yu € span{wy,...,w,} = G(T,\).

Portanto, N é um operador nilpotente em G(T,\). Como operador nilpotente, o seu
indice deve ser no maximo a dimensao do espago em que esta definido, ou seja, o seu
indice de nilpoténcia é no maximo n,(T, \).

Isso completa a demonstracao. U

).

A), que é um

OBSERVACAO 1.7. No caso de dimensao finita, necessariamente a dimensao algé-
brica de um autoespago generalizado G(T, \) é finita, de modo que, pelo Teorema 1.4,
temos T|g(t,n) = Al + N com N nilpotente.
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2. A forma canénica de Jordan

Ja temos quase todas as pecas para montar o quebra-cabeca da forma canoénica
de Jordan. Falta apenas mostrar que os espacos generalizados sao suficientes para
gerar o espaco todo. Isso seré feito através do conceito de polinomio anulador.

2.1. Polindmios anuladores. Na demonstragao de existéncia de autovalores
de um operador linear T em um espago X de dimensao finita n € N, dado um vetor
nao nulo u, construimos um polinémio p = p, de grau n tal que p,(T)u = 0. A
importancia desse polindmio foi a de nos dar um autovalor como uma de suas raizes.
Mas esse polinomio pode variar com a escolha de u e podemos nao encontrar todos
os autovalores de uma s6 vez. Vamos rever um dos exemplos com mais diligéncia.

EXEMPLO 2.1. No exemplo T(z,y) = (2z, 3y), se comegarmos com u no €ixo , i.e.
u = (a,0) para a # 0, entdo pode-se verificar que p, 0)(z) = ( —2) e que p,0)(T) 56
anula o autoespago V(T,2). Se comegarmos no eixo y, digamos u = (0, ), com b # 0,
entao ps)(r) = (€ — 3) e poy (T) s6 anula o autoespago V(T, 3). Ja se comegarmos
com u = (a,b), a,b # 0, entao pp = (r — 2)(x — 3) € P (T) anula, finalmente, o
espago todo. De maneira mais explicita, olhando a representagdo A = [T], na base
canodnica, temos

pun(a) = (& -2 30 = [0 ][5 01 = 0 ).

A nossa busca é por um polinémio que anule todo o espaco e nos dé, assim, todos
os autovalores do operador, além de ser importante para contabilizar as dimensoes do
espago entre as dimensoes dos autoespagos ou autoespagos generalizados do operador.
Nesse sentido, fazemos a seguinte definigao.

DEFINIGAO 2.1 (Polinémio anulador). Dado um operador linear T € £(X) em
um espago vetorial X sobre um corpo K, um polinémio p sobre o corpo K € dito um
polinémio anulador quando p(T) =0, i.e. p(T)u =0, para todo u € X.

Um tal polinémio sera fundamental para a decomposicao espectral e o entendi-
mento de operadores lineares. Uma questao crucial é como encontrar esses polindmios
anuladores. Veremos, posteriormente, que o polindmio caracteristico, obtido através
do determinante, é um polinémio anulador. No momento, vamos usar a forma trian-
gular superior para obter um polinémio anulador. Posteriormente, vamos ver que esse
polinémio obtido através da forma triangular é o proprio polindémio caracteristico.
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TEOREMA 2.1. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X de dimensao finita n € N. Suponha que 6 seja uma base na qual a represen-
tacao de T nessa base tenha forma triangular superior. Entdo o polindmio

p(z) = (z —an) (2 — an)
cujas raizes a;j, j =1,...,n formam a diagonal de [T, € um polinémio anulador de
T, formado apenas por raizes que sao autovalores do operador.

DEMONSTRAGAO. Seja 6 = {wy, ..., w,}} uma base como considerada no enun-
ciado e seja [T|s = (a;;);; a representacao de T na base ¢, de forma que a;; = 0, para
1 > 7. J& vimos, no Teorema 3.4, que esses elementos sao autovalores, de modo que
todas as raizes de p sdo autovalores de T. Resta mostrar que p(T) anula X.

Para simplificar a notagao, escrevemos

S; = span{wy,..., W;},
com S, = X e Sy = {0}. A base considerada tem a propriedade de que
TS, CSj, j=1,...,n.
Mais explicitamente,
Tw; = a;;wi + ... + a;;w;,
de modo que
(T —a;)w; = a,;wi + ...+ ag-1);W;—1 € Sj_1,
inclusive quando 7 = 1. Além disso,
(T —a;)w; € S; C Sj_1,
para todo?=1,...,7 — 1. Logo,
(T —aj;1)S; C S;_1,
para j = 1,...,n. Assim, temos
p(T)X = (T —anl) - (T = apl)S, C (T —aul) - (T = am-1)m-1)!)Sn-1
C - C(T—=anl)s C Sy = {0},
ou seja, p(T) = 0, concluindo a demonstragao. O

OBSERVAGAO 2.1. Uma outra maneira de ver que p(T) = 0 é via a representagao
matricial dos operadores envolvidos. Desse modo, vemos que cada monoémio

T-— ajjl
é representado na base ¢ com um elemento nulo da linha j e coluna j. Assim,
[p(M]s = [T —aulls - [T — anl]s



2. A FORMA CANONICA DE JORDAN 287

é um produto de matrizes com um elemento nulo na linha j e coluna j correspondente,
com j = 1,...,n. A cada multiplicagao da direita para a esquerda, obtemos uma
matriz com mais uma linha inferior nula. A cada multiplicacao, anulamos uma nova
linha, até chegarmos em toda a matriz [p(T)]s; sendo nula. Também podemos fazer
isso da esquerda para a direita, anulando sucessivamente as colunas, também da
esquerda para a direita.

OBSERVACAO 2.2. Um polinémio anulador nao é unico. De fato, qualquer mono-
mio p(z) = (2 — 1)*, k € N anula o operador identidade, visto que p(l) = (I —1)* = 0.
Podemos, também, multiplicar por qualquer outro monémio que o produto continua
sendo anulador, e.g. p(z) = (2 — 1)z. Observe que nem mesmo se nos restringirmos a
polinémios do mesmo grau do espago isso define unicamente o polinémio anulador. E
nem mesmo se nos restringirmos a polinémios com raizes sendo autovalores. De fato,
considerando o operador T(zx,y, z) = (22, 2y, 3z), os polindémios

pi(z) = (2 =2)%(z =3), palz) = (2 —2)(z = 3)’

ambos anulam T. A chave estd na dimensao dos niicleos das poténcias (T — \;1)*,
COmMO Veremos a Seguir.

O polindémio construido no Teorema 2.1 é exatamente o polindmio caracteristico
visto nos cursos iniciais de Algebra Linear.

DEFINICAO 2.2 (Polinémio caracteristico). Seja T € £L(X) um operador linear
em um espago vetorial X de dimensao finita. O polinémio caracteristico de T é
o polinémio dado por

pe(z) = det(zl = T).

OBSERVAGAO 2.3. Gragas a formula de Leibniz (3.1), podemos verificar que p.(z)
¢ um polindbmio monico de grau exatamente z, lembrando que um polin6mio ménico
¢ um polinémio cujo coeficiente do mondémio de maior grau é 1, ou seja, &€ um po-
linémio da forma 2" + ¢(z), onde n € N e ¢ = ¢(z) é um polindémio qualquer de grau
estritamente menor do que n.

TEOREMA 2.2. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X de dimensao finita n € N. Suponha que 6 seja uma base na qual a representa-
¢ao de T nessa base tenha forma triangular superior. Entao o polindmio caracteristico
de T € exatamente o polindmio definido no Teorema 2.1.

DEMONSTRAGAO. A defini¢ao do determinante de um operador se baseia no fato
de que o determinante de matrizes é invariante por similaridade. Dessa forma, defini-
mos o determinante de um operador através do determinante da matriz que representa
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o operador em uma base arbitraria. Nesse sentido, temos que
pe(z) = det(zl = T) = det([zl — Tg) = det(zI — [T]s).

Como zI ¢ diagonal e [T]4 é triangular superior, entdao zI — [T]s ¢ triangular superior
e cuja diagonal tem a forma z — a;;, j = 1,...,n. De acordo com Observacao 3.5, o
determinate de uma matriz triangular superior é o produto dos elementos da diagonal.
Logo,

pe(2) = (2 —awn) - (2 — ann),

coincidindo com o polinémio construido no Teorema 2.1. 0

Como o polinébmio em Teorema 2.1 é um polindémio anulador e coincide com o
polindmio caracteristico, entao o polindbmio caracteristico ¢ um polinémio anulador.
Esse é um importante resultado que leva o nome de Teorema de Cayley-Hamilton.
Ha varias demonstracoes desse teorema, algumas mais algébricas do que outras. A
demonstracao apresentada aqui explora a estrutura de subespagos invariantes encai-
xantes.

COROLARIO 2.1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Seja T € £L(X) um operador
linear em um espaco vetorial complezo X de dimensao finita n € N. Entao o polino-
mio caracteristico p. = pe(z) de T satisfaz p.(T) = 0 e, portanto, é um polinémio
anulador de T.

OBSERVACAO 2.4. Observe que no caso de um operador T = Al em R", o seu
polinémio caracteristico tem a forma

pe(z) = (2 — A)".

No entanto, basta uma poténcia para anular o operador, i.e. T — Al = 0. J4 no caso
de um operador T = Al + N, onde N é um operador nilpotente, entao temos também

pe(2) = (2 = A)",

entao precisamos de uma poténcia igual ao indice de N para anular o operador. Isso
nos leva ao conceito de polindémio minimal, que é o polindmio moénico de menor grau
possivel que ainda anula o operador. Sendo assim, o polinémio minimal de T = Al é

Pm(z) =2 — A,

enquanto que o polinomio minimal de T = Al + N, onde N é um operador nilpotente
de indice k, é dado por



2. A FORMA CANONICA DE JORDAN 289

Mais geralmente, dado um operador qualquer T nos complexos, o seu polinémio
caracteristico tem a forma

Pe(z) = (2 = A)™ - (2 = Am)"™,
onde \; = 1,....m, m € N, 1 < m < n, sao autovalores distintos de T e n; € N
satisfazem
ny+ -+ Ny =m.
Por sua vez, o polindbmio minimal tem a forma

pc<z) = (Z — )\l)kl ce (Z _ )\m)km’

onde k; € N, 1 < k; < ny, é exatamente o indice de nilpoteéncia de (T — Ajl)|aery)),
com G(T,\;) = ker((T — \;1)*).

2.2. Multiplicidade dos autovalores e dimensao do autoespago genera-
lizado. O préximo resultado é crucial para obtermos a forma candnica de Jordan.

TEOREMA 2.3. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n € N. Suponha que 6 seja uma base na qual a representacao de T
nessa base tenha forma triangular superior e seja p o polindémio anulador dado por

p(z) = (z —au) -~ (2 — ann)
cujas raizes formam a diagonal de [Tl = (ai;);j={ e sao os autovalores de T. Jun-
tando as diagonais de mesmo valor em um mesmo mondémio, com o grau do Mmondmio

contando quantas vezes um mesmo autovalor aparece na diagonal, podemos escrever

p(z) = (2 = A)" (2 — A)" -+ - (2 — Ap)"™,

onde Ay, ..., N\, sao autovalores distintos e ny,...,n, € N sao as multiplicidades de
cada autovalor. Entdo, cada autoespago generalizado G(T, ;) = Unen(T — A;)™,
Jj=1,...,k, tem dimensdao exatamente n;, i.e.
Além disso,
ni+ g+ g =n (2.2)
e o espaco se decompoe em soma direta dos autoespacos generalizados:
X=GT,M)PG(T, X))@ DdG(T, M\p). (2.3)

DEMONSTRAGAO. Como o polinémio p é de grau n e n; é o grau de cada um
de seus monomios, entao é claro que (2.2) vale. Vamos agora mostrar (2.1). Vamos
mostrar isso para um dado j arbitrario. Para isso, denotamos

S; = span{wy, ..., w;}, (2.4)
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para todoi=1,...,n, com
So = {0}.
Pela natureza da base, que da a [T]; uma forma triangular superior, vale
TSZ C SZ',
tanto para ¢ = 1,...,n, quanto para ¢ = 0, com os dois conjuntos sendo triviais, i.e.
TSy = So = {0}. Com isso, também vale

para qualquer A, autovalor ou nao.

O indice n; indica quantas vezes o autovalor \; aparece na diagonal de [T]s. Com
isso, existem indices i1, ..., 4,;, ordenados de forma crescente, tais que a; = A;, para
@ =11,...,1,;. Vamos mostrar por indugao que

dim(ker(T — \,1)’

BEY (2.6)

paral=1,...,n;.
Primeiramente, observe que

Tw; = awy + -+ + auwi,
de modo que

(T — )\]|)Wl = (T — aul)wZ =a; W1+ -+ a(i—1)iWi—1 c Si—b

para todo iy, ... ,i,,. Além disso, de (2.5), temos
(T —X\1)Si21 € Siza,
para todo 7 = 1,...,n, em particular para iy,...,i,,. Juntando as duas inclusoes,
temos
(T—=X1DS; C Si_q, (2.7)
para todo 4y, ..., 4,,. Portanto, olhando para (T — A;l) restrito a .S;, que é denotado

por (T — Ajl)|s,, temos, pelo Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem,
dim(ker((T — A\;l)|g;)) = dim(S;) — dim(Im((T — A;1)s;))
para todo i =iy, ..., ip,.
Em particular, para i = i1, a desigualdade (2.8) nos da
dim(ker(T — Ajl)[s, ) > 1,
que é exatamente (2.6) para [ = 1. Ou seja, jA temos o primeiro passo no processo
de indugdo para mostrar (2.6) para todo [ = 1,...,n;. Observe que esse primeiro
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passo ¢ equivalente a mostrar que \; é um autovalor que tem pelo menos parte do
seu autoespago dentro de .S;,, de dimensao pelo menos um.
Suponha, agora, (2.6) valido até [, onde 1 <[ < n;. Vamos mostrar para [ + 1.

Consideramos T restrito a S;,,,. Aplicando o Teorema 1.1 do Ntcleo e da Imagem,
temos

dim(ker(T — X1, ) = dim(S;,,,) — dim(Im(T — A1)
como (T — N\;1)FLS,

1+4+17

Siyq )

Reescrevendo a imagem de (T — A1) g

S; temos
1+1

dim (ker(T — Ajl)l+l|5il+1) = dim(S;,,,) — dim((T — NS, ).
Usando (2.7) para i = i;41, obtemos
dim(ker(T — A;0)™ s, ) > dim(Sj,,) — dim((T — ADES 1)
Usando novamente o Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem, chegamos a
dim(ker(T — A1) s, ) > dim(S;,,,) — dim(S;,,, 1) + dim(ker(T — A;1)’

1411 Sil+171)

f41

No tltimo termo, diminuindo o espago de restri¢do do operador (T — \;1)! de S;

para S;, C S;,,, -1, 0 nicleo pode apenas diminuir de dimensao, de modo que
dim(ker(T — A1) glm) > dim(S;,,,) — dim(S;,,, 1) + dim(ker(T — M\l Siz)’

Finalmente, usando a hipétese de indugao, junto com o fato de que cada S; tem
dimensao j, obtemos (juntando todo o encadeamento de igualdades e desigualdades
para uma visao global da ideia)

1+1—1

dim(ker(T — \;1)™ s, )
+1
= dim(S;,,,) — dim(Im(T — A0 s, )
= dim(S;,,,) — dim((T — A8, )
> dim(9;,,,) — dim((T — \1)'S;,,, 1)
= dim(S;,,,) — dim(Sj,,, 1) + dim(ker(T = \;1)']s, )

(
> dim(9;,,,) — dim(S;,,, 1) + dim(ker(T — \;1)!
> — (g1 — 1) + 1
=1+1,

Sy, )

provando a indugao e obtendo (2.6).
No caso em que [ = n;, obtemos

dim(ker(T — A\;1)™

Si,) 2 1y (2.9)
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Como j =1,..., k é arbitrario, isso vale para todos esses indices j.

Agora, observamos, do Teorema 1.3, que os autoespagos generalizados sao linear-
mente independentes e formam uma soma direta, dentro de X. Juntando isso com
(2.9), obtemos

ny+ng + -+ n, < dim(G(T, A\)) + dim(G(T, A2)) + - - - + dim(G(T, A\x)) < n.

Como n; sao os graus dos mondmios que formam o polinémio p e que, por sua vez,
tem grau n, entao esse “sanduiche” fecha completamente e nos da que

n=mn;+nNg+---+nNg
= dim(G(T, \)) + dim(G(T, Xp)) + - - - + dim(G(T, \)) = dim(X).

Isso também nos da que (2.9) é, na verdade, uma igualdade, provando (2.1), e que
X é soma direta dos autoespagos generalizados, provando (2.3) e completando a
demonstracao. 0

OBSERVAGAO 2.5. Uma consequéncia do Teorema 2.3 é o de que as diagonais de
quaisquer duas representacoes do operador T em forma triangular superior devem
ser uma permutacao uma da outra. Isso porque o teorema associa a multiplicidade
do autovalor na diagonal & dimensao do autoespaco generalizado, que independe da
base. Isso resolve a questao levantada na Observagao 3.7.

Vamos escrever a observagao anterior como um corolario.

COROLARIO 2.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X
de dimensao finita n € N. Suponha que o e 6 sejam duas bases tais que as repre-
sentacoes [T), e [T]s tenham forma triangular superior. Entdo a diagonal de [T], é
uma permutacao da diagonal de [Tlg, ou seja, os autovalores aparecem nas diferentes
diagonais com a mesma multiplicidade.

2.3. Forma candnica de Jordan nos complexos. Com os resultados das ulti-
mas sec¢oes, estamos prontos para juntar as pecas e provar o principal resultado desse
capitulo.

DEFINIGAO 2.3 (Forma canonica de Jordan). Dizemos que uma matriz A € K™*",
n € N, estd na forma canénica de Jordan quando A € bloco-diagonal, i.e.

Ji

Ao ,
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onde cada bloco J;, L =1,...,r, € da forma NI+ Ny, onde A\, € K € um autovalor de
A eN; = ((51'(]»,1))” € um bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto, de modo que
Ao 1
J =N+ N, = A
1
Ai

DEFINIGAO 2.4 (Base de Jordan). Dado um operador T € £(X) em um espago
vetorial X de dimensao finita, uma base de Jordan para T ¢ uma base 6 tal que
[T]s estd na forma canodnica de Jordan.

TEOREMA 2.4 (Forma candnica de Jordan nos complexos). Seja T € L(X) um
operador linear em um espago vetorial X de dimensao finita n = dim(X) € N sobre
C. Entao eziste uma base 6 de X em que [T]s estd na forma candnica de Jordan.

DEMONSTRAGAO. No corpo dos complexos, vimos, no Teorema 3.3, que existe
uma base em que T ¢ triangular superior. A partir dessa base, deduzimos, do Teo-
rema 2.3, que existem m autovalores distintos, A1,..., A\, € C, m € N, tais que

X=GT, )@ - dG(T,\).
Pelo Teorema 1.4, como o espago ¢ de dimensao finita, temos (veja Observacao 1.7)
T|G(T,>\j) = )\jl + Nj,
onde
Nj = (T = ADlacray) € Z(G(T, A)))
é nilpotente com indice 1 < k; < ny(T, ;).
De acordo com o Teorema 3.2, existe uma base ¢; de G(T, A;) na qual N; esta na
forma canonica

N‘%l
N.
INJs, =
Jir
com blocos J;; da forma
01 0 . 0
0 01 0
Njﬂ‘ =
0 00 1
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Nessa base, [T|q(t,x;)]s, estd na forma canonica de Jordan,

Jj,l
Jjo
[Tleanls;, = ! . ;
Jjr;
onde cada bloco J;; é da forma
A1
Jjﬂ' — )\]I + Nj,i - )\Z
1
i

Juntando as bases de cada autoespaco generalizado G(T, );), obtemos uma base
6=6,U---Ub,,

de X na qual [T]s esta na forma de Jordan

J1 r1
Jas

L Jmﬂ'm_

completando a demonstracao.

O

OBSERVAGCAO 2.6. A forma candnica de Jordan, garantida pelo Teorema 2.4, pode
nao ser unica, visto que podemos reordenar a base e, com isso, reordenar os blocos de
Jordan. De fato, o operador T(z,y, z,w) = (y, 2,0,0) tem a seguinte forma canoénica

de Jordan na base canodnica € = {{e, e, e3,e4}},
010
[Tl =

oo oo

0
0
0

o O O

1
0
0



2. A FORMA CANONICA DE JORDAN 295

enquanto que, na base reordenada 6 = {{ey, e, es, e3}},

00 0O
[T]s =

o o O
o O O
o O =
o= O

OBSERVACAO 2.7. Continuando a Observacao 2.6, podemos fixar uma forma tnica
ordenando os autovalores e ordenando os tamanhos dos blocos, digamos, ambos do
menor para o maior, primeiro entre os autovalores e depois entre os tamanhos da cada
bloco associados ao mesmo autovalor. Dessa maneira, a forma [T]; na Observagao 2.6
seria a forma ordenada tnica. Mesmo assim, as bases podem nao ser tnicas. De fato,
escolhendo outros ciclos podemos obter a mesma forma. Por exemplo, escolhendo

w = {{(17 O’ 07 0)7 (17 ]'7 O’ 0)7 (17 ]'7 ]‘7 0)7 (07 07 07 1)}} 9
obtemos [T], = [T]s.
2.4. Exemplos.

EXEMPLO 2.2. Tomemos como exemplo o operador linear em R? associado a
matriz

A= |-

O = O
O = =
W = W

Vamos, inicialmente, procurar o nucleo de A — AL. Para isso, temos que resolver o
sistema

—Ar+y+32=0,
—dx+(4—-Ny+4z=0,
(3—=X)z=0.

Para A\ = 3, a tltima linha se anula e devemos ter

—3r+y+32=0,
—4r +y+4z =0,

cujas solugoes sao dadas por y = 0 e z = x. Portanto, obtemos um autovalor A = 3,
com autoespago associado

V(A,3) ={y=0, z=a}={(s,0,5); s €R}.
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Para A\ # 3, devemos ter z = 0, sobrando o sistema
{—)\x +y =0,
—4dz+(4—- Ny =0.
Fazendo y = Az, obtemos a equacgao
—4x 4+ (4= M)Az = (N + 4\ —4)z = 0.
A tnica solu¢ao nao nula é quando
M4dd—4=(N-2)?=0.

que nos da uma raiz dupla, A = 2. Com isso, temos A = 2 como o tnico outro
autovalor. O autoespaco deve satisfazer z =0 e

—2r+y =0,
—4x 4+ 2y =0,
cuja solucao ¢é y = 2x. Portanto,
V(A,2) ={(z,y,2); 2=0, y =2z} = {(r,2r,0), r € R}

Nesse caso, achamos dois autovalores, cada um com autoespaco de dimensao um.
Ou seja, nao ha como termos uma base de autovalores para diagonalizar o operador.
Vamos buscar um autoespaco generalizado de dimensao maior, para completar o

espaco.
Vamos olhar para o niicleo de (A — 3I)2, que é dado por

5 —2 =5

(A-3I)%*= |8 -3 -8

0 0 O

O nucleo é dado pelas solugoes do sistema
dx — 2y — oz =0,
8r — 3y — 8z = 0.

Multiplicando a primeira equacao por 8, a segunda por 5 e subtraindo uma da outra,
obtemos y = 0 e z = x, que é o proprio autoespaco, ou seja
G(A,3) =V(A,3).

Vamos, agora, ver o autoespago generalizado associado ao autovalor 2. Como o espago
tem dimensao trés, esperamos que G(A, 2) tenha dimensao dois, pois é o méaximo que
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o espago comporta dado que G(A,3) = V(A, 3) tem dimensdo um. Temos
0 01
(A—202= 10 0 0
0 01

O nucleo é dado pela solucao do sistema associado, que nesse caso se reduz a z = 0.
Logo,
G(A,2) =ker((A —2I)?) = {z =0} = {(2,9,0); =,y € R}.
Assim, vemos que
X =G(T,2)® V(T,3).

Ao tomarmos uma base arbitraria de G(A,2) e uma base de V(A,3), vamos
conseguir uma forma diagonal em blocos, mas nao necessariamente na forma canonica.
Vejamos, s6 por experiéncia. Observe que, na base candnica, ji temos uma forma
triangular em blocos. Para a forma diagonal, podemos tomar a base

« = {{(1,0,0),(0,1,0), (1,0, 1) }}

Nesse caso, a matriz mudanca de base, junto com a sua inversa, é

i 101 i (1 0 -1
M=[¢=10 10, M'=[r=101 o0f,
001 00 1
e temos
i [t o =1][ 01 3][1o0 1] 010
M'AM= |0 1 0| -4 4 4|]0 1 0|=|-4 40
00 1] 00 3|00 1] 00 3

Para a forma canonica, precisamos achar um u € ker((A — 2I)?) \ ker(A — 2I), por
exemplo,
Wo = (1, 3, O)
Este vetor nos gera um ciclo de dois elementos do operador nilpotente (T — 2I), com
wy = (T —2I)(1,3,0) = (1,2,0) € V(A,2).
Completamos com o mesmo autovetor do autovalor 3,
ws = (1,0, 1).

Isso nos da a base

6= {{W17W27W3}} = {{(17 2, O)’ (17 3, 0)7 (17 0, 1)}}
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A matriz mudanca de base e a sua inversao sao

1 11 3 -1 -3
M=[]*=12 3 0|, M'=[]*=|-2 1 2,
0 0 1 0 0 1
e assim obtemos a forma candnica
3 —1 -3 01 3 3 —1 -3 210
M 'AM = |2 1 21 (-4 4 4] | -2 1 2 =10 2 0
0 0 1 0 0 3 0 0 1 00 3

2.5. Forma candnica real de Jordan. O corpo dos complexos foi fundamental
para garantir que temos autovalores suficientes para que o conjunto de subespacgos
generalizados gere o espago todo. Caso isso acontega no corpo dos reais, entao também
obtemos a forma canonica de Jordan.

TEOREMA 2.5. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N sobre R. Sejam Ay, ..., A\, 0s autovalores de T em
R e suponha que os seus autoespacos generalizados geram todo o espaco, 1i.e.

X=GT, M) @ - dG(T,A\p).
Entao existe uma base 6 de X em que [T]s estd na forma canodnica de Jordan.

DEMONSTRACAO. E s6 repetir a demonstracio do Teorema 2.4 a partir do mo-
mento em obtivemos que X é soma direta dos autoespagos generalizados. 0

A condicao do espago ser soma direta dos autoespacos generalizados pode ser
obtida através de um polindmio anulador.

TEOREMA 2.6. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N sobre R. Suponha que p = p(x) seja um polinémio
anulador de T e que todas as raizes de p sejam reais. FEntao existe uma base 6 de X
em que [Tl estd na forma candénica de Jordan.

DEMONSTRACAO. E s6 aplicar o Teorema 2.3 para deduzir que os autoespacos
generalizados geram o espaco e, em seguida, aplicar Teorema 2.5. 0

Caso haja autovalores complexos, podemos complexificar o espaco e o operador,
obter a forma canonica de Jordan complexa e voltar para os reais com uma forma
canonica ligeiramente diferente.

DEFINIGAO 2.5 (Complexificacao de um operador real). Seja T € £(X) um ope-
rador linear em um espaco vetorial X sobre o corpo dos reais. A complexificacao de
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T ¢ o operador linear T¢c € £(Xc¢), no espago X¢ complezificado (veja FExemplo 1.8),
definido por

(Tlc)u=Tu, +iTu,, Yu=u, +iu; € X¢, u,,u; € X.
No corpo dos complexos, a complexificagao T¢ sempre tem uma forma canoénica
de Jordan. As quest@o sdo (i) como passar de uma base de X¢ para uma base de X
e (ii) o que acontece com a forma canénica nessa passagem.

Vamos ver o que acontece em cada bloco. Primeiramente, se A € R é um autovalor
real do operador complexificado T¢, com autovetor u = u, +17u;, temos, por um lado,
Te(u, +iw;) = Tu, +iTuy,

e, por outro,
Te(u, +iw;) = A(u, +iwy),
de modo que
Tu, = Au,, Tu; = Au,.

Ou seja, com A real, tanto a parte real quanto a parte imaginaria de um autovetor com-
plexo do operador complexificado sao autovetores reais do operador real original. Caso
u, e u; sejam linearmente independentes, eles geram um subespago S = span{u,, u;}
de X de dimensao dois. Na base {{u,,w;}}, ou em qualquer outra base, desse subes-
pacgo, temos

A0
Tlslgwn = 3 5]

Caso u, e u; sejam linearmente dependentes, entao S tem dimensao um e, na base
{{u, }} ou em qualquer base de S, temos

[Tlslguy = [A] -

Agora, se A = a+if € C, a, 5 € R é um autovalor complexo de T¢, com autovetor
u = u, + 7u;, entao, por um lado,

Teu = (a+if)(, + ;) = (ou, — fuy) +i(fu, + ony),
e, por outro,
Teu=Tu, +iTu,,
de modo que
Tu, = au, — fu;,
Tu;

bu, + au,.
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Disso, tiramos que
Tcu = Te(u, —iw;)
=Tu, —1Tu;
= au, — fu; — fu, — ay
= (a —if)(u, —iw;)
=\

2

ou seja, o complexo conjugado A = a — iff também ¢é autovalor e um autovetor
associado a A é o conjugado @ = u, — iu; de um autovalor qualquer de .

Como ( # 0, entao u e u, sendo autovetores de autovalores distintos, nao podem
ser linearmente dependentes em Xc. Com isso, u, e u; nao podem ser linearmente
dependentes em X (veja Exercicio 4.6). Assim, S = span{u,,u;} é um subespagco
vetorial de dimensao dois.

Além disso, na base {u,,u;}} do subespago S, temos

Tlslgwnr = |5 5]

Se u,, u; fossem a base candnica eq, e;, esta seria uma rotacao no sentido horario, de
um angulo dado por

s

Para obtermos uma rotacao no sentido anti-horério, ou seja, no sentido trigonomé-
trico, devemos inverter a ordem, obtendo

6 = arcsen

[Tl gusuy = {g _ﬂ :

Por tltimo, se
ur—>NCu»—>---r—>N(]é_1ur—>0

¢ uma cadeia do operador nilpotente N¢ = (T¢ — Al)g(te,\) associado a um autovalor
A, real ou complexo, entao, como Ncu = Nu, + iNu;, obtemos as cadeias

u, — Nu, — - — Nl — 0,

u; — Nu; — -+ — Ny, — 0.
Em termos da base

k-1 k—1
ﬁ)\ = {N ui7N u?"a"-7Nui7NuT7ui7u7‘}7
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o operador N = (T — Al)|span(s,) toma a forma

0 0 10 00
0001 00
[N]g, = 1 0|,
0 1
00 00
0 0 0 0]

que também pode ser escrito mais sucintamente na forma

[N]ﬁA = h L]
2
0,

onde |y é a matriz identidade em R? e 0, é a matriz nula em R2 Com isso, obtemos,
para T — Ml restrito a span(6,), o bloco de Jordan complexo

(o —f 1 0 0 0]

B a 01 00

[N]gy = Jak = .. .10
: S g

0 0 a —f

| 00 5 al

Juntando esses diversos casos, obtemos a forma canoénica real de Jordan.

TEOREMA 2.7. Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X de
dimensao finita n = dim(X) € N sobre R e seja p = p(z) um polinémio anulador de
T, podendo ter raizes reais ou complexras. Uma raiz real corresponde a um autovalor
de T, que € também um autovalor do operador complexificado T, enquanto que uma
raiz complexa € um autovalor apenas do operador complexificado Tc. Entao existe
uma base 6 = 6, U-- -6, de X, associada a uma soma direta X = G, ®--- D G,., com
cada Gy invariante por T, em que [T]s estd na forma candnica real de Jordan,
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que tem a forma

onde cada bloco J; = [Tlg,le, L =1,...,r, 7 € N, tem uma das sequintes formas:

(i) J; = N\, com A\ € R um autovalor real de T.
(ii) Iy = NI+ Ny, com A\ € R um autovalor real de T e Ny = (05(j-1))i; € um
bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto, de modo que

A1

J=MNI+N, = Ai

(i1i) J; € um bloco 2 X 2 da forma

a —f
0=l 7))

com « + 13 um autovalor do operador complexificado Tc.
(iv) J; € um bloco 2k x 2k, da forma

o -3 1 0 0 07

6 a 01~ 00

Jy = 1 0 |-
01

0 0 a —f
00 8 o

com a + 13 um autovalor do operador complexificado T¢.

OBSERVAGAO 2.8 (Conjugado de um operador). Na construcao da forma canénica
real de Jordan de um operador T € £(X) em um espago vetorial real, que autovalores
complexos do operador complexificado T¢ € £(X¢) aparecem de forma conjugada,
ja que Tcii = Au. Se pensarmos em matrizes e escrevermos Au = A\u, entdo, tomando
o conjugado dessa equacao, isso nos da, diretamente, que

At = Au = \u = )\
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onde definimos o conjugado da matriz como a matrix dos coeficientes conjugados. No
caso da matriz ser real, temos A = A, de onde segue que A também é um autovalor.
Mas qual seria o andlogo de A no caso de um operador qualquer S € £(Y) em um
espaco vetorial complexo Y'? Ora, basta definirmos S € 2(Y") por

Su=Su, VYueY.

No caso do operador complexificado T¢ € £(X¢) de um operador real T € 2(X),
pode-se verificar que isso nos leva a T¢ = T¢, como seria de se esperar. (Veja
Exercicio 4.10.)

3. Aplicacgoes

3.1. Sistemas de equagoes diferenciais lineares homogéneas e a expo-
nencial de matrizes. Um sistema homogéneo de n equagoes diferenciais lineares
com coeficientes constantes tem a forma

( dCL’l
T a11T1 + ... + Q1 Ty,
diL'Q
Fr a12T1 + ...+ A2p Ty, (3.1)
dz,,
\E = Qp1T1 + ...+ AQpnTyp,
com a;; € R, 4,7 =1,...,n, n € N. Podemos escrever o sistema (3.1) na forma
vetorial
Zy aj;p a2 - Aip T
d | 2 Q21 Qg2 -+ Q2p T2
dt B ’
Tn Qp1 Ap2 *°°  Anp T

ou, de maneira mais sucinta,

du
— = Au, (3.2)
dt
onde
T @11 a2 -+ Aip
X2 Q21 Q22 *-°  Q2n
u= , A= .

Tn Qp1 Qp2 " Qpn
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No caso unidimensional, a equagao toma a forma
dx
dt

para uma constante a, e cuja solugao geral pode ser escrita como

ax,

z(t) = ey, teR.
Ficamos, naturalmente, tentados a escrever a solugao geral de (3.2) como
u(t) = e uy, teR, (3.3)

onde trocamos a ordem para tA visto que essa é a convencao no caso de multiplicacao
de uma matriz A por um escalar t. A questdo ¢ como definir e em (3.3). Esperamos
que seja uma matriz, com as mesmas dimensoes de A, da mesma forma que qualquer
poténcia de A é também uma matriz n X n.

De fato, uma das maneiras de se escrever a exponencial e* de um nimero real a

é via série de poténcias
A o
. a? a’ a’
e=l+a+-++—+--= E TR

2 ! — 4!

Jj=0

Hé& varias outras féormulas possiveis de se escrever a fungao expoencial, como

o0
CLTL
=) —
“— nl
. a\"™
e’ = lim (1+—) :
n—oo n
. a\ "
e’ = lim (1——> :
n—o0 n

1 et
a__ _~ dc:
c 27Ti[YC—a G

onde v é uma curva fechada simples, no plano complexo, envolvendo a.

OBSERVAGCAO 3.1. Por exemplo, sendo A um operador positivo e v uma curva
fechada no semiplano complexo Re(z) > 0 envolvendo o espectro de A, conceitos que
iremos ver mais pra frente, a exponencial do operador tA pode ser definida, para
t > 0, através da formula de Cauchy

oA = =S eS(¢—tA) Tt dC.

211 ~
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Variaveis complexas sao de grande importancia no estudo de operadores lineares,
facilitando, por exemplo, a demonstracao de regularidade de solucoes de equacoes
diferenciais (parciais, inclusive, com os semigrupos analiticos) e em andlise de pertur-
bagao do espectro, sensibilidade e robustez de sistemas.

No caso de um operador linear A, podemos definir e de qualquer uma das manei-
ras acima, mas, para isso, ¢ necessario considerarmos alguma métrica, para estabelecer
as convergéncias (veja e.g. Observacao 2.12 e Secao 3.1).

Uma outra maneira, ¢ usar a forma candnica de Jordan para definir a exponencial
de uma maneira mais explicita, conforme fazemos a seguir. A vantagem de usar a
forma canonica é que as féormulas acima se reduzem a limites de funcao reais, associada
a cada autovalor de T, combinadas com somas finitas de operadores nilpotentes,
evitando trabalharmos com a convergéncia no espago de matrizes.

TEOREMA 3.1. Seja T = A + N um operador linear em um espaco vetorial X,
com A € K e N nilpotente de indice k. Entao

J . J .
jl
(Al + N)/ ( ) NNJ—E = —)\ZNJ ‘
i t=min{0,j—k+1}
para todo j =0,1,....

DEMONSTRACAO. Como | e N comutam, podemos expandir a poténcia como no
bindémio de Newton, nos dando

(Al +N)’ :i()XN] :

1=

Agora, como N ¢é nilpotente de indice k, segue que N~% = 0, para j —i > k, ou
seja, sO precisamos incluir no somatorio os indices ¢ tais que 7 —i < k — 1, ou seja,
1> 7—k+1. Como i também deve ser nao-nulo, chegamos ao somatorio com indice
i satisfazendo min{0,j — k + 1} < i < j, provando o resultado. OJ

TEOREMA 3.2. Seja T = Al + N um operador linear em um espaco vetorial X,
com A € K e N nilpotente de indice k. Entao

f%uwwz <m %A) ( ) %N) (3.4)



306 10. FORMA CANONICA DE JORDAN

DEMONSTRAGAO. Uando o Teorema 3.1, obtemos
— j! — j! ilj - Z)

’ i—_min{07j7k+1}
m J 1 Z Z

§=0 i:min{O,j—k-H}

Trocando a ordem do somatorio, a condi¢ao ¢ > j — k+ 1 se transpoe para a condi¢ao
Jj <i+k—1, nos dando

m 1 m i+k—1 Z Z
Zoj')\lJrN ZOZM_ZANJ
i= 7 =t

Mudando o somatorio interno para [ = j — 4, desacoplamos os somatorios, obtendo

m 1 m k—1 . m 1 i k—1 1
Zj' (Al + N)/ ZZZW N/ = ( #) (ZﬁNl>.
7=0 =0 [=0 =0 =0

O

Fazendo m — oo na formula (3.4), observamos que o primeiro somatoério do lado
direito é um somatorio escalar que converge, em R, para a exponencial de A\, enquanto
que o segundo somatoério é independente de m. Dessa forma, definimos a exponencial
do bloco de Jordan através do limite do lado direito.

DEFINIGAO 3.1 (Exponencial de um bloco de Jordan). Seja T = Al + N um
operador linear em um espaco vetorial X, com A € K e N nilpotente de indice k.
Entao definimos a exponencial de T pela formula

o)

1 : 1
T=N " —(M+NY/ =e*I+N+---+ ——N1),
e ;j!(AJr Y =e I+ N+ ] )

OBSERVACAO 3.2. A Definicao 3.1 nao trata, exatamente, de um bloco de Jordan,
conforme anunciado no titulo da definicao, mas é um bloco de Jordan em espirito.

Ou seja, em uma base 6 apropriada, [T]; = Al + N esta na forma canénica de um
bloco de Jordan.

OBSERVACAO 3.3. Quando falarmos de espacos vetoriais normados e operadores
lineares continuous, veremos que podemos definir " = Z;’;O T7 /4!, para um operador
linear T € £(X) qualquer em um espago de dimensao finita X, ou para um operador
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linear limitado, ou continuo, em um espaco vetorial qualquer X. Nesse caso, segue,
naturalmente, que e’ coincide com a férmula dada no Definicao 3.1, para T = Al +N.

COROLARIO 3.1 (Exponencial de matriz similar a um bloco de Jordan). Seja

A € K¥* k€ N, uma matriz quadrada. Suponha que exista uma matriz invertivel
M € KF* tal que B=MTAM = Al + N, onde A € K ¢ N = (8;(;_1)) € nilpotente
na forma candnica, de indice k. Entdao a exponencial de A € dada pela formula

1
A =MeBM! =M <€A(I AN+ + Nkl)) M

(k—1)!
r 1 1 1 A
1 3 6 (=
1 3 L
2 (k—2)!
="M :
1
2
: T |
0 -~ -~ -0 1]

O resultado anterior diz respeito a um bloco. Mas, em geral, temos varios blocos.
Mas como sao independentes (i.e. agindo em subespagos invariante independentes),
as poténcias nao atrapalham a estrutura de blocos e a estrutura segue até o limite,
com a exponencial. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.3. Seja A € K™ e suponha que exista M € K" tal que B =
M~1AM esteja na forma canénica de Jordan

Ju
J
B=M'AM = ?
J,

onde cada bloco J;, L =1,...,r, € da forma NI+ Ny, onde \; € K € um autovalor de
A eN;, = (5i(j_1)),~j € um bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto. Entao

eA =MePM =M , ML

Mais coisas depois...
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4. Exercicios

Exercicios

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

No Teorema 1.1, se u € G(T,\) é um autovetor generalizado com indice
k, mostre que v = Tu também é um autovalor generalizado, associado ao
autovalor A, com indice k, caso A # 0, e indice k — 1, caso A = 0.

Seja T € £(X) um operador linear em um espago vetorial X de dimensao
finita sobre um corpo K. Suponha que Aq,...,\,, sejam autovalores “com-
pletos” de T, no sentido de que

X=GT, )@ - dG(T, \p).

Ja vimos que cada G(T, );) é invariante por T e que a restricao (T—\;1)|q(T 5,
de T — A\jl a G(T,\;) é nilpotente. Mostre, agora, que a restrigdo (T —
AiDlaera de T—Ajl ao autoespaco generalizado G(T, A;) associado a A; # A;
é invertivel.

Encontre a forma canoénica de Jordan da seguinte matriz considerada no
Exercicio 5.6 e no Exercicio 5.7,

—4 21 -16
A=|-5 18 —12
-4 12 -7

Encontre a forma candnica de Jordan da matriz

1 -1 0
A=12 41
0 0 2

Encontre a forma canonica de Jordan da matriz

1 01 0
-7 33 3
A=11 92 1

4 —1 0 -1
Encontre a forma canonica de Jordan da matriz
5 —1 0 —2
5 0 0 -3
3 -1 1 -1
4 -1 0 -1

A=



4.7.

4.8.

4.9.

4.10.
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Encontre a forma canonica de Jordan da matriz

4 -1 0 O
10 =2 0 -1
A= -1 0 2 1
2 -1 0 2

Sabendo que os tnicos autovalores de uma matriz A € C** sdo \; = 1 e
A = 2, quantas formas canonicas de Jordan possiveis temos para A (sem
contar formas canonicas similares entre si)?

Verifique que o operador complexificado dado na Definicao 2.5 é, de fato, um
operador linear sobre o espago complexificado.

Verifique a afirmativa da Observacao 2.8 de que T¢ = Te.






CAPiTULO 11

Espacgos Vetoriais Normados

Measuring a summer’s day...

— Tangerine (Led Zeppelin III)
Led Zeppelin, 1970)

A nocao de continuidade é um dos conceitos fundamentais em anélise e em ma-
tematica em geral. Ela depende de alguma noc¢ao de proximidade. Muitas vezes,
essa nocao de proximidade é baseada em alguma nocao de distdncia. A partir dessa
distancia, podemos falar de pontos proximos a um determinado ponto, que formam
uma “vizinhanca” do ponto. Mais geralmente, podemos falar de proximidade e, em
particular, de continuidade, apenas partir de conjuntos que denominamos de abertos,
que satisfazem certas propriedades que encompassam alguma nog¢ao de vizinhanca.
Essa familia de conjuntos abertos nos dao o que chamamos de topologia de um espaco.
Quando misturamos essa nog¢ao de topologia com espacos vetoriais, precisamos que
essas estruturas sejam compativeis, nos dando, em particular, que a adi¢cao de vetores
e a multiplicacao por escalar sejam continuas em relagao a essa topologia. Quando
isso acontece, temos o que chamamos de espacos vetoriais topologicos. Felizmente, em
espagos vetoriais de dimensao finita, nao precisamos dessa generalidade toda. Pode-
mos nos restringir ao conceito de norma, expressando o “comprimento” de um vetor,
e com base nela podemos falar de distancia, topologia e continuidade.

1. Métrica

Vamos falar brevemente de espagos métricos, antes de passar para o nosso foco
principal, que sao os espagos vetoriais normados e com produto interno.

1.1. Espacgos meétricos. Espacos métricos sao conjuntos munidos de uma me-
dida de “distancia” entre dois pontos quaisquer, satisfazendo propriedades adequadas.

DEFINIGAO 1.1 (Espago métrico). Um espago métrico é um par (X, d) composto
por um conjunto X e uma funcao distincia, denominada métrica, d : X x X — R
que € positiva definida, simétrica e satisfaz a desiqualdade triangular, i.e.

311
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(i) d(x,y) > 0 para x # y, x,y € X (distdncia entre pontos distintos é sempre
positiva);
(i1) d(z,x) = 0, para todo x € X (um ponto nao pode estar distante de si mesmo);
(111) d(x,y) = d(y,z) para quaisquer z,y € X (a distincia de x a y € igual @
distancia de y a x); e
() d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2), para quaisquer z,y,z € X (a distdncia mede o
“caminho” mais curto entre dois pontos - veja Observacao 1.1)

A desigualdade triangular esta ligada a uma ideia de caminho mais curto entre
dois pontos.

OBSERVAGAO 1.1 (Caminho mais curto). Dada uma métrica d(-,-) em um con-
junto X, a desigualdade triangular garante que a distancia é a menor possivel entre
dois pontos, no sentido de que

d(z,y) = min(d(z, ) + d(z,y)),
para todo z,y € X. De fato, a desigualdade triangular garante que
d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy), Vz e X.
Agora, escolhendo z = x (idem para z = y), vemos que
d(z,z) +d(z,y) = d(z,x) + d(z,y) = d(z,y),

visto que d(x,z) = 0. Portanto, o minimo é alcangado e é igual a d(z,y), esta-
belecendo a igualdade acima. Podemos interpretar o resultado como dizendo que
a distancia mede o “caminho” mais curto entre dois pontos. Em um espaco veto-
rial, o conceito de caminho faz sentido, pois podemos considerar o segmento de reta
(1—0)x+0y, 0 < 0 < 1. No caso geral de um espago métrico, nao temos essas operagao
de adicao e multiplicagao por escalar. No entanto, esse é o espirito, quando dizemos
que, se incluirmos qualquer ponto z na medicao, ou se tentarmos medir a distancia
entre dois pontos a partir da distancia deles a um terceiro ponto, nao conseguiremos
um medida mais curta.

EXEMPLO 1.1. Em X = R, a nogao padrao de distancia ¢ dada a partir do valor

absoluto
x, x>0,
|z| =
—z, x<0.

E facil ver que d(z,y) = |y — x| é uma métrica nos reais.

EXEMPLO 1.2. Mais geralmente, ainda em X = R, temos que d(x,y) = |y — x|P é
uma métrica para qualquer p > 0 (verifique!).
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EXEMPLO 1.3. No conjunto dado pelo grafico G = {u = (s, f(s)); s € R} de
uma fungdo f : R — R, a fungdo d(u,v) = |r — s|, para u = (s, f(s)) € G e
v=(r, f(r) € G, rs€R, éuma métrica em G.

EXEMPLO 1.4. Em X = R", a funcao

d(u,v) = max lz; — vl
n

parau = (z1,...,2,),v=(y1,...,Yn) € X, define uma métrica em X.

OBSERVAGAO 1.2. Em um conjunto qualquer, a fungao d(x,y) = 1, se y # x e
d(xz,y) = 0, para y = z, define uma métrica. Veremos, a seguir, que toda métrica
induz uma topologia em X, formada pelos conjuntos abertos. Em particular, essa
métrica nos da o que chamamos de topologia discreta, em que todos os subconjuntos
de X sao abertos e fechados.

1.2. Sequéncias em espacgos métricos e completude. Com a nog¢ao de dis-
tancia dada pela métrica, podemos falar de convergéncia de sequéncias.

DEFINIGAO 1.2 (Convergéncia de sequéncias). Seja (X, d) um espa¢o métrico.
Dizemos que uma sequéncia (xy)ren em X converge para um ponto v € X quando xy,
estd cada vez mais proximo de x em relagdo a essa métrica, ou seja, quando

lim d(zy, z) = 0.
k—o0

Nesse caso, escrevemos
lim z, = x
k—o0

ou

T — x, quando k — oo.
O limite ¢é tinico, como demonstra o préoximo resultado.

PROPOSIGAO 1.1. Seja (X, d) um espago métrico e suponha que (xy)ren S€ja uma
sequéncia convergente. Entao o limite da sequéncia € unico.

DEMONSTRACAO. De fato, se x;, — x e x;, — y, entao, pela desigualdade trian-
gular,

quando k — oo. Como a métrica é positiva definida, temos, necessariamente, y = x,
mostrando que o limite é tnico. 0
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Uma propriedade fundamental dos reais, associada & sua propria construgao e a
sua razao de existéncia, é a de ser completo, no sentido de que as sequéncias de Cauchy
reais, que sao as sequéncias reais {r,} tais que |r, — | — 0, quando n,m — oo,
convergem para um namero real r. Esse conceito se estende a espagos métricos e, em
particular, a espagos vetoriais munidos de uma norma, como veremos em breve. No
momento, vamos apenas as defini¢oes.

DEFINIGAO 1.3 (Sequéncia de Cauchy). Seja (X,d) um espago métrico. Uma
sequéncia (ug)reny em X € dida uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0,
existe K € N tal que

d(l’k,l’l) <e, VkI>K,

ou seja, d(xg, ;) — 0, quando k,l — oo.

DEFINIGAO 1.4 (espago métrico completo). Um espago métrico (X, d) é dito com-
pleto quando toda sequéncia de Cauchy € convergente, i.e. dada uma sequéncia de
Cauchy (zy)ren, eziste x € X tal que limy_,oo x5 = .

1.3. Continuidade. Com a nocao de distancia dada pela métrica, podemos falar
de continuidade. A ideia é que uma funcao continua leva pontos “proximos” em pontos
“préoximos”.

DEFINIGAO 1.5 (Continuidade). Dados dois espagos métricos (X,dx) e (Y,dy),
uma funcao f: X — Y € dita continua em um ponto x € X (em rela¢io a essas
métricas), quando, para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que

d(f(z), f(x)) <e, Vz e X, d(Z,x) <.
A funcao € dita continua quando € continua em todos os pontos de X.
A continuidade preserva a convergéncia de sequéncias.

PROPOSIGAO 1.2. Sejam (X, dx) e (Y, dy) dois espagos métricos e seja f : X =Y
uma fung¢ao continua em um ponto x € X. Se (zx)reny € uma sequéncia convergindo
para um ponto x em X, entdo (f(zx))ken converge para f(x) em Y, ie. zp — x
implica em f(x) — f(x).

Como estamos falando de espacos métricos, a continuidade pode ser, de fato,
caracterizada pela convergéncia de sequéncias. Um outro resultado importante é o
de que a continuidade é preservada por composic¢ao.

PROPOSIGAO 1.3. Sejam (X, dx), (Y,dy) e (Z,dz) trés espagos métricos e sejam
g:Y = Z eh: X —Y funcgoes continuas. Entao a composicao f =goh: X — Z
também é continua.
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Deixamos a verificagao dos fatos acima para o leitor. Esses resultados sao vistos
com mais profundidade em cursos sobre espacos métricos, analise funcional e em
alguns sobre anélise em varias variaveis.

1.4. Topologia em espagos métricos. Com a nocao de distancia dada pela
métrica e o conceito de convergéncia de sequéncias, também podemos falar de sub-
conjuntos abertos e fechados, de vizinhanga e de topologia.

Supondo que o limite x de uma sequéncia (x)ren esteja em um subconjunto A
do espaco, quando podemos garantir que zj esté, eventualmente, contido também em
A? E quando a sequéncia xj estd em um conjunto B, quando podemos garantir que o
seu limite também estda em B? Para caracterizar essas propriedades, temos as nogoes
de conjuntos abertos e fechados.

DEFINIGAO 1.6 (Abertos e fechados). Seja (X,d) um espago métrico. Um sub-
conjunto A C X € dito aberto quando, para todo x € A, existe 6 > 0 tal que todo
elemento y € X com d(y,x) < 0 estd em A, i.e.

{y € X;d(y,z) <0} C A.
Um conjunto A C X € dito fechado quando o seu complementar A° = X \ A € aberto.

Com o conceito de métrica, também podemos definir conjuntos especiais que sao
equidistantes a um determinado ponto e que serao tuteis mais adiante.

DEFINIGAO 1.7 (Bolas e esferas em espagos métricos). Seja (X,d) um espago
métrico. Uma bola fechada de raio r > 0 e centro em x € o conjunto
By (z) ={y € X; d(z,y) <},
enquanto que a bola aberta ¢ definida por
B, (2)° ={y € X; d(z,y) <r}.
A esfera de raio r e centrada em x € dada por
Se(z) ={y € X; d(z,y) =r}.
Pensando apenas no conceito de aberto e fechado, temos o seguinte resultado.
TEOREMA 1.1. Seja (X, d) um espago mélrico e seja (xy)ren uma sequéncia em
X convergindo para um ponto x € X.

(i) Supondo xz € O e O um conjunto aberto, entao existe K € N tal que xy € O,
para todo k > K, ou seja, a sequéncia estd eventualmente contida no conjunto
aberto O.

(11) Supondo x), € F e F' um subconjunto fechado de X, entiao x € F, ou seja, o
limite também estd no conjunto fechado F'.
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Os conjuntos abertos podem ser usados para caracterizar a convergéncia de uma
sequéncia.

PROPOSIGAO 1.4. Sejam (X, d) um espago métrico, (xy)gen uma sequéncia em X
ex € X. Entao a sequéncia converge para x se, e somente se, para todo aberto O de
X contendo x, existe um inteiro K € N tal que xy, € O, para todo k > K, ou seja, a
sequéncia eventualmente entra em qualquer aberto contendo o ponto limite.

Essa caracterizacao nos leva ao conceito de vizinhanca.

OBSERVAGAO 1.3 (Vizinhancas). A caracterizagao de continuidade em um ponto
x dada na Proposicao 1.4 é feita em termos de abertos contendo o ponto x. Um
conjunto aberto contendo um determinado ponto é chamado de vizinhanca aberta do
ponto x. Qualquer conjunto que contenha uma vizinhanca aberta de x é chamada
simplesmente de vizinhanca de x.

Por conta da caracterizagao, podemos definir convergéncia e continuidade apenas
em termos de vizinhancas abertas. O importante é destacar as propriedades funda-
mentais de conjuntos abertos apenas em termos de estrutura de conjuntos. Nesse
sentido, observamos as seguintes propriedades dos abertos de um espago métrico.

TEOREMA 1.2 (Topologia de um espago métrico). Seja (X, d) um espag¢o métrico.
A topologia de X € o conjunto I de todos os abertos de X e tem as sequintes
propriedades.
(i) O conjunto vazio € aberto (e fechado), i.e. ) € T;
(ii) O espago todo € aberto (e fechado), i.e. X € T;
(i1i) A unido arbitrdria de abertos € aberta, i.e. se Ay € T, para todo A € A em
um congunto A qualquer, entdao | J, o Ax € T;
(iv) A intersecio finita de abertos é aberta, i.e. se Ay,..., A, € T, n €N, entao
njzl,...,n Aj S J.

Com base nessa caracterizagao, definimos espac¢os topoldgicos como os conjuntos
X munidos de uma colegdo I de subconjuntos de X com as propriedades (i)-(iv) do
Teorema 1.2. Mas nao precisamos considerar essa generalizagao aqui, ja que estamos
tratando de espacos vetorias de dimensao finita. Em dimensao infinita, esse conceito
é bastante util. Por exemplo, o espago das distribuigoes (veja Exemplo 3.2) nao é
um espago vetorial normado, mas é um espago vetorial topologico, quando munido de
uma topologia apropriada.

2. Norma

Passamos, agora, ao estudo de normas em um espago vetorial, que é uma nogao
particular de métrica.
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2.1. Norma em espagos vetoriais. Ao combinarmos a nog¢ao de distancia com
a estrutura de um espago vetorial, esperamos que essa distancia tenha propriedades
compativeis com essa estrutura, como, em particular, que as operagoes de adicao e
multiplicagao por escalar sejam continuas em relagao a essa distancia.

Além disso, é natural esperarmos que essa medida de distancia seja homogénea,
como ¢ a distancia usual no plano, por exemplo, onde o comprimento de um segmento
de reta independe da sua posicao no plano. Ou seja, em geral, esperamos que a
distancia entre dois vetores u e v seja a mesma que a distancia entre u+w e v+ w,
para qualquer w. Ou, por outra, que a distancia entre u e v seja a mesma que entre
0 e u — v. A distancia entre um vetor u e o vetor nulo 0 mede o comprimento de
um vetor. E ao multiplicarmos um vetor por um escalar, esperamos aumentar o seu
comprimento pelo mesmo fator, ou, na verdade, pelo moédulo desse escalar, com o
sinal apenas mudando o vetor de sentido, mas sem alterar o seu comprimento.

Essa ideia nos da a nocao de norma, que definimos a seguir.

DEFINIGAO 2.1 (Norma). Uma norma em um espago vetorial X sobre um corpo
K real ou complexo é uma funcao || - | : X — R positiva definida, homogénea e
subaditiva, ou seja

(1) (positiva definida) ||ul] > 0, para todo u € X, com ||u|| = 0 se, e somente
se, u=0;
(i1) (homogénea) || Au|| = |A|||u||, para todo u € X e todo X € K;
(i1i) (subaditiva) |[u+ v|| < ||u|| + ||v]|, para todo u,v € X.x

Um espaco vetorial munido de uma norma € chamado de espago vetorial normado
e é usalmente denotado por (X, | - |).

OBSERVAGAO 2.1. A métrica associada a uma norma || - || em um espago vetorial
X é dada por
d(u,v) = [lu—v].
A simetria da métrica sai da homogeneidade da norma com A = —1, visto que
d(u,v) = lu=v[| = [|v—ul = d(v,u).

A desigualdade triangular da métrica sai diretamente da subaditividade da norma
(também chamada de desigualdade triangular para normas), visto que

du,v)=u-v|=[u-w+w-—v|
<|lu—w| + [[w—v| <d(u,w)+d(w,u).

No caso de uma métrica qualquer em um espago vetorial, precisamos exigir que
essa métrica seja compativel com a estrutura vetorial, no sentido da adi¢ao de vetores
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e a multiplicacao por escalar sejam operagoes continuas em relacao a essa métrica.
Nem todas as métricas tem essa propriedade (veja, por exemplo, as métricas dadas
no Exemplo 1.2 e no Observagao 1.2). Ja no caso de normas, essa propriedade é
intrinseca, como discutidos nas observagoes a seguir.

OBSERVAGAO 2.2 (Continuidade da adigao). A adi¢ao é uma fungdo + : X x X —
X. A continuidade, em um ponto (u,v) € X x X, da soma u+v é obtida comparando-
se a distancia entre a soma u+ v de uma perturbacao t =~ u de u e uma perturbagao
VA vVveasomau+Vvdeuev. Essa continuidade segue da desigualdade

du+v,u+v)=|a+v—-—u—v| <|[a—ul|+|v-v]|=dau)+dv,v).

Assim, u 4+ v — u+ v, quando @ — u e v — v. Quanto mais préximos i ~ u e
V & Vv, mais proximo u + v estd de u + v.

OBSERVAGAO 2.3 (Continuidade da multiplica¢ao por escalar). De maneira seme-
lhante,

d(Aa, du) = [|[Ai — Aul|
= |AMd — A\ + A — Aul|
< A — A + [[Aa — Aul|
= (A =Na] + M@ - )
= A= All[a]l + [Alla - ul|
= A= Alllal + [Ald(@, w).

Assim, quando 1 — uem X e A = X em K, temos A\t — Au, nos dando a continui-
dade da multiplicacao por escalar.
Vale ressaltar que a propria norma é uma funcao continua de X em R:

PROPOSIGAO 2.1 (Continuidade da norma). Dado um espago vetorial X real ou
complexo munido de uma norma || - ||, vale a desigualdade

llaf ={vil < flau=v],  Vvuo,veX
DEMONSTRAGAO. Pela desigualdade triangular,
Jall < flu = v +[[v]],

de modo que

Jafl = flv]l < [fa = vl
Da mesma forma,

vl =l < lv—vl.
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Pela homogeneidade, com A = —1, temos
v —ul = [ju—vl,

de modo que

—[lu = vl <l = v]l < flu= v,
ou seja,
rall = (Iv]l] < lu— v,
provando a desigualdade desejada. 0

EXEMPLO 2.1. Em R” ou C”, temos a norma p

n 1/p
Jull, = (ZI%!”) :

para todo vetor u = (z1,...,x,) € K" K real ou complexo, e onde p é qualquer real
no intervalo 1 < p < co. O caso p = oo nos da, como limite p — oo da norma acima,

[ull, = max{fa. ], ..., 2]}

Para p = 1 ou p = oo, é facil ver que a norma p é, de fato, uma norma. Para
1 < p < o0, é facil mostrar que a norma ¢é positiva definida e homogénea, mas nao é
imediato mostrar a subaditividade, que nesse caso é conhecida como desigualdade de
Minkowski (Curiosidade 2.1).

CURIOSIDADE 2.1 (Desigualdade de Minkowski). A desigualdade de Minkowski,
mencionada no Exemplo 2.1 para garantir a subaditividade da norma p em K", com
K =R ou C, tem a forma

[w+ v, <lal, + vl va,vek" (2.1)
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A demonstragao passa por um truque de expoentes e a desigualdade de Young, a ser
vista na Curiosidade 2.2. De fato, para u = (x1,...,2,) e v= (y1,...,Yn), temos

latvip =l +yl?
j=1

= Jaj + oyl + oyt

Jj=1

< (gl + ) g + 7!
j=1

=zl + P Dyl + P
j=1 j=1

Pela desigualdade de Holder (2.2),
n Up s n 1/q
[u+ vl < (Z |$j|p) (Z |; + yj|(p_1)q>
j=1 j=1
n p s n 1/q
(Swr) ()
=1 j=1

onde ¢ satisfaz 1/p+1/¢=1. Como 1/g=1—1/p=(p—1)/pe (p—1)q = p, temos
[+ I < (Rl + [[vilp) o+ v
Dividindo por |[u 4 v|[?~!, obtemos a desigualdade de Minkowski (2.1).

CURIOSIDADE 2.2 (Desigualdade de Holder). A desigualdade de Holder (finita)
pode ser posta na forma

n n 1/p n 1/(]
> ab; < (Z a§> (Z b;?) . VYa;,b;>0,5=1,...,n, (2.2)
j=1

j=1 j=1

onde p é um real qualquer no intervalo 1 < p < oo e onde ¢ é o seu conjugado, também
no intervalo 1 < ¢ < oo e que satisfaz 1/p+1/q = 1. (As versoes da desigualdade com
p=1leqg=o00oup=o0eq=1sao triviais.) A demonstracio dessa desigualdade
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passa por escrever
P
||a||p=<za§) » bl = (qu> = [[bllg,
J

onde a = (ay,...,a,) e b = (b1,...,b,). e usar a desigualdade de Young (??7) em

cada componente, de modo que

azb Z
LT, 20 = 2, o

Z(l as 1 b )
B plally QHng
124 L1 125 b)

vl g bl

_1lalp | 1]blg
pllall " qlbl
11

p q

=1

ou seja,

e () ()

j=1 j=1 Jj=1

CURIOSIDADE 2.3 (Desigualdade de Young). A desigualdade de Young tem a

forma

1 1
ab < —af + —b7, Va,b > 0. (2.3)
q

p
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onde 1 < p,qg < o0 e 1/p+ 1/¢ = 1. Sua demonstragdo passa pela concavidade da
fungao logaritmo, de forma que, tomando # = 1/q, com 1 — 6 = 1/q, obtemos
Inab=Ina+1Inb
= Ina?? + Inb?/9

1 1
=—Ina” + —Inbd?
p q

1 1
<t (5o 1)
p q

Como o logaritmo também é uma funcao crescente, essa desigualdade implica na
desigualdade de Young (2.3).

OBSERVAGAO 2.4 (Homogeneidade e desigualdades). A técnica usada na demons-
tragao da desigualdade de Holder (2.2) é muito comum em espagos vetoriais normados
quando as quantidades envolvidas sao “multi-homogéneas”. No caso, as fungoes

1/p 1/q
fla,b)=> a;b;,  g(ab)= (Z a§?> (Z bj)
J J J
tém as propriedades

f(ha,ub) = Auf(a,b),  g(ha,ub) = Aug(a,b),

para todo A, u > 0. Assim, se provarmos que

f(a,b) <g(a,b)

para a,b tais que ||allx = ||bl]ly = 1, em dadas normas, entdo podemos usar a
homogeneidade para estender a estimativa para todo o espaco

a a

lallx " llallx

)
a a

— ) = allx——,||lal|lx——) = g(a, b).

fallx Talls! ~ 0 a1 o) = P

Analogamente para estimativas involvendo mais de dois vetores, desde que a homo-
geneidade valha para cada vetor.

a a
f(a,b) = f(lla!\xm, IIame) = llallxlallxf(

a a
< llallx/lallxg(

CURIOSIDADE 2.4. Para p tal que 1 < p < 0o, anorma p em R" tem a propriedade
de ser estritamente conveza, ou seja, se ||ul| = ||v|| = r, com u # v, entdo

(1 —=0)u+ov| <,
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para 0 < ¢ < 1. Em outras palavras, o interior do segmento de reta entre dois pontos
de uma esfera esté contido inteiramente no interior da esfera. Isso nao acontece com
p =1 oup = oco. Mais ainda, para 1 < p < 0o, o ponto médio estd uniformemente
bem afastado da esfera, i.e. para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que se ||u|l, = ||v|l, =1
e |lu—vl| > e, entao

<1-0.

x—i—yH

Com essa propriedade, dizemos que a norma é uniformemente convexa.

EXEMPLO 2.2 (Norma em ¢?). Podemos estender a norma p para sequéncias re-
ais ou complexas, desde que o somatoério seja finito. Isso é obtido restringindo as
sequéncias ao espaco # (veja Exemplo 1.10), mas aqui vamos assumir 1 < p < oo.
Temos

P ={x = (Tpn)nen; Z |z, P < oo}

neN

E facil verificar que, para 1 < p < oo, temos

fallo = 3wl

neN

1/p

satisfazendo as hipoteses de norma. Para p = oo, temos sequéncias limitadas
[o¢] .
(> = {ilf = (xn)neNa sup ‘xn‘ < OO},
neN

com a norma do Supremo

|al[ges = sup |x,].
neN

EXEMPLO 2.3. No espaco das fungoes reais continuas X = 6(/) em um intervalo
I C R qualquer, por exemplo, podemos definir a norma p por

171, = [ 16 ao) "

Il = sup | £(a)].

paral <p<ooe

No caso em que [ é fechado e limitado, o supremo se torna um maximo.
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2.2. Topologia de um espacgo vetorial normado. Como a norma define uma
métrica, todas as noc¢oes de topologia, abertos, fechados, vizinhanca e convergéncia
se aplicam. Em particular, em um espago vetorial X munido de uma norma || - ||,
uma sequéncia de vetores (u)reny ¢ uma sequéncia de Cauchy em X quando

lup —wl| =0, k,l — oo.
Essa sequéncia converge para um vetor u € X quando
|lug — ul| — 0, k — 0.

O limite de uma sequéncia, quando existe, é tinico.
Uma bola fechada de raio » > 0 e centro em ug toma a forma

Bi(ug) = {u € X; |lu—uof <r},
enquanto que a bola aberta é dada por

B,(1p)° ={u € X; |[u—ug|| <7}
A esfera de raio r e centrada em ug é dada por

Sr(ug) ={u e X; |lu—ul =1}

Um espaco vetorial normado é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy
converge.

Com a nogao de continuidade e topologia em espagos vetoriais normados, é natural
consideramos dois espacos vetorias normados como isomorfos apenas quando houver
uma bijecao linear entre os dois que seja continua e com inversa continua. Nesse
sentido, temos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 2.2 (Isomorfismo entre espagos vetoriais normados). Sejam (X, || -
lx) e (Y]] |ly) dois espagos vetoriais normados sobre um mesmo corpo K. Um
isomorfimo entre esses dois espagos normados € um isomorfismo entre os espagos
vetoriais X e Y que seja continua e tenha inversa continua em relagao as topologias
associadas as suas métricas.

Trabalhando em cada coordenada, veremos a seguir que a propriedade do conjunto
dos ntmeros reais de ser completo se estende para R™ munido de uma norma qualquer.
E vale, também, em C", separando as partes real e imaginaria de uma sequéncia de
Cauchy de vetores complexos. Finalmente, gracas a representacao de espacos vetoriais
de dimensao finita como K", em um corpo K, e gracas a equivaléncia das normas que
veremos em seguida, deduz-se que espagos vetoriais complexos ou reais de dimensao
finita sao também completos.
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A demonstracao de completude depende da equivaléncia entre a norma de X e a
norma de K" via isomorfismo entre X e K", com n = dim(X). Isso s6 sera visto no
Teorema 2.7.

Todas as normas p geram a mesma topologia. Mais ainda, sao normas equivalen-
tes. Vamos, primeiro, a esse conceito de equivaléncia de normas.

DEFINIGAO 2.3 (Equivaléncia de normas). Seja X wum espago vetorial real ou
complexo e sejam || - |lo e || - ||p duas normas em X. As duas normas sao ditas
equivalentes quando existem constantes positivas ¢, € ¢y tais que

1
—lulla < flully < cof[ulla,
&

para todo u € X.

Normas equivalentes geram a mesma topologia.

TEOREMA 2.1. Seja X um espago vetorial e sejam || - ||o € || - ||» duas normas em
X. Entao um conjunto O € aberto em rela¢io a norma || - ||, se, e somente se, é
aberto em relagio a norma || - ||p.

No caso de R™ e C", todas as normas p sao equivalentes e, com isso, consideramos
a topologia, nesses espagos, como sendo a topologia gerada por essas normas.

TEOREMA 2.2. Seja X = K", n € N, com K real ou complexo. Entao todas as
normas p em X, com 1 < p < 00, sao equivalentes entre si.

DEMONSTRAGAO. Observe que a equivaléncia entre normas de um mesmo espago
vetorial é uma relagao de equivaléncia. Assim, para compararmos duas normas p; e
P2 quaisquer, podemos comparar cada uma delas com uma mesma norma ¢q. Vamos
usar ¢ = oo para isso e comparar uma norma p qualquer em 1 < p < oo com ¢ = 0.

Seja u = (z1,...,2,) € K*. Temos

ol < fol? 4 [l

para todo 7 =1,...,n, de modo que

)

1/p
1
e = raax ;] = (fl}f?ﬁllep) < (faf? -+ feal?) 7 = [Ju]

Por outro lado, temos
. 1/p
fally = G -+ o) < (e 1))

<!’ max [r;| = n'|ullx.
=1,...,n

)
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Portanto,
—plully < Jlullee < fully,

para todo u € X, mostrando que a norma p, com 1 < p < 0o, é equivalente & norma
q = oo.

Como dito acima, dadas normas pi, p2, 1 < p1,pe < 00, temos, usando a equiva-
léncia acima, que

lully, < ullse < Jullp, < 072 ulle < n'72|full,,,

nl/p1

completando a equivaléncia entre normas p; e py quaisquer. O

OBSERVACAO 2.5. Métricas diferentes podem gerar topologias diferentes, mesmo
em dimensao finita, como mostra o Observacao 1.2. Mas, no caso de normas, vimos,
no Teorema 2.2, que todas as normas p em R" e C" sao equivalentes e geram a mesma
topologia. Esse resultado é mais geral ainda, como veremos adiante. Em qualquer
espago de dimensao finita, todas as normas sao equivalentes entre si. Para provarmos
esse resultado mais geral, precisamos da nocao de compacidade.

Um resultado fundamental de anélise que usaremos aqui e que anunciamos sem
demonstracao é o da compacidade de subconjuntos fechados limitados em R™. Héa dois
resultados importantes nesse sentido, ligados a conceitos diferentes de compacidade.
O Teorema de Bolzano-Weierstrass, que garante que toda sequéncia limitada em
R™ possui uma subsequéncia convergente, e que implica em que todo subconjunto
fechado e limitado de R™ é sequencialmente compacto (ou seja, toda sequéncia em
um conjunto fechado e limitado F' de R™ possui uma subsequéncia que converge
para algum elemento de F). E o Teorema de Heine-Borel, que garante que todo
subconjunto fechado e limitado F' de R™ é compacto, no sentido de que toda cobertura
A C UyepOy de A por conjuntos abertos Oy de uma familia arbitraria A possui uma
subcobertura finita A C Uj=1,..,Ox;, A; € A, n € N. Este tltimo conceito ¢ a
generalizagao de compacidade sequencial para espagos topologicos mais gerais. No
caso de espaco métricos e, em particular, de espacos vetoriais normados, os dois
conceitos coincidem e nao precisamos nos preocupar com essa distin¢gao na definicao
de compacidade. E o mesmo vale para C" ou qualquer espago vetorial complexo de
dimensao finita. Basta considerarmos as suas partes real e imaginaria como R" e usar
os resultados mencionados acima.

DEFINIGAO 2.4 (Compacidade em espagos vetoriais normados). Um subconjunto
A de um espaco vetorial normado X real ou complexo € dito compacto quando toda
sequéncia (U, )nen C A de elementos em A possui uma subsequéncia convergente para
um elemento de A.
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Agora, para os teoremas de compacidade, observamos que a norma nos permite
classificar subconjuntos entre limitados e ilimitados.

DEFINICAO 2.5 (Subconjuntos limitados de espagos vetoriais normados). Seja
X um espago vetorial normado, com norma || - ||. Um subconjunto A de X € dito
limitado quando existe uma constante C' > 0 tal que

lu <C, VucA

Um subconjunto A é limitado se, e somente se, ele estd contido em uma bola
centrada na origem, por exemplo.

De posse do conceito de conjunto limitado, podemos enunciar o Teorema de
Bolzano-Weierstrass.

TEOREMA 2.3 (de Bolzano-Weierstrass). Considere R™ munido da topologia as-
sociada a uma norma p qualquer, 1 < p < oco. FEntao toda subsequéncia limitada
(Wg)ken possui uma subsequéncia convergente.

Juntando com os conceitos de conjunto fechado e de conjunto compacto, temos o
Teorema de Heine-Borel.

TEOREMA 2.4 (de Heine-Borel). Considere R™ munido da topologia associada a
uma norma p qualquer, 1 < p < co. Entao todo subconjunto fechado e limitado de
R™ é compacto.

Identificando C" com R™ x R" via partes real e imaginéaria de um vetor complexo,
os resultados acima também se aplicam ao C".

TEOREMA 2.5 (Compacidade nos complexos). Considere C* munido da topologia
associada a uma norma p qualquer, 1 < p < co. Entao todo subconjunto fechado e
limitado de C™ é compacto.

Um outro resultado fundamental em analise e que nos sera ttil a seguir é o de que
fungoes continuas definidas em conjuntos compactos sao limitadas e assumem valores
méaximos e minimos. Também anunciamos esse resultado sem demonstragao.

TEOREMA 2.6. Seja A C K" um subconjunto compacto de K" em um corpo K
real ou complexo e seja f : A — R uma fungao continua. Entdo f € limitada e possui
pontos de mdximo e de minimo, i.e. exiStem Upin € Umax em A tais que

f(Wmin) = 21612 f(u),  f(umax) = rgg} f(u).
Essa compacidade pode ser usada para mostrar que nao apenas as normas p mas,

também, quaisquer normas em R" e C™ sao equivalentes. Mais ainda, quaisquer nor-
mas em espacos vetoriais de dimensao finita sao equivalentes entre si. A demonstragao



328 11. ESPACOS VETORIAIS NORMADOS

passa pela continuidade dos isomorfismos entre um espaco de dimensao finita e K",
que é um resultado importante por si s6 e que destacamos a seguir.

PROPOSICAO 2.2. Seja X um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo

K real ou complexo munido de uma norma || - ||. Seja J : X — K" uma isometria.
Entao existem constantes estritamente positivas p e C' tais que
plHW)lse < fulf < CU()[le,  Vue X, (2.4)

que € equivalente a
1 1
Sl < B < —llufle,  VueX. (2.5)
¢ It

DEMONSTRACAO. Se X é um espago trivial, entdo 0 é o seu tnico elemento e as
desigualdades sao triviais. Suponha, entao, X nao trivial.

Vamos mostrar, primeiro, a continuidade da fungdao v — [|[J7'v||. Em seguida,
usamos a compacidade da esfera unitaria para obter o maximo e o minimo dessa
funcao. Depois usamos que J é uma isometria para mostrar que o minimo é positivo.
Por fim, usamos a homogeneidade para estender a desigualdade da esfera unitéria
para o espago todo.

Seja ¢ = {{e1,...,e,}} a base candnica em K", de modo que a norma ||v||, de
um elemento qualquer

n
v = (21,...,2,) :ijej e K"
j=1

é dada por
[Vl = max |z;].
7j=1,...n
Seja 6 = {w1,...,w,}} a base de X formada por w; = J'e;, j =1,...,n. Temos
J(u) = (<f17 u)? R <fm 11>) € Kn?
com a sua inversa dada por
I (2, ., 2) = 2ywWy + -+ 2, W

Usando a desigualdade triangular e a homogeneidade da norma, temos

B (@ an)) = w4+ zawall < ol [wall + - 2wl

< (Z ||w]||> max{|z1|,..., |z},



2. NORMA 329

ou seja,
37 < ClIv]ee

para todo v = (x1,...,2,) € K", onde
C=>"[lw;l.
J

Em particular, isso mostra a continuidade de J=! como funcao de K" em X. E mostra
a continuidade da funcao real f : K" — R dada por f(v) = ||J7'v]|, pois se v — v
em K" na norma || - ||, entao

[f(vi) = f(v) = 37 (vie = V)| S Cllvie = Voo = 0,k — o0
Considerando, agora, a esfera unitéria
S={veK" |v|w =1},

temos que S é um subconjunto fechado e limitado em K", portanto compacto, gracas
ao Teorema 2.4 de Heine-Borel (ou Teorema 2.5 no caso complexo).

Agora, vonsiderando f restrito ao compacto S, deduzimos, do Teorema 2.6, que
f possui pelo menos um ponto de minimo vy € .S,

= f(vo) = min f(v).

Temos p = f(vo) = |[J7H(vo)|| > 0. Caso u = 0, entao, pela positividade da norma,
J7Y(vg) = 0. Como J é um isomorfismo, entao vo = 0 também. Mas v, € S, o que
significa que ||vo||.o = 1. Logo, vy ndo pode ser 0 e x ndo pode ser nulo. Portanto,
1> 0. Ou seja,
vl = >0,
para todo v € S. Seja, agora, v € K", v #£ 0, arbitrario. Entao
v

— e S.

vl
Logo, por homogeneidade,

v

vl

Juntando com a estimativa anterior e incluindo o caso trivial em que v é nulo, obtemos

PVl < IV < OV, ¥v €K™

plviioe < 17 HIvlleo = 37V

Aplicando esse resultado a v = J(u) com um u € X arbitrario, obtemos (2.4). A
equivaléncia entre (2.4) e (2.5) é imediata. O
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OBSERVAGAO 2.6. O resultado da Proposi¢ao 2.2 nos diz que o isomorfismo J :
X — K" entre espacos vetorias é continuo e com inversa continua, o que significa dizer
J & um isomorfismo entre os espagos normados (X, || - ||) e (K", || - |« ), no sentido da
Definicao 2.2.

Agora podemos mostrar que quaisquer duas normas em um espago vetorial nor-
mado de dimensao finita sao equivalentes.

TEOREMA 2.7. Seja X um espago vetorial real ou complexo de dimensao finita.
Entao quaisquer duas normas || - ||o € || - |[|[s em X sdo equivalentes entre si.

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 2.2 que existem constantes positivas i, C,
tais que
fial[4(0)loe < [[ulla < CollJ(w)]|so,

para todo u € X. Da mesma forma, existem constantes positivas uy, Cj tais que
pol[d(w)]oo < Jlufls < CollJ(w)]]oc,

para todo u € X. Com isso, chegamos a equivaléncia

Ha Cq
o ully < palJ(W)loo < fulle < Call (W)l < —=[lulls,
b Hb

para todo u € X. 0

Gragas a esse resultado, as propriedades puramente topoldgicas de um espago veto-
rial normado independem da escolha da norma. Em dimenséao infinita, no entanto, as
propriedades topolégicas dependem de maneira nao trivial da norma escolhida. Além
disso, temos topologias bastante importantes que nem sao provenientes de norma.
Varias coisas podem funcionar em uma topologia e nao funcionar em outra (continui-
dade de operadores, compacidade de certos subconjuntos, existéncia e/ou unicidade
de solugbes de determinadas equagoes, etc.). Mas isso é outro assunto. Aqui, vamos
nos aprofundar em espagos de dimensao finita, onde essas diferengas nao acontecem.

Os resultados mencionados nessa se¢ao sao essencialmente para referéncia. Eles
sao explorados mais profundamente em cursos de Anéalise Real, Topologia e Anélise
Funcional.

Antes de fecharmos essa sessao, vamos aproveitar a equivaléncia das normas e
estender os resultados de completude e de compacidade em R™ e C" para espagos
vetoriais reais ou complexos quaisquer de dimensao finita.

TEOREMA 2.8 (Completude de espagos vetoriais de dimensao finita). Seja X um
espago vetorial real ou complexo de dimensao finita munido de uma norma || - ||x.
Entao X € completo, i.e. toda sequéncia de Cauchy em X é convergente.
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DEMONSTRAGAO. Seja (uy)reny uma sequéncia de Cauchy em X. Como X é de
dimensao finita, X é isomorfo a um K", com K real ou complexo, e n = dim(X). Seja
J: X — K" esse isomorfismo.

Gragas a estimativa (2.4) feita na demonstragao da Proposigao 2.2, existem p, C' >
0 tais que

pldW)lse < flullx < ClJ(0) (o,
para todo u € X. Logo,

J(ag) = J(w) || = [H(up —w) < %Iluk —ufx =0, kl—oc
Logo, {J(ug)}x € uma sequéncia de Cauchy em K" com a norma do maximo. Como
K™ é completo, existe v € K" tal que
J(ug) — v.
Definindo u = J71(v), temos
[u —ullx < CP(ug) = v =0, k= o0,
mostrando que {ug }ren € convergente e, portanto, que X é completo. 0
Agora a compacidade.

TEOREMA 2.9 (compacidade em espagos vetoriais de dimensao finita). Considere
um espaco vetorial X real ou complexo de dimensao finita e munido de uma norma.
Entao toda subsequéncia limitada (ug)ren possui uma subsequéncia convergente.

A demonstracao passa pelo isomorfismo entre X e K", com K = R ou C, e o
Teorema 2.4 de Heine-Borel ou o seu equivalente complexo, Teorema 2.5.

2.3. Norma de operadores e continuidade de transformacgoes lineares.
Com a nocgao de distancia em espacos vetoriais, podemos analisar a continuidade ou
nao de transformacao lineares. Nesse ponto, a dimensao do espago tem um papel
fundamental. Em dimensao finita, veremos que todas as transformacoes lineares sao
continuas. Mas em dimensao infinita, podemos ter transformacoes lineares que nao
sao continuas, como mostra o seguinte exemplo.

EXEMPLO 2.4. Seja X = co(R) o espago vetorial das sequéncias que eventual-
mente se anulam, defindo em Exemplo 2.5, munido da norma do maximo

lullx = |lullec = sup |z;],
JEN
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e seja

Y =(R) = {u=(2;)jen € R Y |z;| < 00}
neN
o espaco das sequéncias absolutamente convergentes, munido da norma da soma

hally = f[ufle = lal.
jeN
Ambos sao espagos vetoriais normados. Agora considere a transformacao linear
T(w) = (Jzj)jen,  u=(2;)jen € coo(R).

Para cada u € ¢yp(R), como a sequéncia u = (z,);en eventualmente se anula, i.e.
existe n = n(u) tal que z; = 0, para todo j > n, entao

IT@)lh = lizs] = ZJI%I < o0,

jeN

de modo que T esta bem definido e é, claramente, uma transformagao linear. Portanto,
T € Z2(X,Y). No entanto, T nao é continua em relagdo a essas normas. De fato,
considere a sequéncia

I/n, 1<j5<n,
u, = .
0, Jj>n.
Cada u, € X, com
1
[unllx = l[upllee = = =0,
n

ou seja, u, — 0 em X. Por outro lado,

J n—|—1) n+1
uTunnY_z z]— LI

Ou seja, T(u,) ndo converge para T(O) = 0, de modo que T néo é continua.

Uma caracteristica de transformacoes lineares é que, pela linearidade da transfor-
macao, em combinacao com a estrutura linear do espago e a homogeneidade da norma,
a continuidade de uma transformacao linear pode ser analisada apenas pela continui-
dade na origem. Mais ainda, essa continuidade na origem segue de maneira ainda
mais simples, bastando que a transformacao seja limitada em conjuntos limitados.
Nesse sentido, temos o seguinte resultado.
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TEOREMA 2.10. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo, real
ou complexo, e munidos de normas || - ||x e || - ||y, respectivamente. Dada uma
transformacao linear T € L(X,Y), temos as sequintes equivaléncias

(i) T € continua em todos os pontos de X ;

(i) T € continua na origem;
(i1i) T € limitada em B, = {u € X; ||u|lx <r}, para algum r > 0.
(iv) T € limitada em qualquer conjunto limitado B,, r > 0;

(v) T € limitada em qualquer conjunto limitado B,, r > 0;

DEMONSTRAGAO. Por defini¢ao, T ser continua em X significa ser continua em
cada ponto de X e, em particular ser continua na origem. Ou seja, (i) = (ii).
Suponha, agora, T continua na origem. Entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que

| Tv]y <e,

para todo v € X com
|v]|x <.

Isso significa que

sup ||Tv]ly <e,

vEBr,
para ro < §, ou seja, T é limitado em algum B,,, provando (iii). Além disso, usando
essa limitacao, temos, para qualquer r > 0, que se v € B,, entao w = (ro/7)v € B,,,
de modo que

r To T To
sup | Tv|ly = — sup —||Tv|ly = — sup —TVH
vEB, T0 veB, Tove, I T Y

r re

= — sup ||Tw|y < — < o0,
To weBr, To
mostrando que T é limitado em B,, para r > 0 arbitrario. Isso prova (iv).
Em particular, tomando » = 1 e definido
C = sup [ Tv]ly < o,
vEB,

temos, para qualquer u € X nao nulo, que u/||lul|x € B; de modo que, pela homoge-
neidade da norma e de operadores lineares

[Tully = lullx < Clhul|x.

"R

[Jallx

Isso prova ((v)), visto que a desigualdade ¢, também, trivialmente vélida para u = 0.
Ou seja, ja temos (1) = (ii) = (iii) = (iv) = (v).
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Resta mostrar que (v) implica em (ii). Para isso, usamos a linearidade de T.
Fixado um u € X, temos, para u € X qualquer, que

[Ta = Tully = [[T(@ - wlly < Cfla—ullx,

provando que, de fato, T é globalmente Lipschitz continua. Isso completa a demons-
tracao. ]

Inspirado pelo resultado do Teorema 2.10, definimos o conceito de transformagcao
limitada.

DEFINICAO 2.6 (Operador limitado). Sejam X e Y espagos vetoriais normados
reais ou complexos, munidos de normas || - ||x e || - ||y, respectivamente. Seja T €
L(X,Y) uma transformacao linear de X em Y. Dizemos que T € limitada quando
existe uma constante C' > 0 tal que

|Tully < C|luflx, Yu € X.

Com isso, é facil provar a continuidade de transformacoes lineares associadas a
matrizes.

TEOREMA 2.11 (Continuidade de transformagoes associadas a matrizes). Seja

A= (aij)ﬁfi]:n e K™ ™ uma matriz em um corpo K real ou complexo. Entao

m
lAully < { > max |y ) [ull, (2.6)
j=1,..n
i=1
para todo u € K", onde || - ||y € a norma ¢*, da soma, em K" e em K™. Portanto, a

transformacgao Ta associada a A € limitada e continua de K™ em K™, sob quaisquer
normas, visto que as normas em dimensao finita sao equivalentes.

m
DEMONSTRACAO. Usando que Au = <Z;.L:1 aijq:j> , temos

i=1
m n m n m

JAully => 1Y agr;| <> 0> max faglr;] < | ) max ag| | [l
= k=1,...,n — j=1,..,n

i=1 | j=1 i=1 j=
U

Usando o resultado acima, a equivaléncia das normas em dimensao finita e o
fato de que toda transformacao linear entre espacos de dimensao finita pode ser
representada por um matriz, obtemos a continuidade de transformagoes lineares entre
espagos de dimensao finita quaisquer.
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TEOREMA 2.12 (Continuidade de transformacoes lineares em dimensao finita).
Sejam X e Y espacos vetoriais normados reais ou complexos de dimensdo finita.
Entao toda transformacao linear T € £(X,Y) de X em Y € continua.

DEMONSTRAGAO. Gragas a Teorema 2.10, basta mostrar que T é limitada. Es-
colhendo bases « e 6 de X e Y, respectivamente, temos que

[Tuls = [T]g ul,,
onde [T]y é uma matriz. Gragas ao Teorema 2.11, existe uma constante C' > 0 tal
que
ITalslly = [T]§ fulall, < Clulall, -

Conforme feito na demonstragao do Teorema 2.7, mais precisamente em (2.4), existem
constantes Cy > 0 e ux > 0 tais que

Mully < Cy [[[Tuls]l

1
U, < —|lufx.
I[u]e | NXH | x

Usando a equivaléncia entre as normas p garantida pelo Teorema 2.2, com a constante
explicita obtida na demonstracao, temos

ITals]l e < I[Tulslly

Iulelly < nll[ulall
onde m é a dimensao de Y. Juntando as desigualdades, obtemos
[Tully < Cy [[[Tuls|l < Cy [[[Tulsll, < CyC|ful.]];
TLCyC

<nCyC [l < [l

Como isso vale para u € X arbitrario, obtemos que T é limitada e, portanto, continua.
O

No Teorema 2.11, vimos que, para toda matriz em K™*", com K real ou complexo,
vale a desigualdade (2.6). O somatorio do méaximo dos coeficientes da matriz, que
aparece nessa desigualdade, define, de fato, uma norma no préprio espaco K™*"™ das

matrizes. Mais geralmente, para 1 < p, g < oo, podemos definir

1
q S

1Al = | (Z Iaij!”> : (2.7)

j=1 \i=1
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que sao também normas em K™*". Deixamos isso como exercicio. Versoes para p
e/ou ¢ infinitos também podem ser definidas.
Uma propriedade dessas normas de matrizes é a seguinte.

TEOREMA 2.13. Seja K o corpo dos reais ou dos complexos e sejam p, q reais tais
que 1 < p,q < o0o. Entao

[Aully < [[Allyqllallp, (2:8)

para todo u € K", onde 1 < p' < oo € tal que 1/p+1/p' =1, comp' =1, se p= 0
ep =00, sep=1.

DEMONSTRAGAO. Escreva A = (au)l TI=" - Temos (Au) = (Z?:l aijx]), para

u=(z1,...,2,). Assim,

n q
E CLZ‘J'QZJ‘

Jj=1

lAufi=)"

=1

A desigualdade de Holder nos diz que

() ()
e

n

E aijxj

j=1

Assim,

m n
|Aufg < (Z |az‘j!p'>
i=1 \j=1

Como o somatorio de |z;|P independe de 7, temos

m n /p
= (32 (S ) ) (L)
i=1 \j=1
Extraindo a raiz ¢, obtemos
m n a/p'\ /1
1Auf, < > (Z |aij|p> Jall, = [[Ally.qllullp,
i=1 \j=1

provando a desigualdade. 0
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OBSERVAGAO 2.7. A norma (2.7) no caso p = ¢ = 2 nos d4 uma norma especial
que leva o norma de norma de Frobenius, denotada por || - || 7, dada simplesmente por

n m
IAlE =2 ai.
j=1 i=1
Essa norma é bastante 1til na pratica, nos dando uma boa estimativa para a norma
7% (veja (2.8)):
[Aullz < [|A[[r[[all2,

para todo u € R". Munindo R" com a norma euclidiana e denotando esse espaco
assim normado por R}, podemos obter a equivaléncia

1A llop(g) < IIAllF < Vil Allops),

onde
[Aul[,
A =sup —.
| HOP(RS) it a2
A norma de Frobenius é uma norma proveniente de um produto interno (veja FExer-
cicio 5.8).

A estimativa (2.8) nos faz pensar se é possivel obter uma constante mais justa, ou
6tima, limitando |[[Aul|, em termos de ||ul[,. E se algo assim pode ser obtido entre
normas quaisquer. De fato, podemos definir essa constante 6tima via

C = ma 128ls
w0 ull,

Acontece que esse defini¢ao nos da, também, uma norma. De fato, temos o seguinte
resultado.

TEOREMA 2.14. Sejam X e Y espacos vetoriais normados sobre um mesmo corpo

K, real ou complexo. Sejam || - ||x e || - |ly as normas em X eY, respectivamente.
Entao
Tu
Tl = sup il 29)
wex |[ullx
u#0

define uma norma no espago das transformacoes lineares limitadas de X em Y .

OBSERVACAO 2.8. Por conta da compacidade de conjuntos fechados limitados em
espagos vetoriais de dimensao finita, o supremo em (2.9) é um maximo.

Essa classe de norma tem uma 6tima propriedade.
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TEOREMA 2.15. Sejam X, Y e Z espacos vetoriais normados sobre um mesmo
corpo K, real ou complexo, com normas || - ||x, || - ||y e |l - ||z, respectivamente. Para

todo T € L(X,Y) etodo S € L(Y,Z), vale
ISTllop(x.2) < [ISllopv.2)[ITllop(x.v)-

OBSERVACAO 2.9. Nem sempre a norma ¢ bem comportada assim, em relacao a
composigoes. Por exemplo, considerando

11
a=s-|} ],
temos ||A|loc = [|B|loc = 1, de modo que o produto também e 1, no entanto
2 2
aB— 3 7
e
[ABloc =2 > 1 = [|[Alloc|[Bf[oc-
OBSERVAGAO 2.10. Uma norma || - || para transformagoes T € Z£(X,Y) entre
espagos normados com normas || - ||x e || - ||y é dita consistente quando

Tully < [ITjullx,
para todo u € X. A norma | - ||op(x,y) definida por (2.9) é, naturalmente, consistente.

Normas consistentes satisfazem || TS|| < || T||[|S||, como em (2.15).

Em particular, podemos estimar poténcias de um operador via
1T lopx) < [T lgp(x)
onde op(X) representa op(X, X).
OBSERVAGAO 2.11 (Teorema de Gelfand). Uma norma de operadores pode ser
usada para se estimar o raio espectral (veja Defini¢ao 1.4) de um operador T € £(X)

em um espaco normado X, gracas ao Teorema de Gelfand, que diz que, para uma
norma qualquer | - || em Z£(X),

p(T) = lim [ITHV,
k—o0
No caso de uma norma consistente, temos sempre p(T) < || T*||'/*, ou seja, a conver-
géncia “por cima’”.

OBSERVAGAO 2.12 (Exponencial de operadores). Vimos, na Se¢ao 3.1, a exponen-
cial de matrizes através da forma normal de Jordan. Usando o conceito de norma, a
definigao, pelo menos, de exponencial de um operador (limitado) qualquer T € £(X)
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em um espago normado X, com uma norma consistente |- || em £ (X), é mais simples,

visto que
=0

m 1 ' m 1 .
<> ﬁHTJ” <> ﬁHTH] < el < oo,
=0 =0

de modo que a série é absolutamente convergente. Veja Secao 3.1.

Caso a norma seja menor do que um, uma pertubagcao da identidade pelo operador
continua sendo invertivel.

TEOREMA 2.16. Seja R € £(X) um operador em um espago normado X real ou
complexo, com norma ||R|opx)y < 1. Entdo | — R € invertivel, com inversa dada por

o0
-1 j
=R
=0

1
S e
1= [IR[lop(x)

com

1= R) " lopcx)

DEMONSTRAGAO. Observe que
S HRH’“
ZR] <Z||R|| = T—[R] —0, m — oo.
g=m Mop(x)
Dessa forma, a série converge absolutamente e define um operador linear em X.
Agora, note que

m

—R)) R/ =1-R"",
§=0

Fazendo m — oo, o lado direito converge para o operador identidade e obtemos

_R)iRJ’: ,
§=0

ou seja, | — R é invertivel, com

j=0
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3. Aplicagoes
3.1.

3.2. Numero de condicionamento e analise de sensibilidade. Suponha
que estejamos estudando um modelo da forma v = Tu, onde dada uma informagao
de entrada u, queiramos saber a resposta v. E suponha que, por algum erro de
medi¢ao ou por alguma incerteza na informacao, a entrada avaliada seja perturbada
para u+ du. Qual o efeito disso na resposta T(u+ du)? Supondo o problema linear,
0 erTo ou a incerteza na resposta é dada por

ov=T(u+6u) — Tu=T4.

Qual é, entao, a sensibilidade dessa transformagao, em relacao a perturbagoes do dado
de entrada?

Considerando um operador T € £(X) em um espago normado X, a norma da
transformacao nos da uma estimativa absoluta dessa sensibilidade. Nesse contexto, a
variacao na resposta pode ser estimada pela norma,

[0vix = [Toulx < [ITlopx) [0ullx

Ou seja, a perturbacao du ¢ “amplificada” por um fator || T||opx) (ou “reduzida,” se
for uma contragao, i.e. se ||T|lopx) < 1).

Mas as ordens de grandeza de u e v podem ser bem diferentes e os erros absolutos
podem nao expressar completamente o efeito da perturbagao. Em muitos casos, é
mais significativo quantificar as variagoes relativas.

Ou seja, é mais significativo saber qual é a variacao relativa da resposta,

[0vix
IVlix

em comparac¢ao com a variagao relativa do dado de entrada,

[dul|x
Juflx -
Podemos estimar isso via
16viix _ [Toullx _ [Tlopcolldullx _ [Tlopeo[ullx |6ullx
Iviix vilx  — [vIlx Ivllx luflx

Caso T seja invertivel, podemos escrever u = T~'v e obter
16vilx _ ITlopeo [TV Il [[0ullx

lvllx [vlx [[ullx

[0l x

ullx ’

< I Tllopee) T~ lop(x)
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ou seja,
16v]|x/llv]lx
[0ul|x/[lullx
Assim, essa sensibilidade relativa é dada pelo produto

A(T) = [T llopeo 1T lop)-

Essa quantidade é um ntimero muito especial chamada de nimero de condicionamento
de T € Z(X).

Observe que o nimero de condicionamento é simétrico em relagao a inversoes, i.e.
k(T) = k(T~1). Por isso, a mesma andlise se aplica ao analisarmos a sensibilidade do
problema inverso, ou seja, dado v, encontrar u satisfazendo

< T lop 1T llop)-

Tu=v.
Dada uma variacao v + dv, o erro relativo da solu¢ao u + du de
T(u+du) =v+9dv
pode ser obtido via
u+du=T"(v+dv),
de modo que
[6ul[x/|[ullx

loviix/lIviix

E caso tenhamos uma perturbacao nos parametros do problema, ou seja, dado uma
perturbacao 0 T no operador, queremos saber a varia¢ao na solu¢ao u+du do problema

(T+6T)(u+d0u) =v.

< ||T_1H0p(X)”T||0p(X) = ’f(T_1> = x(T).

Nesse caso, temos
u+du=(T+T) v,
de modo que
bu=(T+6T) 'vou=(T+0T) v-T v=((T+6T) ' =T Hv.
Usando que v = Tu, o erro relativo pode ser estimado por
[6u[x R
< H(T +4T) LT 1HOP(X)”THOP(X)'
[Jallx
Ou seja, precisamos analisar, também, a sensibilidade da operacao de inversao,
[(T+6T)" = T Yopx)
[T lop(x)
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Para isso, primeiro temos que saber se uma perturbacao T + 0T de uma transforma-
cao invertivel T ainda ¢é invertivel. Isso pode ser estimado através das normas dos
operadores. Primeiramente, escrevemos

(T+6T) =T+ TT).

Assim, vemos que T+ 0T ¢ invertivel se, e somente se | + T~ 16T for invertivel e, nesse
caso,

(T+6T) P =0+TT)'T1
Com isso,
(T+6T) ™ =T =((1+TT) ' =DT L.

Agora, chamando R = —T716T, sabemos de Teorema 2.16 que | — R é invertivel
quando |[R||spx) < 1. No nosso caso, podemos estimar

IRllopcxy = ITHOTH < 1T Hlope) 9T oy < 1,
ou seja, caso (T + 0T) é invertivel caso a perturbacao satisfaga

) 1
1T lopx)

Além disso, pela formula da inversa dada no Teorema 2.16, sabemos que

(|—R)—1—|:§:R,

||5THop(X)

de modo que

) o0 . [R[lop(x)
| —R)"' —| < RIoo) = TR ——
10 =R Ulopix < Z IRllooco) = TR o

Assim, obtemos a estimativa
T +6T) ™ =T M lopery < 11+ T7H0T) ™ = Hlopo) I T~ Hlopx)

= [|(1 = R)™" = lopx) I T lop(x)
IR lop(x) 1
= ”T “o X
1= [Rlopc) P
1T opx) 10T lopx)
L= [T Hopy 16T llop(x)

1T lop(x)-
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Combinando com a estimativa anterior, obtemos
Idullx _ 1T Hlopoo 16T llopex)
lallx = 1= [T lopex) 19T flopx)

Comparando com o erro relativo do operador, obtemos
[oullx/[lullx K(T)?
16T lopx) /I Tllopxy — 1 = I~ lopex) 19T lopcx)
Limitando a perturbacao a

T lopco 1T flop(x)-

T lop) 1T lopexy <
chegamos finamente a estimativa de sensibilidade

|0l x/[[ullx 9
< 2kx(T)".
10T Jopx) /1| Tllop(x)

4. Exercicios

Y

N| —

Exercicios

4.1. Verique que as fungoes definidas no Exemplo 1.2 no Exemplo 1.3 e no Ob-
servacao 1.2 sao, de fato, métricas.

4.2. Analogamente ao Teorema 2.16, dado um operador invertivel T € £(X) em
um espago normado (X, || - ||) e um outro operador R € £(X), ache uma
condi¢do em ||R||op(x), em termos de || T ||op(x), que garanta que T + R seja
invertivel.

4.3. Para 1 < p,q < oo, mostre que || - ||, definido por (2.7) é uma norma em
K™™K real ou complexo.






CAPITULO 12

Espacgos Vetoriais Reais com Produto Interno

Then the piper will lead us to reason.

— Stairway to Heaven (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

O plano e o espago tém uma estrutura geométrica a mais que diz respeito aos
angulos gerados por retas concorrentes. Em particular, temos o Teorema de Pitagoras,
que nos da uma relagao direta entre os lados de um tridngulo retangulo, associado a
noc¢ao de ortogonalidade. Em relagao a geometria analitica, isso é concretizado com
a nocao de produto escalar. Essa nocao de produto escalar pode ser generalizada e
enriquecer o estudo de espacos e operadores lineares que possuam alguma simetria
em relagao a esse produto interno. Vamos comecar definindo essa nogao abstrata de
produto interno e em seguida explorando as suas propriedades e vendo como isso nos
permite estudar operadores lineares com certas simetrias.

1. Produto interno real

1.1. Definicao e exemplos. No caso de espagos vetoriais reais, o produto in-
terno toma a seguinte forma.

DEFINIGAO 1.1 (Produto interno real). Um produto interno em espago vetorial
real X € uma forma bilinear ((-,-)) : X x X — R simétrica e positiva definida, i.e.

(i) (w+ v, w)) = (w,w)) + A(v,w)) e (u,v+2Aw)) = ((u,v)) + A(u, w)), para
todou,v,w € X e todo \ € R;
(i) (u,v)) = (v,u)), para todo u,v € X; e
(111) (u,u)) > 0, para todo u € X, com (u,u)) =0 se, e somente se, u = 0.

EXEMPLO 1.1 (Produto escalar em R™). O exemplo classico de produto interno,
que é, de fato, a inspiragao para o conceito mais geral de produto interno, é o produto

345
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escalar Euclidiano, definido em R™ por

U'V=$1y1+"'+$nynzzﬂﬁjyja
j=1

para todo u = (z1,...,2,),v = (y1,-..,9yn) € R™. Uma propriedade geométrica
fundamental do produto escalar é a identidade

u-v = |[ufl[|v| cos®,
onde

lul| = /o + -+ 2}

é a norma Euclidiana, em R", e § é o menor angulo entre os vetores u e v (i.e. o
menor angulo entre as retas geradas por esses dois vetores). Em particular, u e v
sao ortogonais se, e somente se, u-v = 0. O produto interno nos permite estender a
nocao de angulo e de ortogonalidade para espacos e objetos mais gerais.

ExXEMPLO 1.2. Dados a,b > 0, a forma bilinear

(u,v)) = azqy; + bxays,

definida para u = (21, 23), v = (y1,92) em R?, nos da um produto interno em R?. Os
conjuntos

Sy = {u=(z,y) € R [lul| = az® + by* = r},
para » > 0 dado, sao elipses no plano, com semi-eixos coincidindo com os eixos
canonicos. Mais geralmente,

(u,v)) = az1yy + bx1ys + brays + cxays

nos d4 uma forma bilinear simétrica em R?, que é positiva definida se, e somente se,
a,c >0 e b® < ac, caso em que a superficie 2 = az? + 2bxy + cy? definida no espaco
xyz forma um paraboloide com concavidade para cima. Os conjuntos

S, ={u=(x,y9) € R |Ju|| = ax® + 2bry + cy® =1}

também sao elipses no plano, com eixos principais podendo ser diferentes dos eixos
canonicos.

EXEMPLO 1.3 (Produto interno em ¢?(R)). No espaco das sequéncias reais de
quadrado somével, i.e.

éQ(R) = {l’ = (mn)neN € RN; Z |xn|2 < 00}7

neN



1. PRODUTO INTERNO REAL 347

podemos definir o produto interno
(.9) =D Tn-
neN
De fato, como ab < a? + b?, para todo a,b € R, temos
(,9) =Dty <D (25 +12) < .
neN neN
E facil verificar que ((-,-)) satisfaz as hipoteses de um produto interno.

EXEMPLO 1.4 (Produto interno em ¢?(R) com peso). Dada uma sequéncia real

positiva qualquer ¢ = (a)nen, an, > 0, ¥n € N, podemos considerar, também, o

espaco fi,, i.e. £2 com peso ¢, como

C(R) ={x = (tp)nen € R D |a,[%a, < o0}
neN
A forma bilinear

((:L‘, y)) = Z TnYnn.

neN
estd bem definida e é um produto interno em EZ,, associado & norma

21> = |zal’an
neN

EXEMPLO 1.5 (Produto interno em L?). Dado um dominio Q@ C R™, o espaco
L*(Q2) & o conjunto das fungoes reais u definidas em € e Lebesgue mensuraveis e de
quadrado integravel, i.e.

[ull = [lullz2@) = /Q lu(x)|? dx < oo.

Para duas fungoes u,v € L?(2), definimos o produto interno L*(§2) por

(u,v)) = (u,v) r200) = / u(x)v(x) dx.
Q
EXEMPLO 1.6 (Produto interno em L? com peso). Dado um dominio 2 C R”
e uma fungdo continua (ou apenas mensuravel) ¢ em ) e positiva quase sempre,
definimos o espaco Li(Q), dito L? com peso ¢, como sendo o conjunto das funcoes
reais u Lebesgue mensuraveis em ) e satisfazendo

el = llall 2y = / fu(30) () dx < oo
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Para duas funges u,v € L7(Q2), definimos o produto interno em L7 () por

(0D = (0] 200 = [ ux)olx)ot) dx
Por exemplo, considerando ¢(z) = e‘””Q, os polinémios podem ser vistos como ele-
mentos de L2 (R).

1.2. Norma proveniente do produto interno. Gracas as propriedades do
produto interno, a quantidade \/((u,u)) tem as propriedades de uma norma, como
veremos em seguida, e por isso ¢ chamada de norma associada ao produto interno.

DEFINIGAO 1.2 (Norma associado a um produto interno). Dado um espago veto-
rial real X munido de um produto interno ((-,-)), como (u,u)) € nao negativo, para
todo u € X, defintimos a norma de um vetor u por

[l = v((u, u)).
Esta norma é chamada de norma associtada ao produto interno.

O fato do produto interno ser positivo definido implica 0 mesmo para essa norma
associada. Vejamos agora a homogeneidade.

PROPOSICAO 1.1. Dado um espago vetorial real X munido de um produto interno
(+,-), entdo o funcional associado || - || satisfaz

[Auf] = [Afluf],  VueX, AeR.

Agora, vejamos alguns resultados importantes por si s6 e que implicam na suba-
ditividade dessa norma.

TEOREMA 1.1. Dado um espaco vetorial real X munido de um produto interno
(+,-) e norma associada || - ||, vale a identidade

o+ v = [lu* + 2w, v) + [[v]*. (1.1)

DEMONSTRACAO. Basta usar a bilinearidade e a simetria do produto interno,
para obter

[+ v[* = (w4 v, u+v) = (0 w) + (v,u) + (0, v) + (v, v)
= [[ull* +2((w, v)) + [[v]*.

U
TEOREMA 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dado um espago vetorial real
X munido de um produto interno ((-,-)), com norma associada ||-||, vale a desigualdade

((w, V) < flullivl,  Vu,veX. (1.2)
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DEMONSTRACAO. Dados u,v € X e considerando s € R arbitrario, temos, pela

positividade do produto interno, que
|lu+ sv|| >0,
para todo s. Usando a identidade (1.1), temos
0 < [Jutsvl* = [[ul]® + 2s((uw, v) + s*[|v]*.

Se v = 0, entdo devemos ter ((u,v)) = 0, caso contrario o lado direito seria negativo
para valores suficientemente grandes em modulo e com sinal contrario ao do produto
interno. Nesse caso, a desigualdade ¢é trivialmente satisfeita.

Para v # 0, o lado direito é um polinémio do segundo grau e esse polindémio deve

ser sempre nao negativo. Em particular, o seu valor minimo deve ser nao negativo.
O ponto de minimo ocorre em
(a,v))

§ = ———.
[[vif?

Nesse ponto, deduzimos que

0< ||u||2 . 2((11, V)) ((u,V)) + ((u7 V)) ||V||2 _ ||u||2 _ ((u,v)) .

[vif? [l [[vif?

Multiplicando por ||v||?, obtemos
(w,v)* < [ulP*[|v]*.

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada. 0

TEOREMA 1.3 (Desigualdade triangular). Dado um espago vetorial real X munido
de um produto interno ((-,-)), a norma || - || associada ao produto interno satisfaz a
desiqualdade triangular

[u+ vl <ful+[v],  VuveX (1.3)

DEMONSTRAGAO. Usando a identidade (1.1) do Teorema 1.1 e a desigualdade de
Cauchy-Schwartz (1.2), deduzimos que

2
o+ v = fal* + 2(w, v) + vI* < al® + 2full vl + VI = (] + [v])

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada. U
OBSERVAGAO 1.1. Assim, a quantidade || - || ¢ um funcional de X em R com as
seguintes propriedades de norma:
(i) (positiva definida) ||ul| > 0, para todo u € X, com ||u|]| = 0 se, e somente
se, u = 0;

(ii) (homogénea) |[Au|| = |A|||u||, para todo u € X e todo A € R; e
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(iii) (desigualdade triangular) |[u+ v|| < ||ul| + ||v]||, para todo u,v € X.

Com essa norma, podemos definir uma topologia em X e considerar a continuidade
de uma fungao f : X — R ou de uma funcao f : X — X ou, mais geralmente, de
uma funcao f : X — Y entre dois espacos vetoriais reais X e Y com produto interno.
Em particular, a propria fun¢do norma f(u) = ||u|| é continua de X em R, como
estabelecido a seguir.

OBSERVACAO 1.2. J4 vimos, na Proposi¢ao 2.1, que toda norma é continua, o que
inclui as normas provenientes de um produto interno. No caso de uma norma prove-
niente de um produto interno, temos uma regularidade maior, de diferenciabilidade
do quadrado da norma (veja Observagao 1.3).

OBSERVAGAO 1.3 (Diferenciabilidade da norma quadratica). Dado um espago ve-
torial real X munido de um produto interno ((+,-)), com norma associada || - ||. Entao
a norma ao quadrado || - ||* : X — R é diferenciével, com diferencial, em um ponto u,
dada por 2u, no sentido de que

1
Tl [l[u+h* = [[uf* - 2(u,h)| = [Ih] -0,

quando h — 0, com h # 0. Em particular, vale a derivada direcional
[u+ sv|® —uf*

lim = 2((u, v)).

s#0, s—0 S

Para u € X fixo, a fun¢do h — ((2u,h)) ¢ um funcional linear em X, ou seja, é
um elemento f de X*, cuja agao sobre um vetor u € X é representada pelo produto
interno com 2u, i.e. (f,h) = ((2u,h)). Isso, na verdade, faz parte de um resultado
importante de representacao de funcionais lineares em espacos com produto interno,
conhecido como Teorema da Representacao de Riesz, que veremos em seguida.

2. Ortogonalidade em espagos vetoriais reais
2.1. Vetores e conjuntos ortogonais. Motivados pela identidade
u-v = |ullf|v]|cos®,

valida para o produto escalar em R™, onde || - || é a norma Euclidiana e § ¢ o menor
angulo entre os vetores u e v, podemos definir, mais geralmente, o angulo entre
vetores em um espago vetorial qualquer com produto interno, via

(u,v))

cosf =
[ul[[lv]’
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onde, agora, || - | ¢ a norma associada a um produto interno qualquer. Gragas a
desigualdade de Cauchy-Schwarz, o lado direito acima é um ntmero real entre —1 e 1
e, portanto, define tinicamente um angulo no intervalo 0 < # < 7, sendo interpretado
como o menor angulo entre os subespagos gerados por u e v. Quando (u,v)) = 0,
temos 0 = 7/2 e os vetores e os seus subespagos gerados sao ortogonais entre si.

DEFINIGAO 2.1 (Vetores ortogonais). Seja X um espago vetorial real com pro-
duto interno ((-,-)). Dois vetores u,v em X sao ditos ortogonais, em rela¢io a esse
produto interno, quando

(u,v) =0.

Nesse caso, esScrevemos u 1.

EXEMPLO 2.1. Os vetores (1,1) e (—1,1) sao ortogonais em R? em relagao ao
produto escalar, visto que

(1,1)-(-1,1)==1+1=0.
Ja em relacao ao produto interno

(u,v)) = 2z1y1 + 3z2y2,

definido para u = (z1,23) e v = (y1, y2), esses vetores nao sao ortogonais, enquanto
que os vetores (1,2) e (—3,1) sao ortogonais entre si, visto que

((1,2), (=3,1)) = 2(1)(=3) +3(2)(1) = =6+ 6 = 0.
Observe que os conjuntos |[ul|?* = ((u,u)) = ¢, ¢ > 0, em relagio a norma desse
produto interno, sao elipes no plano cartesiano.
2

EXEMPLO 2.2. Os polindémios z e x
produto interno canoénico de L?, visto que

sdo ortogonais no espago L*(—1,1) com o

1 1 4 |z=1
1 1
(($,$2))L2(_171) B /1 vt de = /1 7 do = :BZ r=—1 - 4 4 = 0.
Ja em L?(0,1), eles nao sao ortogonais, com
1 4 1z=1
1
(z,2°) 12001) = /0 zr? dr = % » =

Esse conceito de ortogonalidade pode ser estendido a conjuntos de vetores, como
se segue.



352 12. ESPACOS VETORIAIS REAIS COM PRODUTO INTERNO

DEFINICAO 2.2 (Conjuntos ortogonais entre si). Seja X um espago vetorial real
com produto interno ((-,-)). Um vetor u € dito ortogonal a um subconjunto A C X
quandou L v para todov € A. Nesse caso, escrevemosu L S. Mais geralmente, dois
subconjuntos A e B de X sao ditos ortogonais entre si quando u 1 v para quaisquer
u € A ev e B. Nesse caso, escrevemos A L B.

EXEMPLO 2.3. O vetor (1,1,1) é ortogonal ao plano = + y + z = 0, no espago
cartesiano xyz, visto que

(L) (r,y,2)=x+y+2=0,
para todo (z,y, z) nesse plano.

A partir de um dado conjunto, podemos, ainda, considerar o subconjunto de todos
os vetores ortogonais ao conjunto dado.

DEFINIGAO 2.3 (Subespago ortogonal a um conjunto). Seja X um espaco veto-
rial real com produto interno ((-,-)). Dado um subconjunto A € X, denotamos o seu
subespacgo perpendicular por

At ={uec X;ul A}
EXEMPLO 2.4. Para encontrar todos os vetores (a, b, ¢) ortogonais ao plano
P={(z,y,2) €R* 2 +y+2z=0},
temos a condicao
(a,b,¢) - (x,y,2) =ax +by+cz=0,
para todo (z,y, z) nesse plano. Escolhendo y = 0 e € R arbitrario, temos z = —x ¢
O=ax+by+cz=ar+0—cx=(a—c)z,
para todo x, logo ¢ = a. Da mesma forma, escolhendo z = 0 e z arbitrario, temos
y=-—xe
O=ar+by+cz=ax—br+0=(a—0b)z,
para todo z, logo b = a. Todo vetor da forma (a,a,a), a € R é ortogonal ao plano,
ja que
(a,a,a) - (x,y,z) =ax+ay+az=a(zr+y+z) =0,
para todo (x,y, z) no plano. Logo, o ortogonal ao plano é, exatamente, a reta

P+ ={(a,a,a); a € R} =span{(1,1,1)}.

Independentemente de um subconjunto A C X ser subespago ou nao, o seu per-
pendicular A+ é sempre um subespaco.
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TEOREMA 2.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((+,-)). Dado
um subconjunto A € X, o seu perpendicular A+ é um subespaco vetorial de X. Se S
¢ um subespaco vetorial de X, entdo S e St sdo linearmente independentes.

EXEMPLO 2.5. Considere o segmento de reta
A={(z,y) eR} y=o, 0< 2 <1} ={s(1,1); 0 <s <1}
O seu ortogonal é o subespaco
At = {(z,y) € R?* y = —x} = span{(—1,1)}.

Podemos, também, considerar o perpendicular do perpendicular, que também é sem-
pre um subespaco vetorial:

A = {(2,y) € R% y = 2} = span{(1,1)}.

No caso em que X é de dimensao finita e S é um subespaco linear de X, vale,
ainda, conforme sera visto no Teorema 2.4, que X = S @ S+, mas antes precisamos
falar de base ortonormal e projecao ortogonal.

2.2. Projecao ortogonal e o processo de Gram-Schmidt. Um conceito fun-
damental associado ao produto interno é o de projecao ortogonal.

DEFINIGAO 2.4 (Projecao ortogonal). Seja X um espaco vetorial real com produto
interno ((+,-)). Uma projecio P : X — X € dita uma proje¢ao ortogonal quando
ker(P) = Im(P)t. Em outras palavras, uma projecao ortogonal é uma projecdo sobre
um subespaco S ao longo do subespaco perpendicular S+.

OBSERVACAO 2.1. Implicito na Definicao 2.4 esta o fato de que X = S @ S+,
que ainda nao provamos, mas que é verdade para todo subespaco S, quando X é de
dimensao finita. Veremos, junto com isso, que uma tal projecao ortogonal sempre
existe, em dimensao finita, ou, pelo menos, quando S é de dimensao finita.

Vamos comecar mostrando a existéncia da proje¢ao ortogonal sobre um subespaco
unidimensional.

TEOREMA 2.2 (Projecao ortogonal na dire¢ao de um vetor). Seja X um espago
vetorial real com produto interno ((-,-)) e norma associada || - ||. Seja v € X um vetor
nao nulo. Entao

o ()
v [v][?
define um operador de proje¢ao Py, € L(X) sobre o subespago S = span{v} gerado
por v, ao longo do subespago ortogonal S+.
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DEMONSTRACAO. Como o produto interno é bilinear, sendo, em particular, linear
no primeiro argumento, segue que u — Pyu é, de fato, um operador linear em u. Para
ver que é uma projecao, observe que

st (W0)y) - )y

v [[vif? [vif?

Como

(v, v)

P,v = vV=v
¥ [v]]? ’

entao,

P2u — ((uuv»v —P
¥ [v]?
para todo u € X, mostrando que P2 = P ¢, portanto, P ¢ uma projecao em X.
Obviamente, Pu é um multiplo de v. Além disso,

Y

P(av) = aPv = av,
para todo a € R, ou seja,
Im P = span{v},
mostrando que P é uma projegao sobre span{v}.
Resta mostrar que ker P = span{v}*. Para isso, basta observar que

u € span{v}" & (u,v) =0 < Pyu= ﬁﬁ;ifz»

concluindo a demonstracao. 0

v=0&uckerP,

Podemos estender a construcao acima a um subespago vetorial S de dimensao

finita. Para isso, usamos um processo de ortogonalizacao conhecido como processo
de Gram-Schmidt.

TEOREMA 2.3 (Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt). Seja X um espago

vetorial real com produto interno ((-,+)) e norma associada || -||. Dada uma sequéncia
{Vv1,..., v} de vetores linearmente independentes, a sequéncia {wy, ..., w,,} dada
por
/
Wom i W — v Py P v,
J HW/H7 7 v w1 V] Wi—1Y])
j
para 7 = 1,...,m, define vetores ortogonais entre si, com norma unitdria e gerando

0s mesmos subespacos, i.e.

|lw;|| =1, (wi;,w;)) =0, span{wy,...,w;} =span{vy,...,v;},

para todo i,5 =1,...,m, com i # j.
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DEMONSTRACAO. Mais explicitamente, temos

Wy = Vi v, =vy
=
[[vall ’
WY :
_ —v,—P
T wl T
w
W, = o, Wi =v; — Py, v;— o = Py, v
w3l

Observe que cada w; esta normalizado, visto que

1
= Wil =1.
[wi ™

/

]| = ' )
=l

Dessa forma, a projegao ortogonal sobre cada w; se reduz a

((11, WZ))

Patt = M, wi)ws
i 12 7 s W 7°
[[wi
Por construcao, cada w; ¢ uma combinacao linear dos vetores vy, ..., v;, portanto
é imediato deduzir que
span{wy, ..., w;} =span{vy,...,V;},

para todo 7 =1,...,m.
Resta mostrar a ortogonalidade entre vetores diferentes. Vamos provar isso por
indugao. Comecamos mostrando que w; L wy. Nesse caso, temos

1 /
(wa, w1)) = W«Wm V1))
_ m ((va:v1) = (P va, v1)
- m ((va, 1)) = (va, wa) (w1, v1)))
- 1 Vo V _((V27V1>) V1.V
CAIRA <<( AL T ERAG 1)))
1
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Portanto, wo L w;. Agora, prosseguindo por inducdo, assumimos que w; L w;
para i,l = 1,...,7 — 1,7 # [, onde j < m. Vamos mostrar que w; L w;, para
1=1,...,7 — 1. De fato,

o 1 ’ /
1 / ]_1 /
= W w (viswi) = D (Pw,vj, wy))
J i 1=1
R S T
Cwgllw \ N e TR
1
= T wil (((vj wi) = (vj wa) (Wi, wi)
7 7
1
= T wi (((vj wi) = (vj, wi)
7 %
=0.
Portanto, w; L w;, parai =1,...,j—1, onde j < m ¢é arbitrario. Ou seja, a inducao
vale para j = 1,...,m. Isso completa a demonstracao do processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt. O

Com base no processo de Gram-Schmidt, podemos construir a proje¢ao ortogonal
sobre subespacos vetoriais de dimensao finita.

TEOREMA 2.4. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e seja
S C X um subespacgo vetorial de X de dimensao finita. FEntao existe uma projecao
ortogonal Ps € L(X) sobre S e vale

X=S®5*

DEMONSTRACAO. J4 vimos, no Teorema 2.1, que S e S+ sao independentes. Falta
mostrar que S + S+ = X. Para isso, vamos construir uma projecao ortogonal sobre
S.

Sendo S de dimensao finita, S possui uma base finita, a menos que S = {0}. Nesse
caso em que S é trivial, basta tomar Pu = 0, que naturalmente temos S+ = X = ker P
eImP =S. A dificuldade maior esté no caso em que S tem dimensao finita positiva.
Seja, entdo, 6 = {v,..., v, }} uma base de S, para algum m € N.

Pelo processo de Gram-Schmidt, visto no Teorema 2.3, obtemos uma nova base
{w1,...,w,,} para S, tal que ||w;| =1 e (w;,w;)) =0, para i # j.
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Agora, definimos

Psu = Z Pw,u= Z (u, w;)w,.

7=1
Como os elementos da base {wl, ..., Wy, } s@0 ortogonais entre si e normalizados,
é facil ver que
m m m m
Piu = E (Psu,w;))w E g u,w;))w;, w,)) (u,w;)w; = Pgu,
]:1 j:l =1 ]:1

ou seja, P é, de fato, uma projecao. Falta provar que é uma projecao ortogonal. Para
isso, vamos mostrar que a imagem de Qg = | — Pg esta no perpendicular S+ de S.
Dado u € X, seja v = Qu = u — Pgu. Vamos mostrar que v L w;, para todo
j=1,...,m. De fato, pela definicao da projecao Pg,

(v, w;) = (0 = Psu, w;))

m
(u,w,) E (u, w;)w;, w;))
i=1
m
(u, w;)) g (u, w;)) (Wi, w;y)).
=1
Usando que wy, ..., w,, sao ortogonais entre si e de norma um, temos

Z((u, wi) (Wi, w;)) = (0, w;).
Logo,
(v, wy) = (w, wy)) = (u, wy)) = 0,
mostrando que v L S, ou seja, v € St

Mostramos, entao, que todo vetor u € X se escreve da forma u = w + v, onde
w=Psuc Sev=(-Ps)u=u-Pguec St de modo que

X=5os"
e Pg é a projecao ortogonal sobre S. 0

OBSERVACAO 2.2. O resultado do Teorema 2.4 nao implica na existéncia de pro-
jecao ortogonal sobre subespacgos de co-dimensao finita. Isso porque se S tem co-
dimensao finita, entdo X = S @ S’ e podemos considerar a projecao ortogonal sobre
S/, mas nao é verdade, necessariamente, que S’ seja o proprio S. Nao temos como
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escolher S’ de forma apropriada sem termos, de inicio, a projegao ortogonal sobre S.
Veja Exercicio 5.25.

OBSERVACAO 2.3. Como sempre, em dimensao infinita as coisas sao mais delica-
das. Por exemplo, o conjunto S = 6>°(I) das fungoes reais infinitas vezes continu-
amente diferenciaveis em um intervalo / forma um subespago do espago X = 6([)
das fungoes continuas em I munido do produto interno

(f.9) = /1 F(2)g(z) da.

No entanto, se f L S, entdo, usando a continuidade, devemos ter f(x) = 0 para todo
x € I, ou seja, o subespaco perpendicular de S é o subespaco trivial, S* = {0} e X
nao é soma direta dos dois, i.e. S@® S+ =5 G X. (Veja também o Exercicio 5.26.)

O Teorema de Pitagoras em espacos com produto interno continua valido no caso
complexo.

TEOREMA 2.5. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((+,-)) e supo-

nha que P seja uma projecao ortogonal sobre um subespaco S. Entio Q =1—P € a
projecdo ortogonal sobre S* e vale a identidade
lull* = [[Pul® + [|Pul?,  VueX. (2.1)

DEMONSTRACAO. De fato, como Pu € S e Qu € S+ e os subespacos sao ortogo-
nais entre si, entao

(Pu,Qu)) = 0.
Com isso, o resultado desejado sai da identidade (1.1) aplicada a u = Pu+ Qu. O

A propriedade de ortogonalidade entre o projetor e o seu complemento pode ser
usada para nos dar uma caracterizagao de projecao ortogonal.

TEOREMA 2.6. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e su-
ponha que P seja uma projecao em X. Entao P € projecao ortogonal se, e somente
se,

(Pu, Qu)) =0,
para todo u € X, onde Q=1—P.

DEMONSTRAGAO. Suponha que P seja uma projecao ortogonal sobre U, ao longo
de V, de modo que V = U+. Nesse caso Pu € U e Qu e V = U+, de modo que Pu e
Qu sao ortogonais entre si e o produto interno entre eles se anula.
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Suponha agora que o produto interno entre essas projegoes se anula. Sejam w €
U =Im(P) e v € V = ker(P) arbitrarios. Entao podemos escrever u = w + v, com
w = Pu e v = Qu. Dessa forma,

((W’ V)) = ((Pu7 Qu)) =0,
mostrando que w L v. Como isso é valido para w e v arbitrarios em U e V|,

respectivamente, entdo U L V e P é projecao sobre U ao longo do ortogonal V = U+
de U, ou seja, P é projecao ortogonal. 0]

A projecao ortogonal tem a propriedade de minimizar a distancia até um subes-
paco vetorial, conforme expressado pelo teorema a seguir.
TEOREMA 2.7. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e norma
associada || - ||. Seja P uma projecao ortogonal sobre um subespago S. Entao
lu — Psul| < |Ju—v|, Vv e S.
DEMONSTRAGAO. De fato, usando a identidade (1.1)

[u—v||? =|Ju—Pu+Pu—v|?=|u—Pul|? +2(u— Pu,Pu—v) +||Pu-—v|>
Como ambos Pu e v estao em S, temos Pu—v € S, enquanto que u— Pu é ortogonal
a S, de modo que o produto interno se anula, nos deixando

lu = v[* = [[u—Pul* + [[Pu—v[* > [[u—Pul.
Extraindo a raiz quadrada, chegamos na identidade desejada. U
2.3. Base ortonormal. No processo de construgao da projecao ortogonal Pg
sobre um subespago S de dimenséo finita, comegamos com uma base {vy,...,v,,} de
S e construimos uma outra base {wy, ..., w,,} com algumas propriedades especiais,

a saber, que todos os vetores tem norma unitaria e os vetores sao ortogonais entre si.
Esse tipo de base leva um nome especial.

DEFINIGAO 2.5. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-,-)) e
norma associada || - || e dimensdo finita n = dim(X) < oco. Uma base ortonor-
mal de X é uma base 6 = {wy,...,w,}} tal que cada vetor tem norma unitdria e
0s vetores sao ortogonais entre si, ou seja,

|lw;l| =1, (w;,w;) =0, ij=1,...,n,i# ]

EXEMPLO 2.6. Os vetores (1,1) e (—1,1) sdo ortogonais mas nao sao unitarios.
Mas basta normaliza-los para obter uma base ortonormal:

6 = {?(1,1),?(_1,1)}.
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O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt nos garante a existéncia de uma
base ortonormal de qualquer subespaco de dimensao finita.

TEOREMA 2.8. Seja X um espaco vetorial real com produto interno e seja S C
X um subespaco de X nao trivial de dimensao finita. FEntao S possui uma base

ortonormal. Mais precisamente, se {vy,...,v,} € uma base de S, para n = dim(.5),
entdo existe uma base ortonormal {w,...,w,} com a propriedade
span{wy, ..., w;} =span{vy,..., w;},

para todo j =1,...,n.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt,
descrito no Teorema 2.3. U

EXEMPLO 2.7. A base canonica {ey,...,e,}, onde €; = (;j)i=1,.. n, € um exemplo
de base ortonormal em relagao ao produto escalar de R™.

EXEMPLO 2.8. Em teoria da aproximagao, um problema comum ¢é a aproximacao
de fungoes por certas classes de fungoes especiais, como em séries de Fourier ou séries
de polinémios. Séries de Fourier podem ser vistas como bases ortonormais em relacao
ao produto interno de L?. H4, também, vérios polindomios ortogonais, dependendo
do dominio espacial considerado e produto interno utilizado, que pode ser o proprio
produto interno de L? ou em produtos internos com peso. Por exemplo, os polinémios
de Legendre sao polindmios considerados no intervalo —1 < x < 1, ortogonais em
relacao ao produto interno de L?(—1,1). Os polinémios de Chebyshev sao polindmios
considerados também em —1 < x < 1, mas sao ortogonais em Li(—l, 1), com peso
o(x) = (1 — 2?72 Ja os polinémios de Hermite sdo polindmios considerados na
reta R, ortogonais em L?D(R), com peso p(z) = e~**. Entre vérios outros.

EXEMPLO 2.9. Considere a base de R?® composta por

= {{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}} .

Aplicando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, obtemos primeiro o vetor

2
W1 = \/7_(17 170)7
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O segundo vetor é obtido primeiro formando o vetor

1
W/2 = (07 17 1) - 5(07 17 1) ' (]-7 170)<1a ].,0)

1
=(0,1,1) — 5(1, 1,0)

1
=—(-1,1,2).
2 ( » ) )
Normalizando esse vetor, obtemos o segundo vetor da base ortonormal:
6
Wy = %(—1, 1,2).

Para o tltimo vetor, primeiro calculamos

wh = (1,0,1) — %(1,0, 1)-(1,1,0)(1,1,0) — 1(1,0, 1)-(=1,1,2)(-1,1,2)

6

1 1
1,0,1) — =(1,1,0) — =(—1,1,2
(77) 2(77) 6< 77)

(1-1/241/6,0—1/2—1/6,1—0—2/6)

2
=—(1,-1,1).
3(7 7)

Normalizando, obtemos

V3

W3 = ?<1, —1, 1)
Assim, obtemos a base ortonormal

6 = {Q(L 1,0), @(—1, 1,2),%(1,—1,1)}.

w

2 6

3. Realizagao do dual e da adjunta via produto interno real

3.1. Realizacao do dual via produto interno. Vimos, na Secao 3.4, a ideia de
realizacao do dual, em que identificamos um dual X* com um outro espago Y, através
de um isomoformismo J : X* — Y, e com uma forma bilinear ((-,-)) : X xY — K tal

que

<f= u> = ((uv J(f)))a
paratodou € X e f € X*. Vamos ver agora, que, gragas ao produto interno, podemos
identificar o dual X* de um espago vetorial X com produto interno com o proéprio
espago X e com a forma bilinear sendo o proprio produto interno. Isso também nos
permitira representar a adjunta de um operador linear em X como sendo também
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um operador linear em X, o que nos dard uma grande ferramenta para analisar
operadores com alguma estrutura especial relacionada a sua adjunta (e.g. operadores
autoadjuntos, anti-autoadjuntos, normais, unitarios, etc.).

Esse importante resultado é conhecido como o Teorema da Representacao de Ri-
esz. Vamos considerar apenas a sua versao em dimensao finita.

Hé varias maneiras de se demonstrar esse teorema. Veremos duas, aqui. Uma
usando o conceito de anulador e baseada nas ideias desenvolvidas no Capitulo 3 e
outra usando ortogonalidade, baseada nas ideias desenvolvidas no corrente capitulo.

TEOREMA 3.1 (Teorema da Representagao de Riesz - versao real, em dimensao
finita). Seja § € X* um funcional linear em um espago vetorial real X de dimensao
finita e munido de um produto interno ((+,-)). Entao existe um unico v € X tal que

(. u) = (u,v)),
para todo u € X.
DEMONSTRACAO. A unicidade é simples. Se v, vy € X sdo tais que
F.uw) = (u,v1) = (u,v2)), VuelX,
entao
(u,vy —vy)) =0, Vu e X.
Em particular, para u = vy — vy, obtemos
[ve = vill* = (v2 = vi,v2 = v1)) = (0, v2 — v1)) = 0,

mostrando que vy = vy, ou seja, que o vetor, quando existe, é tinico.
Para a existéncia, seja f € X*. Se f = 0, entao basta considerar v = 0 que temos

(f,u) = (0,u) = 0 = ((u,0)) = (u,v)),
para todo u € X. Suponha, entao, f # 0. Considere o ntcleo de f,
S =kerf={ueX; (f,u) =0}

Como o espago X é de dimensao finita, segue de Teorema 2.4 que podemos considerar
a projecao ortogonal Pg de X sobre S e temos, também, que

X=S¢S.

Como S+ tem dimensao um, ja que o nicleo de um funcional linear nao nulo tem
co-dimensao um (Proposi¢ao 2.2), podemos tomar um w € St com norma unitaria,

[wll =1,

e tal que S = span{w}.
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Queremos usar w para representar f. De fato, é natural esperar que f seja iden-
tificado com um multiplo de w, ja que St é um complementar do nicleo de f e &
unidimensional. Nao hé safda: § ndo se anula em S+ e deve ser uma funcio linear
unidimensional nesse subespaco, ou seja, se aw € S+ = span{w}, entdo devemos
ter x — (f,zw) = z(f, w) = ax linear em z, com algum coeficiente . S6 devemos
encontrar esse coeficiente linear. Para isso, observe que, se f esta representado por
aw para algum «, entao

(f, w) = (w, aw)),

para todo u € X. Em particular,
{f,w) = (w,aw)) = af|w|* = a.
Portanto, devemos ter
v = (f,w)w.

Vamos mostrar que, de fato, f é representado por esse v, via produto interno.
Para todo u € X, podemos escrever, de acordo com a decomposicao X = S @ S+,

u=Pgsu+ (I —Pg)u.

O operador (I—Pg) é, precisamente, a proje¢ao ortogonal sobre o perpendicular, Pg.,
de modo que podemos escrever

u=Pgsu+ Pgiu.

Como St é unidimensional e w é um vetor unitario em S+, podemos escrever essa
projecao ortogonal explicitamente como (veja Teorema 2.2)

Psiu= ((u,w)w.
Com isso,
<f7 11> = <f7 P5u> + <f7 PSlu> = <f7 P5u> + <f7 ((11, W))W>
Como Pgu € S, que é o nicleo de f, o primeiro termo se anula e ficamos com
(F.w) = (f, (0, w))w).

Usando a linearidade do produto de dualidade e do produto interno, em relagao o
segundo argumento, podemos escrever

{7, w) = (w, W) {f, w) = (u, f, w)w)) = (0, v)).

Como isso vale para todo u € X, isso mostra que § é representado por v, através do
produto interno. 0
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DEMONSTRAGAO ALTERNATIVA DO TEOREMA 3.1. Podemos dar uma outra de-
monstragao, menos explicita, usando o Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem.

Primeiramente, observe que todo v € X gera um funcional linear em X*, que
denotamos por F(v) € X* e é dado pelo produto interno

(F(v),u) = (u,v), VuelxX.

Como o produto interno ¢ bilinear, em particular linear em u, segue que F(v) é, de
fato, um funcional linear. E facil ver que F : X — X* é injetivo, pois

F(v) = F(w) & (F(v),u) = (F(w),u), Vu € X
& (V) = (w,w), vu e X
& (u,v—w) =0, Vue X.
Como isso deve valer para todo u, escolhemos u = v — w e deduzimos que
v —w|*=(v-wv-w)=(v-wu)=0

Logo, pela positividade do produto interno, segue que v — w = 0, ou seja, v = w,
mostrando que F é injetivo.

Agora, pelo Teorema 1.1 do Nicleo e da Imagem, usando que X é de dimensao
finita e que T ¢é injetivo, portanto o seu nicleo é trivial, temos

dim Im(F) = dim(X) — dim(ker(T)) = dim(X) = dim(X™),

onde usamos, também, que, em dimensao finita, X e X* tém a mesma dimensao.
Como Im(F) é um subespago vetorial de X* com a mesma dimensao de X*, entdo
necessariamente Im(F) = X*, ou seja, T é sobrejetivo.
Sendo T uma bijecao, entao dado § € X*, existe um tnico v € X tal que Tv =,
ou seja, tal que

<f’ 11> = <F(V)7u> = ((11, V))’ Vu € X,

completando a demonstracao. O

OBSERVACAO 3.1. Podemos interpretar a argumentacao dada na segunda demons-
tragao acima através do conceito de anulador. Seja

F=ImF={F(v); ve X} ={fe X*; Ive X, (fu) =(u,v), Yue X}.

Considere, agora, o anulador de F', que é um subespaco do bidual de X. Como o
bidual de um espago de dimensao finita pode ser identificado com o proéprio espago
(veja Teorema 4.1), através do isomorfismo canoénico J: X — X* dado por

G, ) e e = (T W xe x
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podemos considerar o anulador F° como um subespaco de X, dado por
F'={ueX; (F, )y x = 0,Vf € F'}.

Pela definicao de F' como imagem de F, podemos escrever esse anulador na forma
F'={ueX; (uv)=0,VveX}

Agora, se u € F, entdo, escolhendo v = u, obtemos

lull* = (u,v)) = (F(v),u) =0,
ou seja, u = 0, mostrando que F° = {0}. Portando dim(F°) = 0.
Em dimensao finita, segue do Teorema 5.1 que

dim(X*) = dim(F) + dim(F°) = dim(F).

Como F' é um subespago de X* com a mesma dimensao finita de X*, entao necessa-
riamente F' = X*. Isso nos d& uma outra demonstragao de que F é sobrejetivo e de
que sempre existe um tnico v representando um dado funcional linear f.

Como consequéncia do Teorema 3.1 de Representacao Riesz, uma realizacao do
dual de um espago com produto interno é obtida com o proprio espaco, através do
produto interno como produto de dualidade.

COROLARIO 3.1 (Realizagao do dual de um espago com produto interno). Seja X
um espago vetorial real dimensao finita, munido de um produto interno ((+,-)). Entao
uma realiza¢ao do dual € obtida identificando o dual com o proprio espago e com o

produto interno como produto de dualidade, ou seja, existe um isomorfismo linear
J: X" — X tal que

(fu) = (w,J(F)), VuelX.

DEMONSTRACAO. Basta tomar J = F~!, onde F : X — X* ¢é o isomorfismo linear
considerado na demonstracao do Teorema 3.1. 0

EXEMPLO 3.1. Em X = R? munido do produto escalar, o funcional linear f(u) =
f(x,y) = 2x + 3y, para u = (z,y), é representado pelo vetor v = (2, 3), visto que

v-u=(2,3): (z,y) =2z + 3y = f(u).
EXEMPLO 3.2. Se consideramos, por outro lado, o produto interno
(a1, w2)) = 22191 + 3229,
para u; = (z1,y1), Uy = (79, 72) € R?, entao o funcional linear

f(u) =22 +3y, u=(v,y),
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é representado pelo vetor v = (1, 1), visto que
(u,v) =2xxx14+3xyx1=2r+3y="Ff(u).

EXEMPLO 3.3. Para um exemplo em dimensdo infinita, considere X = €([a, b)),
com a < b, e considere o funcional linear f € X* dado pelo valor integral médio de
uma fungao nesse espaco, i.e.

(f,u>:bia/abu(x) dz.

Naturalmente, esse funcional é representado pela fungao constante

v(z) = bia'

EXEMPLO 3.4. Mas, em dimensao infinita, nem sempre é possivel obter um repre-
sente, no espago, de um funcional linear. Por exemplo, uma variagao do Exemplo 3.3
é considerar, no mesmo espago X = 6([a,b]), o funcional linear §f € X* dado pelo
valor integral médio em um intervalor menor, como

() = [ ule) o

c—a

onde a < ¢ < b. Naturalmente, esse funcional seria representado pela funcao constante

por partes
1 L oa<zx<e,
v(r) = Xlad(¥) = {"‘a

c—a 0, c<ax<b

O problema é que essa fungao v = v(z) nao é continua em [a,b] e, portanto, nao
pertence ao espaco X. Uma saida é considerar esse mesmo funcional no espago maior
Y = L%*(a,b), das fungoes mensuraveis de quadrado integrével, nesse intervalo. A
funcdo v = v(x) pertence a esse espago. O que faz funcionar, aqui, ¢ o fato desse
espago Y ser em relagdo & norma proveniente do produto interno (veja Defini¢ao 1.4).

3.2. Realizagao da transformagao adjunta via produto interno. A partir
do momento em que podemos representar funcionais lineares por elementos do proprio
espago, podemos representar a adjunta T* € L(Y*, X*) de transformagoes lineares
T : X — Y por transformagoes lineares de Y em X. Em alguns textos, apenas essa
forma, via produto interno, é considerada, principalmente em espacos de dimensao
finita ou quando apenas espacos de Hilbert sao considerados. Em outras situacoes, no
entanto, a forma adjunta nos duais é necessaria. De qualquer forma, vejamos, aqui,
o operador adjunto via produto interno.
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TEOREMA 3.2 (Transformagao adjunta em espagos com produto interno). Sejam
X eY espagos vetoriais reais com produto interno e sejam (-,-)x e ((-,)y os res-
pectivos produtos internos. Seja T € L(X,Y) uma transformacao linear de X em
Y. Entao existe uma transformagao linear T* € £L(Y, X), dita a adjunta de T (via
produto interno) que satisfaz

(Tu, v))y = (u, T*v))x
para todou € X, vey.
DEMONSTRACAO. Podemos dar uma demonstracao usando diretamente o Teo-
rema 3.1 da Representacao de Riesz ou usar os isomoformismos entre os espagos e os
seus duais para associar essa adjunta T* € £(Y, X) a adjunta usual em Z(Y*, X*).

Deixamos essa ultima para a Observagao 3.2. Vamos ver a demonstragao direta.
Seja v € Y e considere a func¢ao

fv(u) = (Tu,v)), Yu e X.

Como T é linear e o produto interno é bilinear, segue que f, é um funcional linear
em X, ou seja fy, € X*. Pelo Teorema 3.1 da Representacao de Riesz, existe um tinico
vetor wy, € Y tal que

<fV>u>X*,X = (u,wy))y, VueX.
Como para cada v € Y, temos um, e somente um, elemento w, € X com essa
propriedade, isso nos define uma funcao de Y em X. Essa é uma funcao linear, pois
se comegarmos com vi + vy, entao
((ua WV)) <fV1+aV2a >
(Tu, vy + avy))

(Tu,v1)) + (T, v2))
(Fvi> 1) + affv,, u)
((U., Wy, ))Y + a((uv Wy, ))Y7

para todo u € X. Ou seja, Wy, 1av, = Wy, + OWy,.
Denotamos essa transformagao linear por T* € £(Y, X), ou seja, T*v = wy, e
que satisfaz, portanto,

(Tu,v)) = (fv, u>x*,X = (0, T"V))y, VueX.

Isso mostra a existéncia desse operador T* com a propriedade desejada. O

OBSERVACAO 3.2. Considere os isomorfismos Jx : X* — X e Jy : Y* — Y obtidos
da realizagao dos duais X* e Y™, respectivamente, pelos espagos X e Y através dos
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seus produtos internos. Vejamos como a transformagao T* € £ (Y, X) definida no
Teorema 3.2 representa a transformagao adjunta dada na Definicao 3.1, através desses
isomorfismos. Para efeito de clareza, vamos denotar, temporariamente, a adjunta de
T, como operador de Y* em X* por T* € £(Y*, X*). Temos, por um lado, que

(Trg,w) o x = (0, IxT"g).
Por outro lado,

(T'g.w)x. x = (0. Tu)y. y = (Tu, Jy(8)y = (0, Ty (9))x.

Como isso vale para quaisquer g € Y* e u € X, temos IxT* = TJy, ou T* =
J XT*J;/l. Nesse sentido, T* é uma representagao de T*, ligada as representagoes Jx
e Jy dos dunaisde X e Y.

OBSERVACAO 3.3. Por conta da Observacao 3.2 e para simplificar a notacao,
utilizamos T* tanto para a adjunta que age de Y* em X* quanto para a transformacao
de Y em X que representa a adjunta e chamamos ambas de adjunta de T, a menos
que seja necessario fazer distincao.

DEFINIGAO 3.1 (Transformagao adjunta em espagos com produto interno). Se-
jam X e Y espagos vetoriais reais com produto interno e sejam ((+,-))x e (+,*)y os
respectivos produtos internos. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear de X em
Y. Entao chamamos, também, de transformacao adjunta de T, e com a mesma
notacao, a transformacao T*:Y — X definida por

(Tu,v)y = (0, T'V))x,

para todo u € X, v € Y, e que representa a transformacao adjunta de Y* em X*
conforme explicado na Observacao 3.2.

EXEMPLO 3.5. Sejam X = R3 e Y = R?, munidos de seus produtos escalares, e
seja T(z,y,2z) = (x+y,y + 2) a transformagao considerada no Exemplo 3.3. Observe
que o produto escalar entre o vetor T(z,y,2) = (z + y,y + 2) € R? e um vetor

(u,v) € R? é
T(z,y,2) (u,v) =(x+y,y+2) (u,v) =(x+y)u+ (y+ 2)v
=zu+y(u+v)+z2v=(x,y,2) - (u,u+v,0).
Portanto, a adjunta T* € £(Y, X) é dada por
T (u,v) = (u,u+ v,v),
de modo que podemos escrever

T(z,y,2) (u,v) = (z,y,2) - (w,u+v,v) = (z,y,2) - T"(u,v).
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Em bases ortonormais, a representacao matricial da adjunta é a transposta da
representacao matricial da transformacao, como o préoximo resultado afirma.

PROPOSIGAO 3.1 (Representacao matricial da adjunta). Sejam X e Y espagos
vetoriais reais com produto interno e sejam ((-,-)x e ((+,-)y os respectivos produtos
internos. Seja T € L(X,Y) uma transformacao linear de X em Y. Considere bases
a et de X eY. Entdo a matriz [T*]® que representa a adjunta T* € L(Y, X) entre
essas bases € a matriz transposta [T]¢" da representacio [T]g de T entre essas bases,
i.e.

[T = [TE"

R

DEMONSTRAGAO. Deixamos a demonstragao como Exercicio 5.21 U

COROLARIO 3.2. No caso de uma matriz A = (a;;);; € R™™ vista como uma
transformacgao T : R™ — R™ entre esses espag¢os munidos do produto escalar, a sua
adjunta T : R™ — R™ estd associada a matriz transposta A" = (a;;);; de A.

OBSERVACAO 3.4. Assim como funcionais quaisquer, os funcionais de uma base
do dual sao representados por vetores que formam uma base do proprio espaco. Nesse
sentido, a representagao da base dual a uma base ortonormal é a propria base orto-
normal. Veja Exercicio 5.22. Esse fato esta implicito no resultado da Proposicao 3.1,
quando contrastado com a Teorema 3.1.

4. Aplicagoes

4.1. Séries de Fourier e aproximacgoes espectrais. Um série de Fourier, em
um intervalo [—L/2, L/2], onde L > 0, tem a forma

e 2mnx ad 2mnx
s(x):a0+2ancos( 7 )—i—;bnsen( 7 ),

n=1

onde ag, a,,b, € R, n € N. Essa série estd bem definida quando (a,), € (b,), s@o de

quadrado somavel, i.e.
o oo
2 2
g a, < 00, g b;, < oo.
n=0 n=1

Nesse caso, a fungao s(z) estd em L*(—L/2, L/2) e vale a identidade de Parseval

L/2 ) (9]
/ s(z)? do = Z a2 + Z b2,
n=0 n=1

—L/2
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Essa identidade tem relacao direta com a “férmula de Pitagoras” e, mais geralmente,
com a identidade (2.1). De fato, as somas parciais da série de Fourier podem ser
vistas como projecoes ortogonais em subespacos senoidais.

Considerando o espago X = L?(—L/2,L/2), que é um espaco com produto interno

L/2
(o) = [ alo)u(e) do
~L/2
e norma associada dada por
L/2
fulf? = [ ula)
—L/2

temos cada cos(2mnz/L) e sen(2mnx /L) em X e gerando subespagos

S = {Z (an cos(2mnx /L) + by sen(2mnx /L)), an, b, € R} )

n=0

param = 0,1, ..., onde incluimos by para simplificar a expressao, mas cujo sen(27jz/L) =
0 ndo acrescenta nada para j = 0 e pode ser desprezado. As fungoes cos(2mnz/L)

e sen(2mnx/L) sao ortogonais entre si, como pode ser verificado via integragao por
partes. Temos, ainda,

| cos(2mna/L)|* = ||11||* = L, para n = 0,

L
| cos(2mnz/L)||* = || sen(2mnz/L)||* = ox para n € N.

Assim,

1 2 2mnx
wo(z) = T Wep(z) = Teos|—— |

formam uma base ortonormal para o subespaco 2m + 1 dimensional S,,. Dada uma
funcao u € X, a projecao ortogonal de u sobre S,, é a soma parcial

- 2mnx - 2mnx
(Ps,,u) () = ao—l—Zancos ( 7 > +Zlbnsen ( 7 > ,

n=1
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onde

1 1 L2
oo = (s wn)n(a) = (1) = 7 / u(z) dz,

o L/

an = (W )we(2) = E/

—L)2

b= (wvanen@) = 2 [ utwrson (25

L)2
Conforme valido para qualquer projecao ortogonal, temos
Ju—Ps,ull <llu—vf, VveS,.

A série de Fourier pode ser vista como sendo a féormula obtida pelo limite das projecoes
ortogonais,

= 2 - 2
U—"}LHC}OPSmU—CLO"i_ZanCOS( ﬂZL'r> +;bnsen< Wgaj)a

n=1

com os coeficientes dados em termos de u = u(x), como acima.
No caso de uma func¢ao impar, os coeficientes a,, se anulam e obtemos uma série
de senos, ao passo que no caso de uma funcao par, os coeficientes b, se anulam e
obtemos uma série de cossenos. Uma outra forma de enxergar isso é considerar o
espago das fungoes pares e o subespago das fungoes impares,
A={ue L*(-L/2,L/2); u(z) = u(—=)},
B={ue L*(—L/2,L/2); u(x) = —u(—x)}.
Temos X = A @ B, com a decomposic¢ao
u(r) +ul—x w(r) — u(—x
(o) M)+ (=) () — (=)
2 2
Uma observagao fundamental é a de que A e B sao invariantes pelas projegoes Pg, !
Assim, se u € A, a sua projegao esta em S, N A, nos dando

. > 2mnx
u:JLIEOPSmu:&O—i-ZanCOS( 7 ), Yu € A,

n=1

enquanto que

- 2
u = lim PSmu:ansen( ng), Yu € B.

n—oo
n=1
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Uma aplicacao importante de séries de Fourier é no estudo de equacgoes a derivadas
parciais, ja que os subespacos senoidais sao invariantes por derivacao. Mais ainda,
a base ortonormal de senos e cossenos é formada por autovetores do Laplaciano (da
segunda derivada, ja que estamos considerando, aqui, apenas o caso de uma dimensao

espacial)
d? 2mnx 4mn? 2mnx
s cos 7 =73 cos T ,
d? 2mnx 4mn? 2mnx
2 sen 7 =73 sen 7 )

Ou seja, cada w,, e ws, ¢ um autovetor do Laplaciano associado ao autovalor

A = —

L2’
para n € N, sendo wy autovetor com autovalor A\g = 0.

Por sua vez, a versao complexa desses subespagos, associados a série de Fourier
complexa, possui uma base formada por autovetores do préprio operador derivada,
de modo que sao apropriados para lidar com diversas equagoes diferenciais parciais.
A restricao maior aparece por conta das condi¢oes de contorno.

Mas, apenas para efeito de ilustracao, considerando a equagao a derivadas parciais

u(t,x)  J%u(t,x)
ot o2

com condig¢oes de contorno periddicas

u(t,z + L) = u(t, x), vVt >0, x € R,

substituindo u(t, -) por sua série de Fourier

ult, ) = aolt) + i an(t) cos (272”) + 2 bu(t) sen <27TL”m> ,

n=1

temos coeficientes dependentes do tempo. Substituindo essa série na expressao para
a equacao a derivadas parciais e prosseguindo formalmente trocando a ordem do
somatorio com as derivadas, obtemos um sistema enumeravel de equacoes diferenciais
ordinérias para os coeficientes, em termos dos autovalores de cada autovetor,

dag da, Amn? db,, Amn?

=0, T T, Th= T,
a0t 2 g I?
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para n = 1,.... Assim, podemos, formalmente, escrever a solucao da equagao a
derivadas parciais como

_ - —4mn2t/L? 2mne . —4mn?t/L? 2mne
u(t,z) = ag + Z ane cos ( 7 + ; bne sen | —— |,

n=1

onde os coeficientes restantes agp = a(0), a, = a,(0) e b, = b,(0) s@o as condigoes
iniciais dos coeficientes dependentes do tempo na expansao de u(t, -), ou seja, sdo 0s
coeficientes da série de Fourier da condigao inicial (0, ) = ().

Um aproximagao numérica da solugao da equacao é obtida restringindo o problema
ao subespago S5,,, para algum m € N relativamente grande. Esse é um método da
classe conhecida como métodos espectrais.

Métodos espectrais sao muito eficientes quando as solugoes a serem aproximadas
sao suaves. Para funcgoes suaves, a taxa de convergéncia de P,,u — u é bastante
rapida, sendo tanto mais rapida quando maior for a diferenciabilidade da fungao. Ja
para funcoes descontinuas, temos o fendmeno de Gibbs, com altas oscilagoes da apro-
ximagao proximo ao ponto de descontinuidade e uma lenta taxa de convergéncia (na
norma, L?, por exemplo, com convergéncia pontual apenas nos pontos de continuidade
da funcao).

Para exemplificar a lenta convergéncia, em L2, da série de Fourier, considere a
fungao descontinua

1, x>0,
ux) =<0, =0,
-1, = <0.

que é essencialmente a funcao sinal sgn(u) = u/|u|. Temos, para os coeficientes da
série de Fourier no intervalo [—1,1] (ou seja, L = 2), que a,, = 0, paran =0,1,...,
visto que a funcao é impar, e com b,, sendo dado por

! 1 ! 1 —2 nimpar
b, = | sen(nmx)dr = — cos(nmz) =—((-D)"=1) = nm
0

nm o DT 0, n par.

Ou seja, os coeficientes b, decaem lentamente, em modulo, para zero, de ordem
O(1/n), necessitando de um namero grande frequéncias para uma boa aproximagao
na norma L2?. Além disso, proximo ao ponto de descontinuidade, ha uma grande
oscilacao da funcao, conforme ilustrado na Figura...
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Por outro lado, caso u seja continuamente diferencidvel, podemos usar integracao
por partes e obter

2 [L? 2
b, = —/ u(z) sen( 7mm> dz
L) 1 L

1 2 Ly 1 [Le 2
= —u(r) cos< an) - — u'(z) cos( an) dx
nmw L ee—r2 T J Ly L

onde a/, sdo os coeficientes da série de Fourier da derivada u/(z) (e onde assumimos
que u é periddica, de modo que u(—L/2) = u(L/2) e o termo de borda da integragao
por partes se anula). Ou seja, ganha-se uma poténcia n, no denominador, acelerando
a taxa de convergéncia. Mais precisamente, se a, e b, decaem linearmente, entao a,
e b, decaim quadraticamente. Esse processo pode ser repetido, caso u = u(z) tenha
derivadas de ordem mais alta, obtendo taxas de convergéncia cada vez mais altas.

4.2. Polinémios de Chebyshev e aproximagoes. Ao olharmos um rio cau-
daloso, com um grande fluxo de adgua, podemos observar que a correnteza diminui
rapidamente em locais cada vez mais préoximos da margem. Essa regiao é chamada
de camada limite, termo utilizado para caracterizar uma regiao onde ha uma grande
variacao de uma determinada quantidade, separando regioes de comportamentos di-
ferentes. Isso acontece tipicamente préximo a fronteira de uma regiao, onde alguma
condigao de contorno é imposta, em contraste com o fendémeno que rege o sistema no
interior da regiao. No caso de um rio, o potencial gravitacional for¢a o escoamento
das 4dguas ao longo do leito, mas a margem do rio esta fixa e a continuidade do movi-
mento implica no fluxo ter que ser reduzido a zero na fronteira e, portanto, ter uma
mudanga muitas vezes brusca proximo & margem.

Essa mesma camada limite do movimento do fluido afeta a variacao de outras
quantidades. Por exemplo, isso explica o motivo de sentirmos mais frio quando bate
um vento. Nao necessariamente o vento tras uma massa de ar mais fria do que o ar
que esta em um determinado ambiente. E a camada limite que nos envolve com um
porgao de ar que ja foi aquecida pelo nosso proprio corpo. Isso causa uma camada
limite também para a temperatura, nao apenas para o fluxo de ar. Como o nosso
corpo é, tipicamente, mais quente que o ambiente, o calor irradiado pelo nosso proprio
corpo aquece a pequena camada limite de ar que nos envolve, mantendo essa camada
um pouco mais quente que ar ambiente. Quanto bate um vento, o ar nesse camada
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limite é removido, entrando uma massa de ar relativamente mais fria, nos dando uma
sensacao de diminuicao na temperatura.

Mas o que isso tem a ver com algebra linear, especialmente com o toépico de
ortogonalidade e aproximagoes de fungoes? Isso se reflete na escolha das melhores
fungoes em relacao as quais devemos aproximar um determinado fendmeno.

Se quiseremos aproximar uma fungao periédica razoavelmente bem comportada,
como em processamento de audio, por exemplo, as funcoes trigonométricas da série
de Fourier sao bastante apropriadas. Mas em problemas com camada limite, sera ne-
cessaria considerar uma aproximagao “muito alta”, ou seja, com muitas frequéncias,
em espacos senoidais S, com m € N relativamente muito grande, para poder cap-
turar adequadamente a abrupta mudanca de valor na quantidade a ser aproximada.
Isso esté diretamente relacionado ao fenomeno de Gibbs, que aconte em pontos de
descontinuidade da funcao. Nesses casos, pode ser mais eficiente usar outras bases
ortonormais para representar a fun¢ao, permitindo uma aproximagao melhor em um
subespaco de dimensao relativamente mais baixa. Esse é o caso dos polinémios de
Chebyshev.

4.3. O método de minimos quadrados. No problema de minimos quadra-
dos, partimos de espagos R" e R™, n,m € N, munidos da norma euclidiana, ou,
mais geralmente, de espacos X e Y munidos de produtos internos ((-,-)x e ((-,*)y,
respectivamente. Queremos encontrar uma “melhor solugao” para o problema

Au =~ b. (4.1)

no sentido de minimizar o “erro quadratico”, ou seja, buscamos minimizar a norma
quadratica do erro residual Au — b em Y:

IAu — blfy.,

onde a minimizacao ocorre em relagao a varidvel u € X. Nesse problema, b € Y
e A € Z2(X,Y) sao fornecidos. Podemos, também, interpretar isso como a “melhor
aproximacao” para o problema Au = b.

Por exemplo, podemos ter varios dados {(x;, ¥;) }iz1,..m, m € N, relacionando duas
quantidades (e.g. pressao y; para cada altitude z;.) que aparentemente estao proximas
de ter uma relagao linear y &~ a+ bz (pressao e altitude tem uma relagdo exponencial,
mas que pode ser bem aproximada por uma relacao linear em um pequena faixa
de altitudes, como, por exemplo, perto do nivel do mar). Gostariamos de achar
uma tal melhor aproximacao linear, ou seja encontrar a e b tais que os residuos
(y; —a — bx;)i=1,..m sejam os menores possiveis, em algum sentido. No caso, no
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sentido de minimos quadrados, i.e.

||<yz —a-— b%)zzlmﬂg = Z |yi —a— bxi|2.
i=1

Escrevendo u = (a,b) € X =R?*, b= (y;)i=1.m €Y =R™e

1 T
a=|l T erme
1 =z,

esse problema se torna, exatamente, o problema de minimizacao
min [|Au — b2,
ucR?

em relacao a norma euclidiana em Y = R™.

O método de minimos quadrados passa por observar que, em um ponto de minimo
u, qualquer perturbacao u + sh, com s # 0 e h € X = R?, faz com que

|Au—b|% < |A(u+sh)—b|2, VheX,VseR.

Escrevendo A(u+ sh) —b = Au— b + sAh e expandindo a norma quadratica desse
termo, obtemos

|Au—b|[} < [|Au—b| — 2s(Au — b, Ah))y + s*| Ah]ly..
Simplificando e dividindo por s, obtemos
0 < —2(Au— b, Ah)y + s|| A2,
quando s > 0, e
0> —2((Au— b, Ah))y + s|| Ah[.
quando s < 0. Fazendo s — 0, sobra
(Au—b,Ah))y =0.

para todo h € X. Usando a transformacao adjunta, que no caso real é a transposta,
vale a identidade

(A”(Au - b),h)x = (Au — b, Ah)y = 0.

Como isso deve valer para todo h € X, em particular vale para h = A" (Au —b), o
que nos leva a deduzir que o ponto de minimo u satisfaz a equagao

A"(Au—b) =0,
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em X. Isso nos leva a equag¢ao normal
A"Au=A"Db (4.2)

Em resumo, provamos que se u é uma solugao da equagao normal (4.2), entdo u é um
ponto de minimo do problema de minimos quadrados (4.1). O método de minimos
quadrados consiste, entdo, em procurar a “melhor aproximagao” para (4.1), no sentido
dos minimos quadrados, através da resolugao da equagao normal (4.2).

5. Exercicios

Exercicios
5.1. Considerando o espago vetorial X = R? mostre que ((-,) : X x X — R
dado a seguir define um produto interno em X.
(w,v)) = 32122 — 22192 — 2291 + 3Y192, u=(z1,41),v=(2,92) € X.

5.2. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((-, -)) e norma associada
-l
i) Mostre que vale a identidade do paralelogramo
i) M le a identidade d lel
o+ v + o = v][* = 2[lu|* + 2||v[]*, VuveX
ii) Mostre que vale a identidade de polariza¢ao
ii) M le a identidade de polarizaga

2 Iy — w2
((u,v)):||u+v|| 4||u VH, VuveX

5.3. Seja X um espago vetorial real com produto interno e norma associada || -
||. Suponha que X seja de dimensao finita n = dim(X) € N e que ¢ =
{w1,...,w,}} seja uma base de X. Suponha, finalmente, que

2

||IIW1 + +xnwn||2 =T ++mi,

para quaisquer x1,...,z, € R. Mostre que ¢ é uma base ortonormal.

5.4. Sejam ¢ = {{e1,...,e,}} e 6 = {wy,...,w,}} bases ortonormais de um es-
pago vetorial real X com produto interno e de dimensao finita n = dim(X) €
N. Seja A = (aij)zjzl a matriz mudanca de base de e para &, de modo que
Wi =D i i

(i) Mostre que Y ., ajjay = O, j,k €=1,...,n, ou seja, A"A =1.
(ii) Deduza que A" = A~ e que AA™ =1, ou seja, > i ajar; = O,
Jke=1,...,n,
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5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.
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Seja X um espago vetorial com produto interno ((-,-))x. Suponha que X e
Y sejam espagos vetoriais isomorfos e que J € £(X,Y) seja um isomorfismo
entre esses espagos. Mostre que (u,w))y = (Ju,Jw))x define um produto
interno em Y.

Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Supondo U e V subes-
pacos vetoriais de X, mostre que

U+V)r=U"nVv+, UnvV)yr=u*++v+h

Seja X um espago vetorial real com produto interno e S C X um subespago
de dimensao finita. Como S é de dimensao finita, podemos deduzir que,
dados vetores arbitrarios u; € X, j = 1,...,m, existe um tnico vy € S que
minimiza a soma dos quadrados das distancias entre os vetores u; e um vetor
qualquer v € S, i.e.

m m
D v —wl” = rvnelgz v — %,
j=1 i=1

onde || - || ¢ a norma associada ao produto interno de X. Deduza, a partir
dessa caracterizagao, uma férmula para vy em termos de u;, j =1,...,m.
No espago R™™, mostre que (A,B))r = > 7', a;;by, para A = (a;;)};_, e
B = (bij)zjzl, define um produto interno em R™*™, cuja norma associada é
a norma de Frobenius (veja Observagao 2.7).

Mostre que a forma bilinear ((p,q) = fjlp(x)q(x) dz define um produto
interno no espago X = Pglz] dos polindomios com coeficientes reais.
Considere uma base ortonormal & = {{e;,...,e,}} em um espago vetorial
de dimensao finita n = dim(X) munido de um produto interno com norma

1/2
associada || - ||x. Mostre que ||T|lus = (ZL HTejH%() ,para T € Z(X),

define uma norma em £ (X ), conhecida como norma de Hilbert-Schmidt.
Usando o resultado do Exercicio 5.4, mostre que a norma de Hilbert-Schmidt
definida no Exercicio 5.10 é independente da escolha da base ortonormal.
Considere, novamente, uma base ortonormal 6 = {{ey, ..., e,}} em um espago
vetorial de dimensd@o finita n = dim(X) munido de um produto interno
(-, ) x. Mostre que (T, S))us = Z?zl((Tej, Se;))x, para T,S € £(X), define
um produto interno em £ (X).

Analogamente, usando o resultado do Exercicio 5.4, mostre que o produto
interno associado a norma de Hilbert-Schmidt, definido no Exercicio 5.12, é
independente da escolha da base ortonormal.
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5.21.
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Considere, novamente, uma base ortonormal ¢ = {{e1, ..., e, }} em um espaco
vetorial de dimensdo finita n = dim(X) munido de um produto interno
com norma associada || - ||x. Mostre que a norma de Hilbert-Schmidt de

um operador T € £(X) coincide com a norma de Frobenius da matriz [T]s
que representa T na base 6.

Faca o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt (Teorema 2.3) na se-
quéncia de vetores {(1,1,0), (1,0, 1), (0,1,1)}} , no espago vetorial R* munido
do produto escalar usual.

Faga o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt (Teorema 2.3) na se-
quéncia de matrizes {[1 8], [4 81,1891}, no espago R**? munido do produto
escalar associado & norma de Frobenius, visto no Exercicio 5.8.

Ache uma condi¢do em a,b € R para que o processo de Gram-Schmidt na
sequéncia de vetores {(1,1), (a,b)}} , em R? munido do produto escalar Eu-
clidiano nos dé os vetores {{(1,1)/v2,(=1,1)/v2}}.

Considere o espago de polinomios X = Pg[z] munido do produto interno
(p,q) = f_llp(x)q(x) dz (veja Exercicio 5.9). Aplique o processo de Gram-
Schmidt aos vetores {1, x, 72} de X. Esse processo nos daré os trés primeiros
polinémios de Legendre.

Ache a projecao ortogonal do vetor (3,4, 1) no plano x 4 2y + 3z = 0.

Ache o representante v € R?, via produto interno, i.e. tal que (f,u) =u-v,
Vu € R?, do funcional linear f(u) = (f,u) = f(z,y, z) = 3x+2y+ 62, definido
para u = (z,y,2) € R3 considerando o espago X = R?® munido do produto
interno

(w,v) =28+ 2yn +32(, u=(z,y,2), v=1(£,n,Q).

Faca a demonstracao da Proposicao 3.1, sobre a representacao matricial da
transformacao adjunta, em relacao a bases ortonormais.

Faca a demonstragao do resultado mencionado na Observacao 3.4 de que se
6 = {w,...,w,}} € uma base ortonormal de um espago vetorial real X com
produto interno e de dimensao n = dim(X) € N, entao a representagao, vai
produto interno, da base dual a ¢ é a propria base 6.

Considere o espaco R? munido do produto escalar euclidiano e considere a
base & = {{(1,0),(1,1)}} . Ache os representantes, via produto interno, da
base dual a 6.

Considere o espaco R?® munido do produto escalar euclidiano e considere a
base 6 = {{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}} . Ache os representantes, via produto
interno, da base dual a 6.
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5.25.

5.26.

5.27.
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Em relacao a Observacao 2.2, considere o espacgo vetorial X = ¢y visto no
Exemplo 2.5 e munido do produto interno de ¢2, visto no Exemplo 1.3. Con-
sidere, em X, o espago vetorial dado por (f,u) = Zj‘;l x;, que é finito e bem
definido, porque a sequéncia eventualmente se anula. Como esse funcional
linear nao é nulo, o seu niicleo S = ker(f) tem co-dimensao 1. Mostre, porém,
que St = {0} é trivial. Em particular, ndo existe v que represente f, pois
este, se existisse, estaria em S*.

Considere o espago vetorial com produto interno X = ¢* = (?(R) definido no
Exemplo 1.3 e seja S = cyo(R) o subespago de X das sequéncias reais que se
anulam eventualmente, introduzido no Exemplo 2.5. Encontre o subespaco
perpendicular S* e mostre que X 2 S @ S*.

Seja X um espago vetorial real com produto interno ((+,-)). Seja S C X um
subespago de X e suponha que Q € £(X) seja o projetor ortogonal sobre
S+. Mostre que

([u], W])x/s = (w4 5, v+ 5)x/s = (Qu,Qv)), u,veX,

define um produto interno no espago quociente X/S, cujos elementos sdo da
forma [ul =u+ 5, u e X.



CAP{TULO 13

Teoria Espectral com Produto Interno Real

To find a queen without a king, they say she
plays guitar and cries and sings.

— Going to California (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Um produto interno traz uma estrutura para o espago que pode ser explorada
de diversas formas. Em particular, ela revela propriedades de simetria intrinsecas a
véarios fenomenos. Muitas dessas simetrias aparecem como simetrias de um operador
linear, relacionando o operador e o seu adjunto. Veremos, nesse capitulo, a teoria
espectral de operadores com certas simetrias desse tipo, no caso de espagos vetoriais
reais com produto interno. O caso complexo sera visto no proximo capitulo.

1. Operadores especiais com simetria em relagao a adjunta

No caso de um operador T € £(X) em um espago vetorial real com produto
interno, o resultado do Teorema 3.2 nos diz que a adjunta T* € £(X) de T também
¢ um operador em X. Como eles vivem no mesmo espago, podemos classificar alguns
operadores de acordo com certas simetrias em relacao as suas adjuntas.

DEFINICAO 1.1. Seja X um espacgo vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador em X e considere a sua adjunta T* € L (X) relativa a esse produto
mterno.

(i) Dizemos que T é autoadjunto quando T* =T.

(ii) Dizemos que T é anti-autoadjunto quando T* = —T.
(iii) Dizemos que T é ortogonal quando T*T = TT* =1, ou seja, T* = T~L.
(iv) Dizemos que T é normal quando TT* = T*T.

Esses operadores aparecem com frequéncia em aplicagoes, resultado, em parte,
de simetrias que ocorrem nos diversos fendmenos naturais que modelamos. Essas
simetrias acarretam em propriedades muitas vezes bastante especiais, como iremos

381
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explorar aqui e no préoximo capitulo. Em relacao a isso, temos a seguinte definigao,
seguida de uma observagao.

DEFINIGAO 1.2. Um operador T € Z(X) em um espago vetorial real X com
produto interno € dito stmétrico quando

(T, v)) = (u, Tv)),
para u,v € X arbitrdrios, e é dito anti-simétrico quando
((Tu7 V)) = —((11, TV))7
também para u,v € X arbitrdrios.

OBSERVACAO 1.1. As defini¢oes de operador simétrico e operador anti-simétrico,
vistas na Definicao 1.2, sao equivalentes a dizer que o operador ¢ autoadjunto ou
anti-autoadjunto, respectivamente. Em dimensao infinita, onde é comum em aplica-
¢oes consideramos operadores lineares definidos em um subespago denso de X, essas
defini¢coes nao sao equivalentes. Mas, aqui, nao precisamos nos preocupar com isso.

EXEMPLO 1.1. Em R2, podemos representar um operador qualquer como uma
matriz operando na base candnica, da forma

a b
A= [C d} .
Para que A seja simétrica, devemos ter ¢ = b. Para que A seja anti-simétrica, devemos
tera =d =0ec= —b. Para que A seja normal, devemos ter ¢ = b ou ¢ = —b e, nesse

caso, d = a. Para que seja ortogonal, devemos ter a®> +c> =b*+d> =1 e ac+ bd =
0, ou seja, (a,c) e (b,c) ortonormais e, portanto, da forma (a,c) = (cosf,senf) e
(b,c) = (—sen#, cos(f)). Em resumo

. a b
autoadjunta: A — {b d]
: . [0 b
anti-autoadjunta: A = }
—b 0
DA la —b 2 12 4 - cosf —senf
ortogonal: A = | a] com am b7 =1, ke {— sen ¢ cos
(o b a b
normal: A = _b d] ou {—b a] )
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1.1. Caracterizacao de projecao ortogonal como projecao autoadjunta.
Com essa representagao da adjunta, podemos caracterizar as projecoes ortogonais
como sendo as projecoes autoadjuntas.

TEOREMA 1.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno e seja P €
£ (X) uma projegao. Entao P € proje¢ao ortogonal se, e somente se, P é autoadjunta,

1.e. P*=P.

DEMONSTRAGAO. Suponha que P seja autoadjunta. Se u € ker(P) e v € Im(P),
entao temos Pu =0 e v = Pv. Com isso,

(v,u)) = (Pv,u)) = ((v,P*u)) = ((v,Pu)) = ((v,0)) = 0

Logo, v L u. Como u e v sdo arbitrarios nesses subespacos, temos ker(P) L Im(P),
o que significa que P é proje¢ao ortogonal.
Agora suponha que P seja projecao ortogonal. Sejam u,v € X quaisquer. Entao
podemos decompor
u=Pu+Qu, v=Pv+Qv,
onde Q =1 — P. Lembrando que Im P e Im Q = ker P s@o ortogonais, temos

(0, P*v)) = (Pu, v)) = (Pu,Pv + Qv)) = (Pu, Pv))
= (Pu+ Qu,Pv)) = ((u,Pv)).
Como u,v € X sao arbitrérios, isso significa que P* = P. 0

No caso de proje¢oes nao ortogonais, podemos dar uma caracterizacao bem precisa
da projecao adjunta. Vejamos um exemplo.

EXEMPLO 1.2. Considere a projecao P(z,y) = (z,z), que é a projecao sobre a
reta {y = x} ao longo do eixo y, observe que a adjunta da projegdo P é dada por
P*(z,y) = (z +v,0), que é uma projegao sobre o eixo x, ao longo da reta {y = —x}.
Qual a relacao entre esses subespacos? Observe que o eixo z, que é a imagem da
projecao adjunta P*, é o subespaco ortogonal ao eixo y, que é exatamente o nicleo
da projecao P. Por sua vez, o nicleo {y = —x} da projegao adjunta P* é ortogonal a
imagem {y = x} de P. Isso nao é coincidéncia. Veja a Observagao 1.2 e Exercicio 7.1.
Veja, também, o Observacao 1.6.

OBSERVAGAO 1.2. Seja P € £(X) uma proje¢ao definida em um espago vetorial
real X com produto interno. Suponha que P é um projegao sobre um subespacgo V', ao
longo de um subespago W, de modo que X =V @ W. Entao a adjunta P* € £(X) é
uma projecao sobre o espaco perpendicular W+, ao longo do subespaco perpendicular
V1. Deixamos a demonstracao desse faco como Exercicio 7.1. Observe, finalmente,
que se P* for projecao ortogonal, entdo, como era de se esperar, Wt =V e V+ =W.
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1.2. Isometria e operadores ortogonais. Se {wi,...,w,} é uma base orto-
normal em R", entao a matriz M € R™*" cujas colunas sao formadas por esses vetores,
ie.

é tal que
M"M = (w; - w;)i; = (6;5)i; = L,
ou seja, M é uma matriz ortogonal. Além disso,

Mu|* = (Mu, Mu)) = (u, M"Mu)) = (1, u).

Ou seja, M preserva a norma dos vetores. Dito de outra forma, M preserva a distancia
entre vetores do espaco. Nesse sentido, temos o seguinte conceito.

DEFINIGAO 1.3. Seja F : X — X uma funcao (nao necessariamente linear) em um
espago métrico (nao necessariamente espago vetorial), com métrica d(-,-). Dizemos
que F € uma tsometria em X quando

d(F(u),F(v)) = d(u,v), (1.1)
para quaisquer U, v € X.

No caso particular de um espago vetorial normado e F nao necessariamente linear,
a condicao (1.1) é equivalente a

IF(u) = F(v)[| = [lu = v, (1.2)

para u,v € X. No caso em que a fungao é uma transformacao linear F € £(X), em
um espaco vetorial normado, essa condi¢ao é equivalente a

IF()]| = [lull, (1.3)

para todo u € X.

Vimos acima que um matriz ortogonal é uma isometria. Vamos estender esse re-
sultado para operadores ortogonais quaisquer e incluir uma reciproca desse resultado.
Observe que nao assumimos inicialmente que F é linear. Apenas que o espago X ¢é
um espago vetorial com produto interno e que F preserva a origem.

TEOREMA 1.2. Seja X um espago vetorial com produto interno e seja F : X — X
uma isometria. Entao F € um operador linear ortogonal.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que F seja linear e ortogonal. Como é linear, temos

F(0) = 0. Como é ortogonal, temos F*F = |, de modo que
[Ful? = (Fu, Fu)) = (u, F*Fu)) = (0, w) = [Ju]]?,
ou seja ||[Ful| = ||ul|, para todo u, mostrando geu F é um isometria.

Suponha agora que F : X — X preserve a origem e as distancias. Primeiramente,
vamos mostrar que F também preserva o produto interno, i.e.

(F(u), F(v))) = (u,v)),

para u,v € X. De fato, usando a identidade (1.1) (com —v no lugar de v), temos
2((F(u), F(v)) = [F)[ + [F(v)Il = [[F(w) = F(v)]].
Usando que F preserva a origem, além das distancias, temos
[F(w)[| = [IF(u) = 0] = [[F(u) = F(0)|| = [[u — O] = [[u].
Idem para F(v). E também temos
[F(u) = F(v)[| = flu = v||.
Com isso,
2((F(u), F(v)) = llufl + [v]l = fla = v.

Usando novamente a identidade (1.1), chegamos a

2(F(u),F(v))) = 2((u, v)),
mostrando que F preserva o produto interno entre vetores quaisquer. O

OBSERVACAO 1.3 (Isometria preserva dngulos). Observe que, na demostra¢ao do
Teorema 1.2, provamos que uma isometria em um espaco com produto interno satisfaz

(F(u), F(v))) = (u,v)), (1.4)

para u,v quaisquer, ou seja, uma isometria também preserva angulos. Como ela
também preserva a norma, isso significa que uma isometria preserva os angulos entre
vetores. Observe, também, que (1.4) inclui a condi¢ao de isometria (1.3). Se assu-
mirmos de inicio que F é linear, entao (1.4) é, de fato, equivalente & defini¢ao a F ser
uma isometria.

COROLARIO 1.1. Seja X um espago vetorial com produto interno e seja F: X —
X uma isometria. Entao F € da forma F(u) = up + M(u — ug), onde M € L (X) é
um 1sometria.

TEOREMA 1.3. Seja M € L(X) um operador ortogonal em um espago vetorial real
com produto interno. Entdo o seu determinante tem mddulo unitdrio, i.e. det(M) =
+1.
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DEMONSTRACAO. Sabemos que o determinante do operador adjunto é igual ao
do operador (Teorema 3.8) e que o determinante de uma composic¢ao de operadores é
o produto dos determinantes (Teorema 3.7). Logo, usando ainda que M*M = |, pela
definicao de operador ortogonal, obtemos que

det(M)? = det(M*) det(M) = det(M*M) = det(l) = 1.
Portanto, det(M) = +£1. O

1.3. Operadores normais e relagcoes de comprimento. Operadores normais
sao caracterizados pela seguinte propriedade.

PROPOSIGAO 1.1. Seja X um espaco vetorial real com produto interno e norma
associada || - ||. Entao T € L(X) € normal se, e somente se, ||[T*u|| = || Tul|, para
todou € X.

DEMONSTRAGAO. Supondo T normal, temos
ITull* = (Tu, Tu)
= (u, T"Tu))
= (u, TT"u))
= (T*u, T'u))
=T,

= =

provando que || T*u|| = || Tu||, para todo u € X.
Suponha, agora, que essas normas sejam iguais. Entao, para u,v € X arbitrarios,
usando a identidade (1.1), temos

(T"Tu,v)) = (Tu, Tv))
= 2 (ITulP + [T] ~ [Tu ~ Tv]P)

1 * * * *
=35 (T af® + T[] = [[T'u — T*v|]?)
= (T, T*v))
= (TT"u,v)).

Como isso vale para todo u,v € X, obtemos que T*T = TT*, ou seja, que T ¢é
normal. ]

Também temos a caracterizagao em relacao a comutatividade das partes simétrica
e anti-simétrica de T.
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PROPOSICAO 1.2. Seja X um espaco vetorial real com produto interno e seja
T € Z(X) um operador linear. Sejam
T+T" S_ T-T*
2 2
as partes simétrica e anti-simétrica de T, respectivamente, visto que
T=R+S, R*=R, S$"=-S.

Entao T é normal se, e somente se, R e S comutam entre si.

R:

DEMONSTRACAO. Observe que
(TH+THNT-TH=T>-TT + T T+ T,

a0 passo que
(T-THNT+T)=T2+TT - T'T+ T2

Portanto,
RS — SR — i (2T*T — 2TT%).
Com isso,
RS=SR &< T'T=TT"
Ou seja, R e S comutam entre si, se, e somente se, T é normal. 0

2. Analise espectral de operadores autoadjuntos

Um ponto de partida da analise espectral é a existéncia de autovalores. Nos com-
plexos, isso esta garantido pelo Teorema 3.1. Esse resultado foi fundamental para a
construcao da forma de Jordan. Podemos usar a forma de Jordan na analise espectral
de um operador qualquer, inclusive de um operador autoadjunto. Mas nem sempre
os fins justificando os meios. Vamos ver caminhos mais diretos e mais apropriados
para a analise espectral de operadores autoadjuntos. De qualquer forma, a existéncia
de autovalores é fundamental. Como, aqui, estamos considerando operadores em es-
pacos vetoriais reais, precisamos de um resultado de existéncia de autovalores reias.
Para isso, vamos prosseguir de diferentes maneiras. Uma utilizando o resultado do
Teorema 3.1, via complexificagao, e mostrando, na verdade, que o autovalor obtido é
real. Outra mostrando diretamente a existéncia de um autovalor real, via extremos
do quociente de Rayleigh-Ritz. A partir disso, o resultado se baseia no fato de que
nao s6 os autoespagos sao invariantes por um operador autoadjunto, mas também o
ortogonal dos autoespagos, permitindo decompor o espago em subespagos invarian-
tes ortogonais entre si, nos dando uma base ortonormal de autovalores do operador.
Esses sao os ingredientes principais da diagonalizacao de um operador:
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(i) Existéncia de autovalor;
(ii) Invaridncia de um subespago complementar a um autoespago (que no caso
autoadjunto é exatamente o ortogonal do autoespago);
(iii) Indugao na dimensao, aplicando a hipotese de indugdo na restrigao do ope-
rador ao complementar invariante.

2.1. Existéncia de autovalores reais. Primeiro, apresentamos uma demons-
tragao via complexificagao, a partir do Teorema 3.1.

TEOREMA 2.1. Seja X um espac¢o vetorial real com produto interno. Seja T &€
L(X) um operador autoadjunto em rela¢io a esse produto interno. Entdo T possui
pelo menos um autovalor real.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.1 VIA COMPLEXIFICAGAO. Seja X¢ = X +

iX a complexificacdo do espago real X e seja T¢ € £(X¢) a complexificagdo de
T dada por

Te(u+iv) =Tu+iTv,
para todo u,v € X. Como X¢ é complexo, segue do Teorema 3.1 que T¢ possui pelo
menos um autovalor ¢ € C. Vamos mostrar que esse autovalor é real e é um autovalor
de T.
Escreva
(=a+ipf,
com «, 3 € R. Seja w = u + iv um autovetor associado a ¢, com u,v € X. Por um
lado,
Tew =Tu+iTv.

Por outro,
Tew =(w = (a+if)(u+iv) = (au— v) +i(fu+ av).
Logo,
Tu=au-— v
e

Tv =pfu+ av.

Muito bem, mas até agora nao usamos o fato de T ser autoadjunto. Vamos l4. Nesse
caso, temos

(Tu,v)) = a((u,v) - Bl|v|

(w,Tv)) = Blul* + a((v, w).
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Como T é autoadjunto, as duas expressoes sao iguais, ou seja
a(u,v) = BIv|* = Bllul* + a(v, w).

Os produtos internos se cancelam e sobra

B(lall® + [IvI[*) = 0.
Como w = u + iw # 0, obtemos que

5=0,

logo ( = a é real. Junto com isso, obtemos que

Tu=au, Tv=av.

Como pelo menos um deles é nao nulo, obtemos que ( = « é um autovalor real, com
uma combinag¢ao nao nula de u e v como um autovetor. 0

OBSERVACAO 2.1. Uma maneira alternativa de mostrar que o autovalor ¢ € C do
operador complexificado T¢ que aparece na demonstragao acima do Teorema 2.1 é
real passa por usar que o proprio T¢ é hermitiano, mas isso sera feito s6 na Secao 3.4.

Vamos, agora, a uma demontragao via extremos do quociente de Rayleigh-Ritz.
Essa demonstracao usa conceitos de analise real e é baseada na compacidade da bola
unitaria fechada em espagos de dimensao finita.

A ideia ¢ imaginar uma hiperesfera S C X, por exemplo S = {u € X; |Ju]| = 1},
sendo deformada em uma elipse £ = T(S). O maior semi-eixo ¢ um maximo de
| Tu||, restrito & hiperesfera S. O menor semi-eixo ¢ um minimo de ||Tu|| restrito a
S. Como a funcio quadratica s — s? ¢ monotona, eles sdo, respectivamente, pontos
de maximo e de minimo, em S, de ||Tu||?, que ¢ diferenciavel, conforme comentado
na Observacao 1.3. Assim podemos usar multiplicadores de Lagrange e mostrar que
esses pontos criticos sao, de fato, autovetores, associados a autovalores reais. O vetor
normal a ||[ul|? =1 ¢ 2u. O vetor normal as curvas de nivel de (Tu,u)) é 2Tu. Pela
teoria de multiplicadores de Lagrange, um ponto critico ocorre quando um vetor é
um miultiplo do outro, digamos

2Tu = A2u,

com fator multiplicativo X\. Ou seja,
Tu = \u,

e A é um autovalor de T.

De outra maneira, como a forma ((Tu,u)) é quadratica, ndo precisamos, propri-
amente, usar diferenciabilidade e o resultado geral de multiplicadores de Lagrange.
Podemos mostrar isso mais diretamente, das condi¢oes de serem maximo ou minimo,
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usando apenas a continuidade. Podemos, também, “liberar” u de estar restrito a
esfera e considerar o quociente de Rayleigh-Ritz

(Tu, w))
[ufl*

definido para u # 0.
DEFINIGAO 2.1 (Quociente de Rayleigh-Ritz). Seja T € £L(X) um operador li-

near em um espaco vetorial com produto interno ((+,-)) e norma associada || - ||. O
quociente de Rayleigh-Ritz de T ¢ o funcional (nao-linear)
T
R(u) = (Tu,u) Huif;», (2.1)
u

definido para u # 0.
Esse quociente é bem comportado, no seguinte sentido.

TEOREMA 2.2. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial com
produto interno e seja T € L(X). Suponha que X seja de dimensao finita (ou,
mais geralmente, que T seja limitado pela norma induzida pela norma de X ). Entao
R = NR(u), definido por (2.1), é uma fungao real continua e limitada em u # 0.

DEMONSTRAGAO. Sabemos, do Teorema 2.12, que T é continua. Pelo Teorema 2.10,
isso significa dizer que T é limitada, no sentido da Definicao 2.6. Portanto, existe uma
constante C' > 0 tal que

[Tul] < Clull

para todo u € X. Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz Equation (1.2),
podemos limitar o quociente de Ritz por

R(u)| < (T, w)| _ [[Tuaff[u]
L (1

Agora, sabemos que u — T(u) é continuo, que o produto interno (por ser bilinear)
é continuo e que a norma ¢é continua, de forma que o quociente de Rayleigh-Ritz é
continuo em u # 0, completando a demonstragao. U

<C.

OBSERVAGAO 2.2. Em geral, o quociente de Rayleigh-Ritz 2(-) ndo é continuo
na origem, a menos que T tenha um tnico autovalor, nesse caso R(-) é, de fato,
constante, igual a esse autovalor. Veja Exercicio 7.3

Vamos, agora, a essa outra demonstracao do Teorema 2.1.
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DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.1 VIA QUOCIENTE DE RAYLEIGH-RITZ. Con-
sidere o quociente de Rayleigh-Ritz R(-) definido em (2.1). Pelo Teorema 2.2, esse
quociente ¢ continuo em {u # 0}. Pelo Teorema 2.5, o conjunto fechado e limitado
S = {u € X; ||lu]|] = 1} é compacto. Pelo Teorema 2.6, a fungao 2R(-) possui um
maximo e um minimo em S.

Vamos considerar, por exemplo, um ponto de minimo w € X, [[w| = 1 de (")
em S e mostrar que w ¢ autovetor de T, cujo autovalor é o valor minimo. Como
u/||u|| pertence a S para todo u # 0, podemos escrever

A =R(w) = min R(u) = min M
ues u#0 ||1l||2
Observe que usamos que PR(-) é uma fungdo homogénea de grau 1, de modo que
minimizar essa fungao em {u # 0} ¢é equivalente a minimiza-la em S.
Seja, entao, v € X um vetor nao nulo arbitrario e considere u = w+sv € X para
um escalar s satisfazendo

1
|s] < —.
Ingl
Pela continuidade da norma, temos
lufl = lu—w+w| > [[|w] = [u—wl|| = [[w] = [sl[[v]| = 1 = [s]]|v]] > 0,
ou seja, u # 0. Logo,
T

=l
Isso nos da que
Afull* < (Tu, w).
Substituindo u, obtemos
A[wl* +2s(w, v) + s*[[v[[*) < (Tw, w)) + 25(Tw, v)) + s°[|v]|*.

Como ||w|| =1 e (Tw,w)) = A|w||?> = A, o primeiro termo da expressao a esquerda
e o primeiro da expressao a direita se cancelam, sobrando

A2s(w,v)) + 8% [[v[*) < 2s(Tw, v)) + s*[[v]|*.
Considerando s > 0 e dividindo por s, obtemos
2M(w, v)) + sA|v]| < 2(Tw, v)) + s|v]].

Fazendo s — 0, obtemos
A(w.v) < 2(Tw,v)).
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Considerando s < 0 e dividindo a mesma expressao acima por s, obtemos a desigual-
dade reversa
2M(w, v)) + sA[v]| = 2(Tw, v)) + s]|v]].

Fazendo novamente s — 0, agora por nimeros negativos, obtemos

A(w,v)) > 2(Tw,v)).
Com as duas desigualdades, obtemos a igualdade

A(w, v)) = (Tw, v)),
que podemos escrever na forma

(Tw — Aw,v)) = 0.

Observe que fizemos isso com v arbitrario. Logo, devemos ter

Tw — \w =0,
ou seja,
Tw = A\w,
com w nao nulo, mostrando que o valor minimo A\ é autovalor e o ponto de minimo
w ¢é um autovetor. 0

OBSERVACAO 2.3. A vantagem de usar a diferenciabilidade das fungdes envolvidas
e multiplicadores de Lagrange é mostrar que qualquer ponto critico de 2R(-) restrito a
hiperesfera unitaria nos da um autovetor e um autovalor de T. De fato, por multipli-
cadores de Lagrange, os pontos criticos de ((Tu, u)) restrito a S sdo os pontos criticos
de

J(w,A) = (Tu,w)) — Aju*.

A diferencial de u +— ((Tu,u)) é 2Tu, visto que T é autoadjunto, e a diferencial de
u > |lul|* é 2u (Verifique!). Assim, a diferencial de J = J(u, \) em relagao a u ¢

DuJ(u, A) = 2Tu — 2)\u,
enquanto que

DyJ(u, A) = [[ulf*.

Em um ponto critico (w,\) € X x R, devemos ter

DuJ(w) =0, [jw] =1,
ou seja

Tw = \w,

e w # 0, de modo que A é um autovalor e w, um autovetor.
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2.2. Invariancia do ortogonal de um autoespago. O préximo passo funda-
mental é a invariancia do subespaco ortogonal a um autoespago do operador autoad-
junto, ou, mais geralmente, a um subespaco invariante.

TEOREMA 2.3. Seja X um espago vetorial real com produto interno, seja T €
ZL(X) um operador autoadjunto em relagio a esse produto interno e seja S C X
um subespaco invariante por T. Entdo o subespaco ortogonal S+ de S também é
mwvariante por T.

DEMONSTRACAO. De fato, se v € St eu € S, entdao Tu € S, visto que S ¢é
invariante por T, de modo que

(Tv,u) = (v, T'w)) = (v, Tu)) = 0.

Isso mostra que Tv L u, para u € S arbitrario, de modo que S+ ¢é invariante por
T. O

2.3. Diagonalizacao em base ortonormal. Com a existéncia de autovalor
real garantida e a invariancia do subespaco ortogonal a um autoespaco, podemos
usar inducgao e provar a decomposicao do espaco em autoespagos ortogonais entre si.

TEOREMA 2.4. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
L(X) um operador autoadjunto em relagao a esse produto interno. Entao X possui
uma base ortonormal de autovetores de T.

DEMONSTRAGAO. A demonstracao é por inducao na dimensao do espaco. Seja
n =dim(X). Sen = 1, entdo X = span{w} para algum w # 0, que podemos assumir
unitario. Todo u € X é um multiplo de w. Além disso, w é um autovetor de T, com

Tw = (Tw,w))w.

Ou seja, X possui uma base ortonormal de autovetores de T.

Suponha, agora, n > 1. Gragas ao Teorema 2.1, T possui pelo menos um autovalor
real, digamos \; € R, com autovetor w; € X, que podemos assumir unitario. Como
S) = span{w, } & invariante, segue de Teorema 2.3 que o subespago perpendicular Si-
também ¢é invariante por T.

Considere, entdo, o operador T; € £(Si) dado pela restricio de T a Si-, que
assume valores em Si, jA que Si ¢é invariante por T. O operador T; também &
autoadjunto, agora em S;i-, munido do produto interno herdado de X, visto que, para
u,veSsStcX,

(M, v)se = (Tu,v)x = (0, Tv))x = (0, Tav))s;-
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Como dim(S{) = dim(X) — dim(S;) = n — 1, a hipotese de inducao nos garante que
existe uma base ortonormal

{wo, ..., w,}

de Si- formada por autovetores de T, que também sdo autovetores de T. Juntando
com w; € 57, obtemos uma base ortonormal

{wi,...,w,}
de X, totalmente formada por autovetores de T. Isso completa a demonstracao. [

OBSERVAGAO 2.4. De uma maneira mais elegante, podemos considerar, ao invés
da restricao de T a Si, o operador T; induzido por T no espaco quociente X/Si,
que leva um elemento [u] = u+ S; € X/S; no elemento [Tu] = Tu+ S; € X/,
sendo um operador linear no espago (n—1)-dimensional X/S;. Em relagao ao produto
interno induzido no espago quociente pelo produto interno de X (veja Exercicio 5.27),
esse operador ¢ autoadjunto, gracas ao fato de Si ser invariante também. Veja
Exercicio 7.17.

Dito de outra forma, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.5. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador autoadjunto em rela¢io a esse produto interno. Entio T possui
autovalores reais \y, -+, \g, k € N, tais que

X=V(T, )@ - dV(T, \p)

T=MPy+ - + APy,
onde cada P; € o projetor ortogonal sobre V(T,\;), j=1,... k.

3. Decomposigao espectral de operadores anti-autoadjuntos

Como visto na Definicao 1.1, operadores anti-autoadjuntos sao tais que T* = —T.
O exemplo classico de operador anti-autoadjunto nos reais é o produto vetorial em
R3 com um dado vetor, conforme exemplificado abaixo. Em geral, um operador
anti-autoadjunto pode ter um ntcleo nao trivial e ser composto por uma soma di-
reta de projecoes ortogonais bidimensionais com rotacoes de 90° e homotetias em
casa subespaco bidimensional. Uma maneira de obter essa decomposicao espectral é
associando-o a um operador autoadjunto de maneira apropriada, como veremos aqui.
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3.1. Exemplos.

EXEMPLO 3.1 (Produto vetorial como operador linear anti-autoadjunto). Dado
um vetor
w = (a,b,c) € R?,
definimos o operador T € £ (R?) por
Tu=wxu=(bz—cy,cx — az,ay — bx), u=(zr,y,2) € R
Observe que, para u = (z,y,2) e v = (&,7,(),
(Tu,v)) = (wxu)-v
= (bz — cy)§ + (cx — az)n + (ay — bx)¢
= x(en = b¢) +y(ag — c€) + 2(b§ — an)
= —z(b¢ — cn) — y(c — ag) — z(an — bg)
=u-(wxy)
= —((u, Tv)).

Ou seja, T é anti-autoadjunto. Na base candnica e, o operador tem a seguinte repre-
sentacao:

0 —c b
Tle=| ¢ 0 —a
b a O

EXEMPLO 3.2. Em R?, um operador anti-autoadjunto toma a forma (veja Exem-

plo 1.1)
0 b 01
A=l o=l

com b € R qualquer. E uma rotacio de 90° com uma homotetia com fator b.

3.2. Existéncia de subespago invariante fundamental. Uma estratégia para
a analise espectral de operadores anti-autoadjuntos é complexificar o espaco X e o
operador T e observar que —iT¢ é autoadjunto em X¢, obtendo uma base ortonormal
de autovetores complexos, com autovalores reais (3, tais que —iT¢cw = Sw. Isso nos
da autovalores imaginarios i3 para T¢. Trabalhando com as partes real e imaginéria
de cada autovalor w, obtemos uma representacao adequada do operador nos reais,
em blocos exatamente da forma vista no Exemplo 3.2, i.e.

il
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Também podemos mimetizar essa complexificagao trabalhando no produto carte-
siano X X X, no corpo dos reais. Vamos usar essa ideia para, primeiro, obter um
subespaco invariante com esse bloco fundamental. Em seguida, completamos a analise
espectral. O caminho via complexos sera feito no Capitulo 14.

TEOREMA 3.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno. Seja T €
L (X) um operador anti-autoadjunto em relag¢io a esse produto interno. Entdo existe
B € R tal que pelo menos uma das alternativas abaixo € vdlida

(i) B =0 e existe w € X unitario tal que
Tw =0 = 0w,

(i1) Ou B # 0 e existem vetores unitdrios wi, Wy € X ortogonais entre si tais
que
TWQ = —bW1, TW1 = bWQ.

DEMONSTRACAO. Considere o espago estendido
X=XxX,
e o operador T € £(X) definido por
T = (-Tuy, Twy), = (u,u) € X=X xX.
Observe que Té autoadjunto, pois
(T(@), ) g = (=T, vi))x + (Tur, va))x
—uy, T"v1))x + (ur, T"vy))x
—uy, —Tvy))x + (w1, =Tva)) x
uy, Tvy))x + (u, = Tva))x
(wr, =Tva))x + (w2, Tva))x
(8, T9)x.
Com isso, existe pelo menos um autovalor de T, que denotamos por f € R, com
autovetor w = (wy, wy), de modo que

'T'(\Tv) = (=Twy, Twy) = B(W1, Wa),

(
(
(
(

ou seja
Twy = —fwy, Twy = fwy.
Se f =0, entao fazemos w = w; e observamos que

Tw =Tw; = fwy = 0 = 0w,
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provando o caso (i).

Se 5 # 0, entao podemos mostrar que w; e Wy sdo ortogonais entre si. De fato,
primeiro observe que, para um operador anti-autoadjunto, Tu é sempre perpendicular
a u, visto que

(Tu,v) = (v, T'0) = —(u, Tw)) = —(Tu, w),

de modo que

(Tu,u)) = 0.
Agora, como estamos assumindo S # 0, podemos escrever
1 1
(a1, up)) = B((Bub‘h)) = E((Tu%u?)) =0,
mostrando que u; L uy. Isso completa a demonstragao do caso ((ii)) O

OBSERVAGAO 3.1. Na demonstragao do Teorema 3.1, construimos o operador
autoadjunto 7 no espaco estendido X = X x X. Como Té autoadjunto, existe
uma base ortonormal de X formada por autovetores de T. Uma outra opc¢ao, em
principio mais direta, seria extrair a desejada base ortonormal de X a partir dessa
base ortonormal de X da decomposigao espectral de T. Porém, como a dimensao de
X én2, onde n é a dimensio de X, ha muita redundancia nessa base, em relacio a
base necessaria para X. Além do mais, precisamos da combinacao de elementos wy,
Wy que estao no espago produto X. Ou seja, nao é imediato ver como extrair essa
base. Deixamos esse caminho para os leitores investigarem. Ao invés de extrairmos
diretamente uma base ortonormal de X a partir de uma base ortonormal de X,
vamos apenas usar essa extensao para extrair um subespago invariante com o bloco
necessario, para entao reduzir a dimensao e usar inducao para completar a base,
conforme feito em diversas outras decomposicoes.

3.3. Invariancia do ortogonal de um subespaco invariante. O Teorema 3.1
nos da um subespago invariante por T, dado por S; = span{w}, no caso 5 = 0, e
por S; = span{wy, ws}, no caso § # 0. Vamos ver, agora, que o ortogonal desse
subespaco também ¢ invariante pelo operador anti-autoadjunto. Na verdade, esse
resultado é mais geral, nao dependendo da forma do subespaco. Basta que ele seja
invariante.

TEOREMA 3.2. Seja X um espago vetorial real com produto interno. Seja T €
L(X) um operador anti-autoadjunto em rela¢ao a esse produto interno. Se S C
X ¢ um subespaco invariante por T, entdo o subespaco perpendicular S+ também é
wmvariante por T.
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DEMONSTRACAO. De fato, se v.€ St eu € S, entdo Tu € S, visto que S ¢é
invariante por T, de modo que

(Tv,u) = (v, T"u)) = =((v,Tu)) = 0.
Isso mostra que Tv L u, para u € S arbitrario, de modo que S+ ¢é invariante por

T. U

Aplicando o Teorema 3.2 ao subespaco invariante S; = span{w}, no caso = 0,
e por S; = span{wy, Wy}, no caso 3 # 0, dados pelo Teorema 3.1, obtemos que Si-,
em particular, também é invariante por T.

3.4. Decomposicao espectral. De posse dos resultados anteriores, podemos se-
guir por inducao e completar a decomposicao espectral de operadores anti-autoadjuntos.

TEOREMA 3.3. Seja X um espaco vetorial real com produto interno. Seja T €
ZL(X) um operador anti-autoadjunto em relagio a esse produto interno. Entao X
possui uma base ortonormal da forma

ﬁ == ﬁl U ﬁg,
onde
ﬁ1 = {WlaWQa ce e 7W2k,’}7 ﬁ2 = {W2k+17 cee 7W}7

onde k € um inteiro satisfazendo 0 < 2k < n, tal que

Twy; = —fjwaj1,  Twaj1 = Biwy;,
para j=1,... ke
TW]' = 0,
para ] =k +1,...,n. Nessa base, o operador tem a representacao
f0 5, -
B 0
0 =5
Tl = ,
[Tle Br 0
0
- O—

com k blocos 2 x 2, associados a rotacoes com homotetia, e n — 2k blocos 1 x 1
associados ao nicleo de T.
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DEMONSTRACAO. Vamos provar o resultado por indugao. Primeiramente, se X
for de dimens@o um, entdo X = span{w}, onde w é um vetor nao nulo, de modo que

(Tw,w)) = —((w, Tw)),

ou seja,

(Tw,w) =0

(Tu,v)) = zy(Tw, w)) = 0,
para todo u = xw e v = yw no espago. Logo, T =0, k = 0 e temos apenas um bloco
1 x 1 nulo. De outra forma, podemos também aplicar o Teorema 3.1.

Suponha, agora, o resultado valido para dimensao até n — 1, com n > 2 inteiro.
Vamos mostrar que o resultado vale para dimensao n.

Do Teorema 3.1, sabemos que T possui pelo menos um autovalor nulo, com subes-
pago invariante S; = span{w}, onde w é um autovetor do autovalor nulo (no caso em
que 5 = 0), ou que possui um subespago invariante S; = span{w;, wo}, com wy, wy
vetores unitarios ortogonais entre si, e um real §; # 0 tal que

Tuy = —fuy, Tu; = Bius.

Se X for de dimensao dois e 8 # 0, entdo S; é de dimensao dois, X = S; e 6 =
{w1,wo}} ¢ a base desejada. Caso contrario, dim(S;) < dim(X) e seguimos por
indugao, restringindo o operador a Si-, com dim(S;) < dim(X) = n.

Gragas ao Teorema 3.2, o subespaco ortogonal Si- também é invariante por T.
Com isso, podemos, de fato, considerar T restrito a Si- e obter, pela hipotese de
indugao, visto que dim(S{") < n—1, que Si- possui uma base ortonormal ¢ conforme
descrito no enunciado do teorema.

Agora voltemos para Sp, para completar a base. Se § = 0, completamos a base
6] com 6 no final da lista de vetores, obtendo uma base conforme o enunciado.

Se B # 0, entao 61 = {{uy, us}} € um base ortonormal de S;. Completando a base
6] com 6 no inicio da lista de vetores, obtemos uma base ortonormal conforme o
enunciado do teorema, completando a demonstracao. 0

4. Decomposicao espectral de operadores normais

Tendo visto a decomposicao espectral de operadores autoadjuntos e anti-auto-
adjuntos, um caminho natural é observar que um operador normal é a soma de um
operador autoadjunto com um anti-autoadjunto que comutam entre si, conforme visto
na Proposicao 1.2. Gragas a essa comutatividade, podemos combinar as decomposi-
¢oes espectrais de cada operador para obter a decomposicao espectral de um operador
normal.
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4.1. Exemplos. Como visto na Exemplo 1.1, em R?, podemos caracterizar com-
pletamente um operador normal, tendo uma das seguintes formas, sendo associado a
uma matriz simétrica ou a uma matriz de rotacao com homotetia.

EXEMPLO 4.1. Toda matriz simétrica é normal, em qualquer dimensao. Em R?,

tem a forma
a b
A=y

EXEMPLO 4.2. O exemplo cléassico de operador normal que nao é simétrico é a
rotagdo com homotetia (veja Exemplo 1.1), dada por

A:{_Z fﬂ-

Essa matriz pode ser escrita na forma

|:COS § —sen 9]

sen 6 cos

onde

a b
M=+va?+ b, cos)=——, senf=-———,
Va2 + b2 Va2 + b2

ou seja, uma rotagao de um angulo # com uma homotetia de um fator M.
4.2. Decomposicao espectral.

TEOREMA 4.1. Seja X um espago vetorial real com produto interno. Seja T €
L(X) um operador normal em relagdo a esse produto interno. Entio X possui uma
base ortonormal da forma

e ={ler, e},

onde
€1 = {{Wh Wa, ... >W2k}} , €2 = {{W2k+1> e ,Wn}} )
onde k € um inteiro satisfazendo 0 < 2k < n, tal que
Twy; = —fBjwaj1 + a;wa;,  Twaj1 = aywaj 1 + O;way,

para j=1,... ke

TW]‘ = )\jW]‘,
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paraj = k+1,...,n, onde o, B;, \; € R. Nessa base, o operador tem a representagao
[y —bB |
B 051
ar  — Ok
[T]s =
B  ag
Ak+1
DEMONSTRAGAO. Sejam
T+T* T-T*
R p— y pr—
2 2

como na Proposicao 1.2. Segue desse teorema que R e S comutam. Vamos comecar
com a diagonalizagao de R e, em seguida, usar a forma espectral de S restrita a cada
autoespaco de R.

Sejam Ay, ..., A\, os autovalores de R, de modo que

X=VR )@ - ®dV(R, A\p).

Cada autoespaco V' (R, ;) é invariante por S. De fato, se u € V(R, \;), entéo
RSu = SRu = S(\;u) = A;Su,

ou seja, Su € V(R, \;) também.

Considerando S restrito a V/(R, \;), que é invariante também por S, e lembrando
que S é anti-autoadjunto inclusive quando restrito a um subespago invariante, segue
do Teorema 3.3, que V(R, \;) possui uma base ortonormal

L J J
6 ={wi,...,wy,

com ,
0 —f

J

1 0

0 —p37

J
m;

m;
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onde B{, e ,,873;” € R, 1 <m; < n;. Por sua vez, no subespago V (R, };), temos, em
qualquer base e em particular na base 6,
A 0 - 0
[R]ﬁj = Al = oA
. S
0 0 A
Assim,
N —4 -
Y
M. —f7
Tl, = - mj
Aj
L Ajd

Juntando as bases de cada V(R, \;), obtemos a base

6 ={61,....6.}%.

Renomeando os indices e coeficientes, chegamos na representacao desejada para [T]s.
O

5. Decomposicao em valores singulares (SVD)

Os teoremas espectrais vistos neste capitulo explicam claramente a estrutura de
certos operadores com simetrias especiais, como os operadores autoadjuntos, anti-
autoadjuntos e, mais geralmente, normais. Os operadores sem essas simetrias, diago-
nalizéveis ou nao, também podem ser bem entendidos via forma candnica de Jordan.
Mas como podemos entender melhor transformacoes lineares entre espagos diferentes?
E mesmo no caso geral de operadores, a forma canoénica de Jordan nao é numerica-
mente estavel e também seria importante ter outras decomposigoes iluminando melhor
a estrutura desses operadores. Esse € um dos papéis realizados pela decomposicao em
valores singulares (SVD).

Uma ideia da SVD passa por observar que um operador linear leva quadricas em
quédricas. Em particular, por conta da continuidade, operadores invertiveis levam
elipses em elipses (ou elipsoides em elipsdides, em trés dimensoes, ou os anilogos
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hiperelipsoides, em mais dimensées). Com base nisso, a decomposigdo em valores
singulares se baseia na mudanca dos semi-eixos principais da elipse.

Mais explicitamente, isso passa por entender uma transformagao linear T através
da estrutura dos conjuntos de nivel

ITv|* = ¢,
para ¢ € R. Observe que, pela linearidade, temos
IT(ev)|* = (IT(V)|?
ou seja, no fundo, basta entender o conjunto de nivel
| Tv]? = 1.

Considerando o plano R? e usando a norma /2, essas conjuntos sao exatamente
quadricas. Em particular, gracas a continuidade do operador linear, elipses sao le-
vadas em elipses, a menos que o operador seja singular. Nesse sentido, como dito
acima, podemos buscar entender a transformagao através do que acontece com os
eixos principais dessas elipses e do que acontecem com os semi-eixos correspondentes.

No caso de operadores adjuntos no plano, que sao diagonalizaveis em bases orto-
normais, podemos identificar os eixos principais pelos autoespacos, enquanto que os
autovalores indicam a deformagao nos semi-eixos. E o que acontece com os operadores
nao diagonalizéveis e com as transformagcoes mais gerais?

Pensando em uma transformagao T € £(X,Y), observe que

ITvI3 = (Tv. Tv)y = (T"Tv,v)x.

Ou seja, de alguma forma, essa analise passa pelo estudo do operador T*T € £(X).
Esse operador é autoadjunto e ndo-negativo (veja a demonstragdo do Teorema 5.1),
o que é explorado como ponto fundamental no entendimento de T e, em particular,
na decomposicao em valores singulares que veremos aqui.

OBSERVACAO 5.1. Mais precisamente, considerando um operador invertivel T €
£ (R?) no plano, escrevendo v = (x,y) eu = (7, §), a transformacao inversa v = T~ u
pode ser escrita na forma

xr = ar + by,
Yy = cT +dy,
de modo que uma quédrica
Ax? + By* + C2* + Day + Eyz + Faz + G+ Hy+ 12+ J =0,
no dominio, é levada em outra quadrica,

AZ* + Bi? + C3* + Dij+ Ejz + Fiz + Gi+ Hj+ [5 4+ J =0,
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na imagem. Pela continuidade da transformacao, se a quédrica inicial for uma elipse,
a imagem deve ser uma elipse, também (curvas suaves fechadas sao levadas em curvas
fechadas suaves). Portanto, podemos pensar em entender a transformagao através do
que acontece com 0s semi-eixos principais dessas elipses e com o0s seus semi-eixos. A
deformagao nos semi-eixos é dada exatamente pelos valores principais.

OBSERVACAO 5.2. A Observacao 5.1 se baseia na invertibilidade do operador
T € L(X,Y) para mostrar que quadricas em X (em particular, elipses) sao leva-
das em quéadricas em Y (resp. elipses). No caso geral, uma ideia é considerar um
complementar X’ ao nicleo de T em X e a imagem Y’ = T(X) = T(X’) e trabalhar
com a restricao de T como operador invertivel de X’ em Y’. Em uma forma mais
elegante, podemos aplicar a Observacao 5.1 ao operador invertivel de X/ker(T) em
Im(T) induzido por T.

5.1. Definicao e exemplos. Vejamos a definicao de SVD.

DEFINIGAO 5.1 (Decomposi¢ao em Valores Singulares). Sejam X e Y espagos
vetoriais reais munidos de produto interno e seja T € L(X,Y). Suponha que X eY
sejam de dimensao finita, com n = dim(X), m = dim(Y) € N. Uma decomposi¢ao

em valores singulares de T é composta por bases ortonormais o = {vy,..., v, }}
de X e = {uy,...,u,}} deY e escalares reais nao negativos oy > -+ > o, > 0,
denominados de valores singulares, tais que
Tv; = o;u;, j=1,...,min{n, m}, (5.1)

com

v; €ker(T), j=m+1,...,n, (5.2)
cason >m, e

u; LIm(T), j=n+1,...,m, (5.3)

caso m > n.
Na versao matricial, a decomposi¢ao em valores singulares toma a seguinte forma.

DEFINICAO 5.2 (Decomposigao em Valores Singulares na forma matricial). Sejam
n,m € N e seja A € R™". Uma decomposi¢cao em valores singulares de A
consiste de matrizes ortogonais U € R™™ ¢ V € R™™ e uma matriz diagonal
3 € R™*"  com todos os elementos sendo reais nao negativos, tais que

A =UXV"

OBSERVACAO 5.3. Na Definicao 5.2, uma matriz A gera uma transformacao linear
Ta € Z(X,Y) entre os espagos reais X = R" e Y = R™ munidos do produto escalar
canonico. Nesse contexto, uma decomposicao em valores singulares de T 5 consiste de
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bases ortonormais ¢ = {{uy,...,u,}} de R" e 6 = {vy,..., v, J} de R™, junto com
valores singulares oy > -+ - > 0, > 0 satisfazendo (5.1).
Considerando a matriz V € R™"™ cujas colunas sao os vetores vy, ..., Vv,, a matriz

U € R™*™ cujas colunas sdo os vetores uy, ..., u,, e a matriz diagonal 3 = (s;;);; €
R™™ com sj; = 0;, j = 1,...,min{n,m} e s;; =0, i # j, a identidade (5.1) significa
exatamente que

AV =UX.
Como as bases « e 6 sao ortonormais, as matrizes V e U sao ortogonais. Com isso,
V-1 = V¥, Logo, obtemos

A =UxXV"™,
Reciprocamente, dada uma decomposi¢ao em valores singulares de A, encontramos
uma decomposicao em valores singulares de Ta.

OBSERVACAO 5.4. Veja, em Exercicio 7.20, Exercicio 7.21 e Exercicio 7.22, que,
nos casos de operadores autoadjuntos, anti-autoadjuntos e, mais geralmente, normais,
que h& uma relagao direta entre os valores singulares e os autovalores do operador e
também entre as bases ortonormais da decomposicao SVD e da decomposicao espec-
tral.

EXEMPLO 5.1. A matriz diagonal

2 0
A=
tem valores singulares 0; = 3 e 0, = 2. Uma decomposicao em valores singulares é
obtida escolhendo v = ey, vo = €1, u; = —ey e uy = e, de modo que

AV1 = AGQ = —382 = 3111, AV2 = Ae1 = 291 = 2112.

Em termos matriciais,

0 1 0 1 30
e R )
EXEMPLO 5.2. A matriz de rotagdo com homotetia
0 -2 0 —1
A=l -2 )
tem autovalores £2i. Seus valores singulares sao 01 = 0, = 2. Uma decomposic¢ao
em valores singulares é obtida escolhendo vi = e;, vo = ey, u; = €3 e uy = —eq, de

modo que
AV1 = A61 = 262 = 2111, AV2 = Aeg = —€e] = 2112.
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Em termos matriciais,
1 0 0 —1 20
Vel o) =]

EXEMPLO 5.3. A matriz

tem autovalores complexos

—12+ '
Ai:———§1@22—6i¢ﬁﬂ

Esta nao é uma matriz normal. De qualquer maneira, a sua forma canoénica real de

Jordan é
J— 6 —v14
V14 6|

Por outro lado, a sua decomposigao em valores singulares é dada pelas matrizes

S B | B

Observe, ainda, que |[AL| = v/50 ~ 7.07, bem entre os valores singulares o; = 10 e
09 = 5.

EXEMPLO 5.4. Considere a matriz

A_:

o O W
o N O

Observe que
Ael =3e}, Ae;=2e), el L Im(A).
A decomposicao em valores singulares de A é dada por
a=e={el e}, 6=e3={eelel}, 0,=3 0p=2
Em forma matricial, a decomposicao em valores singulares de A é dada pelas matrizes

100
V:B?} U:01(),E:Bg}
00 1



5. DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD) 407

EXEMPLO 5.5. Considere a matriz

Observe que
Ael =3e], Ael=2e; ecker(A),

onde ¢, = {{e,...,e'}} é a base canénica de R", n € N. A decomposi¢ao em valores
singulares de A é dada por

o =e3 = {ei”,eg’,eg}, 6 =¢ey = {ef,e%}, o1 =3, 09 = 2.

Em forma matricial, a decomposi¢ao em valores singulares de A é dada pelas matrizes

1 00 10 300
V=101 0], U:{O 1], =10 20
0 01 000

OBSERVACAO 5.5. Através da decomposicao SVD de uma transformacao, pode-
mos obter a decomposicao SVD da adjunta e entender melhor a relagao entre uma
transformacao e a sua adjunta. Veja Exercicio 7.23.

5.2. Demonstracao de existéncia de decomposicao SVD. Apos vermos
alguns exemplos ilustrativos, vamos a demonstragao do teorema de existéncia de
decomposicao em valores singulares.

TEOREMA 5.1 (Decomposi¢ao em Valores Singulares). Sejam X e Y espagos ve-
toriais reais munidos de produto interno e seja T € L(X,Y). Suponha que X e Y
sejam espa¢os nao triviais de dimensao finita. Entao existe uma decomposicao em
valores singulares de T, no sentido da Defini¢ao 5.1.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 5.1 VIA OPERADOR DE GRAM. O operador de
Gram T*T € £(X) ¢é autoadjunto e ndo-negativo, visto que

(T T =TT =TT

(T"Tu,u) = || Tul* > 0.
Desse modo, T*T possui um base ortonormal de autovetores, que denotamos por

o ={vi,...,vp.}}.

Como os autovalores sao nao-negativos, escrevemos os autovalores na forma 0']2-, j =
1,...,n, ou seja, definimos o; como sendo a raiz quadrada de cada autovalor do
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operador de Gram T*T. Assumimos que os autovetores estao ordenados de acordo
com os seus autovalores, do maior para o menor. Ou seja, assumimos que
* 2 .
T Tv; =ojvy, j=1,...,n,
com
o1 =209 2>+ 20,2>0.

Seja k € N o posto de T, de modo que
0120 >0=0k11 = =0,
Dessa forma, os vetores Tv;, j =1,...,k, sao nao nulos, com

1TV I1* = (v, Tv;) = (T Ty, v,) = 07 (vi, vi) = o5l vi|1* = o7 > 0,

J
onde usamos que cada v; esta normalizado para ter norma unitaria. Além disso, os

vetores {Tvy,..., Tvy} formam um conjunto de vetores ortogonais entre si. De fato,
temos
(Tv;, Tvi) = (T vy, vi)) = o5 (v, vi) = 0,
para i # j, visto que {vy,...,v,} é uma base ortonormal. Definindo
1 .
uj:U—ijj, ]:1,...,k',
temos

1 1
lwjll* = = (Tv;, Tvy) = (T vy, v5) = (vi, vy)) = |lvyl* = 1.
95 95
Portanto, obtemos uma base ortonormal {{uy,...,u;}} da imagem Im T da transfor-
macao T. Se necesséario, i.e. se k < m, completamos esse conjunto até uma base

ortonormal
6 ={uy,...,u,}

de Y. Dessa forma, obtemos as desejadas bases ortonormais « e 6. Pela propria
normalizacao dos vetores u;, obtemos que
TVj:O'jUj, j:l”]{

Observe que k& < min{n,m}, pois o posto de T*T nao pode ser maior do que
o posto de cada operador, que é limitado pela dimensao dos espacos X e Y. Caso
k < n, temos o; = 0, para j = k+ 1,...,n. Em particular, se £ < min{n,m} < n,
entao o; =0 e

Portanto a identidade (5.1) vale para todo j = 1,..., min{n, m}, independentemente
do posto de T. Falta ver o que acontece com os vetores restantes das bases.
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Caso n < m, os vetores {U,41,...,u,} fazem parte dos vetores que completaram
a base {{uy,...,u}} de Im(T) e estao, portanto, no subespago perpendicular a essa
imagem, i.e.
u; L Im(T), j=k+1,...,n+1,...,m,

em particular para j =n+1,...,m.
Caso m < n, entao necessariamente k <meo; =0,paraj=k+1<m+1<n.
Nesse caso
ITv;|l* =0} =0,
ou seja Tv; = 0, o que significa que
v; € ker(T), j=k+1,....m+1,...,n,
em particular para j =m +1,...,n. Isso completa a demonstracao. 0]

OBSERVACAO 5.6. Observe que a demonstracao acima do Teorema 5.1 nao diz
que os vetores v; para j = k + 1,...,min{n, m}, estdo no nucleo de T, apesar de
o; = 0, para esses indices. Isso pode nao ser verdade. Veja Observacao 5.9.

OBSERVAGAO 5.7. A demonstragao acima do Teorema 5.1 se baseia na analise
espectral do operador de Gram T*T e obtém os valores singulares como autovalores
do operador de Gram e a base ¢ = {{vy,..., Vv, ]} como autovetores correspondentes.
Em principio, poderiamos ter decomposigoes em valores singulares diferentes dessa.
No entanto, essa é a tinica decomposicao possivel. A tnica variacao que podemos ter
¢ na escolha dos autovetores, dentro de cada autoespago. Mais precisamente, a tinica
variacgao possivel é na escolha da base ortornormal de cada autoespago do operador de
Gram. Em relagao a base ¢ = {{u;,...,u,,}}, temos u; determinados pela escolha de
v;, nos indices em que o; # 0, tendo liberdade de escolha apenas na base ortonormal
do subespaco perpendicular Im(T)*. Veja Exercicio 7.19.

OBSERVACAO 5.8. Uma outra demonstracao do Teorema 5.1 pode ser feita atra-
vés do operador TT* € Z(Y). Os valores singulares também estao associados aos
autovalores desse operador. Veja Exercicio 7.24.

EXEMPLO 5.6. Voltemos ao Exemplo 5.3, cuja matriz é
6 o
7T 6|

Para calcularmos a SVD dessa matriz, olhamos para a sua matriz de Gram
6 7] [6 —2] [85 30
-2 6|7 6 30 40|

A=

ATA = {
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O polinoémio caracterfstico dessa matriz de Gram é p(\) = A? — 125\ + 2500, cujas
raizes e, portanto, autovalores da matriz sao o3 = 1000 e o5 = 25. Com isso, vemos
que os valores singulares de A sao o7 = 10 e 05 = 5. Buscando autovetores unitarios
da matrix de Gram, encontramos

1 1
—(2,1), Vo= —=(—1,2),
que formam uma base ortonormal « = {vy, vo}} para R% Com isso, encontramos a
base ortonormal correspondente & = {{uy, uz}} via

Av, 1 Av, 1

— :—1727 Uo = :——271
o1 \/5( ) 2 oy \/5( )
Isso completa a decomposicao em valores singulares de A, cuja versao matricial A =
UXVH tem as matrizes exibidas no Exemplo 5.3.

V] =

u;

Por dltimo, vamos ver a SVD de uma projecao nao ortogonal.

EXEMPLO 5.7. Considere a projegao P(x,y) = (z,x) vista no Exemplo 1.2, que
é a projecao sobre a reta {y = z} ao longo do eixo y, dado por {x = 0}. Em forma

matricial, na base canonica,
10

P=li

A matrix de Gram correspondente é
1 1711 O 20
tr _ —
P of |1 o) = [0 o

Portanto, a matrix de Gram tem autovalores 0? = 2 e 07 = 1 e base ortonormal de
autovetores dada, por exemplo, por « = {{ej,ex}} = {(1,0),(0,1)} . Isso nos da os

valores singulares o, = V2e oy =1. Como gy = 0, s6 obtemos o vetor u; a partir da
base « e de P, que é dado por

Pel 1
uy=—=—(11).
1 o1 \/5( )
Em seguida, completamos até uma base ortonormal & = {u;,us}} simplesmente
escolhendo
. Pe1 1

=L,

Uz
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Isso completa a decomposi¢ao em valores singulares de P, com forma matricial P =
UXVH dada pelas matrizes

Vel oegli ) == ]

Observe, mais uma vez, que os autovalores de P, que sao \; = 0 e \y = 1, sao
diferentes dos valores singulares de P.

OBSERVACAO 5.9. Uma observacao importante sobre a projecao do Exemplo 5.7,
em relacao a Definicao 5.2 de decomposi¢ao em valores singulares é que, caso o posto
k = dim(Im(T)) seja estritamente menor do que as dimensoes dos espagos X e Y, i.e.

k < min{n, m}, entdo ndo necessariamente os vetores v; para j = k+1,... , min{n, m}
pertencem ao nicleo de T. Apenas podemos garantir que os vetores v; para j =
min{n,m} + 1,...,n (que s6 é relevante no caso m > n) estdo em tal nicleo. De

fato, o exemplo Exemplo 5.7 ilustra isso, em que n =m =2e k =1, com oy =0 e
vy = ey, mas Tvy = (1,1) #0.

5.3. Caracterizacao minimax. Vimos, no caso de operadores autoadjuntos,
que os autovalores podem ser obtidos via minimizacao ou maximizacao dos quoci-
entes de Rayleigh (Tu,u))/||ul|?>. No caso da decomposi¢do em valores singulares,
trabalhamos com os autovalores do operador de Gram T*T. Isso nos leva ao quoci-

ente de Rayleigh
(T*Tu,u)x

lull%

que pode ser escrito como
[Tul[§

-
Jall%
Assim, o maior valor singular pode ser obtido via
2
_ [Tulfy
01 = max TR
a0 |[ull%
enquanto que o menor valor singular pode ser obtido via
2
_ . Tufly
o, = -
w0 [lul[%
Valores singulares intermediarios podem ser obtidos via férmulas minimax,

o ITul
o; = min max 5
dim(S)=j ueS\{0} HuHX

onde S sao subespacos de X.
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A maximizacao para obter o maior valor singular pode ser vista como um problema
de multiplicadores de Lagrange, sendo equivalente a minimizar

f(w) = [Tull} — o®[|ull%,
sobre todo o espaco X. O méaximo é obtido exatamente pela equacao
T*Tu = o?u,

nos dando um autovalor do operador de Gram T*T e um autovetor unitario corres-
pondente.

6. Aplicagoes
6.1.

6.2.
6.3.

6.4.

6.5. Rigidez em equagoes diferenciais. Em uma equacao diferencial escalar
de evolugao da forma

dx
=
a

onde t representa uma variavel temporal e x alguma quantidade de interesse, a solugao
¢ da forma

z(t) = xoe™, VtER.

Note que o coeficiente A tem dimensao de frequéncia, ou seja, de inversa multiplicativa
da dimensao temporal. Em um problema desse tipo, uma escala de tempo tipica é
da ordem O(1/|\|). Para uma boa resolu¢do numérica da solugao, especialmente via
métodos explicitos, devemos ter um passo de tempo At da ordem de

1
At <€ —.
A

Por outro lado, tipicamente estamos interessados em resolver o problema em uma
escala de alguns ciclos tipicos da equagao, ou seja, buscamos resolver a equacao em
um intervalo temporal [0, 7] com

T~ 6(1/]A).
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Numericamente, isso significa que T' = nAt, em n passos de tempo, com

T>>1
n=-— )
At

Ou seja, perfeitamente razoavel, aproximar a equagao em n passos de tempo, bastando
n > 1. Mesmo que queiramos resolver isso a longo prazo, com

1
T> —
> N

precisariamos de um numero de passos n satisfazendo

[T
Vn = A_t>>1'

O problema acontece em sistemas de equacgoes diferenciais, contendo quantidades
diversas e escalas de tempo diferentes. Mais precisamente, considere um sistema de
equagoes diferenciais lineares da forma

du
= A
dt w

o papel do coeficiente A\ acima é feito pelos autovalores de A, no caso de A ser diago-
nalizavel, ou, mais geralmente, pelos valores singulares de A. Eles sao responséveis
por ditar as maiores e menores escalas de tempo do sistema.

Considerando o maior valor singular o; e o menor valor singular o,,, o maior valor
singular determina a escala de tempo mais rapida a ser resolvida e, assim, dita a
resolucao da malha temporal,

At< -,
01
enquanto que o menor valor singular dita as escalas mais lentas e, com isso, as grandes
escalas de tempo, de interesse,

1
T~ —.
O

O custo computacional fica da ordem de

T 01

— > — =k(A).

At On
Ou seja, o numero de condicionamento dita o custo computacional. Um nimero alto
de condicionamente significa um grande custo computacional.

A ideia acima pode ser estendida a sistemas de equacoes nao lineares,
du

Uy
G~ ),
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onde as escalas de tempo sao ditadas pelos valores singulares da diferencial Df(¢,u)
do termo nao linear.

Um exemplo classico de equacao diferencial rigida é o da reacao quimica de Ro-
bertson, envolvendo trés elementos quimicos com constantes de reacao bem distintas,
a saber
0.04

—Y

Y+y 2%7 1y,

Y +72 20X 4 7,

gerando o sistema de equagoes diferenciais
& = —0.04z + 10%yz,
¥ = 0.04x — 10%yz — 3 x 107y?,
2 =3x107y2.

X

Y

Observe a grande disparidade na ordem de grandeza dos coeficientes, levando a niime-
ros de condicionamento exorbitantes. Métodos numéricos explicitos sao impraticaveis.
Métodos implicitos sao essenciais na resolucao desses sistemas, por serem capazes de
dar passos de tempo muito maiores. Sistemas assim aparecem comumente em siste-
mas complexos de reagoes quimicas e em diversos outro modelos heterogéneos.

OBSERVACAO 6.1. Uma leitura um pouco mais precisa das relacoes a < bec~b
é a de que temos dada uma constante adimensional 6 > 0, representando alguma
ordem de grandeza de interesse, digamos 6 = 1/10*, para algum k fixo ao longo das
relagoes (e.g. § = 1/100), de forma que
a

5<5’ )1—g‘<5.

Hé uma “folga” que nos permite manter essas relagoes a < b mesmo quando a/b < C9,
para uma constante adimensional C' préxima de 1. Com isso, obtemos

c c¢b 1—-60 1
2>

a ba~ § &
ou seja ¢ > a. No caso em que ¢ > b, entao
c c¢b 1

0 ba 3%

C
\/j>>1.
a

por isso escrevemos
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Mais explicitamente, se, por exemplo,

entao

ou seja,

a

C
B
b “ 1000 5 O

e, L
a ~ 10000’

e, b
a” 100°

7. Exercicios

Exercicios

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

Prove o resultado descrito na Observacao 1.2, sobre as relagoes Im(P*) =
ker(P)* e ker(P*) = Im(P)*, entre uma projegao P € £(X) e a sua adjunta
P* € Z(X).

Verifique cada caracterizacao, no Exemplo 1.1, da matriz A € R?>*2, para
que seja autoadjunta, anti-autoadjunta, ortogonal e normal.

Prove a afirmacao da Observacao 2.2, no caso do espago ser de dimensao
finita.

Seja X um espacgo vetorial real com produto interno e seja T € £(X) um
operador linear com posto um.

(a) Mostre que existem vetores v e w em X tais que Tu = ((u,v))w, Yu €

X.

(b) Mostre que T é autoadjunto se, e somente se v é um miltiplo de w.
Considere o operador T(z,y) = (z+ 2y, ax + 3y) em R? munido do produto
escalar usual. Encontre o operador adjunto T*(x,y) e mostre que T é normal
se, e somente se, T é simétrico.

Considere o operador T(z,y) = (3z + 2y, —2z + ay) em R? munido do
produto escalar usual. Encontre o operador adjunto T*(z,y) e mostre que T
é normal se, e somente se, T é anti-simétrico.

De forma mais geral, podemos considerar uma reflexao em um espago vetorial
real X com produto interno como sendo um operador linear involutivo e
isométrico, ou seja, um operador R € £(X) tal que R? =1 e |Rul| = ||ul],
para todo u € X, onde || - || ¢ a norma associada ao produto interno de
X. (Uma definigdo mais estrita exige que os pontos fixos Fix(R) = {u €
X; Ru = u} da reflexdo formem um hiperplano, mas nao fazemos essa
exigéncia aqui.) Mostre que R € £(X) é uma reflexdo se, e somente se,
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7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.
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R =2P —1, onde P € £(X) é uma projecao ortogonal. (No caso da definigao
estrita, basta acrescentar que a imagem de P é um hiperplano.)
Seja X um espaco vetorial real com produto interno e de dimensao finita.
Sejam T,S € £L(X) operadores autoadjuntos. Suponha que (Tu,u)) =
(Su,u)), para todo u € X. Mostre que T =S.
Seja T € L(R?) um operador anti-autoadjunto, i.e. T* = —T, em relagio ao
produto escalar euclidiano de R3.

(a) Mostre que Tu ¢é ortogonal a u, para todo u € R3.

(b) Mostre que T tem pelo menos um autovalor nulo.

(c) Mostre que se ||[Tu|| = ||lul| para algum u ndo nulo, entdo existe uma

base ortonormal 6 = {w;, wo, w3} tal que

Encontre uma base ortonormal de autovetores da matriz

A:

— =
_ W =
[ G W U S—y

e a matriz diagonal correspondente, nessa base.

Dé um exemplo de matrizes normais A, B € R? tais que A + B ¢ AB nao
sao normais.

Dé exemplos de matrizes A, B € R? tais que A seja simétrica, B seja anti-
simétrica e que A + B nao seja normal.

Seja X um espaco vetorial real de dimensao finita e munido de um produto
interno ((+,-)) e suponha que T € £(X) seja um operador autoadjunto em X.
Suponha que u € X seja tal que Tu # 0 e (Tu,u)) = 0. Mostre que existem
v,w € X tais que (Tv,v)) <0e (Tw,w) > 0.

Seja X um espago vetorial real de dimensao finita com produto interno ((+, -))
eseja T € £(X). Mostre que (u,v))T = (Tu, v)) define um produto interno
em X se, e somente se, T é autoadjunto e com autovalores positivos.

Seja T € £(X) um operador anti-autoadjunto em um espago vetorial X
com produto interno e de dimensao finita. Mostre que existem subespacos
vetoriais U, VW € X taisque X = UV W e TU =V, TV =U,TW =
{0}.



7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.
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Counsidere a matriz real

0 -1 O
A=(1 0 -1
0O 1 O

Encontre subespacos vetoriais UV, W € X =R taisque X = UV & W
e AU=V, AV =U, AW = {0}.

Verifique que o operador Ty definido na Observacao 2.4, no espago quociente
X/S1, € um operador autoadjunto.

Encontre a decomposicao em valores singulares da matriz

9 —4
A=l 73

Sejam X e Y espacgos vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T € Z(X,Y). Suponha que X e Y sejam de dimensao finita, com n =
dim(X),m = dim(Y") € N. Considere uma decomposi¢ao em valores singu-
lares de T, dada por bases & = {{vy,...,v,}} de X e 6 = {uy,...,u,}} de
Y e valores singulares oy > --- > 0, > 0. Mostre que
(a) (Tv;,Tvy) = 030y, parai,j = 1,...,min{n,m}.
(b) Tv; L span{v;, ¢ # j}, para j=1,...,n.
(c) T"Tv; =o3v;, j=1,...,min{n,m}.
(d) o7 é autovalor de T*T com autovetor associado v;.
Seja X um espaco vetorial real com produto interno e com dimensao n =
dim(X) € N. Seja T € £(X) um operador autoadjunto em X. Consi-
dere uma decomposi¢ao em valores singulares de T, dada por bases ¢« =
{vi,..oovpff de X e 6 = {{uy,...,u,}} de Y e valores singulares o; >

- > 0, > 0. Mostre que cada v; ¢ um autovetor de T, associado a um
autovalor \; com o; = |A;|. Além disso, u; = sgn(\;)v;.
Seja X um espaco vetorial real com produto interno e dimensao finita. Seja
T € £(X) um operador anti-autoadjunto em X. Associe as bases e os valores
singulares de uma decomposicao em valores singulares de T & decomposi¢ao
espectral dada pelo Teorema 3.3.
Seja X um espago vetorial real com produto interno e dimensao finita. Seja
T € £(X) um operador normal em X. Associe as bases e os valores singulares
de uma decomposi¢ao em valores singulares de T a decomposicao espectral
dada pelo Teorema 4.1.
Sejam X e Y espagos vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T € Z(X,Y). Suponha que X e Y sejam de dimensao finita, com n =
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dim(X),m = dim(Y) € N. Considere uma decomposi¢ao em valores singu-
lares de T, dada por bases & = {vy,...,v,}} de X e 6 = {uy,...,u,}} de
Y e valores singulares oy > --- > 0, > 0. Mostre que

(a) (T*uj,v;)) = 00, parai,j = 1,...,min{n, m}.

(b) u; € ker(T*), para j =n+1,...,m, caso n < m.

(c) v; L Im(T*), para j =m+1,...,n, caso m < n.

(d) Conclua que a decomposi¢ao em valores singulares de T* tem os mes-
mos valores singulares de T e com as bases apenas “trocando de papel”
dominio/contra-dominio.

Sejam X e Y espacos vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T € £(X,Y). Suponha que X e Y sejam de dimensédo finita, com n =
dim(X), m = dim(Y) € N. Considere uma decomposigao em valores singula-
res de T, dada por bases & = {{vy,...,v,}de X e = {uy,...,u,}} deYe
valores singulares o7 > -+ > 0, > 0. Mostre que, para j = 1,..., min{n, m},
os valores singulares 0; sao autovalores, também, de TT* € Z(Y'), com au-
tovetores associados u;.



CAPiTULO 14

Teoria Espectral com Produto Interno Complexo

Been dazed and confused for so long, it’s not true

... Lots of people talkin’, few of them know.

— Dazed and Confused (Led Zeppelin I)
Led Zeppelin, 1969

Variaveis complexas sao fundamentais nao apenas em aplicagoes, como em me-
canica quéantica e eletrénica, para citar algumas, mas também como ferramenta fun-
damental em anélise e algebra linear. Veremos, no que se segue, como ela facilita a
analise espectral. Ela também é fundamental na analise de perturbacao do espectro
de um operador, conforme comentado na Observacao 3.1 e visto em mais detalhes na
Secao 4.1.

1. Produto interno em espagos vetoriais complexos

1.1. Definicao e exemplos. Enquanto que nos reais, o valor absoluto |r| de um
niumero real pode ser obtido via raiz quadrada do quadrado do namero, i.e. |r| = V2,
o valor absoluto de um ntmero complexo z = a + ib é obtido tomando-se a raiz
quadrada do produto entre o niimero e o seu conjugado,

2] = V22 = \/(a +ib)(a — ib) = Va2 + b2

Essa diferenga nos obriga a modificar a Definicao 1.1 de produto escalar, de forma a
ter um produto escalar positivo definido entre os complexos e recuperar uma norma
através da raiz quadrada do produto escalar (veja Exemplo 1.1). Isso nos leva a
seguinte definicao mais geral de produto interno.

DEFINIGAO 1.1 (Produto interno). Um produto interno em um espago vetorial
complero X é uma forma sesquilinear ((-,-)) : X x X — C conjugada-simétrica e
positiva definida, i.e.

419
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(i) (u+ v, w) = (ww) + C(v,w) e (v +Cw) = (w,v) +((u, w)), para
todo u,v,w € X e todo ( € C;
(11) (u,v)) = (v,u)), para todo u,v € X; e
(1) (u,u)) > 0 real, para todo u € X, com (u,u)) =0 se, e somente se, u = 0.

OBSERVACAO 1.1. Considerando a parte real de vetores complexos, podemos iden-
tificar o R™ como um subespaco de C" e podemos considerar o produto escalar com-
plexo restrito a esse subespaco de vetores reais. Nesse sentido, observe que a restrigao
do produto escalar dado na Defini¢ao 1.1 nao esta em contradi¢ao com o dado na De-
finicao 1.1, visto que o conjugado de um nimero real é o proprio ntimero real. Entao,
de fato, o produto interno dado na Definicao 1.1 é uma extensao do produto interno
real, dado na Definicao 1.1.

EXEMPLO 1.1 (Produto escalar hermitiano em C"). Em C", o produto escalar
complexo, também chamado produto escalar hermitiano, toma a forma

n
u-v=ziw+ -+ 2,0, = E ZjU_Jj,
Jj=1
para todo u = (z1,...,2,),v = (wy,...,w,) € C". A norma associada ao produto
escalar complexo é a norma ¢? vista no Exemplo 2.1,
lall = Iz + -+ 2

EXEMPLO 1.2 (Produto interno em ¢*(C)). No caso de sequéncias de ntimeros
complexos, consideramos

62(C> = {2 = (Zn)nen € CNS Z ’ZnP < oo},

neN

e o produto interno tem a forma

((Z’ w)) = Z ZpWn,,

neN
para z = (z,)nen € 2(C) e w = (wy)nen € 3(C).

OBSERVAGAO 1.2. A versdo complexa (3(C) de £* com peso, a fungdo peso ¢
continua sendo uma sequéncia de nimeros reais positivos.

CURIOSIDADE 1.1. O prefixo sesqui é de origem latina e significa um e meio, assim
como em sesquicentenério, significando 150 anos. No caso de uma forma sesquilinear,
vemos que ela é linear no primeiro elemento e “meio” linear no segundo, satisfazendo
a aditividade, mas com a homogeneidade envolvendo uma conjugagao, ou seja, ela
satisfaz metade das condigoes para ser linear no segundo elemento.
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1.2. Norma proveniente do produto interno complexo. A principal razao
da definicao de produto interno usando o conjugado de um ntimero complexo é para
recupermos a norma £,

[all = +/(u,v)).

Mas observe que, enquanto ((u, u)) é sempre real, para qualquer vetor complexo u,
visto que, trocando a ordem dos vetores, obtemos que esse produto interno é igual ao
seu conjugado, (u,u)) = ((u,u)), no caso de dois vetores diferentes, o produto interno
(u,v)) pode ser complexo. Associado a isso, a identidade (1.1) fica ligeiramente
modificada.

TEOREMA 1.1. Dado um espago vetorial complexo X munido de um produto in-
terno ((+,+)) e norma associada || - ||, vale a identidade

[l v[* = [[ull* + 2Re((w, v)) + [[v]*. (1.1)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.2) e a desigualdade triangular (1.3) perma-
necem idénticas.

TEOREMA 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos complexos). Dado um es-
pago vetorial complexo X munido de um produto interno ((-,-)), com norma associada
| - ||, vale a desigualdade

(V) < f[ullivl,  Vu,veX. (1.2)

TEOREMA 1.3 (Desigualdade triangular nos complexos). Dado um espago vetorial
complexo X munido de um produto interno ((+,-)), a norma ||| associada ao produto
interno satisfaz a desigualdade triangular

a4+ v < |ul| + v, Yu,v € X. (1.3)

Com isso, vemos que

[u = +/(u, )
também define uma norma em um espaco vetorial complexo com produto interno,
assim como visto na Observagao 1.1 no caso real.

OBSERVAGAO 1.3 (Nao existéncia de produto interno bilinear nos complexos). A
defini¢cao de produto interno nos complexos via forma conjugada-simétrica nao é uma
mera modificacdo para termos propriedades melhores. Ela é essencial. E claro que
existem formas bilineares simétricas nos complexos, mas pode-se mostrar que nao
existe forma bilinear simétrica que seja positiva definida (veja Exercicio 5.1).
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1.3. Ortogonalidade. A definicao de ortogonalidade nos complexos é a mesma
que nos reais.

DEFINICAO 1.2 (Ortogonalidade nos complexos). Seja X um espago vetorial com-
plexo com produto interno ((-,-)). Dois vetores u,v em um espago vetorial real X mu-
nido de um produto interno ((-,-)) sio ditos ortogonais em relagio a esse produto
interno, quando

(u,v)) =0.

Nesse caso, escrevemosu L v. Um vetor u € dito ortogonal a um subconjunto A C X
quandou L v para todov € A. Nesse caso, escrevemosu L S. Mais geralmente, dois
subconjuntos A e B de X sao ditos ortogonais entre si quando u 1 v para quaisquer
u € Aev e B. Nesse caso, escrevemos A L B. Dado um subconjunto A € X,
denotamos o seu perpendicular por

At ={uec X;ul A}

OBSERVAGAO 1.4. A analogia entre os niimeros complexos C e o plano R? & ttil
em varios aspectos. Por exemplo, multiplicar o niimero complexo z = a + ib por i é

como uma rotagao no plano de 90°, iz = —b + ia. Mas essa analogia nao deve ser
extrapolada. No plano R?, os vetores (a,b) e (—b,a) sao, de fato, ortogonais, mas,
nos complexos, os escalares z = a + tb e iz = —b + ia nao sao ortogonais. O produto

interno entre eles é
(2,42)) = ziz = —izz = —i|z]* = —i(a® + b?) # 0,

para z = a + b # 0. Em C, os elementos z e iz sao meros escalares, nao vetores, e
um é um multiplo escalar do outro. Ou seja, estao no mesmo espac¢o unidimensional
C = C!. Nenhum vetor nao-nulo vai ser ortogonal a outro nao-nulo.

OBSERVACAO 1.5. Complementando a Observacao 1.4, precisamos de pelo menos
duas dimensoes para termos vetores ortogonais. Por exemplo, os vetores u = (1,i) e
v = (1, —1) s@o, de fato, ortogonais, visto que

u-v=(1,i) - (1,—i)=1xI4ix —i=1+ixi=14+=1-1=0.

Assim como no caso real, o perpendicular A+ de um conjunto qualquer A é sempre
um subespaco linear. Caso A também seja subespago, entao os dois formam uma soma
direta que é igual ao espago X.

PROPOSIGAO 1.1. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((+,-)).
Dado um subconjunto A € X, o seu perpendicular A+ é um subespaco vetorial de X .
Se S € um subespago vetorial de X, entdo S e St sdo linearmente independentes.
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Com o conceito de ortogonalidade, podemos falar de projecao ortogonal nos com-
plexos, também.

DEFINICAO 1.3 (Projecao ortogonal nos complexos). Seja X um espago vetorial
complexo com produto interno ((+,-)). Uma proje¢io P : X — X sobre um subespago
S € dita uma projecao ortogonal quando kerP = S+, ou seja, quando P é uma
projecio sobre S ao longo do subespaco perpendicular S*.

A projecao ortogonal na dire¢cao de um vetor é obtida da mesma forma que nos
reais. A demonstracao é idéntica, observando que usamos a linearidade apenas no
primeiro argumento do produto interno.

TEOREMA 1.4 (Projecao ortogonal na dire¢ao de um vetor). Seja X um espago
vetorial complezo com produto interno ((-,-)) e norma associada || - ||. Seja v € X um
vetor nao nulo. Entao

o ()

v Iv][®

define um operador de proje¢io Py € £L(X) sobre o subespaco S = span{v} gerado
por v, ao longo do subespaco ortogonal S*.

(1.4)

OBSERVACAO 1.6. E importante ressaltar que, agora, a ordem dos vetores que
aparece no operador projecao (1.4) é importante. Ou seja, ao projetarmos um vetor
u na dire¢do de um vetor v, é importante definirmos a projecao usando o fator
multiplicativo ((u, v))/||v||?, ao passo que, nos reais, a ordem ((u,v)) ou ((v,u)) nao
faz diferenca.

Como a projegao ortogonal nos complexos € igual a nos reais, o processo de Gram-
Schmidt também é o mesmo.

TEOREMA 1.5 (Processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt nos complexos).
Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((+,-)) e norma associada

| - || Dada uma sequéncia {vi,...,vy,} de vetores linearmente independentes, a
sequéncia {w1, ..., W, } dada por
/
J ||W/||’ VR w1 VYyg Wi-1"7)
J
para 7 = 1,...,m, define vetores ortogonais entre si, com norma unitdria e gerando

0s mesmos subespacos, i.e.

|lw;l| =1, (wi;,w;) =0, span{wy,...,w;} =span{vy,...,v;},

para todo i,5 =1,...,m, com i # j.
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Assim como nos reais, podemos usar o processo de Gram-Schmidt para construir
a projecao ortogonal sobre subespacos vetoriais de dimensao finita.

TEOREMA 1.6. Seja X um espago vetorial real com produto interno ((+,-)) e seja
S C X um subespaco vetorial de X de dimensao finita. FEntao existe uma projecao
ortogonal Ps € L(X) sobre S e vale

X=S®S5"
Com projecgoes ortogonais, temos uma generalizacao do Teorema de Pitagoras.

TEOREMA 1.7. Seja X um espaco vetorial complexo com produto interno ((-,-))
e suponha que Pg seja uma projegcao ortogonal sobre um subespago S. Entdo Pgi =
| —Pg € a projecdao ortogonal sobre S* e vale a identidade

[ull* = [[Psul|® + [Psiuf?,  VueX. (1.5)
Temos, da mesma forma, a seguinte caracterizacao.

TEOREMA 1.8. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)) e
suponha que P seja uma projecao em X. Entao P € projecao ortogonal se, e somente
se,

(Pu, Qu)) =0,
para todo u € X, onde Q=1—P.

A projecao ortogonal complexa também tem a propriedade de minimizar a dis-
tancia até um subespaco vetorial.

TEOREMA 1.9. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-)) e
norma associada || - ||. Seja S C X e suponha que Ps seja a proje¢ao ortogonal sobre
S. Entao

Ju-Psu < lu—v], Wes.
Também podemos falar de base ortonormal nos complexos.

DEFINIGAO 1.4. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno ((-,-))
e norma associada || - || e dimensdo finita n = dim(X) < co. Uma base ortonormal
de X é uma base 6 = {wy,...,w,}} tal que cada vetor tem norma unitdria e os
vetores sao ortogonais entre si, ou seja,

lwill =1, (wi,w;) =0, i,j=1,...,n, 1]

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt nos garante a existéncia de uma
base ortonormal de qualquer subespaco de dimensao finita, também nos complexos.
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TEOREMA 1.10. Seja X um espaco vetorial complexo com produto interno e seja
S C X um subespaco de X ndao trivial de dimensao finita. Entdao S possui uma base
ortonormal.

1.4. Realizacao do dual e da adjunta nos complexos. Assim como no caso
real, funcionais lineares em espagos vetoriais complexos com produto interno também
podem ser representados por vetores no proprio espago.

TEOREMA 1.11 (Teorema da Representacao de Riesz em dimensao finita no caso
complexo). Seja f € X* um funcional linear em um espago vetorial complezo X de
dimensao finita, munido de um produto interno ((-,-)). Entao existe um inico v € X

tal que
(f,u) = (u,v)), (1.6)
para todo u € X.

DEMONSTRAGAO. A demonstragao é essencialmente a mesma, com pequenas mo-
dificacoes que deixamos a cargo do leitor. 0

OBSERVAGAO 1.7. Na representagao (1.6), é fundamental que o representante v
apareca do lado direito, como o segundo termo no produto interno, para ser compativel
com a linearidade do funcional:

Fu+Cw) = (u+Cw,v)) = (u,v)) + (W, v)) = {fu) +C(F, w).
Se fosse no primeiro termo, terfamos o conjugado ¢ do escalar (.

OBSERVAGAO 1.8. Com a forma sesquilinear do produto interno complexo, o mor-
fismo J : X — X* definido por

<J(V)7 1]‘>X*,X = ((u,v)),
para u,v € X, que é uma bijecao, gracas ao Teorema 1.11, nao é, no entanto,
uma transformagao linear. Ela é uma transformacao conjugado-linear, ou anti-linear,
satisfazendo
IV +w) = J(v) + CJ(w),
para todo v,w € X, ( € C. De fato, isso segue da propria definicao de J, da

propriedade sesquilinear da forma e da algebra (adigdo e multiplicagao por escalar)
definida em X™:
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Apesar de nao ser linear, J ainda assim é uma bijecao. Em duais de espacos complexos,
este tipo de morfismo via bijecoes anti-lineares é uma forma natural de isomorfismo.

Uma vez tendo realizagoes dos duais, podemos interpretar a transformacao ad-
junta T* € Z(Y*, X*), discutida na Se¢ao 3, como uma transformagcao em £ (Y, X),
também nos complexos.

DEFINIGAO 1.5 (Transformacgao adjunta em espagos com produto interno comple-
x08). Sejam X e Y espagos vetoriais complexos com produto interno e sejam (-, ) x €
(-, )y os respectivos produtos internos. Seja T € L(X,Y) uma transformagao linear
de X em Y. Entao a transformacgao adjunta T*:Y — X de T, € definida por

(Tu, v))y = (u, T*V))x,

para todou € X, v €Y, e € uma representagao, via produto interno, da transforma-
¢ao adjunta de Y* em X* wvista na Se¢ao 3 (veja Observagao 1.9).

OBSERVAGAO 1.9. A transformacao adjunta T* € £(Y, X) vista na Defini¢ao 1.5
¢ uma representagao da adjunta vista na Se¢ao 3. De fato, definindo temporariamente
a adjunta em £ (Y™, X*) por T* temos

(T'g, wx x = (8. Tu)y y = (Tu, Iy @)y = (0, T3 (9))x,

onde Jy : Y — Y™ é a bijecao conjugado-linear de Y em Y™, conforme discutido na
Observagao 1.8. Por outro lado,

(T'g,u)x. x = (0,35 (T"9))),

onde Jx : X — X* & a bijegao conjugado-linear de X em X*. Com isso, vemos que
T*J; ' (g) = JX'(T*g), ouseja, T* = JoT*oJy'. Assim, vemos que T* é a representacio
de T" € Z(Y*, X*) em Z(Y, X), via essas bije¢oes conjugado-lineares.

OBSERVAGAO 1.10. Dada uma base ortonormal 6 = {wy, ..., w,J} de um espago
vetorial complexo com produto interno, com n = dim(X) € N, a representagao da
base dual 6* é a propria base 6. Verifique.

Com essa representacao via produto interno complexo, que é uma forma sesquili-
near, as propriedades elencadas na Proposicao 3.2 sofrem uma pequena modificacao,
nos dando a relacao

(cTy =T,

com o conjugado ¢ do escalar (, ao invés do proprio escalar.
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PROPOSICAO 1.2. Dados espacos vetoriais X, Y e Z complexos, ( € C e trans-
formagaes lineares T,L € £(X,Y), S € L(Y, Z), entao

(THL*=T*+L*, (T)*=(T", (SoT)*=T*oS"
Além disso, caso T seja invertivel, entdo
(T = (T,
A representacao matricial da adjunto também tem uma pequena modificacao.

TEOREMA 1.12. Sejam X e Y espacos vetoriais complexos de dimensao finita
n=dim(X) €N em=dim(Y) € N. Seja T € Z(X,Y) uma transformagao linear
de X em Y. Dadas bases «, de X, e 6, de Y, a representagiao matricial [T*]® da
transformagao adjunta é a transposta conjugada da representag¢ao matricial [T]f, i.e.
se

[Tls = (aiy)i; 25",
entao o
[T% = (@)

EXEMPLO 1.3. Considerando a matriz A € C**3 dada por

Ct+io2 i
A‘{ 3i 42—4

a sua conjugada A" € C3*2 toma a forma

1—i —3i
Al = 2 4
i 241

OBSERVAGAO 1.11. A representacao vista no Teorema 3.1, onde a adjunta é me-
ramente a transposta, sem o conjugado, ¢ valida também nos espacos complexos. Nao
restringimos aquele resultado a espagos vetoriais reais. No entanto, aquela realizagao
do dual é feita naquele contexto de formas bilineares. Ao representarmos essas trans-
formacoes adjuntas via produto interno complexo, no entanto, essas representagoes
se comportam de maneiras diferentes, como visto no Exemplo 1.3.

1.5. Operadores especiais. Da mesma forma, alguns operadores tem proprie-
dades especiais em relacao a simetrias com a adjunta.

DEFINICAO 1.6. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno. Seja
T € Z(X) um operador em X e considere a sua adjunta T* € L(X) relativa a esse
produto interno.
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(i) Dizemos que T é hermitiano quando T*=T.

(i1) Dizemos que T € anti-hermitiano quando T* = —T.
(iii) Dizemos que T € unitdrio quando T*T = TT* =1, ou seja, T* = T~1.
(iv) Dizemos que T é normal quando TT* = T*T.

Mesmo nos complexos, as projecoes ortogonais sao caracterizadas como sendo as
projecoes hermitianas.

TEOREMA 1.13. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno e seja
P € £(X) uma projecao. Entao P € projecao ortogonal se, e somente se, P € hermi-
tiana, i.e. P* =P.

Também temos a caracterizacao de um operador unitario como sendo um operador
que preserva a norma, como no caso dos operadores ortogonais, visto no Teorema 1.2,
e como um operador que preserva o produto interno entre vetores, analogamente ao
visto na Observacao 1.3.

Por sua vez, um operador normal também é caracterizado como na Proposicao 1.1
e na Proposicao 1.2, conforme veremos na Secao 3.6.

2. Decomposigao de Schur e a triangularizacao ortogonal

Vimos, no Capitulo 8, a importancia da forma triangular, de um operador, no
estudo dos seus autovalores, autoespacos, autoespacos generalizadas e na forma cano-
nica de Jordan. Uma versao daquele resultado usando bases ortogonais é um resultado
fundamental conhecido como decomposi¢cao de Schur.

2.1. Decomposicao de Schur em subespacos invariantes ortogonais en-
caixantes. Seja T € £(X) em um espago vetorial complexo X de dimensao finita
n = dim(X) € N. Entdo existe uma base 6 satisfazendo as condi¢oes do Teorema 3.2
e, portanto, T possui a forma triangular superior nessa base.

TEOREMA 2.1 (Decomposigao de Schur). Seja T € £L(X) um operador linear
em um espago vetorial complero X com produto interno e de dimensao finita n =
dim(X) € N. Entao existe uma base ortonormal 6 = {wy,...,w,}} de X tal que

T(span{wy,---,w;}) C span{wy,--- ,W,},
para todo j =1,...,n.

DEMONSTRAGAO. Podemos provar por indu¢ao. Em uma dimensao, nao ha nada
o que demonstrar. Qualquer base formada por um vetor unitario basta. Suponha,
entao, o resultado valido até dimensao n—1. Vamos provar para dimensaon € N, n >
2. Seja, entao, X um espaco vetorial complexo com produto interno e de dimensao
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n € N. Seja T € £(X). Gragas ao Teorema 3.1, T possui pelo menos um autovalor
A € C. Seja wy € X um autovetor associado a esse autovalor. Podemos dividir pela
sua norma, se necessario, e assumir que wp ¢ unitario, i.e.
[wi = 1.

Seja

Piu = (u, wy))w;
a projecao ortogonal sobre

Sy = span{w }.
Seja Si- o subepaco vetorial perpendicular de S, de modo que

X =5 @85

Considere o operador a restrigao de T ao subespago perpendicular Si- composto com
a projecao sobre o proprio Sf, ie.

Ty =QT| ,
St

onde

Q=1-P,.
Esse operador pode ser visto como um operador em £ (Si-), que é um subespago de
dimensao n — 1. Pela hipotese de inducao, existe uma base ortonormal

{wa, ..., w,}
de Si tal que

Tyispan{ws, ..., w;} C span{ws, ..., w;},
para todo 7 =2,...,n— 1.
Como {wy,..., Wy} é uma base ortonormal no espago ortogonal a wy, entao

6 ={wi,wo,..., W, }}
¢ uma base ortonormal do espago n-dimensional X. Além disso, dado
u=x1w;+- - +x;w; €span{wy,..., w;},
temos
Tu=TPiu+TQu = T(x;wy) + T1(2zaWs + - - - + ;W)
=MWy + Ti(zowo + -+ - + 2,;w;).

Como
T\ wy € span{w; }
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Ti(zowy + - - -+ z;w;) € span{wy, ..., W;},
deduzimos que
Tu € span{wy, ..., w,},
para todo
u € span{wy,..., w;},

para todo 7 = 2,...,n, concluindo a demonstracao.

Temos, também, a versao matricial

TEOREMA 2.2 (Decomposi¢ao de Schur matricial). Seja A € C™™ uma matrix
complexan x n, n € N. Entao existe uma matriz unitdria U € C™™™ e uma matriz
triangular superior R € C™*" tal que

R = UYAU.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Teorema 2.1 e formar a matriz U com as colu-
nas dadas pelas coordenadas dos vetores wy, ..., w,. 0

2.2. Propriedades e exemplos. A decomposi¢ao de Schur é vantajosa, em
comparac¢ao a forma de Jordan ou a triangularizacao via subespacos nao necessa-
riamente ortogonais, vista no Teorema 3.2 e no Teorema 3.3, por ser mais estavel
numericamente. Isso é justificado pelo seguinte fato.

OBSERVACAO 2.1. Uma propriedade importante da decomposi¢ao de Schur
R = U"AU

vista no Teorema 2.2vem do fato de U ser unitaria. Com isso, os niimeros de condi-
cionamento de A e R coincidem, i.e.

k(R) = k(A).
Por ser unitaria, o nimero de condicionamento de U ¢
k(U) = 1.
Deixamos a verificagao desses fatos como Exercicio 5.3.

Vejamos um exemplo.
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EXEMPLO 2.1. Considere a matriz

A= {—500 501

O tnico autovalor ¢ A = 1, com autoespaco

V(A1) = {(z,y); y =z}

Wi = g(l, 1)

Para completar até uma base ortonormal, tomamos

Wy = \/75(—1, 1).

V2 [—499 500] /-1 V2 [ 999
Awz = - {—500 501} ( 1) = (1001) = 1000w1 +wa.

O operador unitério associado a essa base, que é matriz mudanca de base, da base
candnica e para a base 6 = {wy,wy}}, é
5 e
o V2t -1
2 |1 1
A forma triangular na decomposicao de Schur é
L[ 1 1][-499 500] [1 -1 1 1000
_ 17H — =
R=U"AU = 2 {—1 1} {—500 501 {1 1} [0 1}

A forma triangular também pode ser obtida diretamente de

AW1 = Wy, AW2 = 1000W1 + Wo.

—499 500}

Um autovetor unitario é

Temos

OBSERVACAO 2.2. Em comparacao, fazendo a forma normal de Jordan da matriz
do Exemplo 2.1, a saber
A {—499 500}

—500 501
11
o 1
Para chegar na forma normal, podemos comecar com qualquer vetor que nao seja
autovetor, ou seja, que nao seja multiplo de (1,1). Por exemplo,

Wy = (0, 1)

A sua forma normal é
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Em seguida, tomamos
Wi = AWQ = (500, 501)

A matriz mudanca de base é

500 0
M= {501 1}

Nesse caso, a inversa de M é

[ 0002 0
M= {—1.002 1}

e temos J = M~1AM, i.e.
1 1 | 0.002 0O |—499 500| [500 0O
0 1| |—=1.002 1| |[-=500 501| [501 1|~

Podemos estimar ||M||op(ry) =~ V2501 e M| opma) ~ v/2, de maneira que o nimero
de condicionamento de M (assim como o de sua inversa) é

k(M) = 1002.
Com isso, verifique que
k(M) K(I)R(M™) ~ 5 x 10°.
enquanto que

k(R) = k(A) ~ 10°.

3. Diagonalizacao de operadores normais

Vimos, na Defini¢ao 1.6, os operadores normais T € £(X), em um espago vetorial
complexo X com produto interno, que sao aqueles que comutam com a sua adjunta,
ie.

TT=TT"
Veremos, aqui, que essa propriedade caracteriza os operadores diagonalizaveis em

bases ortonormais. Ou seja, T possui uma base ortornormal de autovetores se, e
somente se, T é normal.
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3.1. Operadores diagonaliziveis em alguma base ortonormal sao nor-
mais. Vejamos a ida.

TEOREMA 3.1. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que X tenha uma base ortonormal de auto-
vetores de T. Entao T € normal.

DEMONSTRAGAO. Seja 6 = {{wy,..., w,}} uma base ortonormal de X composta
de autovetores de T. Entao, para cada j = 1,...,n, existe um complexo \; € C tal
que

Tw; = \jw;.
Nesse particular de base ortonormal, segue que w; também ¢ autovetor da adjunta
T*, com autovalor Xj (isso nao é verdade em geral, veja Observagao 3.1). De fato,
temos

(T wj, wi)) = (wi, T*w;)) = (Twi, wy)) = (Aiwi, w;)
= ((wj, Aiwy)) = Ni(wy, wi)).
Caso i # 0, obtemos que
(T*w,, w;)) = 0.
Isso significa que T*w; L w;, para todo ¢ # j, de modo que T*w; € span{w,}.
Isso significa que T*w; ¢ um multiplo de w;, ou seja, w; é um autovetor de T* e

* _ : 4
T*w; = p;w;, para algum autovalor j;. Para descobrirmos qual é esse autovalor,
escolhemos 7 = j acima, de modo que

wi = willwill? = (nywi, wy) = (T wy, wy) = Aj(wy, wy) = Asllw|? = A
Portanto,
T'w; = \jwj,
para todo 7 = 1,...,n. Nesse caso, expandindo um vetor u € X qualquer nessa base,

i.e. escrevendo
n

u = E ZiWy,

J=1
onde z; € C, temos

TTu=D 2T Tw; =3 2 AAw; =3z AAw; = 5TTw; =TTy,
J=1 j=1

j=1 j=1

provando que T*T = TT*, ou seja, que T é normal. 0
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EXEMPLO 3.1. Em forma matricial, suponha que A € C"*" seja uma matriz
complexa com

UAU" =D,
onde U ¢ unitaria (ou seja, suas colunas formam uma base ortonormal de C") e D
seja diagonal, com diagonal A, ..., \, € C. Entao

A =U"DU

de modo que
A" = (U"DU)" = U"D"U.

Como D e D sao diagonais, entao DD = DD (toda matriz diagonal ¢ normal).
Assim, usando que UUH =1,

A"A = U"'DM"UUYDU = U'D"DU = U"DD"U = U"DUU"D"U = AA™.
Ou seja, A é normal.
EXEMPLO 3.2. Considere a matriz complexa A € C?*? dada por

2+ 31 —1
1 243

Pode-se verificar que essa matriz é normal, i.e. APA = AAY. Os autovalores sao
A1 =2+ 4i e Ay =2+ 2i. Uma base de autovetores é 6 = {w, wy}}, onde

Wi = ﬁ(l, —1), Wy = é(l,z’).
2 2
Temos
Aw; = \iwyq, Aw, = dowy.
Essa também ¢ uma base de autovetores de A, com
Awy = \wy, Awsy = \ows.

OBSERVACAO 3.1. Conforme mencionado na demonstracao do Teorema 3.1, nem
sempre um autovetor de T é autovetor de T*. Isso acontece quando T é normal, mas
pode nao acontecer se ele nao for normal. E nao é nada de patoldgico em relagao a
espagos complexos. Por exemplo, considere o operador associado & matriz real

ol
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cujo tnico autovalor é A = 1. O autoespaco associado é o eixo x. Em particular,
u = (1,0) é autovetor. No entanto, a adjunta é a transposta

* tr_lO
A=A _L J

e para a qual u = (1,0) néo é autovetor. O autoespago da matriz adjunta é o eixo y.

3.2. Todo operador normal é diagonalizivel em alguma base ortonor-
mal. Apresentamos, aqui, duas demonstragoes desse importante resultado. A pri-
meira demonstragao comeca como na demonstragao da decomposicao de Schur e ex-
plora o fato de que o subespaco ortogonal a um autoespaco é invariante pelo operador.
A segunda demonstragao usa a prépria decomposicao de Schur. Uma outra demons-
tracao seré feita quando fizermos a decomposicao espectral de operadores hermitianos,
pois é baseada no fato das partes real e imaginaria de um operador normal comutarem
entre si e, portanto, possuirem uma base comum que as diagonaliza, nos dando uma
diagonalizacao do proprio operador.

TEOREMA 3.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que T seja normal e que X seja de dimensao
finita. Entao X possuit uma base ortonormal de autovetores de T.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2 VIA INDUGAO NA DIMENSAO. Como o espa-
¢o vetorial X é complexo, sabemos do Teorema 3.1 que T possui pelo menos um
autovalor, que denotamos por A;. Seja V(T,\;) o autoespago associado a esse au-
tovalor. Naturalmente, V (T, A;) é invariante por T. Vamos mostrar que subespago
perpendicular V (T, A\;)* também é invariante por T.

Para isso, vamos provar primeiro que V(T, ;) é invariante pelo operador adjunto
T*. Sejau € V(T,\;). Usando que T* é normal, temos

TT'u=T"Tu= \T"u,

mostrando que T*u é autovetor associado ao autovalor Aj, ou seja T*u € V(T, A\y),
de forma que V(T,\;) é invariante por T*.

Seja, agora, v € V(T,\;)*. Precisamos mostrar que Tv L u para todo u €
V(T,A1). Para tal u, ja sabemos que T*u € V(T, A;). Com isso, pela ortogonalidade
entre v e V(T,\;), obtemos

(Tv,u) = (v, T"a)) = 0,

mostrando que Tv também ¢é ortogonal a V (T, \y).
Com isso, podemos restringir o operador T ao subespaco perpendicular V (T, A\;)*,
reduzindo a dimensao e usando a hipotese de indugdo. De fato, seja S; = V (T, \;) e
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seja Ty € L(S7) a restricao de T ao subespaco Si-. Como S; é ndo trivial, a dimensao
de Sit ¢é estritamente menor do que a de X. Além disso, T; é normal. De fato, para
v,w € S{, temos, por definigao de adjunta,

(Tyw, v)) = (w, T1v)).
Por outro lado, como T é a restri¢do de T a S,
((T1W7V)) - ((TW,V)) = ((Wa T*V))
Logo,
(w, Tiv—T"v)) = 0.

E importante ressaltar que Si- é invariante por T*, também. De fato, se v € Si e
u € Sy, entao

((uv T*V)) = ((Tu’ V)) =0,
visto que Tu € S} e v € Si-. Assim, escolhendo w = T;v—T*v € Si- acima, obtemos

| Tiv — T*VH2 =(Miv—=T"'v, Tiv—T"V)) =0.

Logo, T =T*| . Com isso,
St

T, =T T

SJ_

L
1 Sl

Como Si é invariante por ambos os operadores, temos

TiT, =TT

St

Usando a normalidade de T, temos

TiTy=T"T| =TT .
St Si-
Usando novamente a invariancia,
T T,=T| T =T,T;
1 Sf‘ Sf‘ 1

provando que T; é normal. Pela hipotese de indugao, Si- possui uma base ortonormal

{Wn1+l7 s 7wn}7

de autovetores de Ty, i.e.
T1Wj = )\jW]‘,
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paraj =n;+1,...,n, onden; = dim(S;), de modo que n—n; = dim(S;"). Escolhendo
uma base ortonormal qualquer
{wi, ..., W, }

de S}, obtemos, visto que S; e Si sdo ortogonais, uma base ortonormal

6 ={wy,...,w, }}
de X. Nesse base, temos
Tw; = \wj,
para j =1,...,n e, visto que T, é a restri¢do de T a Si,
Tw; = Ti1w; = \;wj,
para j = n; + 1,...,n. Isso completa a demonstracao de existéncia de uma base

ortornormal de autovetores de T. O

OBSERVACAO 3.2. A demonstragao via reducao na dimensao através da invariancia
do ortogonal de um autoespaco esta feita acima de forma bastante detalhada. Mas a
ideia é simples. Passa por usar que (i) todo operador em um espago vetorial complexo
possui pelo menos um autovalor; (ii) o ortogonal de um autoespago é invariante pelo
operador; (iii) a restri¢ao de um operador normal a um subespago invariante é também
normal.

Uma outra demonstragao pode ser feita através da decomposi¢ao de Schur.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3.2 VIA DECOMPOSIGAO DE SCHUR MATRICIAL.
Seja A € C™" uma matriz normal (representando T em uma base qualquer). Pelo
Teorema 2.2 da decomposicao de Schur em forma matricial, existe uma matriz unita-
ria U e uma matriz triangular superior R tais que

R =U"AU.
Observe que R também é normal, visto que
RR" = U'AUU"A"U = UMAAMU = U"AMAU = U"A"UUYAU = R"R.

Como R é triangular superior, podemos escrever

onde a; o, = (a12 e aln) e Agpom = (a’ij)?,j:Q' Observe que
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onde os asteriscos indicam as conjugadas transpostas dos vetores e matrizes em ques-
tao. Com isso, olhando apenas o primeiro elemento dos produtos das matrizes, temos

\a11|2+‘|31,2:nH2 *
* x|’

RR" = {
enquanto que

2
RHR — |CL11| *
* ok
Como R ¢é normal, essas duas matrizes devem ser iguais, de modo que
2
||a1,2:n|l - 07

ou seja aj 2., = 0 e R tem a forma diagonal em blocos

o ai 0
R= |: 0 A2:n,2:n:|

Prosseguindo por indugao, chegamos a R na forma diagonal

ai 0 0
R-D=|" @
0 - 0 a,

Ou seja, A = UDUY, mostrando que A, e portanto T, é diagonalizavel, com base
ortonormal de autovetores. 0

3.3. Equivaléncia entre operador normal e diagonalizavel com base or-
tonormal. Juntando os dois resultados anteriores, do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2,
obtemos a equivaléncia.

COROLARIO 3.1. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno e de
dimensao finita. Seja T € L(X) um operador linear em X. Entao T é normal se, e
somente se, X possui uma base ortonormal de autovetores de T.

Também temos a versao matricial.

COROLARIO 3.2. Seja A € C™"™ uma matriz complexa, com n € N. FEntao A
€ normal se, e somente se, existe uma matriz unitdria U e uma matriz diagonal D,
também em C™*™, tais que

A = UDUY,
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3.4. Diagonalizacao de operadores hermitianos. Como todo operador her-
mitiano é normal, a existéncia de uma base ortonormal para operadores hermitianos é
um corolario do resultado analogo para operadores normais. O fato de ser hermitiano
nos da que todos os autovalores sao reais. Em relacao a isso, temos

PROPOSIGAO 3.1. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X com produto interno. Supondo T hermitiano, temos que todos os autovalores
de T sao reais.

DEMONSTRAGAO. Se A é autovalor de T, tomando um autovetor unitéario w as-
sociado a A\, temos

A= Alw]? = (Aw, w)) = (Tw,w) = (w, T"w))
= (w,Tw)) = (w, Aw)) = A(w, w)) = A w]|* = A.
Logo, A é real, concluindo a demonstragao. 0
Com base nisso, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.3. Seja T € L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que T seja hermitiano e que X seja de di-
mensao finita. Entdo X possui uma base ortonormal de autovetores de T, com todos
os autovalores reais.

DEMONSTRAGAO. O resultado segue como colorario do Teorema 3.2 e da Propo-
sicao 3.1. 0

Uma demonstracao alternativa, que nao depende do Teorema 3.2, pode ser feita
de maneira andloga a demonstragao no caso real, feita na Secao 2.

DEMONSTRACAO ALTERNATIVA DO TEOREMA 3.3. Vou apenas fazer um esboco
da demonstragao. A demonstragao segue os mesmos trés passos descritos na Secao 2.
A existéncia de autovalor segue diretamente do Teorema 3.1, sem a necessidade de
complexificar o espago, visto que ele ja é complexo. Ou entao minimizando a parte
real do quociente de Rayleigh-Ritz, ou seja, olhando para

A = mip e W)
u£0  ||u?

Esse ponto de minimo é um autovalor (real) do operador hermitiano T. A invariancia
dos subespacos ortogonais a autoespacos segue da mesma forma. Com isso, a indugao
segue sem problemas. Deixamos os detalhes como Exercicio 5.5. U
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3.5. Diagonalizacao de operadores anti-hermitianos. Como todo operador
anti-hermitiano é normal, a existéncia de uma base ortonormal para operadores anti-
hermitianos é um corolario do resultado analogo para operadores normais. O fato
de ser anti-hermitiano nos da que todos os autovalores sao imaginarios puros. Em
relagao a isso, temos

PROPOSIGAO 3.2. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial
complezo X com produto interno. Supondo T anti-hermitiano, temos que todos os
autovalores de T sao imagindrios.

DEMONSTRAGAO. Se \ é autovalor de T, tomando um autovetor unitério w as-
sociado a A, temos

A= Aw|? = (Aw, w)) = (Tw, w)) = (w, T"w))
= (W, Tw)) = —(w, =Aw)) = =A(w, w)) = A w|* = -,

Logo, A ¢é imaginario, concluindo a demonstracao. 0

Com base nisso, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.4. Seja T € £L(X) um operador linear em um espago vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que T seja anti-hermitiano e que X seja de
dimensao finita. Entao X possui uma base ortonormal de autovetores de T, com todos
0s autovalores imagindrios.

DEMONSTRACAO. O resultado segue como colorario do Teorema 3.2 e da Propo-
sicao 3.2. U

Uma demonstracao alternativa pode ser obtida escrevendo um operador anti-
hermitiano como um multiplo imaginario de um operador hermitiano.

DEMONSTRACAO ALTERNATIVA DO TEOREMA 3.4. Seja R = ¢T. Observe que
R* = ¢T* = —{T* = {T = R, mostrando que R é hermitiano. Pelo Teorema 3.3,
existe uma base ortonormal {wy, ..., w,}} de X formada por autovetores reais de R,
onde n = dim(X). Cada autovalor real 3; € R de R, com autovetor associado wj,
7 =1,...,n, corresponde a um autovalor imaginario \; = ¢3; de T, visto que

Tw; = 1Rw; = iw;.

Isso nos da o resultado desejado. 0
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3.6. Demonstragao alternativa da diagonalizagao de operadores nor-
mais via decomposicao em partes hermitiana e anti-hermitiana. Conforme
feito na Secao 1.3, no caso de operadores normais em espagos vetoriais reais, também
temos podemos caracterizar um operador normal através da relacao entre normas e
da comutatividade entre as suas partes hermitiana e anti-hermitiana.

PROPOSICAO 3.3. Seja X um espaco vetorial complexo com produto interno e
norma associada || - ||. Entao T € L(X) € normal se, e somente se, || T*u|| = ||Tul|,
para todo u € X.

PROPOSICAO 3.4. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno e seja
T € £(X) um operador linear. Sejam

as partes hermitiana e anti-hermitiana de T, respectivamente, denominadas assim
visto que
T=R+S, R*=R, S$"=-S

Entao T é normal se, e somente se, R e S comutam entre si.
As demonstragoes sao idénticas as da Proposicao 1.1 e da Proposigao 1.2.

OBSERVAGAO 3.3. No caso de um operador normal T € £(X) em um espago
vetorial complexo, também podemos escrever T = R+4S, onde R ¢ S sdo hermitianos
comutando entre si. Basta tomar S = —iS, com R e S conforme a decomposi¢ao na
Proposicao 3.4.

Agora estamos prontos para fazer a demonstracao alternativa da diagonalizacao
de operadores normais.

DEMONSTRACAO ALTERNATIVA DO TEOREMA 3.2. Com a decomposicao T =
R 4+ S da Proposicao 3.4, podemos decompor R em autoespagos associados a au-
tovalores reais aq, ..., oz, de tal forma que

X=V(T,aq)® - dV(T, ),

com os autoespagos ortogonais entre si. Como S e R comutam, segue que cada
V(T, ;) é invariante por S. A restri¢do de S a V(T, ;) é diagonalizavel, com uma

base ortonormal {Wj17"'7wjnj}7 associada a autovalores imaginarios puros /3;,,
t=1,...,n;, podendo ser nulos ou nao.
Com isso,

6 = { Wha--->W1n1a--->ija~-->Wknk}}
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¢ uma base ortonormal de T = R+ S com autovalores correspondentes
)‘j+iﬁji7 jzl,...,/{:,@'zl,...,nj.
Isso completa a demonstracao. O

OBSERVACAO 3.4. E claro que para que a demonstracao acima do Teorema 3.2 seja
uma alternativa a demonstragao dada inicialmente, nao podemos usar esse proprio
teorema para fazer a diagonalizagao da parte auto-adjunta do operador. Para isso,
usamos a demonstracao alternativa deste resultado, dada na Secao 3.4.

4. Aplicagoes

4.1.
4.2.
4.3. . Ver [12, Chapter 10].
5. Exercicios
Exercicios

5.1. Seja X um espaco vetorial complexo e suponha que b : X x X — C seja
uma forma bilinear e simétrica em X. Mostre que b nao pode ser positiva

definida.
5.2. Suponha que U € C™", n € N, satisfaca UMU = —UUY. Mostre que
U=U"=0.

5.3. Em relagao a Observacao 2.1, relacionado a decomposicao de Schur vista no
Teorema 2.2, mostre que uma matriz unitaria U € C"*", n € N, tem niimero
de condicionamento x(U) = 1 e que se A € C™*" ¢ invertivel e R = UAU",
entdo k(R) = k(A).

5.4. Seja X um espago vetorial complexo com produto interno e de dimensao finita
e seja T € £(X). Suponha que exista uma base ortonormal de autovetores
de T. Mostre que se todos os autovalores de T sao imaginarios puros, entao
T é anti-hermitiano.

5.5. Em relacao a demonstracao alternativa do Teorema 3.3, seja X um espago
vetorial complexo com produto interno e seja T € £L(X) um operador her-
mitiano em X. Considere a versao complexa do quociente de Rayleigh-Ritz,
dada por

Re((Tu, u))

[[ul?

R(u) = : u # 0.
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(a) Mostre que R(-) é uma fungao real continua de X \ {0} em R.

(a) Mostre que um valor minimo A = 2R(w) de R(-) na esfera unitaria
S ={u € X;||u|]| =1}, com ponto de minimo w € S é um autovalor de
T com autovetor associado w.

(a) Conclua, usando esses resultados, que se X é de dimensao finita, entao
T possui pelo menos um autovalor real.

5.6. Dé um exemplo de uma matrix complexa A € C3*3 tal que 1 seja o tnico
autovalor de A e de A", mas que a intersecao dos autoespacos associados
tenha dimensdo apenas 1, i.e. dim(V(A,1) NV (A" 1)) = 1.

5.7. Seja X um espago vetorial complexo de dimensao finita com produto interno
(+,-) eseja T € L(X). Mostre que (u,v))t = (Tu,v)) define um produto
interno em X se, e somente se, T é hermitiano e com autovalores positivos.

5.8. Seja X um espago vetorial complexo de dimensao finita com produto interno
(+,) eseja T € L(X). Mostre que se (Tu,u)) =0, para todo u € X, entdo
(Tv,w)) = 0 para quaisquer v,w € X e, com isso, T = 0. (Dica: considere
combinagdes complexas u = v + (w, para escolhas apropriadas de ¢ € C.)






[1]
2l
3]

4]

[5]

[6]
7]
18]
19]
[10]

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

Referéncias Bibliograficas

Leaves are falling all around, it’s time I was on
my way.

Thanks to you, I’'m much obliged for such a
pleasant stay.

— Ramble On (Led Zeppelin)
Led Zeppelin, 1969

S. Axler, Linear Algebra Done Right, 3rd edition, Springer, 2015.

G. Barenblatt, Scaling, Cambridge University Press, 2003.

W. M. Boothby, An Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometry, Pure
and Applied Mathematics, Volume 120, 2nd Edition, Academic Press, 2002.

N. Dunford & J. T. Schwartz, Linear Operators I. General Theory, With the assistance of W.
G. Bade and R. G. Bartle, Pure and Applied Mathematics, Vol. 7, Interscience Publishers, Inc.,
New York, 1958.

M. B. Giles, (2008). Collected Matrix Derivative Results for Forward and Reverse Mode Al-
gorithmic Differentiation. In: Bischof, C.H., Biicker, H. M., Hovland, P., Naumann, U., Utke,
J. (eds) Advances in Automatic Differentiation. Lecture Notes in Computational Science and
Engineering, vol 64. Springer, Berlin, Heidelberg, 2008. DOI: 10.1007978-3-540-68942-3 4

E. van Groesen, J. Molenaar, Continuum Modeling in the Physical Sciences, STAM, 2007.

S. Lang, Linear Algebra, 3rd edition, Springer, 1987.

P. Lax, Linear Algebra and its Applications, 2nd edition, Wiley-Interscience, 2007.

E. L. Lima, Algebra Linear, IMPA, 2014.

Y. Ma, S. Gowda, R. Anantharaman, C. Laughman, V. Shah, C. Rackauckas, ModelingToolkit:
A Composable Graph Transformation System For Equation-Based Modeling, arXiv:2103.05244
(2021).

P. J. Olver; C. Shakiban, Applied Linear Algebra, 2nd edition, Springer, 2018.

1. Savov, No Bullshit Guide to Linear Algebra, 2nd edition, Minireference Co., 2020.

H. Shapiro, Linear Algebra and Matrices - Topics for a Second Course, American Mathematical
Society, 2015.

T. Tao, A mathematical formalisation of dimensional analysis, publicagdo no seu blog What’s
new, by Terence Tao, artigo https://terrytao.wordpress.com/2012/12/29/a-mathematical-
formalisation-of-dimensional-analysis, 29 de dezembro de 2012.

A. Torchinsky, Real Variables, CRC Press, 1998.

445


https://doi.org/10.1007/978-3-540-68942-3_4
https://arxiv.org/abs/2103.05244
https://terrytao.wordpress.com
https://terrytao.wordpress.com
https://terrytao.wordpress.com/2012/12/29/a-mathematical-formalisation-of-dimensional-analysis
https://terrytao.wordpress.com/2012/12/29/a-mathematical-formalisation-of-dimensional-analysis




Simbolos e Abreviagoes

[-]: Classe de equivaléncia. 36

{-}}: Simbolo para conjuntos ordenados e bases, e.g. & = {uy,...,u,}}. 52

@, 6,c: Simbolos para representar conjuntos ordenados de vetores e bases. 52

¢: Simbolo para representar base canonica. 52

d;;: Delta de Kronecker, definido por d;; = 0, se i # j, e 6;; = d;; = 1, quando ¢ = j.
23

U, V,W.,S,...: Simbolos para subespacos vetoriais. 29

X/S: Espago quociente, médulo subespago S. 37

X,Y, Z, ...: Simbolos para espagos vetoriais. 15

G(T,\): Autoespago generalizado de T associado a um autovalor \. 278

V(T,A): Autoespago de T associado a um autovalor \. 254
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Glossario 449

Standing on a hill in my mountain of dreams
Telling myself it’s not as hard, hard, hard as it
seems.
- Going to California (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971






aberto, 315

adimensional., 169

adicao vetorial, 14

adjunta, 367

algebra associativa., 177
anti-autoadjunto, 381
anti-hermitiano, 428
anti-simétrico, 382
anulador, 106

autoadjunto, 381
autoespago, 254
autoespago generalizado, 278
automorfismo, 185
autovalor, 253

autovetor, 253

autovetor generalizado, 278

base, 51
base canénica, 55
base ciclica, 226
base de Hamel, 67, 69
base de Jordan, 239, 293
base dual, 93
base finita, 67
base ortonormal, 359, 424
concatenagao das bases, 58
bidual, 102
bloco de Jordan complexo, 301
bola aberta, 315
bola fechada, 315

cadeia, 226
candnico, 104
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cardinalidade, 69
ciclo, 226
classe de equivaléncia, 36
co-dimensao, 64
combinacao linear, 32, 68
compacto, 326
complementar, 63
completo, 314, 324, 366
complexificagdo, 19, 255, 298
composigao, 125
cone, 58
conjugada-transposta, 31
conjugados, 185
conjunto dos indices., 18
conjunto gerador, 34
consistente, 338
contra-dominio, 118
convexo, 59, 110
coordenadas, 94
corpo, 13

algebricamente fechados, 14

completos, 14
corpoarquimedianos, 14

decomposicao de Schur, 428

decomposicao em valores singulares, 404
decomposigdo em valores singulares (SVD).,
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decomposicao LU, 166
delta de Dirac, 81
Delta de Kronecker,, 23
derivagao automaética, 140
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diferencial, 82, 120 fenémeno de Gibbs, 373
diferenciacao simbolica, 138 fibrado tangente, 24
diferenciavel, 82, 120 forma
dimensao alternante, 70
dimensao de Hamel, 69 multilinear,, 70
dimensao finita, 55 unitaria na base canoénica, 70
dimensao infinita, 55 forma bilinear, 83
dimensao nula, 55 forma canénica, 256
distribuigao, 106 forma canénica de Jordan, 239, 292
distribuicoes temperadas, 106 forma canénica real de Jordan, 301
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dual, 80 formas lineares, 79
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dualidade, 94 funcionais lineares., 79

funcional, 79

funcional bilinear, 83
continua, 314

continua em um ponto, 314
férmula de Leibniz, 71
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equagao normal, 377
erro residual, 375
escalares, 15

esfera, 315

espaco de funcoes teste, 22 gera, 34
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espagos topologicos, 316 invertivel, 127, 180
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extensao linear, 124 espacos isomorfos entre si, 26

extremos, 58

LD, 48, 68
fechado, 315 LI, 47, 68
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limitada, 334
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linearmente dependente, 48, 68
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matrizes hermitianas, 31

matrizes simétricas, 31

molificador, 121

morfismo candnico, 104

morfismo natural, 104

multiplicagao matricial., 23
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méquina de vetores de suporte, 83, 114
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método de minimos quadrados, 377

métrica, 311

nilpotente, 223
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norma, 317, 348
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uniformemente convexa., 323
norma de Frobenius, 337
norma de Hilbert-Schmidt, 378
norma Euclidiana, 346
normal, 381, 428
nicleo, 84, 118
nimero de condicionamento, 341
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limitado, 257
operador ciclico, 226
operador de conjugacao, 185
operador de similaridade, 185
operador linear, 117, 177
operagoes elementares, 162
ortogonais, 351, 422
ortogonal, 381

paralelos, 58
pivoteamento, 166
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plano, 58
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polinémios de Chebyshev, 360
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