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Many times I’ve wondered, how much there is to
know.

– Over the Hills and Far Away (Houses of the
Holy)

Led Zeppelin, 1973
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Prefácio

So I’m packing my bags for the Misty Mountains
Where the spirits go now...

– Misty Mountain Hop (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Mais um livro sobre Álgebra Linear Avançada!?!? Pois é... Algum insight que
não exista em outro lugar? Provavelmente não. Algum motivo especial? Não muito
especial. Talvez especial só para mim. Acho que o principal motivo é que eu apenas
gosto de escrever. Em particular, gosto de escrever as minhas próprias notas de aula e
de organizar os assuntos de maneira própria, com um princípio, meio e fim coerentes
para mim. Apenas isso. Esse é o meu modus operandi.

Estas são, então, as minhas notas de aula para a disciplina de Álgebra Linear do
Mestrado em Matemática Aplicada do IM/UFRJ, com espelho nas graduações em
Matemática Aplicada e em Engenharia Matemática, sob o título de Álgebra Linear
Avançada.

Há vários bons livros que serviram de inspiração. O ponto de partida foram as
notas do Prof. César Niche (IM/UFRJ), que ministrou essa disciplina umas duas ou
três vezes antes de mim, e que por sua vez foram fortemente baseadas no sólido livro
do Peter Lax [8], com algumas pitadas mais modernas de Peter Olver & Chehrzad
Shakiban [11], rico em exemplos. Outras boas fontes são o livro do Elon Lages
Lima [9], com inúmeros exercícios, o clássico livro do Serge Lang [7] e o livro do
Sheldon Axler [1], com algumas visões distintas e interessantes. Para aplicações, Ivan
Savov [12] também é bastante rico e Helene Shapiro [13] também tem algumas boas
aplicações.

Outra fonte mais fundamental, porém, foram as minhas lembranças das disciplinas
que cursei no Mestrado em Matemática Aplicada da UFRJ, tanto a de Álgebra Linear
do Professor Adilson Gonçalves, quanto outras disciplinas com pitadas de Álgebra
Linear, ministradas pelos Professores Felipe Acker e Flávio Dickstein.

11



12 PREFÁCIO

Ao longo do desenvolvimento das notas de aula, quando da primeira vez que
ministrei a disciplina, no segundo semestre de 2023, fui observando, no entanto, que
os assuntos foram se encadeando de uma maneira mais pessoal. E as notas foram
ficando cada vez mais ricas, a ponto de eu achar que valeria a pena formalizar as
notas de aula na forma de um livro. E aqui ele está.

De qualquer forma, qualquer um dos livros mencionados acima é um guia apro-
priado para uma disciplina de Álgebra Linear Avançada. Recomendo, em particular,
o do Lax e do Elon, com eventuais incursões nos demais. E, em paralelo, os convido
a seguirem estas notas de aula, para o fio da meada.

Rio de Janeiro, 12 de abril de 2026

Ricardo M. S. Rosa



CAPíTULO 1

Espaços Vetoriais

Bright light almost blinding, black night still
there shining.

– Friends (Led Zeppelin III)
Led Zeppelin, 1970

Um dos focos principais da Álgebra Linear são as transformações lineares. São
funções com uma estrutura particular de linearidade. Para que isso faça sentido,
é preciso ter esse mesmo tipo de estrutura linear nos espaços em que essas trans-
formações agem, guiando essas funções. Esses espaços, com essa estrutura mínima,
de adição de vetores e de multiplicação por escalar, são os espaços vetoriais. Esses
espaços são o tema desse capítulo.

1. Espaços vetoriais

1.1. Definição e algumas propriedades. Espaços vetoriais são compostos de
um conjunto de “vetores” e um conjunto de “escalares” com operações de adição
entre vetores e multiplicação de um escalar por um vetor, satisfazendo condições
apropriadas de compatibilidade.

O conjunto de escalares deve ser um corpo, que é uma estrutura algébrica como a
dos números reais, com operações de adição e multiplicação entre eles e propriedades
adequadas de comutatividade, associatividade, distributividade e, ainda, com a exis-
tência de elementos neutros para cada operação e a existência de elementos inversos,
exceto que o elemento neutro aditivo não possui inversa multiplicativa.

Exemplos de corpos algébricos são os reais R, os complexos C e os racionais Q.
Um outro corpo famoso é o dos números p-ádicos Qp, localizados entre os racionais
e os reais e definidos pelo somatório s =

∑∞
i=k aip

i, onde p é um número primo.
Esses são exemplos de corpos infinitos, i.e. com infinitos elementos. Corpos também
podem ser finitos. Exemplos de corpos finitos são os espaços quociente Fp = Z/pZ =

13



14 1. ESPAÇOS VETORIAIS

{0, 1, . . . , p − 1}, com p primo, munido das operações de adição e multiplicação em
Z, módulo p.

Podemos trabalhar com espaços vetoriais em um corpo qualquer, mas, para nós,
aqui, vamos considerar apenas os números reais R e os complexos C (veja Defini-
ção 1.2). Estes têm a vantagem, em certos aspectos, de serem arquimedianos (i.e.
possuem uma ordem com a propriedade de que quaisquer elementos x, y > 0, existe
um inteiro n tal que nx > y, propriedade esta que os corpos finitos e os p-ádicos
não têm); e completos (i.e. sequências de Cauchy convergem, propriedade esta que
os racionais não possuem). Os complexos também têm a vantagem de serem alge-
bricamente fechados , ou seja, qualquer polinômio não constante sobre os complexos
possui raiz, propriedade que os reais não têm. Isso será devidamente explorado.

Vamos, finalmente, à definição formal de espaço vetorial.

Definição 1.1 (Espaço vetorial). Um espaço vetorial sobre um corpo K é um
conjunto X munido de duas operações, de adição vetorial e multiplicação por
escalar, sendo

(i) a adição de X × X em X, levando elementos u,v ∈ X em um elemento
u + v ∈ X,

(ii) e a multiplicação por escalar de K ×X em X, levando um elemento λ ∈ K
e um elemento u ∈ X em um elemento λu ∈ X,

satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) associatividade da adição,

(u + v) + w = u + (v + w), ∀u,v,w ∈ X;

(ii) comutatividade da adição,

u + v = v + u, ∀u,v ∈ X;

(iii) existência de elemento neutro da adição

∃ 0 ∈ X, u + 0 = u, ∀u ∈ X;

(iv) existência de inverso aditivo,

∀ u ∈ X, ∃(−u) ∈ X, u + (−u) = 0;

(v) associatividade da multiplicação por escalar,

λ(µu) = (λµ)u, ∀λ, µ ∈ K, ∀u ∈ X;

(vi) elemento neutro multiplicativo 1 ∈ K do corpo é neutro para multiplicação
por escalar,

1u = u, ∀u ∈ X,
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x

y

λu
u

λv

v

λ(u+ v)

u+ v

Figura 1.1. Ilustração da adição u + v de vetores, da multiplicação
por escalar λu, λv e da propriedade de distributividade λ(u + v) =
λu + λv.

(vii) distributividade da multiplicação por escalar,

(λ+ µ)u = λu + µu, ∀λ, µ ∈ K, ∀u ∈ X;

(viii) distributividade da adição,

λ(u + v) = λu + λv, ∀λ ∈ K, ∀u,v ∈ X;

Os elementos de X são chamados de vetores e os elementos de K, de escalares. O
elemento neutro da adição, 0 ∈ X, é chamado de vetor nulo.

Como vamos nos restringir aos reais e aos complexos, fazemos a seguinte definição.

Definição 1.2 (Espaços vetoriais reais e complexos). Pelas razões elencadas an-
tes da Definição 1.1, vamos considerar, aqui, apenas espaços vetorias sobre os reais
ou sobre os complexos. Portanto, daqui para a frente, K = R ou C. Em certos
momentos, vamos especificar um ou outro, mas vários resultados valem para ambos
e serão enunciados via K. No caso específico K = R, chamaremos o espaço de es-
paço vetorial real, enquanto que no caso K = C, chamaremos o espaço de espaço
vetorial complexo.

Observação 1.1. Em termos de notação, vamos usar, com frequência, os símbolos
X, Y, Z, . . . para denotar espaços vetoriais.



16 1. ESPAÇOS VETORIAIS

Observação 1.2. Alguns fatos:
(a) O vetor nulo é único. De fato, se 0 e 0′ são neutros para a adição, então

0 = 0 + 0′ = 0′.

(b) O inverso aditivo é único. De fato, dado u ∈ X, se v,w ∈ X são tais que

u + v = 0, u + w = 0,

então

v = v + 0 = v + (u + w) = (v + u) + w = 0 + w = w.

(c) O elemento neutro do corpo neutraliza os vetores. De fato, observe, primei-
ramente, que

u = 1u = (1 + 0)u = 1u + 0u = u + 0u,

de maneira que

0 = u + (−u) = (u + 0u) + (−u) = (u + (−u)) + 0u = 0 + 0u = 0u,

ou seja,
0u = 0, ∀u ∈ X.

(d) Inverso aditivo via multiplicação por escalar por −1. Para todo u ∈ X,

0 = 0u = (1− 1)u = 1u + (−1)u = u + (−1)u.

Logo, pela unicidade do inverso aditivo, segue que

(−1)u = (−u), ∀u ∈ X.
(e) Um espaço vetorial não pode ser vazio. De fato, por definição, deve existir,

pelo menos, o vetor nulo, i.e. {0} ⊂ X.

Observação 1.3. Para simplificar a notação, escrevemos

u + (−v) = u− v, ∀ u,v ∈ X.

Observação 1.4. Espaços vetoriais são a base do Cálculo em Várias Variáveis.
Por exemplo, para se tomar um derivada direcional∇vf(x) de uma função f : X → Y ,
em um ponto x, na direção de um vetor v, calculamos o limite

∇vf(x) = lim
h→0

f(x + hv)− f(x)

h
,

que envolve a multiplicação por escalar hv e a adição x + hv no espaço X e a adição
f(x + hv)− f(x) e a multiplicação por escalar (1/h)(f(x + hv)− f(x)) no espaço Y .
Ou seja, o domínio X e o contra-domínio Y da função f precisam ser espaços vetoriais
(ou subconjuntos de espaços vetoriais ou, pelo menos, que tenham localmente uma
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estrutura parecida com a de espaços vetoriais, como nas variedades). A integração,
como limite de somas de Riemann, também requer operações dessa forma. Ou seja,
as estruturas vetoriais são fundamentais para dar sentido aos objetos de Cálculo.

1.2. Exemplos de espaços vetoriais. Vejamos, agora, alguns exemplos de es-
paços vetorias.

Exemplo 1.1 (Espaço trivial). Por definição, um espaço vetorial não pode ser
vazio, pois deve existir, pelo menos, o vetor nulo. Mas é permitido. pela definição, que
o vetor nulo seja o único elemento do espaço vetorial. Um espaço vetorial X = {0},
onde o vetor nulo é o único elemento do espaço é dito espaço trivial. Observe,
ainda, que, dado um conjunto com um único elemento, digamos X = {e}, só há uma
maneira possível de definir a adição e a multiplicação nesse espaço, a saber. e+ e = e
e λe = e, de modo que e é o elemento neutro da adição vetorial e X = {e} é um
espaço vetorial. Nesse caso, 0 = e e podemos escrever X = {0}.

Exemplo 1.2 (Corpo como espaço vetorial). Qualquer corpo pode ser visto como
um espaço vetorial sobre si mesmo. Além disso, também pode ser visto como espaço
vetorial sobre subcorpos dele mesmo. Por exemplo, podemos ver C como um espaço
vetorial sobre si mesmo ou como um espaço vetorial sobre os reais.

Exemplo 1.3 (Produto cartesiano finito). O produto cartesiano X = Rd das d-
uplas u = (x1, . . . , xd) munido da adição (x1, . . . , xd)+(y1, . . . , yd) = (x1 +y1, . . . , xd+
yd) e da multiplicação por escalar λ(x1, . . . , xd) = (λx1, . . . , λxd) é um espaço ve-
torial sobre os reais R. Por exemplo, no modelo Newtoniano, a posição de uma
partícula é dada por suas coordenadas u = (x, y, z) ∈ R3. O modelo epidemio-
lógico SIR (Suscetíveis, Infectados e Recuperados) trata da evolução temporal das
três componentes S = S(t), I = I(t) e R = R(t), que pertencem ao espaço veto-
rial (S(t), I(t), R(t)) ∈ R3. Analogamente, podemos considerar Cd como um espaço
vetorial sobre C, ou mesmo como um espaço vetorial sobre R.

Exemplo 1.4 (Produto cartesiano com índice arbitrário). Mais geralmente, dado
um corpo K e um conjunto arbitrário A, podemos considerar o produto cartesiano
KA formado pelo conjunto das funções

KA = {x : A→ K},
cujos elementos podemos denotar como na forma de coordenadas

x = (xa)a∈A,

onde
xa = x(a).
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O conjunto A é chamado de conjunto dos índices. O conjunto KA tem uma estrutura
natural de espaço vetorial dada pelas operações “coordenada a coordenada”

(xa)a + (ya)a = (xa + ya)a

e
λ(xa)a = (λxa)a.

Por exemplo, Rd pode ser visto como um conjunto dessa forma, com o conjunto de
índices dado por A = {1, . . . , d}. O conjunto de todas as sequências (xn)n∈N de
números reais pode ser visto como um espaço vetorial RN. O conjunto das funções
f : I ⊂ R→ R pode ser visto como um espaço vetorial RI .

Exemplo 1.5 (Produto cartesiano de dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo).
Sejam X e Y dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K. Então o produto carte-
siano

X × Y = {(u,v); u ∈ X,v ∈ Y }
munido das operações de adição e multiplicação por escalar definidas por

(u1,v1) + (u2,v2) = (u1 + u2,v1 + v2)

e
λ(u,v) = (λu, λv)

é, também, um espaço vetorial sobre K.

Exemplo 1.6 (Produto cartesiano de espaços vetoriais arbitrários sobre o mesmo
corpo). Agora, se {Xa}a∈A é uma família de espaços vetoriais sobre um mesmo corpo
K, então o produto cartesiano

X = Πa∈AXa

é um espaço vetorial munido das operações de adição e multiplicação por escalar
definidas por

(ua)a + (va)a = (ua + va)a,

e
λ(ua)a = (λua)a,

onde, para cada índice a, a adição e a multiplicação por escalar ocorrem no espaço
Xa correspondente.

Exemplo 1.7 (Conjunto versus espaço vetorial). Podemos distinguir o conjunto
dos pontos em um plano xy do espaço vetorial associado. De outra forma, podemos
considerar R2 = {(x, y); x, y ∈ R} apenas como um conjunto de pontos ou então como
um espaço vetorial quando munido das operações de soma de vetores e multiplicação
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por escalar. Dados dois pontos quaisquer P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2), no plano,
podemos considerar o segmento de reta

P1P2 = {(sx1 + (1− s)x2, sy1 + (1− s)y2); 0 ≤ s ≤ 1},
assim como o vetor −−→

P1P2 = (x2 − x1, y2 − y1).

Nesse sentido, podemos, também, distinguir a origem O = (0, 0), no plano, do vetor
nulo 0 =

−→
OO. Aqui, usamos R2 para representar tanto o conjunto de pontos no plano

xy, sem estrutura algébrica, como o espaço vetorial obtido a partir dele, juntando
as operações de adição e multiplicação por escalar. Idem para Rn, n ∈ N. Em
alguns momentos fazemos distinção apenas entre os pontos e os vetores, mas apenas
para efeitos didáticos. Mais para a frente, também vamos considerar normas em
Rn e produtos internos. No caso particular do produto escalar u · v =

∑
j ujvj,

obtido a partir das coordenadas de u = (u1, . . . , un) e de v = (v1, . . . , vn), e da
norma euclidiana ‖u‖ =

√∑
j u

2
j associada a ele, alguns textos usam uma notação

diferente, como En, chamando-o de espaço Euclidiano, reservando Rn para o conjunto
ou para espaços vetoriais sem estrutura de norma e produto interno específicos. Não
vamos fazer essa distinção aqui, mas é importante saber que são objetos matemáticos
diferentes (o conjunto, o espaço vetorial, o espaço vetorial com uma norma específica
e o espaço vetorial com um produto interno específico).

Exemplo 1.8 (Complexificação de um espaço real). Dado um espaço vetorial X
sobre o corpo dos reais, podemos definir a complexificação XC de X como sendo o
espaço vetorial complexo dos pares ordenados u = (ur,ui) ∈ X ×X, que denotamos
por

u = ur + iui,

munidos das operações
u + v = (ur + vr) + i(ui + vi),

para u = ur + iui e v = vr + ivi, e
ζu = (α + iβ)(ur + iui) = (αur − βui) + i(βur + αui).

Deixamos a cargo do leitor verificar que essas operações satisfazem os axiomas de
espaço vetorial (Exercício 4.6)

Exemplo 1.9 (Espaço `1). O espaço `1 = `1(R) é o espaço das sequências u =
(u1, u2, . . .) ∈ RN de números reais satisfazendo

‖u‖1 =
∑
n∈N

|un| <∞.
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Observe que ‖ · ‖1 é homogêneo, pois

‖su‖1 = |s|‖u‖1,

Em particular, temos su ∈ `1, para todo real s ∈ R.
Agora, se u, v ∈ `1, segue que

‖u+ v‖1 =
∑
n∈N

|un + vn| ≤
∑
n∈N

(|un|+ |vn|) =
∑
n∈N

|un|+
∑
n∈N

|vn| = ‖u‖1 + ‖v‖1.

Isso mostra, em particular, que se u, v ∈ `1, então u+ v ∈ `1.
Dessa forma, vemos que `1 é um espaço vetorial.

Exemplo 1.10 (Espaço `p, p > 0). Mais geralmente, o espaço `p = `p(R), para
p > 0, é o espaço das sequências u = (u1, u2, . . .) ∈ RN de números reais satisfazendo

‖u‖p =

(∑
n∈N

|un|p
)1/p

<∞.

Observe que ‖ · ‖p é homogêneo, pois

‖su‖p = |s|‖u‖p,

Em particular, temos su ∈ `p, para todo real s ∈ R.
Agora, se u, v ∈ `p, segue, da desigualdade

(a+ b)p ≤ (2 max{a, b})p = 2p max{ap, bp} ≤ 2p(ap + bp), ∀a, b ≥ 0, ∀p > 0,

que
‖u+ v‖pp ≤ 2p

(
‖u‖pp + ‖v‖pp

)
,

portanto

‖u+ v‖p ≤ 2
(
‖u‖pp + ‖v‖pp

)1/p
.

Isso mostra, em particular, que se u, v ∈ `p, então u + v ∈ `p. Dessa forma, vemos
que `p é um espaço vetorial.

Exemplo 1.11 (Espaço `∞). Para completar, temos o espaço `∞ = `∞(R), que é
o espaço das sequências u = (u1, u2, . . .) ∈ RN de números reais satisfazendo

‖u‖∞ = sup
n∈N
|un| <∞.

Deixamos para o leitor os detalhes da verificação de que isso forma um espaço vetorial.
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Exemplo 1.12 (Polinômios). O espaço

P
(n)
K [x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx

n; a0, . . . , an ∈ K}

dos polinômios de grau no máximo n ∈ N em uma variável x sobre um corpo K e
com coeficientes no corpo K é um espaço vetorial munido das operações de adição e
multiplicação por escalar dadas respectivamente por

(p+ q)(x) = p(x) + q(x) = (a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) + (b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)xn

e
(λp)(x) = λp(x) = λ(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n) = λa0 + λa1x+ · · ·+ λanx
n

Analogamente, o espaço

PK[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n; a0, . . . , an ∈ K, n ∈ N}

de polinômios de grau qualquer também é um espaço vetorial quando munido da
mesma operação de multiplicação por escalar e com a adição feita de maneira análoga,
mesmo com polinômios de diferentes graus, apenas somando os monômios de mesmo
grau e acrescentando os monômios que estão presentes em apenas um dos polinômios,
que é equivalente a completar com coeficientes nulos os monômios que estão em um
polinômio e não estão em outros.

Exemplo 1.13 (Polinômios em várias variáveis). O espaço

P
(n)
K [x1, . . . , xm] =

{ ∑
i1,...,im=0,...,n

ai1,...,imx
i1
1 · · ·ximm , ai1,...,im ∈ K

}
dos polinômios de grau no máximo n ∈ N em várias variáveis x1, . . . , xm sobre um
mesmo corpo K e com coeficientes no próprio corpo K é um espaço vetorial munido
das operações de adição e multiplicação por escalar dadas respectivamente por

(p+q)(x) = p(x)+q(x) =
∑

i1,...,im=0,...,n

ai1,...,imx
i1
1 · · ·ximm +

∑
i1,...,im=0,...,n

bi1,...,imx
i1
1 · · · ximm

=
∑

i1,...,im=0,...,n

(ai1,...,im + bi1,...,im)xi11 · · ·ximm

e

(λp)(x) = λp(x) = λ
∑

i1,...,im=0,...,n

ai1,...,imx
i1
1 · · ·ximm =

∑
i1,...,im=0,...,n

λai1,...,imx
i1
1 · · ·ximm
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Analogamente, o espaço

PK[x1, . . . , xm] =
⋃
n∈N

P
(n)
K [x1, . . . , xm]

de polinômios, em várias variáveis, de grau qualquer também é um espaço vetorial
quando munido da mesma operação de multiplicação por escalar e com a adição feita
de maneira análoga.

Exemplo 1.14 (Espaço de funções teste). Um importante espaço vetorial de fun-
ções é o espaço de funções teste D(Ω) = C∞c (Ω), dado pelas funções reais definidas
em um domínio Ω ⊂ Rd, d ∈ N, que são infinitas vezes continuamente diferenciáveis
e de suporte compacto, i.e. tais que existe um compacto K ⊂ Ω, tal que a função se
anula no complementar Ω\K. Da mesma forma, temos os espaços Ckc (Ω), k ∈ N, das
funções k vezes diferenciáveis e de suporte compacto e o espaço Cc(Ω) das funções
contínuas de suporte compacto.

Exemplo 1.15 (espaço de Schwartz). Um outro espaço que também serve de
funções teste é o espaço de Schwartz

S(Rd) =

{
f ∈ C∞(Rd); ∀α,β ∈ Nd, sup

x∈Rd
‖xα(Dβf)(x)‖Rd <∞

}
,

onde d ∈ N, xα = (xα1
1 , . . . , x

αd
d ) e Dβf = (∂β1x1f, . . . , ∂

βd
xd
f), para α = (α1, . . . , αd) ∈

Nd e β = (β1, . . . , βd) ∈ Nd. Este é o espaço das funções teste com decaimento
super-polinomial das funções e das suas derivadas. A versão com valores complexos,
importante na teoria de transformadas de Fourier (veja Exemplo 1.12), é dada por

S(Rd,C) =

{
f ∈ C∞(Rd,C); ∀α,β ∈ Nd, sup

x∈Rd
‖xα(Dβf)(x)‖Rd <∞

}
.

Exemplo 1.16 (Matrizes). O espaço Km×n das matrizes m× n, i.e. m linhas e n
colunas, onde m,n ∈ N, também é um espaço vetorial munido das operações realiza-
das “coeficiente a coeficiente”, i.e. se A = (aij)i=1,...,m,j=1,...,n, B = (bij)i=1,...,m,j=1,...,n

e λ ∈ K, então

A + B = (aij + bij)i=1,...,m,j=1,...,n, λA = (λaij)i=1,...,m,j=1,...,n.

Uma matriz m× n pode ser representada da seguinte forma

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


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O elemento neutro da adição matricial é a matriz nula 0 = (0)i=m,j=ni,j=1 , em que todos os
seus coeficientes são nulos. Para explicitar as dimensões, podemos escrever 0 = 0m,n,
para indicar a matriz nula m× n.

As matrizes ainda têm uma outra operação que é a de multiplicação matricial. Da-
das duas matrizes A ∈ Km×p e B = Kp×n, com o número de colunas de A coincidindo
com o número de linhas de B, podemos formar uma nova matriz AB ∈ Km×n mul-
tiplicando apropriadamente os seus coeficientes. De fato, se A = (aij)i=1,...,m,j=1,...,p e
B = (bij)i=1,...,p,j=1,...,n, então AB = (cij)i=1,...,m,j=1,...,n é definida por

cij =
∑

k=1,...,n

aikbkj.

Cada linha i de A é multiplicada, coeficiente a coeficiente, por cada coluna j de B, e
os produtos são somados entre si, para gerar o elemento cij de AB. Analogamente,
podemos multiplicar uma matriz A = (aij)i=1,...,m,j=1,...,p por um vetor u = (xj)j=1,...,n

nos dando o vetor Au = (yi)i=1,...,n, com

yi =
∑

j=1,...,n

aijxj.

Amultiplicação matriz-vetor Au está ligada a transformações lineares, enquanto que o
produto matriz-matriz está ligado à composição de transformações lineares, conforme
veremos no Capítulo 4. Uma matriz com propriedades especiais para a multiplicação
é a matriz identidade I = In = (δij)

n
i,j=1, onde δij é o Delta de Kronecker, definido

por δij = 1, se i = j, e δij = 0, se i 6= j. Em representação matricial,

I = In =


1 0 · · · 0

0
. . . . . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 1


Exemplo 1.17 (Polinômios de matrizes quadradas). Analogamente, podemos de-

finir o espaço

P
(n)
K [A] = {a0I + a1A + · · ·+ anA

n; a0, . . . , an ∈ K}
dos polinômios de grau no máximo n ∈ N, com coeficientes em um corpo K, em uma
variável matricial A ∈ Km×m, m ∈ N, no corpo K, assim como

PK[A] = {a0I + a1A + · · ·+ anA
n; a0, . . . , an ∈ K, n ∈ N}

de polinômios de grau qualquer. Sendo A quadrada, as potências A2, . . . ,An estão
bem definidas e são, também, matrizes quadradas Km×m.



24 1. ESPAÇOS VETORIAIS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−1

0

1

Figura 1.2. Trecho de 10ms de um canal de áudio com frequência de
amostragem 44,100Hz, contendo 410 amostras, visualizado como um
gráfico do sinal em função do tempo.

Exemplo 1.18. Variedades diferenciáveis M são estruturas que podem ser pen-
sadas localmente como um espaço vetorial [3]. A variedade em si não é um espaço
vetorial, mas, em cada ponto p ∈M, podemos definir um espaço tangente TpM. Este,
sim, é um espaço vetorial. O conjunto TM de todos os espaços tangentes é o chamado
fibrado tangente de M.

Exemplo 1.19 (Registro de áudio). Em processamento de sinais digitais de áudio,
cada canal é registrado como um (longo) vetor, cujo tamanho depende do tempo de
gravação e da frequência de amostragem (sampling) (veja Figura 1.2). Uma frequência
comum é a de 44,100Hz, ou seja, 44,100 registros a cada segundo, contendo uma
medida do nível de pressão acústica a cada registro. A variação desse nível ao longo
do tempo é refletida em diversas elementos musicais, como altura, dinâmica e timbre.
Essa frequência de amostragem é capaz de resolver todas as frequências audíveis pelos
seres humanos, que vão de algo da ordem de 20Hz a 20,000Hz, evitando o efeito de
aliasing, em que uma frequência mais alta é confundida com uma mais baixa, por falta
de amostragem adequada (procure pelo Teorema de Nyquist-Shannon, que garante
que cada frequência de amostragem de f Hz é capaz de registrar todas as frequências
abaixo de (f/2)Hz). Teoricamente, podemos considerer esse sinal como um vetor em
Rn, para n = 44, 100 para cada segundo gravado. Porém, o computador não é capaz
de armazenar um conjunto ilimitado de números reais. Cada amostra é armazenada,
então, com um certo número de bits, tipicamente 16 ou 24 bits. Em cima disso,
usa-se, ainda, técnicas de compressão de dados, para reduzir o tamanho do arquivo
de áudio. De qualquer maneira, a idealização do registro de áudio como um vetor em
um espaço Rn é extremamente útil na análise de sinais de áudio. O processamento
de áudio, como a análise e ajuste do espectro de frequências, pode ser visto como
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transformações nesses espaços, como a transformada discreta de Fourier, que veremos
posteriormente. Além de vários outros efeitos em instrumentos musicais, como delay,
reverb e distorção, assim como os efeitos de resposta de impulso (impulse response),
para a simulação de timbres de outros instrumentos, amplificadores e ambientes.

Exemplo 1.20 (Imagens e vídeos digitais). Uma imagem digital também pode
ser pensada como um elemento u = (uijk)ijk de um espaço vetorial Rm×n × R3, com
k = 1, 2, 3 representando as intensidades de cada cor, digamos em RGB (vermelho,
verde e azul), j = 1, . . . , n o número de colunas e i = 1, . . . ,m o número de linhas de
cada imagem. Vídeos podem ser pensados como elementos em Rm×n×R3×Rk, com
k representando o número de quadros registrados ao longo do tempo, que depende
do intervalo de tempo e do número de quadros por segundo. O processamento de
imagens e vídeos pode ser pensado como um conjunto de transformações (lineares ou
não-lineares) nesses espaços.

1.3. Isomorfismo entre espaços vetoriais. Um polinômio de grau 2, com
coeficientes reais, pode ser escrito, de maneira geral, na forma

p(x) = ax2 + bx+ c,

onde a, b, c ∈ R são arbitrários. Tudo o que determina esse polinômio são os coe-
ficientes a, b, c, que formam uma tripla (a, b, c) arbitrária em R3. De certa forma,
um polinômio pode ser representado por um vetor em R3. Inclusive as operações de
adição e multiplicação por escalar se correspondem, visto que
p1(x) + p2(x) = a1x

2 + b1x+ c1 + a2x
2 + b2x+ c2 = (a1 + a2)x2 + (b1 + b2)x+ (c1 + c2)

corresponde ao vetor (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2) = (a1, b1, c1) + (a2, b2, c2) e

λp(x) = λ(ax2 + bx+ c) = (λa)x2 + (λb)x+ (λc)

corresponde ao vetor (λa, λb, λc) = λ(a, b, c). Ou seja, do ponto de vista do conjunto
e da estrutura linear do espaço, os espaços P

(2)
R [x] e R3 são similares. Tudo o que

se pode fazer com adições de elementos e multiplicações por escalar pode ser feito
em um ou em outro, antes ou depois de fazer essa correspondência. Isso pode ser
formalizado com o conceito de isomorfismo.

Definição 1.3 (Isomorfismo entre espaços vetoriais). Um isomorfismo entre
espaços vetoriais X e Y sobre o mesmo corpo K é uma bijeção ϕ : X → Y que
preserva a estrutura linear dos espaços, i.e.

ϕ(u + v) = ϕ(u) + ϕ(v)

e
ϕ(λu) = λϕ(u),
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para u,v ∈ X, λ ∈ K quaisquer. Nesse caso, dizemos que X e Y são espaços
isomorfos entre si.

Observação 1.5. A definição acima de isomorfismo garante automaticamente
que a inversa ϕ−1 : Y → X também preserva a estrutura linear, de Y para X.
Vale ressaltar, também que as adições e multiplicações por escalar em cada lado das
equações acima são nos seus respectivos espaços.

Observação 1.6. “Isomorfismo” significa “mesma forma”, das raízes gregas “iso”
(igual) e “morphus” (forma). É um conceito pervasivo em matemática, visando classi-
ficar estruturas que têm a mesma forma, e logicamente depende da estrutura do objeto
em estudo. Um isomorfismo entre conjuntos basta ser uma bijeção, pois apenas os
objetos contam. Um isomorfirmo entre espaços topológicos deve ser uma bijeção con-
tínua, que é a essência do conceito de topologia. Um isomorfismo entre grupos deve
preservar a operação de multiplicação (ou adição ou seja lá qual for a operação binária
do grupo). E assim por diante. No caso de espaços vetoriais, é a linearidade que deve
ser preservada.

Exemplo 1.21. No caso dos polinômios de grau até dois, a função ax2 + bx+ c 7→
(a, b, c) é um isomorfismo entre P

(2)
R [x] e R3.

Exemplo 1.22. No caso de uma matriz(
a b
c d

)
∈ R2×2,

um isomorfismo com R4 é obtido levando a matriz com esses coeficientes no vetor
(a, b, c, d) ∈ R4.

Exemplo 1.23. Caso tenhamos dois espaços da forma X = Rn e Y = Rm, então
Rn × Rm não é exatamente o mesmo que Rn+m, mas os espaços são trivialmente
isomorfos e são, muitas vezes, tratados indistintamente. No primeiro caso, temos
v ∈ X × Y da forma v = (u,w) onde u = (x1, . . . , xn) e w = (y1, . . . , ym), de
maneira que

v = ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym)),

enquanto que ṽ ∈ Rn+m tem a forma
ṽ = (z1, . . . , zn, zn+1, . . . , zn+m),

mas é claro que podemos fazer o isomorfismo
((x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym)) 7−→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

Exemplos naturais em que se considera Rn × Rm ao invés de Rn+m aparecem em
mecânica e em muitos outros problemas. Por exemplo, o estado cinemático de uma
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única partícula se movendo no espaço é dado pelo par ordenado (x,v) ∈ R3×R3, onde
x = (x1, x2, x3) indica a posição da partícula e v = (v1, v2, v3) indica a velocidade
da partícula. O movimento de n partículas se escreve em um espaço R3n × R3n,
com n vetores posição e n vetores velocidade. Em mecânica Lagrangiana, usamos
q ∈ Rk para as coordenadas generalizadas de um sistema de partículas, incluindo
possivelmente alguma restrição, e p ∈ Rk para os momentos generalizados, formando
o par (p,q) ∈ Rk × Rk. Em estudos de sensibilidade nas condições iniciais x0 de um
sistema t 7→ x(t; x0) com x(t; x0) ∈ Rn, é comum considerarmos o sistema estendido
envolvendo o estado x(t; x0) ∈ U = Rn do sistema no instante t junto com a evolução
da diferencial Dx0x(t; x0) ∈ Rn×n, nos dando um sistema em Rn × Rn×n, que é
isomorfo a Rn+n2 . Caso o sistema dependa de parâmetros p ∈ Rk e queiramos estudar
a sensibilidade de x(t; x0,p) também nos parâmetros, devemos incluir as diferenciais
(Dx0x(t; x0,p), Dpx(t; x0,p)) ∈ Rn×n×Rn×k, nos dando um sistema em Rn×Rn×n×
Rn×k.

Exemplo 1.24 (Complexificação dos reais). A complexificação Rn
C de Rn, n ∈ N,

é isofomorfo ao espaço Cn. Verifique isso no Exercício 4.7.

Exemplo 1.25 (Matrizes em blocos). De maneira análoga à feita no Exemplo 1.23,
podemos separar uma matriz Rm×n em blocos R(m1+m2)×n = Rm1×n × Rm2×n ou
Rm×(n1+n2) = Rm×n1 × Rm×n2 ou, mais geralmente, R(m1+m2)×(n1+n2) = (Rm1×n1 ×
Rm×n2)× (Rm2×n1×Rm2×n2). No primeiro caso, acompanhando a estrutura de linhas,
escrevemos

A =

[
Am1×n
Am2×n

]
,

onde as dimensões dos blocos de matrizes estão indicadas no subescrito, i.e. Am1×n ∈
Rm1×n e Am2×n ∈ Rm2×n.

No segundo caso, escrevemos

A =
[
Am×n1 Am×n2

]
.

No terceiro caso, escrevemos

A =

[
Am1×n1 Am1×n2

Am2×n1 Am2×n2

]
.

Quando as dimensões são compatíveis, podemos fazer os produtos matriciais bloco
a bloco: [

A B
] [C

D

]
= AC + BD,

[
A
B

] [
C D

]
=

[
AC AD
BC BD

]
,



28 1. ESPAÇOS VETORIAIS

além de[
A B
C D

] [
E
F

]
=

[
AE + BF
CE + DF

]
,

[
A B

] [C D
E F

]
=
[
AC + BE AD + BF

]
,

e [
A B
C D

] [
E F
G H

]
=

[
AE + BG AF + BH
CE + DG CF + DH

]
É claro que essa mesma ideia pode ser generalizada para vários blocos:

A =


A11 A12 · · · A1k

A21 A22 · · · A2k
...

... . . . ...
Al1 Al2 · · · Alk

 ,
onde Aij ∈ Rmi×nj e A ∈ Rm×n = R(m1+···+ml)×(n1+···+nk), n = n1 + · · · + nk, m =
m1 + · · ·+ml.

2. Subespaço vetorial

Subconjuntos de um espaço vetorial que herdam, de certa forma, a estutura linear
têm um papel importante na teoria e ganham um nome especial de subespaço.

2.1. Definição e exemplos.

Definição 2.1 (Subespaço). Um subespaço vetorial, ou simplesmente um su-
bespaço, de um espaço vetorial X sobre um corpo K é um subconjunto não-vazio
S ⊂ X que é fechado pelas operações de adição e multiplicação por escalar do espaço,
ou seja, tal que

(i) u + v ∈ S, para todo u,v ∈ S;
(ii) λu ∈ S, para todo λ ∈ K e todo u ∈ S;

Caso S seja diferente de X, ou seja, caso S esteja estritamente contido em X, dizemos
que S é um subespaço próprio de X e escrevemos, mais precisamente, S $ X. Caso
S = {0}, dizemos que S é o subespaço trivial de X.

Observação 2.1. Graças às propriedades de invariância, um subespaço herda do
espaço todo as operações de adição e multiplicação por escalar de tal forma que o
próprio subespaço se torna um espaço vetorial. Observe que escolhendo um vetor
v ∈ S qualquer (estamos assumindo que um subespaço é não-vazio) e tomando λ = 0
em K, temos que o vetor nulo 0v = 0 pertence a S. Portanto, temos, naturalmente,
que {0} ⊆ S ⊆ V .
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S2

S1

u v

uvu+ v

u
λu

y

x

z

Figura 2.1. Exemplos de subespaços: S1, de dimensão um, e S2, de
dimensão 2, com as ilustrações de serem invariantes por multiplicação
por escalar e adição.

Observação 2.2. Em termos de notação, vamos usar, com frequência, os símbolos
U, V,W, S, . . . para denotar subespaços vetoriais.

Exemplo 2.1 (Planos no espaço). Um plano P = {(x, y, z) ∈ R3; ax+ by+ cz =
d}, onde a, b, c, d ∈ R, é um subespaço vetorial de R se, e somente se, d = 0, ou seja,
se, e somente se, P passa pela origem. De fato, se u1 = (x1, y1, z1) e u2 = (x2, y2, z2)
são elementos de P , então

u1 + u2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2),

ou seja, u1 + u2 = (x, y, z) com x = x1 + x2, y = y1 + y2 e z = z1 + z2. Dessa forma,
com

ax+ by + cz = a(x1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + z2)

= ax1 + by1 + cz1 + ax2 + by2 + cz2 = d+ d = 2d.

Portanto, u1 + u2 ∈ P se, e somente se, 2d = d, ou seja, se, e somente se d = 0. Por
outro lado, se u = (x, y, z) ∈ P e λ ∈ R arbitrário, então λu = (λx, λy, λz). Temos,

a(λx) + b(λy) + c(λz) = λ(ax+ by + cz) = λd,

de modo que λu ∈ P se, e somente se, λd = d, portanto se, e somente se, d = 0. Com
isso, concluímos que P é subespaço se, e somente se, d = 0.
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Exemplo 2.2 (Subespaços de Polinômios). O conjunto P
(n)
R [x] de polinômios de

grau até n é subespaço de P
(m)
R [x], para m ≥ n, além de ser subespaço do espaço

PR[x] dos polinômios de grau arbitrário. Considerando x ∈ R, esses espaços também
podem ser visto como subespaços do espaço C(R) das funções contínuas em R, entre
outros.

Exemplo 2.3 (Subespaços de funções teste). As funções teste mencionadas no
Exemplo 1.14 e no Exemplo 1.15 podem ser ordenadas em subespaços da seguinte
forma

D(Rd) ⊂ S(Rd),

assim como
D(Ω) = C∞c (Ω) ⊂ Ckc (Ω) ⊂ Cc(Ω).

Exemplo 2.4 (Matrizes com traço nulo). Dada uma matriz quadrada A =
(aij)

n
ij=1 em Rn×n, n ∈ N, a traço tr(A) de A é o somatório dos elementos da di-

agonal de A, i.e.
tr(A) = a11 + · · ·+ ann.

O conjunto
S = {A ∈ Rn×n; tr(A) = 0}

das matrizes de traço nulo é um subespaço de Rn×n.

Observação 2.3 (Matriz transposta). Para os próximos dois exemplos, lembra-
mos que, dada uma matriz A = (aij)

i=m,j=n
i,j=1 em Rm×n, m,n ∈ N, a transposta Atr

de A é a matriz Atr = (ãij)
i=n,j=m
i,j=1 obtida trocando-se as linhas pelas colunas, i.e.

ãij = aji, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Mais explicitamente,

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , Atr =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

... . . . ...
a1n a2n · · · amn

 .
Por exemplo,

A =

[
1 2 3
4 5 6

]
, Atr =

1 4
2 5
3 6

 .
Exemplo 2.5 (Matrizes simétricas). No caso de matrizes reais quadradas, a ma-

triz e a sua transposta têm as mesmas dimensões e pertencem ao mesmo espaço,
podendo ser comparadas entre si. Nesse caso, temos o conjunto

S = {A ∈ Rn×n; Atr = A}
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das matrizes simétricas , que é um subespaço de Rn×n.

Exemplo 2.6 (Matrizes anti-simétricas). Da mesma forma, o conjunto

A = {A ∈ Rn×n; Atr = −A}
das matrizes anti-simétricas também é um subespaço de Rn×n. Em termos dos com-
ponentes, sendo A = (aij)

n
ij=1 em Rn×n anti-simétrica, com n ∈ N, temos aji = −aij,

para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Em particular, temos aii = −aii, ou seja, aii = 0, para
i = 1, . . . , n. Com isso, o traço da matriz também é nulo,

A = a11 + · · ·+ ann = 0 + · · ·+ 0 = 0, ∀A ∈ A.

Observação 2.4 (Matriz conjugada-transposta ou transposta hermitiana). Nos
complexos, podemos considerar, também, a transposta de uma matriz A = (aij)

i=m,j=n
i,j=1 ∈

Cm×n, mas, nesse caso, a definição mais útil é a de matriz conjugada-transposta,
ou transposta hermitiana, dada por AH = (aji)

i=n,j=m
i,j=1 . Mais explicitamente,

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 , AH =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

... . . . ...
a1n a2n · · · amn

 .
Por exemplo,

A =

[
1 + i 2i 3

4 5i 6− i

]
, AH =

1− i 4
−2i −5i

3 6 + i

 .
Outras notações usuais são Ātr, Atr, A† e, muito frequentemente, A∗, mas, neste
texto, vamos reservar o asterisco para operadores.

Exemplo 2.7 (Matrizes hermitianas e anti-hermitianas). No caso de matrizes
complexas quadradas, a matriz e a sua conjugada-transposta pertencem ao mesmo
espaço e podem ser comparadas entre si. Nesse caso, os conjuntos

H = {A ∈ Cn×n; AH = A}
das matrizes hermitianas e

A = {A ∈ Cn×n; AH = −A}
das matrizes anti-hermitianas são subespaços de Cn×n.

A partir de subespaços vetoriais dados, podemos formar um novo subespaço, dado
pela interseção entre os subespaços dados.
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Exemplo 2.8 (Interseção de subespaços). Dados dois subespaços S1, S2 de um
mesmo espaço vetorial X, é fácil verificar que S1∩S2 também é subespaço. Da mesma
forma, se S1, . . . , Sk são subespaços, onde k ∈ K, então S1 ∩ · · · ∩ Sk também é.

2.2. Combinação linear. Como vimos, a essência de um espaço vetorial são as
operações de adição e multiplicação por escalar. Qual é o mínimo que podemos fazer
com isso? Combinações lineares!

Definição 2.2 (Combinação linear). Seja X um espaço vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um elemento u ∈ X é uma combinação linear de elementos
v1, . . . ,vn ∈ X, n ∈ N, quando

u = x1v1 + . . .+ xnvn,

para alguma combinação x1, . . . , xn ∈ K de elementos do corpo.

Exemplo 2.9 (Combinação em espaços Euclidianos). O vetor u = (1, 2) pode ser
escrito como as seguintes combinações lineares

(2, 5) = 2(1, 0) + 5(0, 1),

(2, 5) = (2, 0) + (0, 5),

(2, 5) = 2(1, 1) + 3(0, 1),

(2, 5) = (1, 0) + (1, 1) + 2(0, 2),

(2, 5) =
1

2
(4, 10).

Exemplo 2.10 (Combinação de monômios). Um polinômio de grau n em R é
combinação linear de {1, x, . . . , xn}.

Exemplo 2.11 (Combinação senoidal). Uma função senoidal x(t) = cos(θ + ωt)
com fase θ arbitrária e frequência ω dada pode ser escrita como combinação linear
de um seno e um cosseno com mesma frequência e sem mudança de fase:

cos(θ + ωt) = Aθ cos(ωt) +Bθ sen(ωt),

onde
Aθ = cos θ, Bθ = − sen θ,

que segue da fórmula cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sen(a) sen(b), com a = θ e b = ωt.

As operações de adição e multiplicação por escalar entre elementos do espaço
vetorial X e do corpo K associado pode ser estendida a subconjuntos de X e de K:
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Definição 2.3 (Combinação linear de conjuntos). Seja X um espaço vetorial
sobre um corpo K. Dados conjuntos A,B ⊂ X e Λ ⊂ K, além de elementos v ∈ X e
λ ∈ K, podemos definir os conjuntos

A+B = {u ∈ X; ∃a ∈ A,∃b ∈ B, u = a + b},

v + A = {u ∈ X;∃a ∈ A,u = v + a},

ΛA = {u ∈ X; ∃a ∈ A, ∃λ ∈ Λ, u = λa},

λA = {u ∈ X; ∃a ∈ A, u = λa},
e

Λv = {u ∈ X; ∃λ ∈ Λ, u = λv}.

Exemplo 2.12 (Paralelogramo). Um paralelogramo ∂Ω com vértices A,B,C,D
no plano, onde o lado AB é semelhante a CD e o lado AC é semelhante a BD pode
ser escrito como a seguinte soma de conjuntos, no espaço vetorial R2:

∂Ω = {
−→
OA,
−−→
OB,

−→
OC,
−−→
OD} =

−→
OA+ {

−→
OO,
−→
AB}+ {

−→
OO,
−→
AC}

onde O representa a origem no plano, correspondendo a vetor nulo 0 =
−→
OO no

espaço vetorial. Em relação à notação, observe que se P = (x, y) é um ponto no
plano xy com coordenadas (x, y), então interpretamos

−→
OP = (x, y) como um vetor no

espaço vetorial R2, enquanto que OP indica o segmento de reta, no plano, que liga a
origem do plano ao ponto P . Aqui, usamos R2 para representar apenas o conjunto de
pontos no plano xy, sem estrutura algébrica, como o espaço vetorial obtido a partir
dele, juntando as operações de adição e multiplicação por escalar. Em alguns textos,
há uma notação diferente para o espaço vetorial, como En, reservando Rn para o
conjunto. Não vamos fazer essa distinção aqui, mas é importante saber que são dois
objetos matemáticos diferentes.

Exemplo 2.13 (Interior de um paralelogramo). No exemplo Exemplo 2.12, a
região Ω delimitada pelo paralelogramo ∂Ω pode ser escrita como

Ω =
−→
OA+ {

−→
OO,
−→
AB}+ {λ

−→
AC; 0 ≤ λ ≤ 1} =

−→
OA+ {

−→
OO,
−→
AB}+ [0, 1]{

−→
AC}

2.3. Subespaço gerado e conjunto gerador. O conjunto formado por todas
as combinações lineares de determinados vetores tem a propriedade de qualquer com-
binação linear de seus vetores continuar no próprio conjunto. Ou seja, ele é um
subespaço vetorial. Esse é um tipo de subespaço muito importante, que aparece de
diversas formas e leva um nome especial.
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Definição 2.4 (Subespaço gerado e conjuntos geradores). Seja X um espaço
vetorial sobre um corpo K e sejam v1, . . . ,vk ∈ X, k ∈ N. O subespaço gerado por
esses vetores é o conjunto formado por todas as combinações lineares desse vetores e
é denotado por span{v1, . . . ,vk}, i.e.

span{v1, . . . ,vk} = {v ∈ X; ∃x1, . . . , xn ∈ K tais que v = x1v1 + . . .+ xnvn} .
Por outro lado, dizemos que {v1, . . . ,vk} gera ou é um conjunto gerador de um
subespaço S ⊂ X quando S = span{v1, . . . ,vk}.

Mais geralmente, o subespaço gerado por um subconjunto A ⊂ X de X é o conjunto
de todas as combinações lineares de A, i.e.

span(A) = {v ∈ X; ∃n ∈ N,∃x1, . . . , xn ∈ K,
∃v1, . . . ,vn ∈ A tais que v = x1v1 + . . .+ xnvn} .

Da mesma forma, um subconjunto A ⊂ X é gera ou é dito um conjunto gerador
de um subespaço S ⊂ X quando S = span(A).

Observação 2.5. Dado um subconjunto B ⊂ X de um espaço vetorial X e um
subconjunto A tal que todo elemento de B pode ser escrito como combinação linear
de elementos de A, isso não quer dizer que B = span(A). O máximo que podemos
afirmar nesse caso é a inclusão B ⊂ span(A). Para que B = span(A), precisamos ter
que todas as combinações lineares de A estejam em B. Por exemplo, a bola unitária
B = {(x, y) ∈ R2; x2 +y2 ≤ 1} está contida no espaço gerado span{(1, 0), (0, 1)}, que
é todo o R2.

Exemplo 2.14 (geradores de R2). Qualquer vetor (x, y) ∈ R2 pode ser escrito em
termos de um número finito de vetores, de várias formas:

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1),

= x(1, 1) + (y − x)(0, 1),

= (x+ y)(1, 1)− y(1, 0)− x(0, 1)

= x(1, 1) + 0(1, 0) + (y − x)(0, 1)

= y(1, 1) + (x− y)(1, 0) + 0(0, 1)

= · · · ,

ou seja,

R2 = span{(1, 0), (0, 1)} = span{(1, 1), (0, 1)}
= span{(1, 1), (1, 0), (0, 1)} = span{(2, 3), (3, 2)}.
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Exemplo 2.15 (Senoidal). Fixado ω 6= 0, temos, para A, θ ∈ R quaisquer,

A cos(θ + ωt) = A cos θ cos(ωt)− A sen θ sen(ωt).

Além disso, dados a, b ∈ R, definindo A por

A =
√
a2 + b2,

vemos que

−1 ≤ a

A
,
b

B
≤ 1,

( a
A

)2

+

(
b

A

)2

= 1,

de maneira que existe um único θ tal que

a = cos θ, b = − sen θ.

Com isso,

a cos(ωt) + b sen(ωt) = A cos θ cos(ωt)− A sen θ sen(ωt) = A cos(θ + ωt).

Ou seja,
Sω = {A cos(θ + ωt), A, θ ∈ R} = span{cos(ωt), sen(ωt)}.

Exemplo 2.16 (Senoidal com amplitude fixa). No contexto do Exemplo 2.15, se
considerarmos apenas ω, com amplitude constante A = 1, por exemplo, não temos o
espaço gerado todo, ou seja, temos apenas a inclusão

{cos(θ + ωt), θ ∈ R} ⊂ span{cos(ωt), sen(ωt)},
sendo que {cos(θ + ωt), θ ∈ R} é subconjunto que não é um subespaço.

Exemplo 2.17 (Polinômios). Dado n, temos

P
(n)
R [x] = {p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n; a0, . . . , an ∈ R} = span{1, x, . . . , xn},
ao passo que, permitindo que n varie,

PR[x] = {p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n; n ∈ N, a0, . . . , an ∈ R} = span(A),

onde
A = {1, x, x2, . . .} =

⋃
n∈Z,n≥0

{xn}.

A combinação linear de subespaços vetoriais também dá um subespaço vetorial.

Exemplo 2.18 (Soma de subespaços). Dados dois subespaços S1, S2 de um mesmo
espaço vetorial X, é fácil verificar que S1 +S2 também é subespaço. Da mesma forma,
se S1, . . . , Sk são subespaços, onde k ∈ K, então S1 + · · ·+ Sk também é.
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3. Espaço quociente a um subespaço

Dado um subespaço vetorial S de um espaço vetorial X sobre um corpo K, temos
associado a ele uma relação de equivalência entre vetores cuja diferença está no su-
bespaço S, gerando uma família de subespaços afim. Essa família herda, de maneira
natural, as operações de adição e multiplicação por escalar, formando um espaço ve-
torial. Esse estrutura pode ser explorada para esclarecer e para simplificar diversas
construções que veremos posteriormente.

3.1. Classe de equivalência módulo um subespaço. Dado um subespaço
vetorial S de um espaço vetorial X sobre um corpo K, temos associado a ele uma
relação de equivalência entre vetores u,v ∈ X dada por

u ∼ v ⇔ u− v ∈ S.
Essa relação de equivalência também é denotada na forma

u ≡ v mod S,

indicando, mais explicitamente, que u e v são congruentes módulo S.
O fato disso ser uma relação de equivalência nos permite decompor o espaço

na união disjunta das classes de equivalência. Uma classe de equivalência é um
conjunto A ⊂ X tal que

(i) A é não vazio;
(ii) Se u,v ∈ A, então u ∼ v, ou seja, todos os elementos da classe são equiva-

lentes entre si; e
(iii) Se u ∈ A e v ∈ X são tais que u ∼ v, então v ∈ A, ou seja, A contém todos

os elementos equivalentes da classe.
Denotamos uma classe de equivalência pelo símbolo [[·]]. Mais precisamente, dado

um certo elemento u ∈ X, denotamos o conjunto de todos os elementos equivalentes
a u por

[[u]] = {v ∈ X; v ∼ u}.
Observe que podemos escrever

[[u]] = {v; v ∼ u} = {v; w = v − u ∈ S} = {u + w; w ∈ S} = u + S.

3.2. Espaço quociente. Um fato fundamental de relações de equivalência é o
de que duas classes de equivalência ou são disjuntas ou são iguais. Por conta disso,
para quaisquer dois vetores u e v na mesma classe de equivalência, i.e. u ∼ v, temos
u− v ∈ S, de modo que

[[u]] = u + S = v + (u− v) + S = v + S = [[v]] ,
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Isso nos permite operar nas classes de equivalência através de seus representantes,
sem que certas operações dependam do representante: podemos somar duas classes
de equivalência [[u1]] e [[u2]] para obter a classe de equivalência [[u1 + u2]]; e podemos
multiplicar uma das classes por λ para obter [[λu]].

Assim, temos um espaço quociente, denotado por X/S, formado pelo conjunto
das classes de equivalência, de tal forma que as operações de adição de vetores e
multiplicação por escalar em X se estendem naturalmente a X/S:

Definição 3.1 (Espaço quociente). Seja X um espaço vetorial sobre um corpo
K e seja S ⊂ X um subespaço vetorial de X. Então o espaço quociente de X por S,
denotado por X/S, é o conjunto das classes de equivalência de ∼, que é um conjunto
de subconjuntos de X dado por

X/S = {W ⊂ X;W é uma classe de equivalência módulo S}
= {W ⊂ X; ∃u ∈ X, W = [[u]]}
= {[[u]] ; u ∈ X}
= {u + S; u ∈ X},

munido das operações de adição e multiplicação por escalar definidas por

[[u1]]
∼
+ [[u2]] = [[u1 + u2]]

e
λ
∼· [[u]] = [[λu]] .

Observação 3.1. Observe que a classe de equivalência módulo um subespaço S
é o conjunto dos subespaços afim de S.

Observação 3.2. Levando em consideração a representação [[u]] = u+S, a adição
em X/S pode ser escrita como

[[u1]]
∼
+ [[u2]] = (u1 + S)

∼
+ (u2 + S) = u1 + u2 + S

e a multiplicação como

λ
∼· [[u]] = λ

∼· (u + S) = λu + S.

Observe que, quando λ 6= 0, então podemos escrever a multiplicação por escalar em
X/S como multiplicação em conjuntos:

λ
∼· [[u]] = λu + S = λu + λS = λ(u + S) = λ [[u]] ,

mas quando λ = 0, isso não é possível, caso contrário o resultado seria o espaço
trivial {0} ao invés do subespaço S. Mas sempre podemos corrigir isso adicionando
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o elemento neutro [[0]] da adição, de modo que podemos fazer essa aritmética das
classes via subespaços afim e soma de conjuntos, por exemplo

0
∼· [[u]] = 0 [[u]] + [[0]] = 0(u + S) + S = 0 + S = [[0]] .

4. Aplicações

4.1. Representação computacional de matrizes especiais. Na Seção 1.5,
vimos algumas matrizes quadradas especiais, como matrizes simétricas e matrizes
diagonais. Como dito, essas formas especiais podem ser exploradas em pacotes com-
putacionais para economizar espaço de memória e para acelerar certos cálculos nu-
méricos, tanto as operações essenciais de multiplicação por escalar e adição, como
multiplicação (composição) de matrizes e diversos tipos de fatoração.

Abaixo, por exemplo, uma lista de alguns tipos especiais de matrizes, definidos
no pacote padrão LinearAlgebra.jl da linguagem de programação Julia:

� �
Bidiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Diagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Tridiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
Hermitian{T,S<:AbstractMatrix{<:T}} <: AbstractMatrix{T}
Symmetric{T,S<:AbstractMatrix{<:T}} <: AbstractMatrix{T}
SymTridiagonal{T, V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
UpperHessenberg{T,S<:AbstractMatrix{T}} <: AbstractMatrix{T}� �

Por exemplo, a matriz diagonal guarda apenas um vetor com os elementos da
diagonal, o que pode ser visto através da sua estrutura:

� �
struct Diagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}

diag::V

function Diagonal{T,V}(diag) where {T,V<:AbstractVector{T}}
require_one_based_indexing(diag)
new{T,V}(diag)

end
end� �

Por sua vez, a matriz tridiagonal simétrica guarda, na memória, apenas dois
vetores, um para diagonal e outra para a superdiagonal, que serve também para a
subdiagonal. Isso pode ser visto através da sua estrutura (omitindo o construtor
interno, para melhor visualização):

� �

https://docs.julialang.org/en/v1/stdlib/LinearAlgebra/
https://julialang.org
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struct SymTridiagonal{T, V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}
dv::V # diagonal
ev::V # superdiagonal

end� �
Podemos criar uma matriz tridiagonal simétrica fornecendo esses dois vetores:

� �
julia> SymTridiagonal([1, 2, 3, 4], [5, 6, 7])
4×4 SymTridiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 5 · ·
5 2 6 ·
· 6 3 7
· · 7 4� �

Algumas estruturas guardam um espaço a mais para a alocação temporária de
variáveis necessárias para certas operações, ganhando eficiência nos cálculos, como a
estrutura para matriz tridiagonal, que guarda um vetor para pivoteamento na decom-
posição LU (que veremos posteriormente):

� �
struct Tridiagonal{T,V<:AbstractVector{T}} <: AbstractMatrix{T}

dl::V # sub-diagonal
d::V # diagonal
du::V # sup-diagonal
du2::V # supsup-diagonal for pivoting in LU

end� �
Abaixo alguns outros exemplos de construção de matrizes especiais.

� �
julia> Diagonal([1 2; 3 4])
2×2 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 ·
· 4

julia> Diagonal([1, 2, 3])
3×3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 · ·
· 2 ·
· · 3

julia> Bidiagonal(ones(Int, 4, 4), :U)
4×4 Bidiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 1 · ·
· 1 1 ·
· · 1 1
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· · · 1

julia> Tridiagonal([21, 32, 43], [11, 22, 33, 44], [12, 23, 34])
4×4 Tridiagonal{Int64, Vector{Int64}}:
11 12 · ·
21 22 23 ·
· 32 33 34
· · 43 44

julia> Symmetric([1 2; 3 4])
2×2 Symmetric{Int64, Matrix{Int64}}:
1 2
2 4

julia> Symmetric([1 + 1im 1 + 2im; 1 + 3im 1 + 4im])
2×2 Symmetric{Complex{Int64}, Matrix{Complex{Int64}}}:
1+1im 1+2im
1+2im 1+4im

julia> Hermitian([1 + 1im 1 + 2im; 1 + 3im 1 + 4im])
2×2 Hermitian{Complex{Int64}, Matrix{Complex{Int64}}}:
1+0im 1+2im
1-2im 1+0im

julia> UpperHessenberg(reshape(1:25, 5, 5))
5×5 UpperHessenberg{Int64, Base.ReshapedArray{Int64, 2, UnitRange{Int64}, Tuple{

}}}:
1 6 11 16 21
2 7 12 17 22
· 8 13 18 23
· · 14 19 24
· · · 20 25� �

Conforme mencionado, essas estruturas podem ser exploradas também para ace-
lerar cálculos numéricos. Por exemplo, a seguinte linha define como é a adição entre
duas matrizes diagonais. Observe que ela simplesmente adiciona os vetores que defi-
nem a diagonal de cada matriz (armazenada no campo diag) e cria uma nova matriz
diagonal com o vetor resultante:

� �
(+)(Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal(Da.diag + Db.diag)� �

Isso explicita o fato do conjunto das matrizes diagonais ser um subespaço linear, visto
que a adição de duas matrizes diagonais gera uma nova matriz diagonal. Idem para
a multiplicação por escalar:
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(*)(x::Number, D::Diagonal) = Diagonal(x * D.diag)� �

Vejamos um exemplo:

� �
julia> Da = Diagonal([1, 2, 3])
3×3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
1 · ·
· 2 ·
· · 3

julia> Db = Diagonal([4, 5, 6])
3×3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
4 · ·
· 5 ·
· · 6

julia> Da + Db
3×3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
5 · ·
· 7 ·
· · 9

julia> λ = 2
2

julia> λ * Da
3×3 Diagonal{Int64, Vector{Int64}}:
2 · ·
· 4 ·
· · 6� �

O código onde essa adição especial é definda pode ser encontrado através das macros
@which ou @edit

� �
julia> @which Da + Db
+(Da::Diagonal, Db::Diagonal)

@ LinearAlgebra /Applications/Julia-1.9.app/Contents/Resources/julia/share/
julia/stdlib/v1.9/LinearAlgebra/src/diagonal.jl:184� �

Junto com essa definição, encontramos várias outras operações otimizadas envolvendo
matrizes diagonais:

� �
(==)(Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Da.diag == Db.diag
(-)(A::Diagonal) = Diagonal(-A.diag)
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(+)(Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal(Da.diag + Db.diag)
(-)(Da::Diagonal, Db::Diagonal) = Diagonal(Da.diag - Db.diag)

for f in (:+, :-)
@eval function $f(D::Diagonal, S::Symmetric)

return Symmetric($f(D, S.data), sym_uplo(S.uplo))
end
@eval function $f(S::Symmetric, D::Diagonal)

return Symmetric($f(S.data, D), sym_uplo(S.uplo))
end
@eval function $f(D::Diagonal{<:Real}, H::Hermitian)

return Hermitian($f(D, H.data), sym_uplo(H.uplo))
end
@eval function $f(H::Hermitian, D::Diagonal{<:Real})

return Hermitian($f(H.data, D), sym_uplo(H.uplo))
end

end

(*)(x::Number, D::Diagonal) = Diagonal(x * D.diag)
(*)(D::Diagonal, x::Number) = Diagonal(D.diag * x)
(/)(D::Diagonal, x::Number) = Diagonal(D.diag / x)
(\)(x::Number, D::Diagonal) = Diagonal(x \ D.diag)
(ˆ)(D::Diagonal, a::Number) = Diagonal(D.diag .ˆ a)
(ˆ)(D::Diagonal, a::Real) = Diagonal(D.diag .ˆ a) # for disambiguation
(ˆ)(D::Diagonal, a::Integer) = Diagonal(D.diag .ˆ a) # for disambiguation
Base.literal_pow(::typeof(ˆ), D::Diagonal, valp::Val) =

Diagonal(Base.literal_pow.(ˆ, D.diag, valp)) # for speed
Base.literal_pow(::typeof(ˆ), D::Diagonal, ::Val{-1}) = inv(D) # for

disambiguation� �
Para efeito de comparação, o teste a seguir exibe o tempo de processamento e a

alocação de memória para a adição de duas matrizes diagonais 1000×1000 guardadas
de maneira completa, como se fosses matrizes densas, preenchida com zeros fora da
diagonal, e o tempo e a alocação obtidos explorando a estrutura diagonal. Observe
a imensa diferença entre os dois tratamentos. Da ordem de 1000 vezes mais rápido e
menos memória.

� �
julia> using BenchmarkTools

julia> Da = Diagonal(rand(Int, 1000)); Db = Diagonal(rand(Int, 1000));

julia> A = Matrix(Da); B = Matrix(Db); # matrizes completas

julia> typeof(A)
Matrix{Int64} (alias for Array{Int64, 2})

julia> typeof(Da)
Diagonal{Int64, Vector{Int64}}
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julia> @btime (+)($A, $B);
304.042 µs (2 allocations: 7.63 MiB)

julia> @btime (+)($Da, $Db);
231.436 ns (1 allocation: 7.94 KiB)� �

Poucas linguagens de programação exploram tão bem essas estruturas. Julia é
um caso particular. Além das estruturas acima, diversas outras matrizes especiais
são definidas e otimizadas em outros pacotes.

Exercícios
4.1. Considere o conjunto

X = {u = (r, cos(r)) ∈ R2; r ∈ R}
munido das operações de adição e multiplicação por escalar em R definidas
por

(r1, cos(r1)) + (r2, cos(r2)) = (r1 + r2, cos(r1 + r2)),

λ(r, cos(r)) = (λr, cos(λr)).

Verifique se X é um espaço vetorial sobre R ou não. Justifique.
4.2. Sejam u,v,w vetores em um espaço vetorial. Demonstre, passo a passo, que

se u + w = v + w, então u = v, indicando qual axioma de espaço vetorial
está sendo usado em cada passo.

4.3. Seja n ∈ N e v um vetor em um espaço vetorial sobre o corpo R. Demonstre
que nv = v + · · · + v, n vezes, indicando, passo a passo, qual axioma de
espaço vetorial está sendo usado.

4.4. Considere o conjunto R2 munido da multiplicação por escalar λ(x, y) =
(λx, λy) usual, mas com a adição definida por

(x1, y1)⊕ (x2, y2) = (x1 + y2, x2 + y1).

Verifique quais axiomas de espaço vetorial continuam válidos e quais não são.
4.5. Considere o conjunto R2 munido da multiplicação por escalar λ(x, y) =

(λx, λy) usual, mas com a adição definida pelo valor médio

(x1, y1)⊕ (x2, y2) =

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
.

Verifique quais axiomas de espaço vetorial continuam válidos e quais não são.
4.6. Verifique que o espaço complexificado definido no Exemplo 1.8 é, de fato, um

espaço vetorial complexo e identifique o elemento neutro da adição.
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4.7. Conforme indicado na Exemplo 1.24, mostre que o espaço complexificado Rn
C

de Rn, n ∈ N, é isomorfo a Cn.
4.8. Seja X um espaço vetorial sobre os reais. Prove que

(a) Todo subespaço afim de X é convexo.
(b) Se um subespaço afim de X é um cone, então é um subespaço.
(c) Todo subconjunto convexo de X é um conjunto de formato estrela.
(d) Se C é um subconjunto convexo de X, u1, . . . ,un ∈ C e 0 ≤ θ1, . . . , θn ≤

1 com
∑

j θj = 1, para algum n ∈ N, então
∑n

j=1 θjuj ∈ C.
(e) Um subconjunto C é um cone convexo não vazio simétrico (i.e. u ∈

C ⇒ −u ∈ C) se, e somente se, é um subespaço.
4.9. Considerando os objetos abaixo como subconjuntos de um espaço vetorial

sobre os reais, prove que
(a) A união arbitrária de subespaços vetoriais pode não ser um subespaço

vetorial;
(b) A interseção arbitrária de subespaços vetoriais é um subespaço vetorial;
(c) A união arbitrária de cones é um cone;
(d) A interseção arbitrária de cones é um cone;
(e) A união arbitrária de convexos pode não ser convexa;
(f) A interseção arbitrária de convexos é um convexo;
(g) A união arbitrária de conjuntos de formato estrela pode não ter formato

estrela;
(h) A interseção arbitrária de conjuntos de formato estrela pode não ser de

formato estrela;
4.10. Prove que o conjunto C = {f ∈ C(I,R);

∫
I
f(x) dx ≥ 0} é um cone convexo

no espaço vetorial X = C(I,R) sobre R.
4.11. Prove que o conjunto de funções sub-harmônicas

C = {f ∈ C2(Ω,R); ∆f ≥ 0}

em um domínio Ω ⊂ Rn, com n ∈ N, é um cone convexo no espaço ve-
torial C2(Ω,R) das funções duas vezes continuamente diferenciáveis em Ω.
Lembrando que ∆f = ∂2

x1
f + · · ·+ ∂2

xnf é o operador laplaciano.
4.12. A envoltória convexa de um subconjunto A em um espaço vetorial X é o

menor conjunto convexo de X que contém A, ou seja, é um subconjunto
convexo de X que contém A e está contido em qualquer outro subconjunto
convexo de X que contém A. Prove que todo subconjunto de X possui uma
envoltória convexa.
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4.13. Seja X um espaço vetorial e seja C ⊂ X um cone em X. Prove que C é
convexo se, e somente se, C é invariante por adição, i.e. se u,v ∈ C, então
u + v ∈ C. O que falta para que C seja um subespaço?

4.14. Lembremos que uma relação de ordem parcial em um conjunto é uma relação
que é reflexiva (u ≤ u para todo u no conjunto), antisimétrica (u ≤ v e v ≤ u
se, e somente se, u = v) e transitiva (u ≤ v e v ≤ w implica em u ≤ w).
Em um espaço vetorial real X, uma relação de ordem parcial ≤ em X é dita
compatível com a estrutura vetorial quando, para u,v,w ∈ X e λ > 0, temos
u − w ≤ v − w e λu ≤ λv, sempre que u ≤ v. Nesse caso, dizemos que
X munido de ≤ é um espaço vetorial com relação de ordem. Um exemplo é
o espaço Rn munido da relação (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) se, e somente se,
xj ≤ yj. Agora, dado um conjunto C ⊂ X em um espaço vetorial real X,
defina u ≤ v se, e somente se, v − u ∈ C. Mostre que essa relação é uma
relação de ordem parcial se, e somente se, C é um cone.

4.15. Identifique quais subconjuntos abaixo são subespaços vetoriais
(a) S = {(x, y, z) ∈ R3; x+ 2y + 3z = 4} em X = R3;
(b) S = {(x, y, z, w) ∈ R4; w = x2 + y2 + z2 + 1} em X = R4;
(c) S = {p ∈ PR[x]; p′(x) = p(x)} em X = PR[x], com x ∈ R;
(d) S = {p ∈ PR[x]; p′(x) = p(x), p(0) = 1} em X = PR, com x ∈ R;
(e) S = {f ∈ C(I,R);

∫
I
f(x) dx = 1} em X = C(I,R), onde I ⊂ R é um

intervalo;
(f) S = {A ∈ Cn×n; A + Ā = I} em X = Cn×n, onde Ā é a matriz

conjugada a A, ou seja, cada coeficiente de Ā é o complexo conjugado
do coeficiente correspondente em A, e onde I é a matriz identidade.

(g) S = {f ∈ C(R); ∃ω ∈ R, f(x) = sen(ωx) + 1;∀x ∈ R} em X = C(R),
ou seja, é o conjunto das funções f(x) = sen(ωx) + 1 para alguma
frequência ω arbitrária.

4.16. Dado um subespaço S de um espaço vetorial X, verifique que a relação
u ∼ v ⇔ u − v ∈ S entre vetores u e v de X é, de fato, uma relação
de equivalência, i.e. satisfaz as propriedades de (i) reflexividade: u ∼ u; (ii)
simetria: u ∼ v se, e somente se, v ∼ u; e (iii) transitividade: u ∼ v e
v ∼ w implica em u ∼ w.





CAPíTULO 2

Base e dimensão

The mighty arms of Atlas hold the heavens from
the earth

– Achilles Last Stand (Presence)
Led Zeppelin, 1976

O conceito de base estabelece a ponte entre a estrutura abstrata de um espaço
vetorial e a representação concreta de seus elementos. Sob essa ótica, objetos de
naturezas distintas (e.g. funções de onda em mecânica quântica, quantidades termo-
dinâmicas em mecânica do contínuo, perfis de risco em portfólios financeiros, estados
de uma rede epidemiológica, sinais digitais de áudio, vetores de frequência semântica
em linguística computacional, etc.) podem ser interpretados em três níveis: como
elementos por si só, em sua existência fenomenológica; como membros de um espaço
vetorial, regidos por leis de adição e multiplicação por escalar; e, finalmente, como
sequências de números, quando fixamos uma base. Essa tríade permite que a com-
plexidade intrínseca de um objeto possa ser traduzida em dados passíveis de análise
vetorial e algébrica. A dimensão, por sua vez, é consequência direta da construção
da base e nos dá uma noção do número de graus de liberdade de um espaço vetorial,
ou seja, o número de coordenadas necessárias para representar seus elementos.

1. Dependência e independência lineares

1.1. Conjuntos linearmente dependentes e linearmente independentes.
Lembremos, agora, a definição de independência linear para um conjunto finito de
vetores.

Definição 1.1 (Conjuntos LI e LD). Seja X um espaço vetorial sobre um corpo
K. Um conjunto finito de vetores {v1, . . . ,vn} ∈ X é dito linearmente indepen-
dente, ou simplesmente LI, quando toda combinação linear satisfazendo

x1v1 + . . .+ xnvn = 0,

47
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onde x1, . . . , xn ∈ K, é tal que

x1 = · · · = xn = 0.

Caso contrário, o conjunto é dito linearmente dependente, ou LD.

Observação 1.1. Observe que um conjunto formado por um único vetor não
nulo u é necessariamente linearmente independente, pois o único múltiplo dele que é
igual ao vetor nulo é o múltiplo xu obtido com o escalar x = 0. Observe, ainda, que
um conjunto linearmente independente tem todos os seus vetores não nulos.

Observação 1.2. Conferir se um determinado conjunto finito de vetores em um
espaço Rm é linearmente independente ou não é equivalente à resolução de um sistema
linear homogêneo. De fato, se {v1, . . . ,vn} ⊂ Rm, escreva as coordenadas de cada
vetor na forma vi = (v1i, . . . , vmi), i = 1, . . . , n. Então a equação

x1v1 + . . .+ xnvn = 0

tem a forma

x1

 v11
...

vm1

+ . . .+ xn

 v1n
...

vmn

 =

0
...
0

 ,

que também pode ser escrito na forma matricial v11 · · · v1n
... . . . ...

vm1 · · · vmn

x1
...

xn

 =

0
...
0

 ,

que é equivalente ao sistema
v11x1 + · · ·+ v1nxn = 0,
... . . . ...

vm1x1 + · · ·+ vmnxn = 0.

Exemplo 1.1 (Vetores canônicos em Rn). Os vetores e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1)
formam um conjunto linearmente independente em R2. De fato, o sistema associado
à equação x1e1 + x2e2 = 0 é simplesmente x1 = 0 e x2 = 0. Mais geralmente, os
vetores canônicos e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . ., en = (0, . . . , 0, 1) são
linearmente independentes em Rn, com o sistema homogêneo associado se tornando
simplesmente xj = 0, j = 1, . . . , n. Qualquer subconjunto não-vazio de {e1, . . . , en}
também é linearmente independente.
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Exemplo 1.2 (Funções linearmente independentes). Considere duas funções com
valores reais f = f(x) e g = g(x) definidas em um intervalo I ⊂ R. Podemos
enxergá-las como vetores no espaço vetorial X = RI . O zero aditivo nesse espaço é a
função identicamente nula, que também denotamos, com um abuso de notação, por
0. Suponha que, nesse espaço, λf + µg = 0, para escalares λ, µ ∈ R, o que significa
que

λf(x) + µg(x) = 0,

para todo x. Se eles não forem linearmente independentes, então existem λ, µ não
ambos nulos tais que essa equação vale para todo x. Se apenas µ = 0, então λf(x) = 0
para todo x, o que implica em f(x) = 0 para todo x, ou seja, f = 0. Se apenas λ = 0,
deduzimos, da mesma forma, que g = 0. Caso nenhuma das duas funções seja nula,
devemos, então, ter ambos λ, µ 6= 0, de modo que g(x) = −(λ/µ)f(x), ou seja, uma
função é um múltiplo da outra e vice-versa. Em resumo, duas funções são linearmente
dependentes caso pelo menos uma delas seja identicamente nula ou caso uma seja um
múltiplo não-nulo da outra. É claro que se uma delas for nula, ela é um múltiplo da
outra, com o múltiplo sendo o zero. Portanto, podemos concluir que duas funções são
linearmente dependentes se, e somente se, uma é um múltiplo da outra.

1.2. Subespaços linearmente independentes e soma direta. Um combina-
ção com propriedades especiais aparece quando os subespaços tem interseção trivial.
Isso está relacionado à extensão do conceito de independência linear a subespaços.

Proposição 1.1. Se S1 e S2 são dois subespaços de um espaço vetorial X sobre
um corpo K, então S1 ∩ S2 = {0} se, e somente se, todo elemento de S1 + S2 possui
uma única representação como soma de um vetor em S1 e um vetor de S2, i.e. para
todo u ∈ S1 + S2, existem únicos u1 ∈ S1 e u2 ∈ S2 tais que

u = u1 + u2.

Demonstração. Suponha que S1 ∩ S2 = {0}. Seja u ∈ S1 + S2. Então, por
definição da soma de subespaços, existem u1 ∈ S1 e u2 ∈ S2 tais que u = u1 + u2.
Para mostrar a unicidade, suponha que u = v1 +v2, para outros dois vetores v1 ∈ S1

e v2 ∈ S2. Então u = u1 + u2 = v1 + v2. Subtraindo as duas representações, temos

u1 − v1 = v2 − u2,

com u1 − v1 ∈ S1 e v2 − u2 ∈ S2. Logo, u1 − v1 = v2 − u2 ∈ S1 ∩ S2. Como
S1 ∩ S2 = {0}, então

u1 − v1 = v2 − u2 = 0,

ou seja u1 = v1 e u2 = v2, mostrando a unicidade. Agora suponha que valha a
unicidade. Seja u ∈ S1 ∩ S2. Podemos escrever tanto u = 0 + u com 0 ∈ S1 e
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u ∈ S2, como u = u + 0 com u ∈ S1 e 0 ∈ S2. Como a representação é única, então
devemos ter u = 0 tanto como elemento de S1 como como elemento de S2, de forma
que S1 ∩ S2 = {0}. �

Essa ideia de representação em forma única como soma de elementos em diferentes
subespaços vetoriais pode ser estendido a vários subespaços.

Definição 1.2 (Soma direta). Um subconjunto W ⊂ X de um espaço vetorial X
é dito

Definição 1.3. soma direta de subespaços S1, . . . , Sk quando todo elemento u de
W pode ser escrito de forma única como u = u1 + · · ·+uk, com uj ∈ Sj, j = 1, . . . , k.
Nesse caso, denotamos

W = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sk.

Usando essa definição, podemos reescrever o resultado do Proposição 1.1 da se-
guinte forma.

Corolário 1.1. Se S1 e S2 são dois subespaços de um espaço vetorial X sobre
um corpo K, então W ⊂ X é soma direta W = S1⊕S2 se, e somente se, W = S1 +S2

e S1 ∩ S2 = {0}.

No caso de soma direta de vários subespaços, o critério é verificar que a única
combinação que dá o vetor nulo é somando vetores nulos. Isso estende a condição
S1∩S2 = {0} para vários subespaços, de forma adequada ao resultado de combinação
linear única. Nesse sentido, temos o conceito de subespaços linearmente independen-
tes.

Definição 1.4 (Subespaços independentes). Subespaços S1, . . . , Sk ⊂ X, k ∈ N,
de um espaço vetorial X são ditos linearmente independentes ou simplesmente
independentes, quando a única combinação linear de elementos em cada espaço que
dá o vetor nulo é com vetores nulos, i.e. se

u1 + u2 + · · ·+ uk = 0,

com uj ∈ Sj, j = 1, . . . , k, então

u1 = u2 = · · · = uk = 0.

Com isso, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Um subconjunto W ⊂ X de um subespaço vetorial X é soma
direta W = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ Sk de subespaços S1, . . . , Sk ⊂ X, k ∈ N, se, e somente
se, os subespaços S1, . . . , Sk são linearmente independentes entre si.



1. DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEARES 51

Demonstração. A volta segue da unicidade da representação. Assumindo que
W é soma direta dos subespaços Sj e observando que 0 = u1 + · · · + uk para uj =
0 ∈ Sj, segue da unicidade da representação que essa é a única adição possível de
elementos dos subespaços Sj que dá o vetor nulo.

Suponha, agora, que essa seja a única adição possível que dá o vetor nulo. Vamos
mostrar que as representação são únicas. Para isso, seja w ∈ W e suponha que
tenhamos duas representações,

w = u1 + u2 + · · ·+ uk = v1 + v2 + · · ·+ vk,

com uj,vj ∈ Sj. Subtraindo as duas representações, obtemos
(u1 − v1) + (u2 − v2) + · · ·+ (uk − vk) = 0.

Como uj − vj ∈ Sj, visto que Sj é subespaço vetorial, e como a única adição que dá
o vetor nulo é a de vetores nulos nos subespaços, então cada

uj − vj = 0,

ou seja uj = vj, para cada j = 1, . . . , k, provando a unicidade da representação, o que
significa que W = S1⊕S2⊕ · · · ⊕Sk é soma direta dos subespaços S1, S2, . . . , Sk. �

1.3. Base finita. Essa ideia de representação única de vetores nos leva a uma
definição clássica de base feita em dimensão finita, nos primeiros cursos de Álgebra
Linear. Ressaltamos, aqui, que a ordem desse conjunto de vetores é fundamental,
pois isso influi na representação. Portanto, a definição de base envolve uma lista, ou,
dita de outra maneira, um conjunto ordenado.

Definição 1.5 (Base finita). Um conjunto ordenado finito de elementos de um
espaço vetorial X é dito uma base de X quando todo vetor de X pode ser escrito de
maneira única como combinação linear dos elementos do conjunto.

Observação 1.3. Um conjunto de elementos costuma ser representado entre cha-
ves e a ordem e a quantidade são irrelevantes, como em

{1, 4, 2, 2, 1, 5} = {2, 3, 4, 5} = {3, 2, 5, 4}.
Já um conjunto ordenado, ou lista, costuma ser representada entre parênteses e in-
tercalada por vírgulas, como no caso de um vetor (x1, . . . , xn) em Rn ou de uma
sequência (1, 2, 4, 8, 16, . . .) e a ordem é as repetições são importantes

(1, 2, 1) 6= (1, 1, 2) 6= (1, 2).

Por sua vez, bases, assim como sequências, apesar de serem listas, costumam ser
representadas entre chaves, como a base canônica em R2 :

{(1, 0), (0, 1)}.
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Neste texto, no entanto, vamos manter notação tradicional para conjuntos, listas e
sequências, mas vamos usar uma notação diferente para conjuntos ordenados for-
mando bases, através do uso de chaves duplas:

{{(1, 0), (0, 1)}} .

Definição 1.6 (Notação para base). Denotaremos bases genéricas através dos
símbolos a, b, c e bases canônicas através do símbolo e. Se a base, digamos b, é
formada por n vetores u1, . . . ,un ∈ X, n ∈ N, usamos a notação de chaves duplas
{{·}},

b = {{u1, . . . ,un}}
para representar essa base.

Observação 1.4. Os vetores de uma base são necessariamente não nulos, caso
contrário teríamos um infinidade de múltiplos do vetor nulo representando um mesmo
vetor. Em particular, um espaço vetorial trivial não possui uma base.

Observação 1.5. Nem todo espaço vetorial possui uma base no sentido acima,
de base finita. Veja o espaço dos polinômios, por exemplo. Se pudéssemos escrever
todos os polinômios como combinação linear de um conjunto finito b = {{p1, . . . , pn}}
de polinômios, estaríamos restritos a polinômios de grau no máximo igual ao grau
do polinômio de maior grau dentre os polinômios do conjunto b. Não temos como
representar todos os polinômios desse jeito. Portanto, o espaço vetorial dos polinômios
de grau arbitrário não possui uma base no sentido acima.

Uma caracterização importante de base, que muitas vezes é tomada como sendo
a própria definição de base, é a de que os seus elementos formam um conjunto LI que
gera todo o espaço. Colocamos isso, aqui, como resultado.

Teorema 1.2. Um conjunto ordenado finito b = {{v1, . . . ,vn}} de elementos de
um espaço vetorial X é uma base de X se, e somente se, b é um conjunto linearmente
independente que gera todo o espaço X.

Demonstração. Suponha que b = {{v1, . . . ,vn}} seja uma base de X. Se b

não fosse um conjunto linearmente independente, teríamos escalares x1, . . . , xn, nem
todos nulos, tais que

x1v1 + . . .+ xnvn = 0.

Por outro lado, também temos
0v1 + . . .+ 0vn = 0.

Isso nos daria duas representações diferentes de 0, contrariando a nossa definição de
base. Portanto, b tem que ser LI. Por sua vez, se todo elemento de X pode ser escrito
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como combinação linear dos elementos de b, então certamente X pertence ao espaço
gerado por b. Como o espaço gerado por b ⊂ X deve ser, ele próprio, um subconjunto
de X, então necessariamente X = span(b).

Vamos supor agora que b = {{v1, . . . ,vn}} seja LI e gere X. Bom, isso já nos dá
que todo elemento de X pode ser escrito como combinação linear de elementos de b.
Basta ver que isso deve ser feito de maneira única. Suponha, então, que tenhamos
duas representações para um vetor v ∈ X,

v = x1v1 + . . .+ xnvn, v = y1v1 + . . .+ ynvn.

Subtraindo as duas representações, temos

(x1 − y1)v1 + . . .+ (xn − yn)vn = 0.

Como b é LI, então todos os coeficientes acima devem se anular, o que significa que
yj = xj, para todo j = 1, . . . , n, ou seja, a representação deve ser única. Isso mostra
que b é uma base, segundo a Definição 1.5, completando a demonstração. �

1.4. Dimensão. Um ponto importante é o de que todas as bases de um mesmo
espaço vetorial possuem o mesmo número de elementos. Isso nos permitir definir esse
número como sendo a dimensão do espaço. Vejamos, primeiro, o seguinte resultado.

Lema 1.1. Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K. Considere dois conjuntos
a = {{u1, . . . ,uk}} e b = {{v1, . . . ,vm}} de vetores em X, com k,m ∈ N. Suponha
que a seja linearmente independente e que esteja contido no span de b. Então k ≤ m.

Demonstração. Vamos provar usando indução. Antes de começar, note que
todos os vetores de a são não-nulos, visto que a é linearmente independente.

Vamos mostrar que, a menos de uma reordenação dos vetores de b, temos

span(b) = span{u1, . . . ,uj,vj+1, . . . ,vm}, j = 1, . . . ,min{k,m}.

Vamos começar com j = 1. Como a ⊂ span(b), podemos escrever cada vetor
de a como combinação linear de vetores em b. Em particular, começando com u1,
existem escalares a11, . . . , am1 tais que

u1 = a11v1 + . . .+ am1vm.

Como u1 é não-nulo, existe pelo menos um coeficiente que é diferente de zero. Sem
perda de generalidade (basta reordenar os vetores de b), vamos assumir que a11 6= 0.
Assim, podemos escrever v1 em termos de u1,v2, . . . ,vm, i.e.

v1 =
1

a11

(u1 − a21v2 − · · · − am1vm) .
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Ou seja, v1 ∈ span{u1,v2, . . . ,vm}. Obviamente, para i = 2, . . . ,m, o vetor vj
também está nesse espaço gerado. Portanto,

span(b) = span{u1,v2, . . . ,vm}.

Agora, vamos assumir que o resultado seja válido para j − 1, com 1 < j ≤
min{k,m}. Vamos mostrar que também vale para j. Estamos assumindo, então, que

span(b) = span{u1, . . . ,uj−1,vj,vj+1, . . . ,vm}.

Como a⊂ span(b) = span{u1, . . . ,uj−1,vj,vj+1, . . . ,vm}, então todos os vetores de
a podem ser escritos como combinação linear dos vetores u1, . . . , uj−1, vj, vj+1, . . . ,
vm. Em particular, tomando agora uj ∈ A, existem escalares a1j, . . . , amj tais que

uj = a1ju1 + . . .+ a(j−1)juj−1 + ajjvj + a(j+1)jvj+1 + . . .+ akjvk.

Como u1, . . . ,uj também é LI, por ser um subconjunto do conjunto a, que é LI, então
não podemos ter todos os coeficientes seguintes, λjj, . . . , λmj nulos. Caso contrário es-
creveríamos uj em função de u1, . . . ,uj−1. Portanto, algum dos coeficientes seguintes
deve ser diferente de zero. Sem perda de generalidade (podemos reordenar os vetores
restantes vj, . . . ,vm, o que não interfere nos outros que já foram selecionados antes),
podemos assumir que λjj 6= 0. Assim, escrevemos

vj =
1

ajj

(
uj − a1ju1 − . . .− a(j−1)juj−1 − a(j+1)jvj+1 − . . .− amjvm

)
.

Com isso, obtemos que

span(b) = span{u1, . . . ,uj−1,vj,vj+1, . . . ,vm}
= span{u1, . . . ,uj−1,uj,vj+1, . . . ,vm},

concluindo a indução.
Se k ≤ m, então não há nada a fazer e apenas mostramos que

{u1, . . . ,uk} ⊂ span(b) = span{v1, . . . ,vm} = span{u1, . . . ,uk,vj+1, . . . ,vm}.

Agora, se k > m = min{k,m}, então chegaríamos num absurdo, pois a indução acima
nos daria que

{u1, . . . ,uk} ⊂ span(b) = span{v1, . . . ,vm} = span{u1, . . . ,um},

e teríamos um+1, . . . ,uk como combinação linear dos primeiros u1, . . . ,um, contradi-
zendo o fato de que a = {{u1, . . . ,uk}} é linearmente independente. Ou seja, k não
pode ser maior do que m. Devemos, necessariamente, ter k ≤ m. �
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Observação 1.6. Observe, na demonstração do Lema 1.1, que o processo de
indução é válido até min{k,m} = k, visto que necessariamente m ≥ k. Assim, temos

a = {{u, . . . ,uk}} ⊂ span(b) = span{u1, . . . ,uj,vσ(j+1), . . . ,vσ(m)},
para todo j = 1, . . . , k, para alguma reordenação (permutação) σ : {1, . . . ,m} →
{1, . . . ,m} apropriada dos vetores de b.

Agora podemos mostrar que duas bases de um mesmo espaço têm o mesmo número
de elementos.

Teorema 1.3. Duas bases de um mesmo espaço vetorial têm necessariamente o
mesmo número de elementos.

Demonstração. Sejam a = {{v1, . . . ,vn}} e b = {{w1, . . . ,wm}} duas bases de
um mesmo espaço vetorial X sobre um corpo K, com n,m ∈ N. Queremos mostrar
que n = m. Como a é LI e b gera X, então a está contido no espaço gerado por b.
Segue, então, do Lema 1.1, que n ≤ m. Por outro lado, b também é LI e está contido
no espaço gerado por a, o que implica em m ≤ n. Logo, m = n. �

Definição 1.7 (Dimensão finita ou infinita). Se um espaço vetorial X possui uma
base composta de um número finito n ∈ N de vetores, dizemos que X tem dimensão
finita n e denotamos essa dimensão por dim(X) = n, visto que esse número finito
n independe da base escolhida, graças ao Teorema 1.3. Caso X = {0} seja o espaço
trivial, dizemos que ele tem dimensão nula, i.e. dim(X) = 0. Caso ele não seja
trivial e nem tenha uma base finita, dizemos que X tem dimensão infinita.

Definição 1.8 (Base e dimensão de subespaço). Como todo subespaço de um
espaço vetorial é, em si, um espaço vetorial, as definições de base e dimensão se
estendem da mesma forma para subespaços, ou seja, uma base de um subespaço S
é um subconjunto ordenado finito b de S tal que todo elemento de S se escreve de
forma única como elementos de b. Nesse caso, S é de dimensão finita e dim(S) é o
número de vetores em b. Caso S seja o subespaço trivial, temos dim(S) = 0, também
de dimensão finita. Em outros casos, S é dito de dimensão infinita, dim(S) =∞.

Exemplo 1.3. Em R2, temos a base canônica e = {{e1, e2}}, onde e1 = (1, 0)
e e2 = (0, 1). Outras bases são {{(1, 1), (−1, 1)}}, {{(1, 0), (1, 1)}}, {{(2, 3), (3, 2)}}
e assim por diante, uma infinidade de opções. Em Rn, a base canônica é e =
{{e1, . . . , en}}, onde ej = (δij)i=1,...,n, e δij é o Delta de Kronecker. Quando traba-
lhando com mais de uma dimensão ao mesmo tempo, usamos índices para indicar a
dimensão em questão, por exemplo, com en = {{en1 , . . . , enn}} indicando a base de Rn,
n ∈ N.
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Exemplo 1.4. Considere o conjunto de todas as soluções da equação diferencial
d2x

dt2
= −x,

que é dado por

S =
{
x ∈ RR; x(t) = C1 cos t+ C2 sen t, ∀t ∈ R, C1, C2 ∈ R

}
.

Como cos t e sen t não são um o múltiplo do outro, essas duas funções são linearmente
independentes (veja Exemplo 1.2). Assim, podemos escrever S = span{cos t, sen t},
de modo que c = {{cos t, sen t}} gera S e é um conjunto LI. Ou seja, c é uma base de
S e dim(S) = 2.

Dois outros resultados fundamentais dizem respeito a estender um conjunto LI a
uma base e a reduzir um conjunto gerador a uma base.

Proposição 1.2. Seja X um espaço vetorial de dimensão n e considere bk =
{{v1, . . . ,vk}} um subconjunto ordenado linearmente independente em X, com k < n.
Então b pode ser completado com n − k vetores vk+1, . . . ,vn de X de forma que
b′ = {{v1, . . . ,vn}} seja uma base de X.

Demonstração. Como k < n e bk é LI, então bk não pode gerar X, caso
contrário bk seria uma base de X e X teria dimensão k, ao invés de n. Assim,
existe algum vetor vk+1 ∈ X que não está em span{v1, . . . ,vk}. Como vk+1 não
está nesse espaço gerado, então o conjunto ordenado bk+1 = {{v1, . . . ,vk+1}} tem
que ser linearmente independente. Prosseguimos assim n − k vezes, até chegar em
bn = {{v1, . . . ,vn}} linearmente independente. Nesse caso, bn tem que ser uma base de
X, caso contrário poderíamos achar um outro vetor e obter um conjunto linearmente
independente com n+ 1 vetores. Mas isso violaria o Lema 1.1, já que X possui uma
base (em particular um conjunto gerador) com n elementos. Concluímos, então, que
bn é uma base de X que completa os vetores em bk. �

Proposição 1.3. Seja X um espaço vetorial de dimensão n e considere bm =
{{v1, . . . ,vm}} um subconjunto ordenado que gera X, com m > n. Então b pode ser
reduzido a n vetores b =

{{
vσ(1), . . . ,vσ(n)

}}
de X que formam uma base de X, onde

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m} é uma escolha injetiva de n diferentes índices entre 1 a
m > n.

Demonstração. Deixamos a demonstração desse resultado como Exercício 4.11.
�

Qualquer subespaço de um espaço de dimensão finita também possui uma base
finita.
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Proposição 1.4. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita. Se S ⊂ X é um
subespaço não trivial de X, então S possui uma base e dim(S) ≤ dim(X).

Demonstração. Basta seguir um raciocínio semelhante ao da demonstração da
Proposição 1.2, construindo conjuntos linearmente independentes em S até completar
a dimensão de S. Como X tem dimensão finita, esse argumento necessariamente
termina em um número finito de passos. �

Quando dois subespaços não têm interseção trivial, a dimensão do subespaço
gerado por eles é menor do que a soma das dimensões desses subespaços. Mais pre-
cisamente, temos o seguinte resultado, cuja demonstração é deixada como exercício.

Proposição 1.5. Sejam U e V subespaços vetoriais de dimensão finita de um
certo espaço vetorial. Então

dim(U + V ) = dim(U) + dim(V )− dim(U ∩ V ).

Demonstração. Quando U∩V = {0} é trivial, temos uma soma direta U+V =
U ⊕ V e dim(U ∩ V ) = 0, de modo que a identidade vale. Quando U ∩ V não é tri-
vial, a ideia é partir de uma base de U ∩ V e, por um lado, completar essa base até
uma base de U e, por outro, completar até uma base de V . Juntando os elementos
dessas bases, obtemos uma base para U + V . Em seguida, é só contabilizar os ele-
mentos das bases de U ∩ V , de U e de V . Deixamos os detalhes como Exercício 4.13.
Uma outra demostração pode ser feita usando o conceito de espaço quociente (veja
Observação 1.9). �

A combinação de bases de subespaços linearmente independentes será fundamental
em vários momentos. Em relação a isso, fazemos a seguinte definição.

Definição 1.9 (Concatenação de bases). Ao concatenarmos bases de subespaços
linearmente independentes, digamos

a = {{u1, . . . ,uk}} , b2 = {{v1, . . . ,vm}} ,
bases de subespaços linearmente independentes U e V , respectivamente, a base de
S = U ⊕ V pode ser denotada por

c = {{a, b}} = {{{{u1, . . . ,uk}} , {{v1, . . . ,vm}}}} = {{u1, . . . ,uk,v1, . . . ,vm}} .
Outra base possível é

c̃ = {{b,a}} = {{v1, . . . ,vm,u1, . . . ,um}} .
A ordem para a base é fundamental. Mas observe que a ordem para a definição do
subespaço S = U⊕V = V ⊕U é irrelevante. No caso de vários subespaços linearmente
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independentes S1, . . . , Sl, l ∈ N, com bases b1, . . . , bl, denotamos a concatenação
das bases, como base de S = S1 ⊕ · · · ⊕ Sl, por

b = {{b1, . . . , bl}} .

Exemplo 1.5. O espaço R3 pode ser escrito por

R3 = U ⊕ V,

onde
U = {(x, y, 0); x, y ∈ R}, V = {(0, 0, z); z ∈ R}.

Considerando as bases

a = {{(1, 1, 0), (−1, 1, 0)}} , b = {{(0, 0, 1)}}

de U e V , respectivamente, obtemos uma base de R3,

c = {{a, b}} = {(1, 1, 0), (−1, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Agora, pensando em objetos típicos da geometria Euclidiana, fazemos as seguintes
definições.

Definição 1.10 (Retas e planos). Um subespaço de dimensão um de um espaço
vetorial X é dito uma reta passando pela origem. Um subespaço de dimensão dois é
dito um plano passando pela origem.

Mais geralmente, temos

Definição 1.11 (Retas, planos e subespaços afim). Um subespaço afim de um
espaço vetorial X é um subconjunto de X da forma u + S, onde u ∈ X e S é um
subespaço de X. Caso o subespaço afim tenha dimensão um, dizemos que o subespaço
afim é uma reta afim. Caso o subespaço tenha dimensão dois, dizemos que é um
plano afim. Caso o subespaço S tenha co-dimensão um (veja Seção 1.6 para o
conceito de co-dimensão), dizemos que é um hiperplano afim.

Definição 1.12 (Subespaços afim paralelos). Dois subespaços afim u+S e u′+S ′

são ditos paralelos quando S = S ′.

Definição 1.13 (Segmento de reta). Um segmento de reta em um espaço ve-
torial X sobre R é um conjunto da forma L = {(1− θ)u + θv; 0 ≤ θ ≤ 1}, onde
u,v ∈ X. Os vetores u e v são os pontos extremos do segmento de reta.

Definição 1.14 (Cone). Um cone em um espaço vetorial X sobre R é um con-
junto C com a propriedade de que λv ∈ C para todo λ > 0 e todo v ∈ C.
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Figura 1.1. Tipos de subconjuntos de um espaço vetorial (R2): cone
convexo (A); formato estrela (B); cone não convexo (C); reta afim (D);
segmento de reta (E) e convexo (F ).

Definição 1.15 (Convexo). Um conjunto C em um espaço vetorial X sobre R
é dito convexo quando, para todo u,v ∈ C, temos (1 − θ)u + θv ∈ C, para todo
0 ≤ θ ≤ 1.

Definição 1.16 (Formato estrela). Um conjunto C em um espaço vetorial X
sobre R é dito de formato estrela quando existe um vetor u ∈ C tal que para todo
vetor v ∈ C, temos (1− θ)u + θv ∈ C, para todo 0 ≤ θ ≤ 1.

Definição 1.17 (Simétrico). Um conjunto A em um espaço vetorial X é dito
simétrico quando −u ∈ A para todo u ∈ A.

1.5. Representação vetorial em uma base. A definição de base nos leva a
uma representação de um elemento de um espaço vetorial como um vetor em Kn,
onde K é o corpo associado ao espaço vetorial e n é a dimensão do mesmo.

Definição 1.18 (Representação vetorial em uma base). Seja X um espaço ve-
torial não trivial de dimensão finita n = dim(X) ∈ N sobre um corpo K e seja
b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X. Dado u ∈ X, a representação de u na base
b é o vetor (u)b ∈ Kn dado por

(u)b = (x1, . . . , xn),
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onde x1, . . . , xn ∈ K são os escalares definidos unicamente pela combinação linear de
u em termos dos elementos da base,

u = x1w1 + · · ·+ xnwn.

A representação gera um mapeamento u 7→ (u)b que é, de fato, um isomorfismo
entre X e Kn.

Teorema 1.4. Seja X um espaço vetorial não trivial de dimensão finita n =
dim(X) ∈ N sobre um corpo K e seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X. Então a
função J : V → KN dada pela representação u 7→ J(u) = (u)b de u na base b é um
isomorfismo entre X e Kn.

Demonstração. A demonstração segue diretamente da linearidade do espaço e
do fato da representação de um vetor como combinação linear da base ser única. De
fato, se

u = x1w1 + · · ·+ xnwn

e
v = y1w1 + · · ·+ ynwn,

então

u + λv = x1w1 + · · ·+ xnwn + λ(y1w1 + · · ·+ ynwn)

= (x1 + λy1)w1 + · · ·+ (xn + λyn)wn.

Como a representação é única, necessariamente

J(u + λv) = (u + λv)b = (x1 + λy1, . . . , xn + λyn),

de modo que
J(u + λv) = (u)b + λ(v)b = J(u) + λJ(v),

provando a linearidade de J. Para ver que J é sobrejetivo, basta observar que qualquer
(x1, . . . , xn) ∈ KN é a imagem do elemento

u = x1w1 + · · ·+ xnwn.

�

Exploraremos essa representação vetorial mais adiante. No momento, vejamos,
apenas, alguns exemplos.

Exemplo 1.6. Tomando a base canônica e = {{e1, e2}} de R2, onde e1 = (1, 0)
e e2 = (0, 1), podemos escrever qualquer u = (x, y) ∈ R2 como u = xe1 + ye2, de
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modo que (u)e = (x, y) é o próprio vetor. Em outra base, digamos b = {{w1,w2}}
com w1 = (1, 1) e w2 = (−1, 1), temos

u = (x, y) =

(
x+ y

2
+
x− y

2
,
x+ y

2
− x− y

2

)
=
x+ y

2
w1 −

x− y
2

w2,

de modo que

(u)b =

(
x+ y

2
,−x− y

2

)
.

Exemplo 1.7. Na base e = {{1, x, x2}}, um polinômio p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 em

P
(2)
R [x] é representado pelo vetor

(p)e = (a0, a1, a2) ∈ R3.

Em particular,
(1 + 2x2){1,x,x2} = (1, 0, 2).

Exemplo 1.8. A base canônica do espaço R2×2 das matrizes reais 2× 2 é

e =

{{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}}
.

Nesse espaço, temos

A =

[
a b
c d

]
= a

[
1 0
0 0

]
+ b

[
0 1
0 0

]
+ c

[
0 0
1 0

]
+ d

[
0 0
0 1

]
,

ou seja,
(A)e = (a, b, c, d) ∈ R4.

Exemplo 1.9. Considere, agora, uma matriz simétrica em R2×2, i.e. da forma

A =

[
a b
b d

]
.

Na base canônica de R2×2, temos

(A)e = (a, b, b, d) ∈ R4.

Uma base para esse subespaço de matrizes simétricas é

a =

{{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}}
.

Nesse subespaço, temos

A =

[
a b
b d

]
= a

[
1 0
0 0

]
+ b

[
0 1
1 0

]
+ d

[
0 0
1 0

]
,
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ou seja,
(A)a = (a, b, d) ∈ R3.

Por exemplo, ([
1 2
2 5

])
a

= (1, 2, 5).

Essa estrutura simplificada é explorada em linguagens de programação, economizando
o espaço de memória necessário para alocar a matriz e acelerando diversas operações
matriciais envolvendo essas e outras matrizes especiais. Veja Seção 4.1.

Exemplo 1.10 (Matrizes diagonais). Uma classe particular de matrizes simétricas
é a de matrizes quadradas diagonais D = (dij)

n
ij=1, onde dij = 0, quando i 6= j. A

multiplicação por escalar e a adição de matrizes diagonais continua sendo uma matriz
diagonal, de forma que esse conjunto de matrizes diagonais forma um subespaço do
espaço de matrizes quadradas. Uma base para esse espaço é formado pelas matrizes
Dk = (d

(k)
ij )nij=1 com d

(k)
ij = 1, quando i = j = k e d(k)

ij = 0, caso contrário. Em R2×2,
por exemplo, temos

D =

[
d1 0
0 d2

]
= d1

[
1 0
0 0

]
+ d2

[
0 0
0 1

]
= d1D1 + d2D2.

Exemplo 1.11. O subespaço de X = C(R) das soluções da equação diferencial
de segunda ordem

d2y

dx2
− 4

dy

dx
+ 4y = 0

é determinado pela solução geral

U =
{
y ∈ C(R); y(x) = (C1 + C2x)e2x, C1, C2 ∈ R

}
.

Uma base natural para esse espaço é dada por b = {{e2x, xe2x}} . Por exemplo, a
solução particular y(x) = (1 + 2x)ex tem a representação

(y)b = (1, 2).

Observação 1.7. Em Geometria Diferencial, assim como em suas aplicações em
Física Matemática, os vetores são chamados de contra-variantes . Isso por conta de
como os coeficientes de um elemento do espaço vetorial variam conforme mudanças
de escala nos elementos da base. Mais precisamente, suponha que b = {{w1, . . . ,wn}}
seja uma base de um espaço vetorial X de dimensão n ∈ N e seja

u = x1w1 + · · ·+ xnwn
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um elemento do espaço, com coeficientes xi ∈ K nessa base. Considere, então, uma
nova base b̃ = {{w̃1, . . . , w̃n}}, onde w̃i = λwi, para algum λ > 0, representando uma
mudança de escala na base. Nessa nova base, temos

u =
x1

λ
λw1 + · · ·+ xn

λ
λwn =

x1

λ
w̃1 + · · ·+ xn

λ
w̃n.

Ou seja, enquanto a base mudou de acordo com

wi 7→ λwi

os coeficientes mudaram de forma inversa,

xi 7→
xi
λ
.

Por isso os vetores são chamados de contra-variantes. Isso aparece em Geometria Di-
ferencial nos espaços tangentes de uma variedade, em relação a mudanças de coorde-
nadas na variedade. Compare com a Observação 3.3 que comenta sobre os funcionais
lineares (ou co-vetores) serem co-variantes .

1.6. Espaço complementar e co-dimensão. Uma noção importante é a de
subespaço complementar a outro subespaço.

Definição 1.19 (Subespaço complementar). Dado um subespaço S ⊂ X de um
espaço vetorial X, dizemos que um outro subespaço S ′ ⊂ X é um complementar de
S em X quando X é soma direta X = S ⊕ S ′ de S e S ′.

Em geral, um subespaço complementar não é único.

Observação 1.8 (Unicidade e não unicidade de subespaços complementares).
Considere um subespaço vetorial X de dimensão finita. Se S é o subespaço trivial,
então o único subespaço complementar é o próprio S = X, enquanto que se S = X,
então o único subespaço complementar é o subespaço trivial. Nesses casos, o comple-
mentar é único. Por outro lado, se {0} $ S $ X, então o subespaço complementar
não é único. Deixamos a demonstração desse resultado geral como Exercício 4.15,
mas fazemos aqui um exemplo. Se X = R2 denota o plano xy e S é o eixo x, i.e.
S = {(x, 0); x ∈ R}, então qualquer reta y = ax, com a 6= 0, nos dá um subespaço
S ′ = {(x, ax); x ∈ R} complementar a S em X.

Todo subespaço possui um complementar. Vamos mostrar isso no caso de di-
mensão finita, mas o mesmo vale em dimensão infinita usando o conceito de base de
Hamel.
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Proposição 1.6 (Complemento de um subespaço). Seja S um subespaço de um
espaço vetorial X de dimensão finita. Então existe um subespaço S ′ de X tal que X
é soma direta de S por S ′, ou seja,

X = S ⊕ S ′.

Demonstração. Se S = {0}, basta tomar S ′ = X, de modo que todo u ∈ X =
S ⊕ S ′ se escreve de forma única u = 0 + u, com 0 ∈ S e u ∈ S ′ = X.

Se S não é trivial, então segue da Proposição 1.4 que S possui uma base, digamos
a = {{v1, . . . ,vk}}, onde k = dim(S) ≤ dim(X). Se k = dim(S) = dim(X), então
S = V e basta tomarmos S ′ = {0}. Nesse caso, todo u ∈ X = S se escreve de maneira
única como u = u + 0, com 0 ∈ S ′.

Caso k = dim(S) < dim(X) = n, então, graças à Proposição 1.2, existem vetores
vk+1, . . . ,vn em V \ S tais que b = {{v1, . . . ,vn}} é uma base de X. Tomando
S ′ = span{vk+1, . . . ,v}, vemos que S ′ é um subespaço de X, com dimensão n− k =
dim(X)− dim(S), tal que S + S ′ = X e ainda S ∩ S ′ = {0}. Ou seja, X = S ⊕ S ′ é
soma direta de S com S ′. �

Uma consequência da demonstração é que dim(S ′) = dim(X)− dim(S), indepen-
dente de como a base de S foi completada até uma base de X. Ou seja, temos o
seguinte resultado.

Proposição 1.7 (Dimensão do complementar). Seja S um subespaço de um es-
paço vetorial X de dimensão finita. Então todo subespaço S ′ complementar a S possui
a mesma dimensão dim(S ′) = dim(X)− dim(S).

Deixamos os detalhes da demonstração desse fato a cargo do leitor. Com base
nisso, podemos fazer a seguinte definição.

Definição 1.20 (Co-dimensão). A co-dimensão de um subespaço de um espaço
vetorial é a dimensão de um subespaço complementar.

Definição 1.21 (Hiperplanos e hiperplanos afim). Um subespaço de co-dimensão
um de um espaço vetorial X é dito uma hiperplano. Um subespaço afim u +S onde
u ∈ X e S é um subespaço de co-dimensão um é dito um hiperplano afim.

1.7. Dimensão de espaço quociente.

Proposição 1.8. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita e seja S ⊂ X um
subespaço de X. Então X/S também tem dimensão finita, com dim(X/S) ≤ dim(X).

Demonstração. Observe que se X é o espaço trivial X = {0}, então o único
subespaço é também S = X = {0} e o espaço quociente também é trivial, X/S =
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{[[0]]} = {{0}}. Nesse caso, dim(X/S) = dim(X) = 0. Caso X não seja trivial,
considere uma base qualquer {{u1, . . . ,un}} , n ∈ N de X, com n = dim(X). Dada
uma classe qualquer W ∈ X/S, podemos pegar um representante u ∈ X qualquer de
W, de modo que W = [[u]] , e escrever u em função da base,

u = x1u1 + · · ·+ xnun.

Com isso,

W = [[u]] = [[x1u1 + · · ·+ xnun]] = x1
∼· [[u1]]

∼
+ · · ·

∼
+ xn

∼· [[un]] .

Isso significa que {[[u1]] , . . . , [[un]]} gera X/S e que, portanto, X/S tem dimensão
finita no máximo n, mostrando também que dim(X/S) ≤ dim(X). �

É claro que as classes [[u1]] , . . . , [[un]] consideradas na demonstração da Proposi-
ção 1.8 podem não ser linearmente independentes e a dimensão do espaço quociente
ser menor do que a dimensão do espaço. Isso é esclarecido com o seguinte resultado.

Proposição 1.9. A co-dimensão de um subespaço S de um espaço vetorial X de
dimensão finita é igual à dimensão do espaço vetorial quociente X/S, de modo que

dim(X) = dim(S) + dim(X/S). (1.1)

Demonstração. Se S = X, então todos os elementos deX estão em uma mesma
classe, de modo que X/S = {X} contém um único elemento e a sua dimensão é nula.
Por outro lado, o único subespaço complementar de S é o subespaço trivial S ′ = {0},
que também tem dimensão nula, ou seja, dim(X/S) = 0 = dim(S ′).

Supondo agora que S seja um subespaço próprio de X, então X/S não é trivial. E
comoX tem dimensão finita, segue da Proposição 1.8 queX/S também tem dimensão
finita, com 1 ≤ dim(X/S) ≤ dim(X). Seja k ∈ N a dimensão de X/S. Então existe
uma base {W1, . . . ,Wk} de X/S, onde cada Wj é uma classe de equivalência. Para
cada j = 1, . . . , n, tome um representante wj ∈ Wj qualquer da classe, de modo que

Wj = [[wj]] = wj + S, j = 1, . . . , k.

Vamos considerar o subespaço

S ′ = span{w1, . . . ,wk}

e mostrar que S ′ é um subespaço complementar a S em X e de dimensão também k.
Primeiramente, vamos ver que o conjunto {w1, . . . ,wk} é linearmente indepen-

dente. Suponha que
λ1w1 + · · ·+ λkwk = 0,
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para escalares λ1, . . . , λk ∈ K. Com isso,

λ1
∼· [[w1]]

∼
+ · · ·

∼
+ λk

∼· [[wk]] = [[λ1w1 + · · ·+ λkwk]] = [[0]] .

Como {[[w1]] , . . . , [[wk]]} é linearmente independente e como a combinação linear deles
é o elemento neutro, segue que todos os coeficientes devem se anular,

λ1 = · · · = λk = 0.

Isso mostra que o conjunto {w1, . . . ,wk} é linearmente independente. Em particular,

dim(S ′) = k = dim(S/K)

Falta mostrar que X = S⊕S ′. Para isso, basta mostrar que X = S+S ′ e S∩S ′ = {0}.
Dado u ∈ X, temos que [[u]] ∈ X/S, de modo que [[u]] pode ser escrito como

combinação linear dos elementos da base de X/S, ou seja, existem λ1, . . . , λk ∈ K
tais que

[[u]] = λ1
∼· [[w1]]

∼
+ . . .

∼
+ λk

∼· [[wk]] = λ1w1 + . . .+ λkwk + S.

Dessa maneira, u e λ1w1 + . . . + λkwk estão em uma mesma classe de equivalência,
ou seja,

u− λ1w1 − . . .− λkwk ∈ S,
Sejam, então

v = u− λ1w1 − . . .− λkwk,

e
w = λ1w1 + . . .+ λkwk,

de maneira que v ∈ S, w ∈ S ′ e
u = v + w.

Assim, vemos que X = S + S ′.
Considere, agora, u ∈ S ∩ S ′. Por um lado, u ∈ S ′ e, portanto, existem escalares

λ1, . . . , λk ∈ K tais que
u = λ1w1 + . . .+ λkwk.

Por outro lado, u ∈ S, de modo que [[u]] = [[0]] . Logo,

λ1
∼· [[w1]]

∼
+ . . .

∼
+ λk

∼· [[wk]] = [[λ1w1 + . . .+ λkwk]] = [[u]] = [[0]] .

Como essas classes formam um conjunto LI, temos

λ1 = · · · = λk = 0.

Logo,
u = λ1w1 + . . .+ λkwk = 0.
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Ou seja, S ∩ S ′ = {0}. Isso mostra que X = S ⊕ S ′. E já vimos que dim(S ′) =
dim(X/S). Como todos os espaços complementares possuem a mesma dimensão, a
dimensão de X/S é igual a dimensão de qualquer subespaço complementar de S em
X. Além disso, como X = S ⊕ S ′, segue da Proposição 1.7 que

dim(X) = dim(S) + dim(S ′) = dim(S) + dim(X/S),

completando a demonstração. �

A demonstração da Proposição 1.9 passa por construir, efetivamente, um isomor-
fismo entre X/S e um subespaço complementar S ′ de S. Como todos os espaços
vetoriais de mesma dimensão finita são isomorfos entre si, obtemos que qualquer
complementar de um subconjunto S de um espaço de dimensão finita é isomorfo a
X/S.

Corolário 1.2. Todo complementar de um subespaço vetorial S de um espaço
vetorial X de dimensão finita é isomorfo ao espaço quociente X/S.

Observação 1.9. A identidade (1.1) pode ser usada para dar uma outra demons-
tração da Proposição 1.5. A ideia é considerar S = U ∩V , mostrar que (U/S)∩(V/S)
é o subespaço trivial de (U + V )/S, que (U + V )/S = U/S + V/S, para deduzir que
(U + V )/S = (U/S)⊕ (V/S) é soma direta e, assim, obter que

dim(U + V ) = dim((U + V )/S) + dim(S)

= dim(U/S) + dim(V/S) + dim(S)

= dim(U)− dim(S) + dim(V )− dim(S) + dim(S)

= dim(U) + dim(V )− dim(S).

Deixamos os detalhes como Exercício 4.26.

2. Base de Hamel

Vários desses conceitos de espaços vetorias de dimensão finita, como Rd e Cd,
podem ser estendidos para espaços vetoriais quaisquer, de dimensão infinita, como
C(Ω) e L2(Ω), onde Ω ⊂ Rd, entre outros. Distinguimos esse conceito mais geral
com a denominação base de Hamel , deixando a terminologia base finita para a noção
vista na seção anterior. Vamos, então, estender alguns dos conceitos acima para esse
contexto mais geral.

Antes, vale mencionar que, na verdade, especialmente em dimensão infinita, há
outras definições mais importantes de base que envolvem séries, que, por sua vez,
requerem alguma noção de limite e, com isso, alguma topologia. Sem topologia, a
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definição de base que podemos trabalhar se baseia, apenas, em combinações lineares
finitas, como a base de Hamel, independentemente da base em si ser finita.

2.1. Combinação linear de elementos de um conjunto qualquer. Primei-
ramente, vemos o conceito de combinação linear de vetores em um conjunto qualquer,
não apenas de um conjunto finito de vetores.

Definição 2.1 (Combinação linear). Seja X um espaço vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um elemento u ∈ X é uma combinação linear de elementos de
um subconjunto A ⊂ X quando u é uma combinação linear de um conjunto finito de
elementos de A, ou seja, quando existem v1, . . . ,vn ∈ A, n ∈ N, e x1, . . . , xn ∈ K,
tais que

u = x1v1 + . . .+ xnvn.

Exemplo 2.1 (Combinação de monômios). Um polinômio qualquer em R é com-
binação linear de A = {xn;n = 0, 1, 2, . . .} = {1, x, x2, x3, . . .}.

Também podemos estender a definição de conjuntos linearmente dependentes ou
independentes a um conjunto qualquer, da seguinte forma.

2.2. Conjuntos linearmente dependentes e independentes.

Definição 2.2 (Conjuntos LI e LD). Seja X um espaço vetorial sobre um corpo
K e A ⊂ X um subconjunto. Dizemos que A é linearmente independente, ou
simplesmente LI, quando A é não vazio e todo subconjunto finito de A é linearmente
independente. Caso contrário, o conjunto é dito linearmente dependente, ou LD.

Exemplo 2.2 (Monômios). No espaço de polinômios, o conjunto enumerável

{1, x, x2, x3, . . .}

é linearmente independente.

Exemplo 2.3 (Senoidais). No espaço vetoral X = C(R) das funções contínuas
de R em R, o subconjunto

S = {R 3 t 7→ o sen(ωt); ω ∈ R}

é linearmente independente. Verifique!
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2.3. Base de Hamel. Com base nisso, temos o conceito de base de Hamel:

Definição 2.3 (Base de Hamel). Seja X um espaço vetorial sobre um corpo
K. Dizemos que um subconjunto A ⊂ X é uma base de Hamel para X se A é
linearmente independente e gera X.

O conceito de base que estamos acostumados em Rd, por exemplo, é um exemplo
de base de Hamel. Naturalmente, a base de Hamel não é única, assim como a base
no sentido clássico.

Os vetores de uma base de Hamel são necessariamente não nulos, portanto um
espaço vetorial trivial não possui uma base de Hamel. Mas todo espaço vetorial não
trivial possui uma base de Hamel, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 2.1. Todo espaço vetorial não trivial possui base de Hamel.

A demonstração é usualmente feita através do Lema de Zorn, que é equivalente
ao Axioma da Escolha. Isso tudo é visto em cursos de Análise Funcional. Veja, por
exemplo, [15].

Exemplo 2.4. O espaço PR[x] de todos os polinômios com coeficientes em R, em
uma variável x, é um espaço vetorial de dimensão infinita enumerável, cuja base de
Hamel pode ser, por exemplo, o conjunto {{1, x, x2, . . .}}. Já o espaço de todas as
funções contínuas tem base de Hamel não enumerável. De fato, todo espaço vetorial
de dimensão infinita que possui uma norma que o torna um espaço completo possui
dimensão não-enumerável. Isso também é visto em cursos de Análise Funcional.

Exemplo 2.5. O espaço
c00(R) = {u = (xj)j∈N ∈ RN; ∃n = n(u) ∈ N, xj = 0,∀j ≥ n},

de sequências reais que se anulam eventualmente tem o conjunto {{e1, e2, . . .}} como
base Hamel, onde ej = (δjk)k∈N, onde δij é o Delta de Kronecker.

Observação 2.1 (Dimensão de Hamel). Também é possível mostrar que todas
as bases de um mesmo espaço vetorial possuem a mesma cardinalidade, o que sig-
nifica dizer que existe uma correspondência biunívoca entre eles. (Qualquer base de
um espaço de dimensão finita n ∈ N está em correspondência biunívoca com o con-
junto {1, . . . , n} de n elementos.) A dimensão de Hamel do espaço vetorial é a
cardinalidade das suas bases de Hamel.

3. Aplicações

3.1. Determinantes e n-volumes. O conceito de linearidade pode ser esten-
dido ao de multi-linearidade e nos dar uma noção de volume em dimensões arbitrárias.
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Esse é um dos papéis principais do conceito de determinante introduzido nos cursos
iniciais de Álgebra Linear. Nesse sentido, o determinante pode ser visto como uma
função em um espaço produto,

det : (Kn)n =

n vezes︷ ︸︸ ︷
Kn × · · · ×Kn → K.

com as propriedades de ser multilinear, alternante e normalizado de tal forma a ser
unitária na base canônica, i.e.

(i) det(. . . ,v + λw, . . .) = det(. . . ,v, . . .) + λ det(. . . ,w, . . .);
(ii) det(. . . ,v, . . . ,w, . . .) = − det(. . . ,w, . . . ,v, . . .); e
(iii) det(e1, . . . , en) = 1.
Pensando em dimensões 1, 2 e 3, a primeira e a última propriedades são caracte-

rísticas fundamentais das noções de comprimento, área e volume, respectivamente. A
segunda propriedade nos dá uma noção de orientação, como se tivéssemos mostrando
a frente ou o verso de uma região demarcada e orientada pelos vetores dados.

Mais precisamente, em dimensão um, det(u) é simplesmente det(u) = x, para
u = (x) ∈ R1, que é o comprimento com sinal de x ∈ R. Em dimensão dois, det(u,v)
indica a área com sinal do paralelogramo gerado pelos vetores u = (a, b) e v = (c, d),
que é o paralelogramo de vértices (0, 0), (a, b), (a+c, b+d) e (c, d) e onde o sinal indica
se a rotação de menor ângulo necessária para girar o vetor (a, b) na direção do vetor
(c, d) é positiva (no sentido trigonométrico) ou negativa (no sentido horário). Em
dimensão três, det(u,v,w) indica a o volume, com sinal, do paralelepípedo gerado
pelos vetores u,v,w.

Com isso em mente, vamos mostrar que existe uma, e somente uma, função com as
propriedades elencadas acima. Dessa forma, o determinante coincide com as noções de
comprimento, área e volume com sinal em dimensões baixas e estende esses conceitos
para dimensões mais altas. A unicidade segue do fato dela necessariamente ser uma
certa função bem definida em termos das coordenadas dos vetores.

Antes de vermos isso, observe que, como consequência da propriedade (ii) acima,
se dois vetores forem iguais, o determinante é nulo. De fato, trocando os dois vetores
de lugar,

det(. . . ,u, . . . ,u, . . .) = − det(. . . ,u, . . . ,u, . . .),

mas como os vetores são iguais, então, necessariamente,

det(. . . ,u, . . . ,u, . . .) = 0.

Isso é natural se pensarmos que o espaço gerado por esses vetores vai ter uma dimensão
a menos e, com isso, ter o seu volume n-dimensional nulo.
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No caso em que pelo menos um dos vetores seja nulo, então o determinante tam-
bém é nulo, visto que, pela propriedade (i),

det(. . . ,0, . . .) = det(. . . , λ0, . . .) = λ det(. . . ,0, . . .),

para λ arbitrário, de modo que
det(. . . ,0, . . .) = 0.

Além disso, por conta da multilinearidade, o determinante é uma função homogê-
nea de grau n, i.e.

det(λu1, . . . , λun) = λn det(u1, . . . ,un), ∀λ ∈ R.
Resumimos esses resultados da seguinte forma.

Teorema 3.1. Dado n ∈ N e um corpo K, seja det : (Kn)n → K uma função
satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (iii). Então, dados u1, . . . ,un,u,∈ Kn e λ ∈ K
arbitrários, vale

det(u1, . . . ,ui−1,u,ui+1, . . . ,uj−1,u,uj+1, . . . ,un) = 0, (3.1)
det(u1, . . . ,uj−1,0,uj+1, . . . ,un) = 0, (3.2)
det(λu1, . . . , λun) = λn det(u1, . . . ,un). (3.3)

Agora estamos aptos a provar o resultado de existência e unicidade da função
determinante.

Teorema 3.2 (Existência e unicidade do determinante e fórmula de Leibniz).
Dado n ∈ N e um corpo K, existe uma, e somente uma, função det : (Kn)n → K
satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (iii), que podemos escrever mais precisamente
como

det(u1, . . . ,uj−1,u + λv,uj+1, . . . ,un)

= det(u1, . . . ,uj−1,u,uj+1, . . . ,un) (3.4)
+ λ det(u1, . . . ,uj−1,v,uj+1, . . . ,un); (3.5)

det(u1, . . . ,ui−1,ui,ui+1, . . . ,uj−1,uj,uj+1, . . . ,un)

= − det(u1, . . . ,ui−1,uj,ui+1, . . . ,uj−1,ui,uj+1, . . . ,un); (3.6)
det(e1, . . . , en) = 1, (3.7)

para quaisquer u1, . . . ,un,v,w ∈ Kn, λ ∈ K, j ∈ N com 1 ≤ j ≤ n e i ∈ N com
1 ≤ i < j ≤ n. Essa função pode ser expressa através da fórmula de Leibniz, dada
por

det(u1,u2, . . . ,un) =
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n, (3.8)
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onde uj = (a1j, . . . , anj) ∈ Kn, j = 1, . . . , n são vetores em Kn; Sn indica o conjunto
de todas as n! permutações da sequência (1, . . . , n), lembrando que uma permutação
de (1, . . . , n) é uma bijeção σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}; o coeficiente (−1)N(σ) é a
paridade da permutação; e o inteiro N(σ) é o número de inversões da permutação,
i.e. o número de pares i, j em {1, . . . , n} com i < j e σ(i) > σ(j).

Demonstração. Considere n vetores em Kn que escrevemos como

uj = (a1j, . . . , anj), j = 1, . . . , n.

Em termos dos elementos da base canônica, temos

uj = a1je1 + · · · anjen.
Usando a multilinaridade de det, temos

det(u1,u2, . . . ,un) =
n∑

i1=1

ai1,1 det(ei1 ,u2, . . . ,un)

=
n∑

i1=1

n∑
i2=1

ai1,1ai2,2 det(ei1 , ei2 , . . . ,un)

= · · ·

=
n∑

i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

in=1

ai1,1ai2,2 · · · ain,n det(ei1 , ei2 , . . . , ein).

Como o determinante se anula quando dois de seus argumentos são vetores iguais,
então sobram apenas as combinações com índices i1, . . . , in distintos, ou seja, apenas
as permutações de 1, . . . , n. Assim, escrevemos

det(u1,u2, . . . ,un) =
∑
σ∈Sn

aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n det(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)),

onde Sn é o conjunto de todas essas permutações.
Cada determinante det(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) é igual a 1 ou −1, ou, mais precisa-

mente, é igual à paridade sgn(σ) = (−1)N(σ) da permutação, que depende do número
de inversões da permutação, que é o número de elementos i < j em (1, . . . , n) tais
que σ(i) > σ(j). O número de inversões nos dá o número de vezes que temos que
trocar os vetores para reordená-los na ordem e1, . . . , en. Nesta ordem, o determinante
é igual a 1. A cada inversão, multiplicamos o resultado por −1, graças à propriedade
do determinante ser alternante. Assim,

det(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) = (−1)N(σ).
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Dessa maneira, obtemos a fórmula de Leibniz (3.8). �

O determinante pode ser usado para determinar se um conjunto de n vetores é
uma base para o espaço Kn.

Teorema 3.3. Sejam u1, . . . ,un ∈ Kn, n ∈ N. Então esses vetores formam uma
base para Kn se, e somente se, det(u1, . . . ,un) 6= 0.

Demonstração. Como são n vetores e o espaço Kn é de dimensão n então eles
formam uma base se, e somente se, são linearmente independentes. Se os vetores
não formam uma base, então é porque eles são linearmente dependentes. Nesse caso,
podemos escrever um dos vetores como combinação linear dos outros. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que

un = a1u1 + · · ·+ an−1un−1.

Nesse caso, usando a propriedade de multilinearidade,

det(u1, . . . ,un) = det(u1, . . . ,un−1, a1u1 + · · ·+ an−1un−1)

= a1 det(u1, . . . ,un−1,u1) + · · · an−1 det(u1, . . . ,un−1,un−1).

Como o determinate se anula quando dois vetores são iguais e como todos os termos
do lado direito acima envolve determinantes com dois vetores iguais, então

det(u1, . . . ,un) = 0.

Ou seja, se os vetores são linearmente dependentes, então o determinante é nulo.
Dito de outra forma, se o determinante não for nulo, então os vetores têm que ser
linearmente independentes e, portanto, formar uma base.

Para a recíproca, vamos assumir que eles formam uma base. Então eles geram o
espaço todo. Em particular, todos os vetores da base canônica podem ser expressos
em termos dos vetores u1, . . . ,un. Escrevamos

ei = bi1u1 + · · ·+ binun,

para i = 1, . . . , n e coeficientes apropriados bij, i, j = 1, . . . , n. Usando a multi-
linearidade e a propriedade do determinante ser alternante, obtemos o análogo da
fórmula de Leibniz (3.8), mas em termos dos determinantes de permutações dos ve-
tores u1, . . . ,un, i.e.

det(e1, e2, . . . , en) =
∑
σ∈Sn

bσ(1),1bσ(2),2 · · · bσ(n),n det(uσ(1), . . . ,uσ(n)).

Caso det(u1, . . . ,un) = 0, então det(uσ(1), . . . ,uσ(n)) = 0 para qualquer permuta-
ção em Sn, de modo que det(e1, e2, . . . , en) = 0, o que é uma contradição. Logo,
necessariamente det(u1, . . . ,un) 6= 0, completando a demonstração. �
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Observação 3.1. Em um espaço vetorial qualquer X de dimensão finita sobre
um corpo K, podemos construir uma função

d : Xn =

n vezes︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X → K

com as propriedades de multilinearidade e alternância, mas a unicidade depende da
escoha de uma base b = {{w1, . . . ,wn}} de X cujo n-volume definimos como sendo
d(w1, . . . ,wn) = 1 (ou, mais geralmente, qualquer escalar não nulo). Nesse caso,
obtemos que d(u, . . . ,un) = det([u1]b, . . . , [un]b). Mas isso depende fortemente da
escolha da base. Por esse motivo, não costumamos definir o determinante em um
espaço vetorial arbitrário. Veremos, no entanto, na Seção 3, que isso não nos impede
de definir o determinante de um operador linear em um espaço vetorial arbitrário de
dimensão finita, porque, no fundo, o determinante de um operador mede um n-volume
relativo, ou seja, mede a taxa de mudança de n-volume, eliminando a dependência na
escolha da base. Isso ficará mais claro no devido momento.

4. Exercícios

Exercícios
4.1. Considere um conjunto a = {{u1,u2,u3}} de vetores em um espaço vetorial

X. Prove que b = {{u2 − u1,u3 − u2,u1 − u3}} é LD, independentemente
de a ser LD ou LI.

4.2. Considere um conjunto de vetores {u1,u2,u3} em um espaço vetorial X.
Prove que span{u1,u2,u3} = span{u1,u2 − u1,u3 − u1}.

4.3. Sejam u1 e u2 dois vetores em um certo espaço vetorial. Sabendo que {u1−
u2,u2 − u1} é LD, podemos afirmar que {u1,u2} é LD também ou não?
Justifique.

4.4. Considere os vetores complexos u = (1, 1) e v = (i, i). Prove que {u,v} é
um conjunto LD quando considerados no espaço vetorial X = C2 sobre o
corpo dos complexos K = C mas é LI quando considerado no espaço vetorial
W = C2 sobre o corpo dos reais R.

4.5. Demonstre que se u1, . . . ,uk são vetores LI em um espaço vetorial X sobre
um corpo K e se λ1, . . . , λk ∈ K são escalares não nulos, então λ1u1, . . . , λnun
também são LI.

4.6. Em um espaço vetorial complexificado XC de um espaço vetorial real X,
suponha que u = ur + iui e ū = ur − iui sejam linearmente independentes
em XC, onde ur,ui ∈ X. Mostre que ur e ui são linearmente independentes
em X.
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4.7. Sejam S um subespaço vetorial de um espaço vetorial X e seja A ⊂ X um
subconjunto qualquer não vazio. Suponha que todo u ∈ S+A pode ser escrito
de maneira única como soma u = v + a de vetores v ∈ S e a ∈ A. Podemos
deduzir que A também é um subespaço vetorial de X e que X = S ⊕ A?

4.8. Seja W um subespaço de um espaço vetorial X. Demonstre que W = S1 ⊕
· · · ⊕ Sk é soma direta de subespaços S1, . . . , Sk se, e somente se, W =

S1 + · · ·+ Sk e Si ∩
(∑

j 6=i Sj

)
= {0}, para todo i = 1, . . . , k.

4.9. Seja W um subespaço de um espaço vetorial X. Demonstre que W = S1 ⊕
· · · ⊕ Sk para subespaços S1, . . . , Sk se, e somente se, W = S1 + · · ·+ Sk e o
vetor nulo se escreve de forma única como soma de vetores nesses espaços,
i.e. se 0 = u1 + . . .+ uk, com uj ∈ Sj, j = 1, . . . , k, então uj = 0, para todo
j = 1, . . . , k.

4.10. Ache um subespaço complementar do subespaço

S = {u ∈ C(I,R);

∫
I

u(x) dx = 0}

do espaço vetorial real X = C(I,R), onde I ⊂ R é um intervalo e deduza
que S tem co-dimensão um.

4.11. Faça a demostração da Proposição 1.3.
4.12. Sejam X e Y dois espaços vetoriais sobre um mesmo corpo K e suponha

que os dois tenham dimensão finita. Demonstre que o produto cartesiano
X × Y = {(v, w); v ∈ X, w ∈ Y } é um espaço vetorial de dimensão finita,
com

dim(X × Y ) = dim(X) + dim(Y ).

Observe que o mesmo vale caso X e Y sejam subespaços vetoriais de um
mesmo espaço vetorial ou de espaços vetoriais diferentes sobre o mesmo
corpo.

4.13. Complete a demonstração da fórmula dim(U + V ) = dim(U) + dim(V ) −
dim(U ∩V ) da Proposição 1.5 usando a ideia descrita no esboço da demons-
tração, ou seja, partindo de uma base de U +V, completando até bases de U
e V e mostrando que a união dessas bases é uma base de U + V..

4.14. Prove que um subespaço S de um espaço vetorial X tem co-dimensão finita
k ∈ N se, e somente se, existem vetores v1, . . . ,vk ∈ X tais que todo u ∈ X
pode ser representado de maneira única como uma combinação linear

u = w + λ1v1 + . . .+ λkvk,

onde λ1, . . . , λk ∈ K e w ∈ S.
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4.15. Mostre o resultado mencionado na Observação 1.8, de que se S é um subes-
paço de um espaço vetorial X de dimensão finita com {0} $ S $ X, então
o subespaço complementar de S em X não é único.

4.16. Considere n+ 1 pontos distintos x0, . . . , xn na reta. Prove que os polinômios
de Lagrange, definidos por

`j(x) =
Πi 6=j(x− xi)
Πi 6=j(xj − xi)

,

formam uma base P
(n)
R [x], x ∈ R.

4.17. Seja p ∈ P
(3)
R [x] \P(2)

R [x] um polinômio de grau três em x ∈ R. Demonstre
que b = {{p, p′, p′′, p′′′}} é uma base de P

(3)
R , onde p′, p′′ e p′′′ são as derivadas

de p = p(x) de ordem um, dois e três em relação a x.
4.18. Considere o subconjunto

S = {u(x) = C0e
x cos(θ + x); C0, θ ∈ R}

do espaço vetorial X = RR das funções reais na reta. Demonstre que S é um
subespaço de X, encontre uma base para S e determine a sua dimensão.

4.19. Demonstre que S = {p ∈ P
(3)
R [x]; p′(1) = 0} é um subespaço vetorial de

P
(3)
R [x] e que a = {{1, (x− 1)2; (x− 1)2(x− 2)}} é uma base para S.
.

4.20. Determine o subespaço complementar, em P
(3)
R [x], do subespaço S = {p ∈

P
(3)
R [x]; p′(1) = 0} considerado no Exercício 4.19.

4.21. Ache uma base para o subespaço S = {p ∈ P
(4)
R [x]; p′′(2) = 0} e encontre

um subespaço complementar S ′ de S em P
(4)
R [x].

4.22. Ache uma base para o subespaço S = {p ∈ P
(3)
R [x]; p′′(1) = 0} e encontre

um subespaço complementar S ′ de S no espaço P
(3)
R [x].

4.23. Considere o espaço vetorial X = C1(R) das funções contínuas diferenciáveis
em R. Seja f ∈ X uma função não nula tal que {f, f ′} seja linearmente
dependente. Determine f (a menos de constantes).

4.24. Seja X = R2×2 o espaço das matrizes reais quadradas. Considere o subespaço

das matrizes simétricas S = {A ∈ R2×2;Atr = A}, i.e. da forma A =

[
a b
b c

]
.

Ache a dimensão de S. Encontre, ainda, um subespaço S ′ complementar a
S, i.e. tal que X = S ⊕ S ′.

4.25. Seja S um subespaço próprio de um espaço vetorial X de dimensão finita.
Seja S ′ um complementar de S em X. Seja b = {{w1, . . . ,wk}} uma base S ′,
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onde k ∈ N. Mostre que {{[[w1]] , . . . , [[wk]]}} é uma base do espaço quociente
X/S. Este é o caminho inverso ao usado na demonstração da Proposição 1.9.

4.26. Sejam U, V subespaços de um certo espaço vetorial. Considerando S =
U ∩ V , prove que (U/S) ∩ (V/S) é o subespaço trivial de X/S, que (U +
V )/S = (U/S) + (V/S) e que, portanto, (U + V )/S = (U/S)⊕ (V/S) (veja
Observação 1.9).

4.27. Sejam U, V,W subespaços vetoriais de dimensão finita de um certo espaço
vetorial. Prove ou dê um contra-exemplo para a identidade
dim(U + V +W ) = dim(U) + dim(V ) + dim(W )

− dim(U ∩ V )− dim(U ∩W )− dim(V ∩W )

+ dim(U ∩ V ∩W ).

4.28. Sejam U e V subespaços vetoriais com interseção trivial, U ∩ V = {0}, em
um espaço vetorial X. Sejam bU e bV bases de U e V . Mostre que bU ∪ bV
é uma base de U ⊕ V .

4.29. Seja n ∈ N e considere o espaçoX = Rn×n das matrizes reais n×n. Considere
os subespaços

S1 =
{
A ∈ X; Atr = A

}
(simétricas),

S2 =
{
A ∈ X; A = (aij)

n
ij=1, aij = 0, para |i− j| > 1

}
(tridiagonais)

S3 =
{
A ∈ X; A = (aij)

n
ij=1, aij = aji, i, j = 1, . . . , n,

aij = 0, para |i− j| > 1} (simétricas tridiagonais)
Ache as dimensões de cada um desses subespaços e encontre uma base para
S3.

4.30. Prove o resultado descrito na Observação 3.1 de existência e unicidade de
uma função multilinear alternante db : Xn → K, em um espaço vetorial
X de dimensão finita n ∈ N sobre um corpo K, normalizado para valer
db(w1, . . . ,wn) = 1, em uma determinada base b = {{w1, . . . ,wn}}.

4.31. Em relação ao funcional multilinear discutido no Exercício 4.30, mostre que
se a = {{v1, . . . ,vn}} e b = {{w1, . . . ,wn}} são duas bases de X, então

da(u1, . . . ,un) =
da(v1, . . . ,vn)

db(w1, . . . ,wn)
db(u1, . . . ,un),

para vetores u1, . . . ,un ∈ X quaisquer.





CAPíTULO 3

Funcionais Lineares e Dualidade

Close the door, put out the light. / They choose
the path where no-one goes.

– No Quarter (Houses of the Holy)
Led Zeppelin, 1973

Um caso particular de transformação linear, de um espaço vetorial X em outro, é
quando esse outro espaço contradomínio é o próprio corpo K do espaço X. Essas fun-
ções com valores escalares levam o nome especial de funcionais lineares. O conjunto
de funcionais lineares forma o chamado dual algébrico X∗ de X e tem uma relação
muito estreita com o próprio espaço, apresentando uma dualidade de representações e
propriedades. Essa dualidade é fundamental para o entendimento do próprio espaço
e é bastante útil no estudo de transformações lineares. Esses funcionais lineares são
o foco deste capítulo.

1. Funcionais lineares e o dual algébrico

1.1. Definição. Um funcional em um espaço vetorial X sobre um corpo K é
qualquer função f : X → K definida em X e com valores escalares em K. Por exemplo,
o comprimento de arco

`(f) =

∫
I

√
1 + |f ′(x)|2 dx

do gráfico y = f(x), x ∈ I, de uma curva suave f : I → R sobre um intervalo
limitado I ⊂ R pode ser visto como um funcional (não linear) no espaço vetorial real
X = C1(I), sobre K = R.

De particular interesse em Álgebra Linear, no entanto, são os funcionais linea-
res, também chamadas de formas lineares, i.e. que satisfazem

f(λu + v) = λf(u) + f(v),

para todo u,v ∈ X e λ ∈ K.
79
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O conjunto dos funcionais lineares forma um outro espaço vetorial chamado de
dual, ou dual algébrico. Nesse sentido, temos a seguinte definição.

Definição 1.1 (Dual algébrico). Dado um espaço vetorial X sobre um corpo K,
o dual algébrico X∗, ou simplesmente dual no contexto de dimensão finita, é o
conjunto dos funcionais lineares em X,

X∗ = {f : X → K; f(λu + v) = λf(u) + f(v), ∀u,v ∈ X, λ ∈ K}

O dual algébrico X∗ é um espaço vetorial quando munido das operações de adição e
multiplicação por escalar definidas pontualmente, i.e. para todo f, g ∈ X∗, a adição
f + g ∈ X∗ é dada por

(f + g)(u) = f(u) + g(u), ∀u ∈ X,

e, para todo λ ∈ K e todo f ∈ X∗, a multiplicação por escalar λf ∈ X∗ é dada por

(λf)(u) = λf(u), ∀u ∈ X.

Observação 1.1 (Elemento neutro do espaço dual). O elemento neutro do espaço
dual X∗ de um espaço vetorial X sobre um corpo K é o funcional identicamente nulo,
que podemos denotar por 0 e que é definido, mais precisamente, por 0(u) = 0, para
todo u ∈ X.

Observação 1.2. Em dimensão infinita, consideramos, em muitos casos, espaços
vetoriais munidos de alguma topologia e tais que as operações de adição e multiplica-
ção por escalar sejam contínuas nessa topologia. A partir disso, podemos considerar
funcionais f : X → K que sejam contínuos, usando a topologia de X. Em particu-
lar, podemos restringir os funcionais lineares aos que sejam contínuos, formando o
que chamamos de dual topológico X ′ = {f : X → K; f linear e contínuo}. Nesse
contexto, o dual topológico é chamado simplesmente de dual. No caso de X ser de
dimensão finita e munido de uma topologia compatível com as operações vetoriais,
todo funcional linear é contínuo, de modo que as duas definições de espaço dual coinci-
dem. Mas em dimensão infinita, temos, em geral, apenas X ′ ⊂ X∗. Dois importantes
exemplos de espaços duais topológicos são o espaço das distribuições D(Ω)′ e o espaço
das distribuições temperadas S(Rd)′, duais topológicos do espaço das funções teste
D(Ω) e do espaço de Schwartz S(Rd), onde Ω ⊂ Rd é um domínio no espaço Rd, e
d ∈ N. Veja mais sobre esses espaços duais no Exemplo 4.2.

1.2. Exemplos de funcionais lineares.
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Exemplo 1.1 (Produto matriz-vetor com uma matriz de uma linha). EmX = Rn,
n ∈ N, dado a =

[
a1 · · · an

]
∈ R1×n, a função f : Rn → R dada por

f(u) = au =
[
a1 · · · an

]x1
...

xn

 = a1x1 + · · · anxn

para todo u = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, é um funcional linear em Rn.

Exemplo 1.2 (Produto escalar em Rn com um vetor dado). Em X = Rn, n ∈ N,
dado a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, a função f : Rn → R definida por

f(u) = a · u = a1x1 + · · ·+ anxn,

para todo u = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, é um funcional linear em Rn.

Exemplo 1.3 (Partes real e imaginária de um complexo). Olhando X = C como
espaço vetorial sobre K = R, as funções f : C→ R dadas por f(z) = f(x+ iy) = x e
f(z) = f(x + iy) = y são funcionais lineares em X. Escrevendo f(z) = f(x + iy) =
x+ i0 e f(z) = f(x+ iy) = y+ i0, podemos interpretar essas funções, também, como
funcionais lineares em C como espaço vetorial sobre si mesmo, K = C.

Exemplo 1.4 (Valor de uma função em um ponto e a delta de Dirac). Conside-
rando o espaço X = RI de funções de um intervalo I ⊂ R em R, dado x0 ∈ I, a
função f : RI → R definida por

f(u) = u(x0), u ∈ RI ,

é um funcional linear em X. Em particular, considerando o espaço das funções
contínuas X = C(I), isso nos leva à conhecida delta de Dirac no ponto x0, que é um
funcional linear δx0 ∈ X∗ dada por

〈δx0 , u〉X∗,X = u(0), u ∈ C(I).

Exemplo 1.5 (Derivada em um ponto). Considerando o espaço X = C1(I,R)
em um intervalo I ⊂ R e fixando x0 ∈ I, a função

f(u) = u′(x0)

também define um funcional linear em X.

Exemplo 1.6 (Valor médio). Considerando o espaço X = C(I,R) em um inter-
valo I ⊂ R, a função

f(u) =
1

|I|

∫
I

u(x) dx,

onde |I| é o comprimento do intervalo, define um funcional linear em X.
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Exemplo 1.7 (Integração com uma função dada). Dada uma função contínua
v ∈ C(I) em um intervalo I = [a, b], podemos definir um funcional linear fv no
espaço C(I) através da integral

fv(u) =

∫ b

a

v(x)u(x) dx,

para todo u ∈ C(I).

Exemplo 1.8 (Traço de uma matriz). Considerando o espaço X = Cn×n das
matrizes complexas quadradas A = (aij)

n
i,j=1, o traço

tr(A) = a11 + · · ·+ ann

define um funcional linear em X.

Exemplo 1.9 (Diferencial). Um exemplo fundamental é o de diferencial de um
funcional (usualmente não linear), quando o espaço vetorial está munido de uma
norma. Mais precisamente, se f : X → K é um funcional em um espaço vetorial
normado sobre K = R ou C, com a norma denotada por ‖ · ‖, dizemos que f é
diferenciável em um ponto u ∈ X, quando existe um funcional linear g : X → Y ,
que é a diferencial de f nesse ponto e é denotada por df(u) = g, que satisfaz

|f(u + h)− f(u)− (df(u))(h)|
‖h‖

→ 0, quando ‖h‖ → 0, h 6= 0.

Quando u = (x1, . . . , xn) ∈ X = Rn e f(u) = f(x1, . . . , xn), n ∈ N, então a diferencial
calculada em um vetor h pode ser representada por uma multiplicação por escalar
df(u) · h, onde df(u) = (∂x1f(x1, . . . , xn), ∂xnf(x1, . . . , xn)) ∈ Rn é o chamado vetor
gradiente de f.

Observação 1.3 (Aplicações). Como veremos a seguir, funcionais lineares podem
ser usados para representar hiperplanos. Em particular, estão associados a hiperpla-
nos tangentes ao gráfico de funcionais não-lineares. Também são usados para definir
sub-diferenciais de funções convexas. Podem, ainda, ser usados para definir polítopos
e poliedros; separar conjuntos convexos; classificar dados via máquinas de vetores de
suporte (em inglês support vector machine - SVM ); etc.

1.3. Produto de dualidade. Consideramos, inicialmente, a ação u 7→ f(u), em
X, de um dado funcional linear f ∈ X∗. Em seguida, consideramos o espaço de todos
os funcionais lineares e definimos adição e multiplicação por escalar entre eles, o que
significa considerar a ação f 7→ f(u), para funcionais lineares em X∗, para um dado
u ∈ X. Podemos combinar as duas ações em um mapeamento (f,u) 7→ f(u) e definir
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Figura 1.1. Classificação de dados via hiperplano. Dois grupos de
dados já classificados, divididos em grupos A e B, são usados para
treinar o método, gerando um hiperplano H = {f = η} que separa os
grupos em semi-hiperplanos, e.g. A em H− = {f ≤ η − δ} e B em
H+ = {f ≥ η + δ}. Uma vez treinado, o hiperplano pode ser usado
para classificar novos dados (C). Os vetores nos bordos {f = η − δ}
e {f = η + δ} são os vetores de suporte, no método de classificação
conhecido comomáquina de vetores de suporte, em inglês support vector
machine (SVM).

um funcional no produto cartesiano X∗ ×X. Como esse funcional é linear tanto em
f como em u, dizemos que ele é um funcional bilinear, ou uma forma bilinear. E
por ser bilinear, é natural usamos uma notação que torne isso mais natural, e.g. de
uma forma bilinear 〈·, ·〉 definida no produto cartesiano X∗ × X. Vamos formalizar
isso e ver algumas de suas propriedades.

Definição 1.2 (Produto de dualidade). Dado um espaço vetorial X sobre um
corpo K, definimos o produto de dualidade entre o seu dual e o espaço como sendo
o funcional bilinear 〈·, ·〉 : X∗ ×X → K dado por

〈f,u〉 = f(u),

para f ∈ X∗ e u ∈ X.

A bilinearidade se escreve

〈f,u + λv〉 = f(u + λv) = f(u) + λf(v) = 〈f,u〉+ λ〈f,v〉
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e
〈f + αg,u〉 = (f + αg)(u) = f(u) + αg(u) = 〈f,u〉+ α〈g,u〉.

Observação 1.4. Em certos casos, quando trabalhando com mais de um espaço
vetorial, é útil qualificar os espaços em cada produto de dualidade, escrevendo, por
exemplo,

〈f,u〉X∗,X .

Observe que a ordem dos espaços acompanha a ordem dos argumentos, f ∈ X∗ pri-
meiro e u ∈ X em seguida.

2. Núcleo de um funcional linear e hiperplanos

Há uma ligação direta entre o núcleo de um funcional linear e hiperplanos no
espaço.

2.1. O núcleo como um subespaço.

Proposição 2.1. Dado um funcional linear f ∈ X∗ em um espaço vetorial X
sobre um corpo K, o núcleo de f, definido por

ker(f) = {u ∈ X; 〈f,u〉 = 0},

é um subespaço de X.

Demonstração. Primeiramente, vamos verificar que 0 ∈ ker(f), que é condição
necessária para ser subespaço. Como 0 é o elemento neutro aditivo de X e f é linear,
temos

〈f,0〉 = 〈f,0 + 0〉 = 〈f,0〉+ 〈f,0〉 = 2〈f,0〉.

A única possibilidade disso ser verdade em K é com 〈f,0〉 = 0, de modo que 0 ∈ ker(f).
Agora, basta observar que, pela linearidade de f, se u,v ∈ ker(f) e λ ∈ K, então

〈f,u + v〉 = 〈f,u〉+ 〈f,v〉 = 0 + 0 = 0,

e
〈f, λu〉 = λ〈f,u〉 = λ0 = 0,

de modo que u + v ∈ ker(f) e λu ∈ ker(f), mostrando que ker(f) é fechado para as
operações de adição e multiplicação por escalar. �
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2.2. Exemplos de núcleos.

Exemplo 2.1. Em X = R2, dados a = (a, b) ∈ R2 e o funcional linear 〈f,u〉 =
a ·u = ax+ by, para u = (x, y), então o núcleo de f é uma reta passando pela origem:

ker(f) = {(x, y) ∈ R2; ax+ by = 0}

Exemplo 2.2 (Partes real e imaginária de um complexo). Olhando X = C como
espaço vetorial sobre K = R e considerando f(z) = x, para z = x + iy ∈ C, o núcleo
de f é o eixo imaginário.

Exemplo 2.3. Seja X = PR[x] o espaço dos polinômios na reta real, x ∈ R.
Considere o funcional linear

f(p) = p(0).

O núcleo de f é composto por todos os polinômios que se anulam na origem, ou seja

ker(f) = {p ∈ PR[x]; p(0) = 0} = {p; p(x) = xq(x), q ∈ PR[x]} = xPR[x].

Exemplo 2.4 (Valor médio). Considerando o espaço X = C(I,R) em um inter-
valo limitado I ⊂ R e o funcional linear

f(u) =
1

|I|

∫
I

u(x) dx,

onde |I| é o comprimento do intervalo, o núcleo de f é o subespaço das funções de
média zero:

ker(f) =

{
u ∈ C(I,R);

∫
I

u(x) dx = 0

}
.

Exemplo 2.5 (Derivada em um ponto). Considerando o espaço X = C1(I,R)
em um intervalo I ⊂ R e fixando x0 ∈ I, o núcleo do funcional

f(u) = u′(x0)

é o conjunto das funções continuamente diferenciáveis com um ponto crítico em x =
x0.

Exemplo 2.6 (Traço de uma matriz). Considerando o espaço X = Cn×n das
matrizes complexas quadradas A = (aij)

n
i,j=1, o núcleo do traço

tr(A) = a11 + · · ·+ ann

é o subespaço das matrizes com traço zero, que caracteriza as matrizes A associadas
aos sistemas u̇ = Au que preservam volume no espaço de fase.
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Observação 2.1. É claro que se o funcional não for linear, o núcleo pode não
ser um subespaço. Vide, por exemplo, o funcional não linear f(u) = y − x2, para
u = (x, y) ∈ X = R2, cujo núcleo é a parábola y = x2 no plano. Mas isso não quer
dizer que o núcleo de um funcional não linear não possa ser um subespaço. O núcleo,
por exemplo, do funcional linear f(u) = x3, para u = (x, y) ∈ X = R2, é o eixo y, que
é um subespaço.

2.3. Co-dimensão do núcleo de um funcional não nulo. Como todo subes-
paço linear possui um complementar algébrico, o núcleo de um funcional linear, como
todo subespaço linear, possui um complementar algébrico. O mais significativo é que,
caso o funcional não seja nulo, esse subespaço tem co-dimensão um, ou seja, é um
hiperplano.

Proposição 2.2. Seja X um espaço vetorial e seja f ∈ X∗ um funcional linear
não nulo. Então ker(f) tem co-dimensão um, ou seja, é um hiperplano.

Demonstração. Basta mostrar que ker(f) tem um complementar de dimensão
um, ou seja, que tem um complementar gerado por um único vetor não nulo. Para
tanto, deve ser um vetor fora do núcleo de f. Seja, então, w ∈ X tal que 〈f,w〉 6= 0,
que existe já que f é não nulo. Vamos mostrar que X = ker(f)⊕ span{w}, provando
que codim(ker(f)) = dim(span{w}) = 1.

Para mostrar que X = ker(f)⊕span{w}, basta mostrar que X = ker(f)+span{w}
e que ker(f) ∩ span{w} = {0}.

Vamos mostrar, primeiro, queX = ker(f)+span{w}. Para isso, temos que mostrar
que, para todo u ∈ X, existem v ∈ ker(f) e λ ∈ K tais que

u = v + λw.

Para achar tais v e λ, observe que devemos ter

〈f,u〉 = 〈f,v〉+ λ〈f,w〉.
Para que v esteja no núcleo de f, devemos ter

〈f,v〉 = 〈f,u〉 − λ〈f,w〉 = 0,

ou seja, devemos tomar

λ =
〈f,u〉
〈f,w〉

e, com isso,
v = u− λw.

Assim,
u = λw + v



2. NÚCLEO DE UM FUNCIONAL LINEAR E HIPERPLANOS 87

com v ∈ ker(f), nos dando a representação desejada.
Para verificar a unicidade dessa representação, vamos mostrar que a interseção

entre o núcleo de f e o espaço gerado por w é trivial. Seja, então, u ∈ ker(f)∩span{w}.
Como u ∈ span{w}, existe λ ∈ K tal que

u = λw.

Por outro lado, u ∈ ker(f), ou seja, 〈f,u〉 = 0. Com isso,

0 = 〈f,u〉 = 〈f, λw〉 = λ〈f,w〉.

Mas 〈f,w〉 6= 0. Logo, λ = 0 e

u = λw = 0w = 0.

Isso mostra que ker(f) ∩ span{w} = {0}, concluindo a demonstração de que X =
ker(f)⊕ span{w}, e que, portanto, codim(ker(f)) = 1. �

O seguinte resultado segue da proposição acima.

Corolário 2.1. Dado um funcional linear f ∈ X∗ não-nulo em um espaço veto-
rial X sobre um corpo K e dado w ∈ X tal que 〈f,w〉 6= 0, temos que, para qualquer
u ∈ X, existem únicos λ ∈ K e v ∈ ker(f) tais que

u = λw + v.

Observação 2.2. Naturalmente, caso o funcional linear seja nulo, então o seu
núcleo é todo o espaço, de modo que a sua co-dimensão é zero. O resultado acima só
se aplica, mesmo, a funcionais lineares não nulos.

2.4. Espaço quociente ao núcleo. Como X = ker(f) ⊕ span{w}, no caso de
um f ∈ X∗ não nulo, segue, da Proposição 1.9, que X/ ker(f) é isomorfo a span{w}
e, assim, tem dimensão um. Isso nos dá o seguinte corolário.

Corolário 2.2. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita e seja f ∈ X∗

um funcional linear não nulo. Então X/ ker(f) tem dimensão um, sendo isomorfo a
span{w}, para qualquer w ∈ X \ ker(f).

Observação 2.3. Vale lembrar, da Definição 3.1, que

X/ ker(f) = {w + ker(f); w ∈ X}.

Como ker(f) tem co-dimensão um, os conjuntos w + ker(f) são hiperplanos afim, de
modo que o espaço quociente é a união de todos os hiperplanos afim paralelos a ker(f).
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S = ker(f)

λw + ker(f)
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Figura 2.1. Ilustração do núcleo S = ker(f) de um funcional f ∈ X∗
não nulo; do conjunto de hiperplanos afim λw + ker(f), que forma o
espaço quociente X/ ker(f); e da representação u = v+2w de um vetor
u em X = ker(f) ⊕ span w. A escolha de w ∈ X \ ker(f) é como uma
escolha de escala, ou unidade de medida, para o espaço complementar
ao núcleo.

Observação 2.4. Uma equação linear u′ = Au, onde u = u(t) ∈ Rn, A ∈ Rn×n,
n ∈ N, e u′ = u′(t) é a derivada (temporal) em t, tem solução u(t) = etAu0, t ∈ R. A
família de operadores-solução etA : Rn → Rn age no espaço de fases Rn. Essa família
pode aumentar, diminuir ou preservar volumes em Rn de acordo com o determinante
de etA. Esse determinante está associado ao traço de A por det(etA) = ettr(A). Em
particular, matrizes de traço nulo geram operadores-solução que preservam volume. O
subespaço S de matrizes de traço nulo separa o espaço das matrizes em dois conjuntos
conexos, um formado pelas matrizes que geram operadores-solução expansores e outro
formado pelas matrizes que geram operadores-solução contratores.

2.5. Caracterização de hiperplanos. Vimos, então, que o núcleo de um fun-
cional linear não nulo em um espaço de dimensão finita é um hiperplano, ou seja, tem
co-dimensão um. Em outras palavras, partimos de um funcional não nulo e chegamos
em um núcleo que é um hiperplano.
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O resultado a seguir complementa o resultado acima, partindo de um hiperplano,
i.e. de um subespaço linear de co-dimensão um, e chegando em um funcional li-
near com esse subespaço como núcleo. Isso nos dá, de fato, uma caracterização dos
hiperplanos como núcleos de funcionais lineares.

Proposição 2.3. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita. Dados um su-
bespaço vetorial S ⊂ X de co-dimensão um e um vetor w ∈ X \ S, existe um único
funcional linear f ∈ X∗ tal que S = ker(f) e f(w) = 1.

Demonstração. Como S é de co-dimensão um e w /∈ S, então X = S ⊕
span{w}. Assim, todo u ∈ X pode ser escrito de maneira única como soma de
um elemento de S e de um múltiplo de w, i.e. existem v ∈ S e λ ∈ K únicos tais que

u = v + λw.

Como essa decomposição é única, podemos definir, sem ambiguidade, um funcional
f : X → K dado por

〈f,u〉 = λ.

Sendo única, podemos ver que essa decomposição é uma operação linear, i.e. se
u1 = v1 + λ1w e u2 = v2 + λ2w, então

u1 + αu2 = v1 + αv2 + (λ1 + αλ2)w,

com v1 + αv2 ∈ S e λ1 + αλ2 ∈ K. Dessa forma,

〈f,u1 + αu2〉 = λ1 + αλ2 = 〈f,u1〉+ α〈f,u2〉,
mostrando que f é linear em X, i.e. f ∈ X∗.

Como w = 0 + 1w, com 0 ∈ S, temos, por construção, que

〈f,w〉 = 1.

Assim, construímos f ∈ X∗ com 〈f,w〉 = 1 e ker(f) = S. Essa f é única. De fato,
se f̃ ∈ X∗ se anula em S e vale 1 em w, então, usando a decomposição acima e a
linearidade de f̃,

〈̃f,u〉 = 〈̃f,v + λw〉 = 〈̃f,v〉+ λ〈f,w〉 = 0 + λ = λ = 〈f,u〉,

para todo u ∈ X. Ou seja, f̃ = f, nos dando a unicidade. �

Observação 2.5. A unicidade na Proposição 2.3 é dada uma vez que fixamos
w ∈ X \ker(f) e forçamos que 〈f,w〉 = 1. Essa escolha é como uma escolha de escala,
ou unidade de medida, para o espaço complementar ao núcleo. Podemos mudar w
ou mudar o valor de 〈f,w〉 e termos diversas representações diferentes, em diferentes
escalas. Mas uma vez fixada a escala, só há uma escolha possível. Dois w1,w2 que
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estejam no mesmo hiperplano afim paralelo a S determinam o mesmo funcional linear
e dão uma mesma escala para X/S. Veja Seção 2.4 e Seção 5.1.

2.6. Propriedades úteis. Os seguinte corolários são, por vezes, úteis (veja, e.g.
Teorema 4.1).

Corolário 2.3. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita. Dado w ∈ X
não nulo, existe f ∈ X∗ tal que 〈f,w〉 = 1.

Demonstração. Basta considerar um espaço complementar S qualquer do su-
bespaço span{w} e aplicar a Proposição 2.3. �

Observação 2.6. Observe que f no Corolário 2.3 pode não ser único, já que a
escolha do complementar S é arbitrária. Só é única no caso em que X é unidimensi-
onal.

Corolário 2.4. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita e sejam u,v ∈ X.
Se 〈f,u〉 = 〈f,v〉 para todo f ∈ X∗ então u = v.

Demonstração. Por linearidade, temos 〈f,u− v〉 = 0, para todo f ∈ X∗. Se
u−v 6= 0, então segue do Corolário 2.3 que existe f ∈ X∗ tal que 〈f,u− v〉 6= 0. Mas
isso contradiz a hipótese. Logo, u− v = 0, ou seja, u = v. �

Observação 2.7. Os resultados do Corolário 2.3 e do Corolário 2.4 continuam
válidos no caso de dimensão infinita, mas a demonstração requer o uso de base de
Hamel. No entanto, em alguns casos, o tal funcional f ∈ X∗ pode não ser contínuo,
o que é relevante no caso de dimensão infinita (em dimensão finita, como falamos na
Observação 1.2, todos os funcionais lineares são contínuos). O lado positivo disso é que
se todos os funcionais lineares contínuos se anularem em um determinado subespaço,
então esse subespaço é denso no espaço todo. Em relação a isso, veja, por exemplo,
Exemplo 1.3.

2.7. Caracterização de hiperplanos afim. A caracterização anterior de um
subespaço de co-dimensão um como o núcleo de um funcional linear não nulo se
estende facilmente para hiperplanos afim. Vimos que um hiperplano afim é um con-
junto w + S onde S é um subespaço de co-dimensão um. Vamos ver, abaixo, uma
caracterização de um hiperplano afim como conjunto de nível de um funcional linear.

Proposição 2.4. Um hiperplano afim pode ser caracterizado como sendo um
conjunto de nível de um funcional linear, i.e. um conjunto H ⊂ X é um hiperplano
afim em um espaço vetorial X sobre um corpo K se, e somente se, existe um funcional
linear não-trivial f ∈ X∗ e um escalar η ∈ K tal que

H = {f = η} = {u ∈ X; 〈f,u〉 = η}.
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Demonstração. Seja H = w + S, onde w ∈ X e S é um hiperplano. Como S
é um hiperplano, S tem co-dimensão um e existe um complementar S ′ de S que é de
dimensão um. Nesse caso, S ′ tem uma base que é formada por um único elemento
não nulo, digamos S ′ = span{w1}, para algum w1 ∈ X. Todo vetor u em X pode
ser decomposto de forma única como

u = v + λw1,

onde v ∈ S e λ ∈ K. Como essa decomposição é única, podemos definir, sem
ambiguidade, o funcional linear f : X → K por

〈f,u〉 = 〈f,v + λw1〉 = λ.

Em particular, 〈f,u〉 = 0 se, e somente se, u ∈ S. Além disso, 〈f,w1〉 = 1.
O funcional f definido acima é, de fato, linear, pois se u′ = v′+λ′w1 é outro vetor

em X e µ ∈ K é um escalar, então
〈f,u + µu′〉 = 〈f,v + µv′ + (λ+ µλ′)w1〉 = λ+ µλ′ = 〈f,u〉+ µ〈f,u′〉,

visto que v + µv′ ∈ S. Isso mostra que f ∈ X∗.
Seja, agora,

η = 〈f,w〉.
Observe que, para u = v + λw1, temos u ∈ H se, e somente se, u = w + ṽ, para
algum ṽ ∈ S. Nesse caso,

v + λw1 = w + ṽ,

de modo que
λw1 −w = ṽ − v ∈ S.

Como f só se anula em S, vemos que u = v + λw1 pertence a H se, e somente se,
〈f, λw1 −w〉 = 0,

o que nos leva a
0 = 〈f, λw1 −w〉 = λ〈f,w1〉 − 〈f,w〉 = λ− η,

ou seja, u ∈ H se, e somente se, 〈f,u〉 = η. Isso nos dá a caracterização H = {f = η},
para essa f. �

Essa caracterização pode ser usada para verificar se dois hiperplanos são paralelos,
como mostra o resultado a seguir.

Proposição 2.5. Dois hiperplanos H1 e H2 em um espaço vetorial X sobre um
corpo K são paralelos quando existe um funcional linear não-trivial f ∈ X∗ e um
escalar β ∈ K tais que

f(u1 − u2) = β, ∀u1 ∈ H1,∀u2 ∈ H2. (2.1)
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Demonstração. A ideia é escrever H1 = w1 + S e H2 = w2 + S, tomar um
funcional f ∈ X∗ com ker(f) = S e definir β = 〈f,w2〉 − 〈f,w1〉. Em seguida, é só
verificar que (2.1) vale. Deixamos os detalhes para o leitor (Exercício 7.1). �

Observação 2.8. Unindo a representação do espaço quociente X/ ker(f) como
união dos hiperplanos afim paralelos ao núcleo do funcional linear dada na Observa-
ção 2.3, i.e. X/ ker(f) = {u + ker(f)}, com a caracterização de hiperplanos afim dada
na Proposição 2.4, podemos escrever

X/ ker(f) = {Hη, η ∈ K},

onde
Hη = {f = η} = {u ∈ X; 〈f,u〉 = η}.

Essa caracterização nos dá, de fato, um isomorfismo η 7→ Hη = {f = η}, entre K e
X/ ker(f).

3. Dimensão do espaço dual

A Proposição 2.3 é fundamental para construírmos uma base para o dual X∗,
como veremos agora.

3.1. Funcionais que identificam os vetores de uma base. Primeiramente,
construímos funcionais que “enxergam” somente um dos vetores de uma dada base.

Lema 3.1. Seja X um espaço vetorial de dimensão n ∈ N e seja b = {{w1, . . . ,wn}}
uma base de X. Para cada i = 1, . . . , n, existe um único funcional linear fi ∈ X∗ tal
que

〈fi,wj〉 = δij, i, j = 1, . . . , n,

onde δij é o Delta de Kronecker.

Demonstração. Basta aplicar a Proposição 2.3 para cada i = 1, . . . , n, tomando
w = wi e S = Si = span{wj, j 6= i}. �

3.2. Base dual e dimensão. Agora, vamos mostrar que esses funcionais formam
uma base para o dual.

Teorema 3.1. Sejam X um espaço vetorial de dimensão n ∈ N, b = {{w1, . . . ,wn}}
uma base de V e f1, . . . , fn ∈ X∗ funcionais lineares tais que

〈fi,wj〉 = δij, i, j = 1, . . . , n.

Então b∗ = {f1, . . . , fn} é uma base de X∗.
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Demonstração. Dado u ∈ X, temos uma representação única em termos da
base,

u = λ1w1 + · · ·+ λnwn. (3.1)
Com isso, observe que

〈fi,u〉 = 〈fi, λ1w1 + · · ·+ λnwn〉 = λ1〈fi,w1〉+ · · ·+ λn〈fi,wn〉 = λi. (3.2)

Agora, seja f ∈ X∗ arbitrário. Nesse caso, temos, para u ∈ X qualquer,

〈f,u〉 = 〈f, λ1w1 + · · ·+ λnwn〉
= λ1〈f,w1〉+ · · ·+ λn〈f,wn〉
= 〈f1,u〉〈f,w1〉+ · · ·+ 〈fn,u〉〈f,wn〉
= 〈f,w1〉〈f1,u〉+ · · ·+ 〈f,wn〉〈fn,u〉
= 〈f(w1)f1 + · · ·+ f(wn)fn,u〉,

(3.3)

ou seja,
f = α1f1 + · · ·+ αnfn ∈ span{f1, . . . , fn}, (3.4)

com
αi = 〈f,wi〉, i = 1, . . . , n.

Como isso vale para qualquer f, segue que b∗ gera V ∗.
Falta mostrar que b∗ é linearmente independente. Suponha, então, que

α1f1 + · · ·+ αnfn = 0,

onde o elemento 0 do lado direito é o zero de X∗, ou seja, é o funcional nulo 0(u) =
0 ∈ K, para todo u ∈ X. Mais explicitamente, isso significa que

α1〈f1,u〉+ · · ·+ αn〈fn,u〉 = 0,

para todo u ∈ X. Em particular, tomando u = wi, para cada i = 1, . . . , n, e usando
que 〈fi,wj〉 = 0, para j 6= i, e 〈fi,wi〉 = 1, obtemos

α1〈f1,wi〉+ · · ·+ αn〈fn,wi〉 = αi = 0.

Como i = 1, . . . , n é arbitrário, obtemos que b∗ é LI. Portanto, b∗ é uma base de
X∗. �

A base b construída no Teorema 3.1 leva o nome especial de base dual à b.

Definição 3.1 (Base dual). Seja X um espaço vetorial de dimensão finita n ∈ N
e seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X. Então a base b∗ = {{f1, . . . , fn}} de X∗
dada pelo Teorema 3.1 é chamada de base dual à base b.
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Observação 3.1. Observe que, na passagem de (3.1) para (3.4) via (3.3), os
coeficientes λi e os elementos da base wi, na representação de u, trocaram de papel,
virando, na representação de f, os elementos da base fi e os coeficientes αi = 〈f,wi〉,
respectivamente, em uma manifestação da dualidade entre X e X∗.

Corolário 3.1. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita. Então dim(X∗) =
dim(X).

Demonstração. Caso X = {0} seja o espaço trivial, então X∗ = {0} e ambos
têm dimensão zero. Caso X não seja trivial, então dim(X) = n para algum n ∈ N,
de modo que o Teorema 3.1 diz que X∗ também têm dimensão n. Em qualquer caso,
temos dim(X) = dim(X∗). �

Observação 3.2. A base dual parece um tanto esdrúxula, à primeira vista, mas
segue, da demonstração do Teorema 3.1 (veja Teorema 3.2), que os seus elementos
são caracterizados, simplesmente, por nos darem as coordenadas dos vetores na base
primal do espaço. E podem ser visualizados de maneira bem natural através de
suas curvas de nível, que são hiperplanos no espaço primal. E são hiperplanos bem
particulares, que estão associados diretamente ao sistema de coordenadas da base
primal. Veja, por exemplo, a Seção 3.2.

3.3. Representação de vetores e funcionais lineares. Como corolário da
demonstração do Teorema 3.1, a base dual pode ser usada para dar uma expressão
mais explícita para a representação de um vetor em uma base, feita na Definição 1.18.

Teorema 3.2 (Representação vetorial via base dual). Seja X um espaço vetorial
não trivial de dimensão finita n = dim(X) ∈ N e seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base
de X. Seja b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual correspondente, ou seja, tal que fi(uj) = 0,
para i 6= j, e fi(ui) = 1. Então, dado u ∈ X, temos

u = 〈f1,u〉w1 + . . .+ 〈fn,u〉wn

e, em particular, a representação (u)b de um vetor u ∈ X na base b pode ser escrita
como

(u)b = (〈f1,u〉, . . . , 〈fn,u〉).

Demonstração. Segue da demonstração do Teorema 3.1, mais precisamente das
equações (3.1) e (3.2). �

Analogamente, a representação de um funcional linear na base dual é dada através
da aplicação do funcional nos elementos da base primal.
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x

y

ker(f2)

w1
ker(f1)

w2

Figura 3.1. Ilustração do base dual b∗ = {{f1, f2}} através das curvas
de nível de f1 e f2, formando o sistema de coordenadas da base primal
b = {{w1,w2}}. Cada fi da base dual b∗, quando aplicado a um vetor
u, dá exatamente a i-ésima coordenada 〈fi,u〉 da representação de u na
base b. E cada funcional f, quando a aplicado aos vetores wi da base
primal b, dá a i-ésima coordenada 〈f,wi〉 de f na base dual. Observe
que w1 está no núcleo de f2 e w2 está no núcleo de f1.

Teorema 3.3. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita n = dim(X) ∈
N, b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X e b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual dada na
Definição 3.1. Então os coeficientes de um funcional linear qualquer f ∈ X∗ nessa
base dual b∗ são dados por 〈f,wj〉, j = 1, . . . , n, de modo que

f = 〈f,w1〉f1 + · · ·+ 〈f,wn〉fn.
Demonstração. Pelo Teorema 3.2, temos

u = 〈f1,u〉w1 + · · ·+ 〈fn,u〉wn.

Assim, dado f ∈ X∗,
〈f,u〉 = 〈f, 〈f1,u〉w1 + · · ·+ 〈fn,u〉wn〉.

Pela linearidade de f e usando que os termos 〈fi,u〉 são escalares,
〈f,u〉 = 〈f,w1〉〈f1,u〉+ · · ·+ 〈f,wn〉〈fn,u〉.

Como isso vale para todo u ∈ X, isso significa que, como funcionais lineares,
f = 〈f,w1〉f1 + · · ·+ 〈f,wn〉fn,
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provando o resultado. �

Como consequência da representação de um funcional linear em relação à base
dual, temos um isomorfismo entre o dual e K1×n.

Teorema 3.4 (Representação do dual em K1×n). Seja X um espaço vetorial
de dimensão finita n = dim(X) ∈ N, b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X e b∗ =
{{f1, . . . , fn}} a base dual dada na Definição 3.1. Então X∗ é isomorfo a K1×n com o
isomorfismo J : X∗ → K1×n sendo dado por

J(f) = [f]b∗ =
[
〈f,w1〉 · · · 〈f,u〉

]
∈ K1×n.

O vetor-linha [f]b∗ é uma representação de f em Kn, em relação a base b∗.

Demonstração. Primeiramente, observe que, para f, g ∈ X∗ e λ ∈ K, temos,
pela definição de adição e multiplicação por escalar em X∗, que

J(f + λg) = (〈f + λg,w1〉, . . . , 〈f + λg,wn〉)
= (〈f,w1〉+ λ〈g,w1〉, . . . , 〈f,wn〉+ λ〈g,wn〉)
= (〈f,w1〉, . . . , 〈f,wn〉) + λ(〈g,w1〉, . . . , 〈g,wn〉)
= J(f) + λJ(g).

Portanto, J preserva as operações de adição e multiplicação por escalar. Falta mostrar
que é uma bijeção. Primeiramente, segue da representação dada pelo Teorema 3.4
que, se J(f) = J(g) para f, g ∈ X∗, então

〈f,u〉 = J(f)(u)b = J(g)(u)b = 〈g,u〉,
para todo u ∈ X, mostrando que f = g, ou seja, J é injetivo. Agora, dado f =[
f1 · · · fn

]
∈ K1×n, podemos definir f ∈ X∗ por

〈f,u〉 = f(u)b,

para todo u ∈ Kn. f é, de fato, linear, pois o produto matriz-vetor é linear,

〈f,u + λv〉 = f(u + λv)b = f(u)β + λf(v)b = 〈f,u〉+ λ〈f,v〉,
Observe, ainda, que

〈f,wj〉 = f(wj)b = fj,

de modo que
J(f) = (〈f,w1〉, . . . , 〈f,wn〉) = (f1, . . . , fn) = f ,

ou seja, J é sobrejetivo. Portanto, J é uma bijeção que preserva as operações de
adição e multiplicação por escalar, o que faz de J um isomorfismo entre X∗ e K1×n.
Em particular, eles têm a mesma dimensão, ou seja, dim(X∗) = n = dim(K1×n). �
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Observação 3.3. A Observação 1.7 comenta que, em Geometria Diferencial,
assim como em suas aplicações em Física Matemática, os vetores são chamados de
contra-variantes . Por sua vez, os funcionais lineares f, ou, melhor, os co-vetores
[f]b∗ , que representam f em uma base dual b∗, são ditos co-variantes . Vejamos.
Seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de um espaço vetorial X de dimensão n ∈ N e
b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual. Um dado f pode ser expresso por

f = y1f1 + · · ·+ ynfn,

onde yi = 〈f,wi〉. A mudarmos a base do espaço primal para b̃ = {w̃1, . . . , w̃n}, onde
w̃i = λwi, para algum λ > 0, a base dual é alterada para b̃∗ = {̃f1, . . . , f̃n} com

f̃i =
f1
λ
,

para compensar o fato de que precisamos ter

〈̃fi, w̃i〉 = 〈 f1
λ
, λwi〉 = 〈fi,wi〉 = 1.

Desse modo,

f = λy1
f1
λ

+ · · ·+ λyn
fn
λ

= λy1f̃1 + · · ·+ λynf̃n.

Ou seja, enquanto a base primal mudou de acordo com

wi 7→ λwi,

os coeficientes dos co-vetores mudaram da mesma forma,

yi 7→ λyi,

contrastando com a forma vista no Observação 1.7 de que os coeficientes dos vetores
mudaram de forma inversa,

xi 7→
xi
λ
.

Por isso os vetores são chamados de contra-variantes e os co-vetores de co-variantes.

Também podemos representar um elemento do dual em Kn, visto que K1×n e Kn

são o mesmo espaço do ponto de vista vetorial. A diferença só aparece na multipli-
cação matricial.

Teorema 3.5 (Representação do dual em Kn). Seja X um espaço vetorial de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N, b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X e b∗ =
{{f1, . . . , fn}} a base dual dada na Definição 3.1. Então X∗ é isomorfo a Kn com
o isomorfismo J : X∗ → K1×n sendo dado por

J(f) = (f)b∗ = (〈f,w1〉, . . . , 〈f,wn〉) ∈ Kn.



98 3. FUNCIONAIS LINEARES E DUALIDADE

O vetor (f)b∗ é uma representação de f em Kn, em relação a base b∗.

Demonstração. Idem. �

Exemplo 3.1. Seja X = R2 e considere a base canônica e = {{e1, e2}}, e1 = (1, 0)
e e2 = (0, 1). A base dual b∗ = {{f1, f2}} é dada por f1(x, y) = x, f2(x, y) = y, visto
que

f1(1, 0) = 1, f1(0, 1) = 0, f2(1, 0) = 0, f2(0, 1) = 1.

Outra forma de ver isso é pela expansão de u = (x, y) qualquer,

u = (x, y) = xe1 + ye2 = f1(u)e1 + f2(u)e2.

Exemplo 3.2. Seja, novamente, X = R2, mas considere, agora, a base b =
{{(1, 0), (1, 1)}}. Pela expansão de um vetor u = (x, y) qualquer, temos

u = (x, y) = (x− y)(1, 0) + y(1, 1),

de onde vemos que
f1(x, y) = x− y, f2(x, y) = y.

formam a base dual b∗ = {{f1, f2}}. Podemos verificar que

f1(1, 0) = 1, f1(1, 1) = 0, f2(1, 0) = 0, f2(1, 1) = 1.

Nessa base dual, o funcional f(x, y) = 2x+ 3y, por exemplo, se escreve como

f(x, y) = f(1, 0)f1 + f(1, 1)f2 = 2f1 + 5f2.

Ou seja,
[f]b∗ =

[
2 5

]
.

Exemplo 3.3. No espaço X = P
(3)
R [x] dos polinômios de grau menor ou igual a

três, em uma variável real x ∈ R, podemos considerar a base b = {{1, x, x2, x3}}. A
base dual é

b∗ =

{{
δ0, δ0D,

1

2
δ0D

2,
1

6
δ0D

3

}}
,

onde δ0 é a delta de Dirac (veja Exemplo 1.4), que é o funcional linear 〈δ0, p〉 = p(0),
e D representa a derivada em relação a x, de modo que

〈δ0D, p〉 = p′(0), 〈1
2
δ0D

2, p〉 =
1

2
p′′(0), 〈1

6
δ0D

3, p〉 =
1

6
p′′′(0).

Não é difícil verificar que essa base satisfaz as condições de base dual, dadas no
Teorema 3.1.
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v = J(f) ∈ Y f = J−1(v) ∈ X∗

u ∈ X

((v,u))Y,X = 〈f,u〉X∗,X

Figura 3.2. Realização do dual X∗ de X via espaço vetorial Y , iso-
morfismo J : X∗ → Y e forma bilinear ((·, ·)) : Y × X → K, com
〈f,u〉X∗,X = ((J(f),u))Y,X .

Exemplo 3.4. Considerando o espaço X = P
(3)
R [x], x ∈ R, e usando a base dual

construída no Exemplo 3.3, vamos ver como escrever o funcional 〈f, p〉 = p(2) nessa
base. Os coeficientes são dados por

〈f, 1〉 = 1, 〈f, x〉 = 2, 〈f, x2〉 = 22 = 4, 〈f, x3〉 = 23 = 8.

Desse modo,

f = δ0 + 2δ0D +
4

2
δ0D

2 +
8

6
δ0D

3.

Assim, para qualquer p ∈ P
(3)
R [x],

p(2) = p(0) + 2p′(0) + 2p′′(0) +
4

3
p′′′(0).

Por exemplo, no aplicando isso ao polinômio p(x) = 1 + 2x + 3x3, encontramos, de
um jeito ou de outro, p(2) = 29.

3.4. Realização de um dual. O dual é, naturalmente, um espaço um tanto
mais abstrato. Vimos como representá-lo como K1×n ou Kn, no caso de dimensão
finita. Mas como fica o produto de dualidade? Ele é substituído por um funcional
bilinear. Fazer isso em conjunto com o produto de dualidade nos leva ao conceito
de realização do dual. Com ele, é possível dar uma representação mais concreta ao
dual e ao produto de dualidade, o que também nos permite operar com esses objetos,
deduzir resultados e obter estimativas de forma mais natural. Veja Seção 3.4.

Definição 3.2. Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K. Uma realização
do dual consiste em um espaço vetorial Y sobre o mesmo corpo K, um isomorfismo
J : X∗ → Y entre o dual X∗ e Y e uma forma bilinear (·, ·) : Y ×X → K tal que

〈f,u〉 = (J(f),u), (3.5)
para todo u ∈ X e f ∈ X∗.
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Exemplo 3.5. Em alguns casos, para deixar claro os espaços envolvidos, denota-
mos a realização (3.5) por

〈f,u〉X∗,X = (J(f),u)Y,X .

Observe a ordem em que os espaços aparecem na notação, acompanhando a ordem
dos argumentos do produto de dualidade e da forma biliner.

O caso principal de realização do dual que exploraremos aqui é o do dual de Kn,
que iremos identificar, incialmente, com vetores-linha K1×n, com a forma bilinear
sendo o produto matriz-vetor. Outra representação que exploraremos posteriormente
é a de representar o dual de Kn pelo próprio Kn, com a forma bilinear sendo o
produto escalar. Isso pode ser feito para qualquer produto interno em Kn, ou mais
geralmente nos chamados espaços de Hilbert , que são espaços com produto interno
que são completos em relação à norma gerada pelo produto interno.

Teorema 3.6. Seja K um corpo e considere o espaço vetorial X = Kn. Então
uma realização do dual X∗ é o espaço Y = K1×n, com a forma bilinear sendo o
produto matriz-vetor

(v,u) = vu = y1x1 + · · ·+ ynxn,

onde

v =
[
y1 y2 · · · yn

]
∈ K1×n, u =


x1

x2
...

xn

 ∈ Kn.

Demonstração. Considerando a base canônica e = {{e1, . . . , en}} de Kn, com
e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1), defimos o isomorfismo

J(f) =
[
〈f, e1〉 〈f, e2〉 · · · 〈f, en〉

]
.

Como u = (x1, . . . , xn) pode ser escrito como

u = x1e1 + · · ·+ xnen,

temos, pela linearidade de f ∈ X∗,
〈f,u〉 = 〈f, x1e1 + · · ·+ xnen〉 = x1〈f, e1〉+ · · ·+ xn〈f, en〉 = J(f)u.

�

Observação 3.4. Não deixemos que a aura da abstração encubra fatos simples.
Por exemplo, se X = R2 e f ∈ X∗, então, escrevendo os elementos do espaço na forma
u = (x, y), um funcional linear é uma função f(x, y). Tomando a = f(1, 0), b = f(0, 1)
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e escrevendo (x, y) = (x, 0) + (0, y) = x(1, 0) + y(0, 1), obtemos, da linearidade de f,
que o funcional deve ser da forma

f(x, y) = f(x, 0) + f(0, y) = xf(1, 0) + yf(0, 1) = ax+ by =
[
a b

](x
y

)
.

Analogamente (ou indutivamente), se X = Rn e u = (x1, . . . , xn), então um funcional
linear f ∈ X∗ deve ser da forma

f(x1, . . . , xn) = x1f(1, 0, . . . , 0) + · · ·+ xnf(0, . . . , 0, 1) = a1x1 + · · ·+ anxn

=
[
a1 . . . an

]x1
...

xn

 .

3.5. Representação do espaço e do dual. Também podemos representar
qualquer espaço de dimensão finita por Kn, de modo que a representação feita no
Teorema 3.6 pode ser estendida a um espaço de dimensão finita qualquer. Podemos
representar tanto X como X∗ através de suas isomorfias como Kn e K1×n ou mesmo
ambos com Kn. Sendo assim, a aplicação de um funcional f ∈ X∗ em um vetor u ∈ X
se reflete em uma operação entre os seus representantes. Veja Seção 3.5

Teorema 3.7. Dada uma base b = {{w1, . . . ,wn}} de um espaço vetorial X de
dimensão finita n ∈ N sobre um corpo K e b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual, a aplicação
de um funcional linear f ∈ X∗ a um vetor u ∈ X pode ser expressa via produto
matriz-vetor entre as suas representações em Kn e K1×n, respectivamente, i.e.

〈f,u〉 = [f]b∗(u)b = f1u1 + . . .+ fnun,

onde
[f]b∗ =

[
f1 · · · fn

]
=
[
〈f,w1〉 · · · 〈f,u〉

]
∈ K1×n

e

(u)b =

x1
...

xn

 =

〈f1,u〉...
〈fn,u〉

 ∈ Kn.

Demonstração. Basta observar que, pela linearidade de f ∈ Y ∗,

〈f,u〉 = 〈f, x1w1 + · · ·+ xnwn〉 = x1〈f,w1〉+ · · ·+ xn〈f,wn〉 = [f]b∗ · (u)b.

�
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No caso em que ambos X e X∗ são identificados com Kn, a forma bilinear é,
de fato, o produto escalar. Isso antecipa um resultado mais geral de representação
de funcionais lineares em espaços de Hilbert (que são espaços vetoriais com produto
interno e completos em relação à topologia da norma associada ao produto interno),
conhecido como o Teorema da Representação de Riesz . Vejamos, a seguir, esse resul-
tado no nosso caso particular de dimensão finita.

Teorema 3.8. Dada uma base b = {{w1, . . . ,wn}} de um espaço vetorial X de
dimensão finita n ∈ N sobre um corpo K e b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual, a aplicação
de um funcional linear f ∈ X∗ a um vetor u ∈ X pode ser expressa via produto escalar
entre as suas representações em cada base, i.e.

〈f,u〉 = (f)b∗ · (u)b = 〈f,w1〉u1 + . . .+ f(wn)un,

onde

(f)b∗ =

f1
...

fn

 =
[
〈f,w1〉 · · · 〈f,u〉

]
∈ Kn

e

(u)b =

x1
...

xn

 =

〈f1,u〉...
〈fn,u〉

 ∈ Kn.

Demonstração. Análoga a do Teorema 3.7. �

4. O bidual

Como X∗ é um espaço vetorial, podemos considerar, também, o seu dual, que é
chamado de bidual de X.

4.1. Definição.

Definição 4.1 (Bidual). Dado um espaço vetorial X, o seu bidual, denotado
por X∗∗, é o dual do seu dual, ou seja X∗∗ = (X∗)∗.

Exemplo 4.1. Seja X = R2 e considere um funcional linear qualquer

f(u) = f(x, y) = ax+ by,

agindo em u = (x, y) ∈ R2. Fixando um vetor u0 = (x0, y0) arbitrário, a função

f 7→ f(u0) = ax0 + by0
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f ∈ X∗ u ∈ X

〈f,u〉

|f
|


b∗

∈ Kn q

 |u
|


b

∈ Kn

|f
|


b∗

·

 |u
|


b

[−f−]b∗ ∈ K1×n q

 |u
|


b

∈ Kn×1

[−f−]b∗

 |u
|


b

Figura 3.3. Diferentes representações para X e X∗ e para o produto
de dualidade 〈f,u〉. Dada uma base b para X, com base dual associada
b∗ para X∗, cada elemento u ∈ X pode ser representado pelo vetor
(u)b ∈ Kn dos coeficientes de u na base b ou por um vetor-coluna
[u]b ∈ Kn×1, enquanto que cada f ∈ X∗ pode ser representado pelo vetor
(f)b∗ dos coeficientes de f na base dual b∗ ou pelo vetor-linha [f]b∗ . Em
Kn ×Kn, o produto de dualidade toma a forma de um produto escalar
(f)b∗ ·(u)b, enquanto que em Kn×1×K1×n, o produto de dualidade toma
a forma de uma multiplicação matricial [f]b∗ [u]b.

é um funcional linear, que leva um elemento f = f(x, y) = ax + by de X∗ no escalar
f(u0) = ax0 + by0. Ele é, portanto, um elemento do dual do dual de X, i.e. um
elemento de X∗∗.

4.2. Morfismo canônico.
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Observação 4.1. O funcional do Exemplo 4.1 não é um mero exemplo, mas um
caso típico, que nos leva a uma identificação entre cada elemento de um espaço em um
elemento do bidual. Isso define um transformação linear que é chamada de morfismo
canônico ou morfismo natural . No caso de dimensão finita, veremos, em seguida, que
esse morfismo é um isomorfismo.

Definição 4.2. Seja X um espaço vetorial. O morfismo natural ou canônico
é a transformação linear J : X → X∗∗ definida através do produto de dualidade,
levando um vetor u ∈ X em um elemento J(u) ∈ X∗∗ que é o funcional linear em X∗

dado por
〈J(u), f〉X∗∗,X∗ = 〈f,u〉V ∗,V .

Observação 4.2. É imediato verificar que o morfismo natural J dado na Defini-
ção 4.2 é linear. De fato,

〈J(u + λv), f〉 = 〈f,u + λv〉 = 〈f,u〉+ λ〈f,v〉
= 〈J(u), f〉+ λ〈J(v), f〉 = 〈J(u) + λJ(v), f〉,

para todo f ∈ X∗, ou seja,
J(u + λv) = J(u) + λJ(v).

4.3. Isomorfismo natural com o bidual em dimensão finita. Como menci-
onado acima, no caso de dimensão finita, o morfismo natural é um isomorfismo entre
o espaço e o seu bidual.

Teorema 4.1. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita. O bidual X∗∗ é
isomorfo a X através do morfismo natural, ou canônico, dado na Definição 4.2.

Demonstração. Se X = {0} é o espaço trivial, é fácil ver que tanto X∗ quanto
X∗∗ são triviais, de modo que o isomorfismo é imediato. Considere, agora, X não
trivial. Vamos mostrar que J é uma bijeção.

Se J(u) = J(v), então 〈J(u), f〉 = 〈J(v), f〉 para todo f ∈ X, ou seja
〈f,u〉 = 〈J(u), f〉 = 〈J(v), f〉 = 〈f,v〉,

para todo f ∈ X. Segue, então, do Corolário 2.4, que u = v, mostrando que J é
injetivo.

Para ver que J : X → X∗∗ é sobrejetivo, vamos primeiro mostrar que, dada uma
base b = {{w1, . . . ,wn}} de X, segue que {J(w1), . . . , J(wn)} é uma base para X∗∗.

Considere a base dual b∗ = {{fi, . . . , fn}} de X∗, onde 〈fi,wj〉 = δij é o Delta de
Kronecker. Observe que cada J(wi) é tal que

〈J(wi), fj〉 = 〈fj,wi〉 = δij.



4. O BIDUAL 105

Portanto, segue do Teorema 3.1 que b∗∗ = {J(w1), . . . , J(wn)} é base do dual de X∗,
ou seja, é base do bidual X∗∗.

Em particular, dada g ∈ X∗∗, podemos escrever

g = γ1J(w1) + · · ·+ γnJ(wn) = J(γ1w1 + · · ·+ γnwn) = J(u),

para u = γ1w1 + · · ·+ γnwn, ou seja, J : X → X∗∗ é sobrejetivo.
Portanto, J é uma bijeção que preserva a estrutura de espaço vetorial, ou seja, é

um isomorfismo entre X e X∗∗, como queríamos mostrar. �

Observação 4.3. Em dimensão finita, é fácil identificar o dual X∗ com o próprio
X e com o seu bidual X∗∗, além do dual algébrico coincidir com o dual topológico.
Em dimensão infinita, as coisas não são tão simples. Essa identificação entre o espaço
e o espaço dual se estende para o dual topológico quando o espaço é um espaço de
Hilbert. Mas para espaços de Banach ou outros espaços vetorias topológicos, o dual
topológico X ′ pode ser de uma natureza bastante diferente de X. A identificação
entre o espaço X e o seu bidual topológico X ′′, por sua vez, já vale para uma gama
mais ampla de espaços, chamados de espaços reflexivos , para os quais o morfismo
canônico J : X → X∗∗ tem um papel crucial. Esses espaços são ditos reflexivos
justamente quando esse morfismo é um isomorfismo.

Observação 4.4 (Dualidade nos espaços `p). Apenas para saciar, ou instigar,
um pouco a curiosidade, tomando 1 < p < ∞, o dual topológico de `p pode ser
representado pelo espaço `q, onde q é o “dual” de p, definido por 1/p+ 1/q = 1, com
o produto de dualidade dado por

〈v,u〉`q ,`p =
∑
j

vjuj,

onde u = (u1, u2, . . .) ∈ `p e v = (v1, v2, . . .) ∈ `q. Observe, por conseguinte, que
o dual topológico de `q é, de volta, o próprio `p. Em particular, esses são espaços
reflexivos, onde o bidual é isomorfo ao espaço. No caso p = 1, o dual topológico de
`1 é `∞. Porém, o dual de `∞, que é o bidual de `1, não é o `1, sendo um espaço um
tanto mais complicado, o que faz de `1 um exemplo de espaço não-reflexivo (assim
como `∞).

Observação 4.5 (Dualidade nos espaços Lp(Ω)). Da mesma forma que na Ob-
servação 4.4, temos, também, a dualidade entre Lp = Lp(Ω) e Lq = Lq(Ω), Ω ⊂ Rd,
d ∈ N, para 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1, com a realização do dual de Lp como sendo
Lq, com o produto de dualidade identificado por

〈u, v〉Lq ,Lp =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.
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Em particular, o dual de L2(Ω) pode ser identificado com o próprio L2(Ω).

Exemplo 4.2 (Espaço de distribuições e espaço de distribuições temperadas). A
delta de Dirac vista no Exemplo 1.4 é um exemplo de distribuição. Mais geralmente,
uma distribuição em um domínio Ω ⊂ Rd, d ∈ N, é um funcional linear (contínuo)
definido no espaço das funções teste D(Ω) (veja Exemplo 1.14). Esses funcionais
lineares (contínuos) formam o espaço dual (topológico) D(Ω)′. Analogamente, o es-
paço de distribuições temperadas é o dual (topológico) S(Rd)′ do espaço de Schwartz
S(Rd). (veja Exemplo 1.15). Quando o dual de L2(Rd) é identificado consigo mesmo
(uma realização do dual), que está contido no espaço das distribuições D(Rd)′, temos
as inclusões

D(Rd) ⊂ S(Rd) ⊂ L2(Rd) ≡ L2(Rd)′ ⊂ S(Rd)′ ⊂ D(Rd)′.

5. Anulador de um subespaço

5.1. O subespaço anulador. Vimos que o núcleo de um funcional linear não
nulo é um subespaço de co-dimensão um. Se f ∈ X∗ é não nulo e S = ker(f), podemos
dizer que f “anula” os elementos de S. Mais geralmente, temos a seguinte definição.

Definição 5.1 (Anulador). Seja S um subespaço de um espaço vetorial X. O
anulador de S é o conjunto de todos os funcionais lineares que se anulam em S e é
denotado por S0 (ou S⊥), i.e.

S0 = {f ∈ X∗; 〈f,v〉 = 0, ∀v ∈ S}.

A Seção 5.1 ilustra o conjunto de anuladores de um hiperplano S. Escolhendo
qualquer w ∈ X \ S, podemos definir um funcional f ∈ X∗ que anula S e tal que
〈f,w〉 = 1. Variando w (ou variando o valor 〈f,w〉 = λ), obtemos uma família
unidimensional de funcionais, cujos “gráficos” são “hiperplanos” no espaço estendido
X×K (com a inclinação desses hiperplanos diretamente relacionada a λ). O funcional
nulo 0 ∈ X∗ também anula S e o seu gráfico é o próprio X × {0}.

Observação 5.1. Não há produto interno para justificar a notação de S0 com
sobrescrito ⊥, até mesmo porque f e u “moram” em espaços distintos, mas a notação
é baseada no produto de dualidade, em que 〈f,u〉 = 0 para u ∈ S e f ∈ S0, que se
assemelha ao de um produto interno. É verdade, no entanto, que quando X possui
um produto interno (·, ·) e é de dimensão finita ou, mais geralmente, é completo na
norma associada ao produto interno, então todo f ∈ X ′ (o dual topológico) possui
um “representante” v em X tal que 〈f,u〉 = (v,u), para todo u ∈ X. O conjunto
desses representantes é, de fato, ortogonal a S, segundo o produto interno (·, ·), e
é comumente denotado por S⊥, que é um subespaço de X, enquanto que S0 é um
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K

S

gráfico de f

Figura 5.1. Ilustração da família S0 = {f ∈ X∗;S ⊂ ker(f)} de anula-
dores de um hiperplano S (unidimensional, nesse caso), em um espaço
vetorial X representado pelo plano xy. Os anuladores estão represen-
tados através de seus gráficos, que no caso são planos no espaço xyz,
onde z = f(u), u = (x, y). Mais geralmente, os anuladores são todos os
hiperplanos, no espaço estendido X×K, que contém S×{0} ⊂ X×K.

subespaço deX ′ isomorfo a S⊥. Por conta disso, alguns autores usam S⊥ para denotar
o que chamamos de S0.

Proposição 5.1. O anulador S definido na Definição 5.1 é um subespaço vetorial
de X∗.

Demonstração. Imediata. Verifique. �

5.2. Dimensão do anulador.

Teorema 5.1. Seja X um subespaço vetorial de dimensão finita e seja S ⊂ X
um subespaço de X. Então

dim(X) = dim(S) + dim(S0).

Demonstração. Se S = {0} é o subespaço trivial, então qualquer funcional
linear se anula em S, ou seja, S0 = X∗. Nesse caso, dim(S) = 0 e dim(S0) = dim(X),
provando o resultado nesse caso.
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Suponha, agora, que S tenha dimensão k ∈ N, com, naturalmente, k ≤ n =
dim(X). Se k = n, então S = X e S0 = {0}, nos dando, novamente, dim(X) =
dim(S) = dim(S) + dim(S0).

Se k < n, então S possui um subespaço complementar S ′ de dimensão n−k. Seja
{w1, . . . ,wk} uma base de S e seja {wk+1, . . . ,wn} uma base de S ′. Pelo Lema 3.1
e pelo Teorema 3.1, existem funcionais f1, . . . , fn tais que fi(wj) = δij, de modo que
{{f1, . . . , fn}} forma uma base de X∗. Nenhum f1, . . . , fk anula S, enquanto que todos
os fk+1, . . . , fn anulam S. Dessa forma,

S0 = span{fk+1, . . . , fn},
de modo que dim(S0) = n− k. Com isso

dim(X) = n = k + n− k = dim(S) + dim(S0),

completando a demonstração. �

6. Aplicações

6.1. Quadratura de polinômios.

Teorema 6.1 (Quadratura de polinômios). Considere o espaço vetorial P(n)
R [x]

dos polinômios de grau menor ou igual a n ∈ N, em uma variável real x ∈ R. Seja
I ⊂ R um intervalo finito e considere n + 1 pontos distintos x0, . . . , xn em I. Então
existem números reais m0, . . . ,mn tais que∫

I

p(x) dx = m0p(x0) + · · ·+mnp(xn), (6.1)

para todo p ∈ P
(n)
R [x].

Demonstração. Observe que

p 7→ f(p) =

∫
I

p(x) dx

define um funcional linear em P
(n)
R [x], ou seja, f ∈ P

(n)
R [x]∗ pertence ao dual algébrico

desse espaço. A ideia é mostrar que os funcionais p 7→ p(xj) formam uma base para
esse dual, de modo que f se escreve como combinação linear desses funcionais.

Defina, então, para cada j = 0, . . . , n, o funcional linear fj ∈ P
(n)
R [x]∗ dado por

fj(p) = p(xj),

para p ∈ P
(n)
R [x]. Vamos mostrar que b = {{f0, . . . , fn}} é LI. Suponha que

λ0f0 + · · ·+ λnfn = 0.
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Então
λ0f0(p) + · · ·+ λnfn(p) = 0,

para todo p ∈ P
(n)
R [x]. Pela definição de fj, isso significa que

λ0p(x0) + · · ·+ λnp(xn) = 0,

para todo p ∈ P
(n)
R [x]. Para cada j = 0, . . . , n, considere o polinômio

qj(x) = Πi 6=j(x− xi).

Observe que qj é um polinômio de grau n, portanto pertence a P
(n)
R [x]. Além disso,

qj(xi) = 0, para i 6= j e qj(xj) 6= 0. Com isso,

0 = λ0qj(x0) + · · ·+ λnqj(xn) = λjqj(xj),

o que nos dá
λj = 0.

Como isso vale para todo j = 0, . . . , n, vemos que b∗ é LI. Como P
(n)
R [x]∗ tem dimen-

são n+ 1, segue que b∗ é uma base de P
(n)
R [x]∗.

Agora, considere a quadratura

f(p) =

∫
I

p(x) dx.

Esse é um funcional linear em PR[x]∗. Portanto, ele se escreve de forma única
como combinação linear dos elementos da base b∗. Sendo assim, existem escalares
m0, . . . ,mn tais que∫

I

p(x) dx = f(p) = m0f0(p) + · · ·+mnfn(p) = m0p(x0) + · · ·+mnp(xn),

completando a demonstração. �

Observação 6.1. Quem são os coeficientes mj em (6.1)? Para ver isso, aplica-
mos a fórmula aos polinômios qj definidos na demonstração do Teorema 6.1. Como
qj(xi) = 0 para j 6= i, temos ∫

I

qj(x) dx = mjqj(xj),

ou seja,

mj =

∫
I

qj(x)

qj(xj)
dx.
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Figura 6.1. Polinômios de Lagrange `j = Πi 6=j(x− xi)/Πi 6=j(xj − xi),
para j = 0, . . . , 4, no intervalo real [0, 4]. Cada `j se anula em x = xi,
para i 6= j, e vale 1 em x = xj.

Os integrandos são os polinômios conhecidos como polinômios de Lagrange,

`j(x) =
Πi 6=j(x− xi)
Πi 6=j(xi − xj)

,

que têm, ainda, a propriedade `j(xj) = 1. Ou seja, são uma versão normalizada dos
qj. Cada coeficientemj é a quadratura de cada polinômio de Lagrange `j, no intervalo
I.

6.2. Subdiferenciais de funções convexas. Uma função real f : C ⊂ X → R,
definida em um subconjunto convexo C de um espaço vetorial real X, é dita um
funcional convexo em C quando

f((1− θ)x + θy) ≤ (1− θ)f(x) + θf(y), ∀x,y ∈ C, 0 ≤ θ ≤ 1. (6.2)

É claro que a condição no domínio C ⊂ X de ser convexo garante que

(1− θ)x + θy ∈ C, ∀θ, 0 ≤ θ ≤ 1.

Em termos geométricos, esse desigualdade significa que o segmento de reta ligando
(x, f(x)) a (y, f(y)), em X×K, se situa acima do gráfico (z, f(z)), de f, no intervalo
z = (1− θ)x + θx, 0 ≤ θ ≤ 1, que liga x a y, em C.

Como exemplos de funções reais definidas em X = R que são convexas, temos
f(x) = x2; f(x) = x2n, n ∈ N; f(x) = eλx, λ ∈ R; e f(x) = |x|. Em X = Rd,
d ∈ N, podemos consider g(x) = f(‖x‖), para qualquer uma das funções anteriores,
onde x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, e ‖x‖ =

√
x2

1 + · · ·x2
d. Em particular, qualquer norma

f(x) = ‖x‖ em Rd é convexa. Mas cuidado, a função f(x) = x ln(x) com f(0) = 0 é
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convexa em x ≥ 0, mas g(x) = ‖x‖ ln(‖x‖), com g(0) = 0, está definida e é contínua
em Rd, mas não é convexa.

Reescrevendo a condição de convexidade, temos

θ(f(y)− f(x)) ≥ f(x + θ(y − x))− f(x),

logo, para 0 < θ ≤ 1,

f(y)− f(x) ≥ f(x + θ(y − x))− f(x)

θ
. (6.3)

Se f for diferenciável no ponto x ∈ C, e assumindo que X = Rd, d ∈ N, obtemos, no
limite θ → 0, que

f(y)− f(x) ≥ ∇f(x) · (y − x), ∀y ∈ C.

Mas mesmo que f não seja diferenciável em x, e desde que f seja pelo menos contínua
em x, podemos encontrar vetores v ∈ Rd tais que a desigualdade continue válida,

f(y)− f(x) ≥ v · (y − x), ∀y ∈ C.

Por exemplo, a função módulo f(x) = |x| é derivável em x 6= 0, com derivada f(x) =
sgn(x), onde sgn(x) é o sinal de x, ou seja, +1 se x > 0 e −1 se x < 0. Já em x = 0,
a função não é derivável. No entanto, temos a desigualdade

f(y) = |y| ≥ vy, ∀y ∈ R,

para todo −1 ≤ v ≤ 1. (Verifique!) Geometricamente, todas as retas z = vy, com
−1 ≤ v ≤ 1, estão abaixo do gráfico z = |y| da função.

Um tal valor real v tal que

f(y)− f(x) ≥ v(y − x), ∀y ∈ C,

é dito uma sub-derivada de f em x ∈ C. A sub-diferencial de f em um ponto x é o
conjunto de todas os sub-derivadas de f em x. A sub-diferencial é denotada por ∂f.
Assim, a sub-diferencial de f(x) = |x| é

(∂f)(x) =


{−1}, x < 0,

[−1, 1], x = 0,

{+1}, x > 0.

No caso de um espaço Euclidiano X = Rd, munido do produto escalar, um vetor
v ∈ Rd é dito um sub-gradiente de f em x ∈ C quando

f(y)− f(x) ≥ v · (y − x), ∀y ∈ C.
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Novamente, a sub-diferencial de f em um ponto x ∈ C é o conjunto de todas os sub-
gradientes de f em x. Considerando, por exemplo, f(x) = ‖x‖, segue da desigualdade
de Cauchy-Schwartz que

v · y ≤ ‖v‖‖y‖ ≤ ‖y‖ = f(y)− f(0), ∀v ∈ Rd, ‖v‖ ≤ 1,

mostrando que todo vetor v com norma Euclidiana menor ou igual a 1 pertence à
sub-diferencial de f no ponto x = 0. De fato, esse conjunto é a sub-diferencial de f
nesse ponto, pois para qualquer outro vetor v, com norma ‖v‖ > 1, podemos tomar
y = v e obter v · y = ‖y‖2 > f(y). Portanto,

(∂‖ · ‖)(x) =

{{
x
‖x‖

}
, x 6= 0,{

v ∈ Rd; ‖v‖ ≤ 1
}
, x = 0.

Mais geralmente, em um espaço vetorial X, o papel de v é feito via funcionais
lineares afim. Assim, a sub-diferencial em um ponto x ∈ C de um funcional convexo
f definido em um sub-conjunto convexo C ⊂ X e com valores no corpo K do espaço
X é dada por

(∂f)(x) = {f ∈ X∗; f(y)− f(x) ≥ 〈f,y − x〉,∀y ∈ C} .

Em um espaço vetorial X munido de uma norma ‖ · ‖, a sub-diferencial de f(x) =
‖x‖ se torna

(∂‖ · ‖)(x) =

{
{f ∈ X∗; 〈f,x〉 = ‖x‖, 〈f,y〉 ≤ ‖y‖, ∀y ∈ X} , x 6= 0,

{f ∈ X∗; 〈f,y〉 ≤ ‖y‖} , x = 0.

De fato, observe que, para x 6= 0,

〈f,y − x〉 = 〈f,y〉 − 〈f,x〉 ≤ ‖y‖ − ‖x‖ = f(y)− f(x),

enquanto que, para x = 0,

〈f,y〉 ≤ ‖y‖ = f(y)− f(0).

Nem sempre a sub-diferencial existe. De fato, considerando o conjunto convexo
C = [0,∞) em R e a função

f(x) =

{
1, x = 0,

0, x > 0,

é fácil ver que essa função é convexa, apesar de ser descontínua no extremo x =
0 do intervalo, e que essa função não possui sub-derivada em x = 0. De fato, a
descontinuidade tem um papel fundamental nessa não existência.
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Observe, no caso f(x) = |x| em R, que, para x 6= 0, onde f é derivável, a sub-
diferencial é um conjunto unitário e cujo único elemento é a derivada de f no ponto.
Para x = 0, a função não é derivável e a sub-diferencial é um intervalo de valores.
Observe, ainda, que a função tem um mínimo global em x = 0 e que o valor v = 0
pertence à sub-diferencial nesse ponto, i.e. 0 ∈ (∂f)(0). Esses fatos são válidos em
geral:

(i) f é diferenciável em um ponto x ∈ C se, e somente se, a sub-diferencial de f
em x é um conjunto unitário, que é, portanto, o conjunto {df(x)}.

(ii) Um ponto x0 ∈ C é um ponto de mínimo global de f se, e somente se, o
funcional nulo 0 está contido no conjunto sub-diferencial de f em x0, i.e.
0 ∈ (∂f)(x0).

Uma caracterização importante de funcionais convexos contínuos é a de que ele
pode ser escrito como o supremo de funcionais lineares afim com valores limitados
por baixo pelo funcional, i.e.

f(x) = sup {`(x), ` funcional afim, com `(y) ≤ f(y), ∀y ∈ C} ,

onde lembramos que um funcional afim é um funcional da forma `(u) = 〈f,u〉 + b,
onde f ∈ X∗ e b ∈ K. Com a caracterização acima, resultados de convergência para
f podem ser obtidos através da convergência dos funcionais lineares. Isso é útil, em
particular, em otimização convexa.

Para concluir, vamos mostrar que a sub-diferencial (∂f)(x), em um ponto qualquer
x ∈ C, é, em si, um conjunto convexo em X∗. Se a sub-diferencial é um conjunto
unitário, não há nada a provar (idem se o conjunto for vazio, i.e. se não for sub-
diferenciável). Suponha então que f, g ∈ (∂f)(x). Então, para 0 ≤ η ≤ 1 arbitrário,
temos

〈(1− η)f + ηg,y − x〉 = (1− η)〈f,y − x〉+ η〈g,y − x〉
≤ (1− η)(f(y)− f(x)) + η(f(y)− f(y)).

= f(y)− f(x),

para todo y ∈ C. Logo,

〈(1− η)f + ηg,y − x〉 ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ C.

Ou seja,
(1− η)f + ηg ∈ (∂f)(x), ∀η, 0 ≤ η ≤ 1,

mostrando que a sub-diferencial (∂f)(x) é um subconjunto convexo de X∗.

6.3. Classificação de dados via máquina de vetores de suporte. Por vir...
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7. Exercícios

Exercícios

7.1. Faça os detalhes da demonstração da Proposição 2.5.
7.2. Seja X = R2 e considere os conjuntos dados por A = {(0, 0), (1, 0)} e B =

{(0, 1), (0, 2)}. Encontre um hiperplano H = {f = η}, com f ∈ X∗ (pode
pensar na forma f(u) = ax+ by, para u = (x, y)) que separe os conjuntos de
tal forma que A ⊂ {f ≤ η− ε}, B ⊂ {f ≥ η+ ε}, para algum ε > 0 “ótimo”,
ou seja, tal que nenhuma das duas inclusões valha para ε′ > ε. Esse exercício
é inspirado nos modelos de máquina de vetores de suporte (support vector
machine - SVM). (O hiperplano pode ser escolhido de forma única impondo
as condições de a2 + b2 = 1 e de ε ser o maior possível.)

7.3. Com X, A e B como no exercício anterior, encontre um hiperplano H tal
que todos os pontos do hiperplano sejam equidistantes das centroides de A
e de B. Esse exercício é inspirado no método de k-means, com k = 2.

7.4. Considere a base b = {{1, 1 + x, 1 + x2}} do espaço P
(2)
R [x] dos polinômios

reais de grau menor ou igual a dois. Encontre explicitamente os elementos
da base dual b∗ de b.

7.5. Considere a base de polinômios de Lagrange a = {{`0, `1, `2, `3}}, em pontos
distintos x0 < x1 < x2 < x3, onde `i = Πj 6=i(x−xj)/Πj 6=i(xi−xj). Determine
os elementos da base dual a.

7.6. Usando a base dual b∗ da base b = {{1, x, x2, x3}} do espaço P
(3)
R [x], feita no

Exemplo 3.3, represente os seguintes funcionais lineares
(a) 〈f, p〉 = p(0);
(b) 〈f, p〉 = p(1);
(c) 〈f, p〉 = p′(2);
(d) 〈f, p〉 =

∫ 1

0
p(s) ds.

7.7. Represente os mesmos funcionais lineares do Exercício 7.6, agora na base
dual da base de polinômios de Lagrange, obtida no Exercício 7.5, tomando
os pontos x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

7.8. Encontre os funcionais 〈f1, (x, y)〉 = f1(x, y) = ax+by e 〈f2, (x, y)〉 = f2(x, y) =
cx+ dy da base dual b∗ = {{f1, f2}} associada à base b = {{(1, 1), (−1, 1)}} de
R2.

7.9. Encontre explicitamente os funcionais lineares 〈fi, (x, y, z)〉 = fi(x, y, z) =
aix + biy + ciz, ai, bi, ci ∈ R, i = 1, 2, 3, e 〈f2, (x, y)〉 = cx + dy da base dual
b∗ = {{f1, f2, f3}} associada à base b = {{(1, 0, 0), (2, 1, 0), (5, 1, 1)}} de R3.
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7.10. Os funcionais lineares f1(x, y) = 〈f1, (x, y)〉 = 2x−3y e f2(x, y) = 〈f2, (x, y)〉 =
4x − y formam uma base b∗ do dual de X = R2. Encontre a base primal b
de X, associada a essa base dual.

7.11. Seja X um espaço vetorial real com relação de ordem ≤, conforme definido
no Exercício 4.14 do Capítulo 1. Essa relação de ordem induz uma relação no
dual X∗ definida por g ≤ f quando 〈g,u〉 ≤ 〈f,u〉, para todo u ≥ 0. Mostre
que essa relação induzida no dual é uma relação de ordem parcial compatível
com a estrutura vetorial do dual.

7.12. Usando o morfismo canônico J : X → X∗∗ de um espaço vetorial X no seu
bidual X∗∗, feito no Teorema 4.1, mostre que se X é de dimensão finita e
S ⊂ X é um subespaço de X, então o anulador do anulador de S é o próprio
S, i.e. (S0)0 = S, ou, mais precisamente, J(S) = (S0)0.

7.13. Considere o subespaço S = span{(1, 0, 1, 2); (1, 2, 1, 0)} de R4 e caracterize
os parâmetros (a1, a2, a3, a4) tais que os funcionais lineares 〈f,u〉 = a1u1 +
a2u2 + a3u3 + a4u4, u = (u1, . . . , u4), estão no anulador S0.

7.14. Considere o subespaço S = {p ∈ P
(n)
R [x]; p(0) = 0} = xP

(n−1)
R [x] do espaço

vetorial P(n)
R [x], onde n ∈ N, x ∈ R. Encontre os funcionais lineares que estão

no anulador S0 de S.
7.15. Considere o subespaço S = {A ∈ Rn×n; tr(A) = 0} das matrizes quadradas

de traço nulo em S = Rn×n. Mostre que S é um hiperplano e determine o
anulador S0 de S, ou seja, todos os funcionais lineares que se anulam em S.

7.16. Considere o subespaço S = {A ∈ R2×2; Atr = A} das matrizes simétricas
em X = R2×2. Mostre que S é um hiperplano e determine o anulador S0 de
S, ou seja, todos os funcionais lineares que se anulam em S.

7.17. Considere o subespaço S = {A ∈ R2×2; Atr = A, tr(A) = 0} das matrizes
2× 2 simétricas e com traço nulo. Qual a dimensão de S? Qual a dimensão
do anulador S0 de S? Ache uma base para S0.

7.18. Considere o subespaço S = {A ∈ R3×3; Atr = A} das matrizes simétricas
em X = R3×3. Qual a dimensão de S? Qual a dimensão do anulador S0 de
S? Ache uma base para S0.





CAPíTULO 4

Transformações Lineares

I’m a traveler of both time and space, to be where
I have been.

– Kashmir (Physical Graffiti)
Led Zeppelin, 1975

Neste capítulo, vamos relembrar o conceito de transformações lineares, um dos
focos principais da Álgebra Linear. Veremos alguns exemplos e algumas de suas
propriedades mais fundamentais.

1. Fundamentos

1.1. Definição de transformação linear. A essência da Álgebra Linear é o
estudo de transformações lineares, ou seja, que preservam a estrutura de linearidade
inerente aos espaços vetoriais. De fato, os espaços vetoriais foram abstraídos dessa
forma justamente por serem as estruturas fundamentais para o estudo dessas trans-
formações. Em cima desses tipos de espaços, é natural falarmos de transformações
lineares, conforme definidas a seguir.

Definição 1.1. Sejam X e Y dois espaços vetoriais sobre um mesmo corpo K.
Uma transformação linear de X em Y é uma função T : X → Y de X em Y que
é aditiva e homogênea, i.e. satisfaz

(i) T(u + v) = T(u) + T(v), para todo u,v ∈ X; e
(ii) T(λu) = λT(u), para quaisquer u ∈ X e λ ∈ K.

Quando o domínio e o contra-domínio coincidem, denotamos a transformação
linear por operador linear . Questões específicas de operadores lineares são discutidas
a partir do Capítulo 6

1.2. Alguns conceitos essenciais. Assim como em teoria de conjuntos, defini-
mos alguns conjuntos especiais associados a uma transformação linear.

117
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Definição 1.2 (Domínio e contra-domínio). Dada uma transformação linear T :
X → Y entre dois espaços vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, dizemos que X é
o domínio de T e que Y é o contra-domínio de T.

Definição 1.3 (Núcleo). Dada uma transformação linear T : X → Y entre dois
espaços vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, definimos o núcleo de T, denotado
por ker(T), como sendo o conjunto

ker(T) = {u ∈ X; T(u) = 0},
onde, naturalmente, o elemento 0 à direita é o elemento de Y que é neutro para a
adição vetorial.

Definição 1.4 (Imagem). Dada uma transformação linear T : X → Y entre dois
espaços vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, definimos a imagem de T, denotada
por Im(T), como sendo o conjunto

Im(T) = {v ∈ Y ; ∃u ∈ X, T(u) = v} = {T(u) ∈ Y ; u ∈ X}.

Teorema 1.1. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo. O núcleo ker(T) de T é um subespaço
vetorial do domínio X, enquanto que a imagem Im(T) é um subespaço vetorial do
contra-domínio Y .

Demonstração. As demonstrações seguem imediatamente da propriedade de
linearidade de T, ou seja, pelo fato de T preservar as operações de adição e multipli-
cação por escalar. �

Definição 1.5 (Posto). Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois
espaços vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo. O posto de T é a dimensão da sua
imagem.

1.3. Exemplos. Alguns exemplos, para ilustrar.

Exemplo 1.1 (Transformação linear associada a uma matriz). Com X = Rn e
Y = Rm, sendo n,m ∈ N, cada matriz A ∈ Rm×n gera, naturalmente, uma trans-
formação linear associada TA : Rn → Rm definida pela multiplicação da matriz
A = (aij)

i=m,j=n
i,j=1 por um vetor u = (uj)j=1,...,n ∈ Rn definida por

TA(u) = Au =

(
n∑
j=1

aijuj

)
i=1,...,m

=


a11u1 + · · ·+ a1nun
a21u1 + · · ·+ a2nun

...
am1u1 + · · ·+ amnun

 .
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Exemplo 1.2 (Rotação). A transformação linear T : R2 → R2 definida por
T(x, y) = (−y, x) é a matriz de rotação de um vetor u = (x, y) por 90◦, no sen-
tido trigonométrico, ou anti-horário. Ela é representada pela matriz

R =

[
0 −1
1 0

]
.

Mais geralmente, Tθ(x, y) = (cos(θ)x− sen(θ)y, sen(θ)x+ cos(θ)y), representada pela
matriz

Rθ =

[
cos(θ) − sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

]
,

é uma rotação de um ângulo θ qualquer, também no sentido trigonométrico.

Exemplo 1.3 (Representação polinomial). A transformação J : P
(n)
R [x] → Rn+1

definida por

J(p) =

(
p(0),

dp

dx
(0),

1

2

d2p

dx2
(0), . . . ,

1

n!

dnp

dxn
(0)

)
∈ Rn, ∀p ∈ P

(n)
R [x],

é a transformação linear que leva um polinômio p = p(x) de grau no máximo n nos
coeficientes J(p) = (a0, . . . , an) de sua representação canônica

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

visto que a0 = p(0) e que cada aj, j = 1, . . . , n é exatamente a derivada de ordem j de
p dividida por j fatorial. Essa transformação linear é um isomorfismo entre P

(n)
R [x] e

Rn+1. Idem para J : P
(n)
C [z] → Cn+1, z ∈ C, onde as derivadas, agora, são derivadas

complexas,

J(p) =

(
p(0),

dp

dz
(0),

1

2

d2p

dz2
(0), . . . ,

1

n!

dnp

dzn
(0)

)
∈ Cn, ∀p ∈ P

(n)
C [z].

Exemplo 1.4 (Isomorfismos). Vimos, no Exemplo 1.3, um exemplo de transfor-
mação linear que é um isomorfismo. De fato, todo isomorfismo J : X → Y entre
dois espaços vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo é, por definição, um exemplo de
transformação linear. Mais ainda, a inversa J−1 : Y → X é, também, uma transfor-
mação linear, agora de Y em X. Verifique (Exercício 5.2)! Veja mais sobre isso na
Seção 2.2.

Exemplo 1.5 (Diferencial). Assim como no caso de funcionais, um exemplo fun-
damental é o de diferencial de uma função (usualmente não linear) entre dois espaços
vetoriais sobre o mesmo corpo, quando munidos de normas. Mais precisamente, se
F : X → Y é uma função entre dois espaços vetoriais normados sobre o mesmo corpo,
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com as normas denotadas por ‖ · ‖X e ‖ · ‖Y , respectivamente, dizemos que F é dife-
renciável em um ponto u ∈ X, quando existe uma transformação linear L : X → Y ,
que é a chamada diferencial de f no ponto u e denotada por DF(u) = L, que satisfaz

‖F(u + h)− F(u)− (DF(u))(h)‖Y
‖h‖X

→ 0, quando ‖h‖X → 0, h 6= 0.

Quando u = (x1, . . . , xn) ∈ X = Rn e F(u) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ∈
Y = Rm, n,m ∈ N, então a diferencial calculada em um vetor h pode ser representada
por uma multiplicação matricial DF(u)h, onde DF(u) = (∂xjfi(x1, . . . , xn))i=m,j=ni,j=1 ,
que é, então, nesse caso, tomada como a definição de diferencial de F.

Exemplo 1.6. Dadas duas variedades diferenciáveis M, N (veja Exemplo 1.18) e
uma função diferenciável F : M→ N, a diferencial DF(p) : TpM→ TF(p)N de F no
ponto p é uma transformação linear entre a variedade tangente a M no ponto p, que
é o espaço vetorial TpM, e a variedade tangente a N no ponto da imagem F(p), que
é o espaço vetorial TF(p)N.

Exemplo 1.7 (Redes neurais). Redes neurais podem ter diversas formas e não são
transformações lineares, mas boa parte da sua estrutura depende de transformações
lineares e isso é uma das razões da eficiência dessas redes. As redes pró-alimentadas
densas, por exemplo, são composições de transformações lineares com translações e
com funções escalares simulando o comportamente de neurônios, tendo, em geral,
essencialmente dois estados, “ativado” ou “não”, ou estados variando de intensidade.
Podemos escrever, mais precisamente, uma rede pró-alimentada na forma

h(x) = σk ◦Wk ◦ σk−1 ◦Wk−1 ◦ · · · ◦ σ1 ◦W1(x),

onde cada σj : R → R é uma função real chamada de função de ativação e onde
Wj : Rnj−1 → Rnj é uma transformação afim, entre espaços de dimensão nj−1 e nj, i.e.
Wju = Aju+bj, onde Aj ∈ Rnj×nj−1 e bj ∈ Rnj são os parâmetros da rede, chamados
de pesos e viéses , respectivamente. Cada j = 0, . . . , k representa uma camada da
rede neural e cada nj é a dimensão, ou largura, da camada, indicando o “número de
neurônios” em cada camada, que nada mais são do que variáveis reais. Cada função
de ativação σj : R → R é entendida como agindo em cada espaço Rnj “coordenada
a coordenada,” i.e. via σ(u) = (σ(xj))j=1,...,nj , para u = (x1, . . . , xnj) ∈ Rnj . A
primeira camada, correspondendo a j = 0, é a camada de entrada da rede, enquanto
que a última camada, correspondendo a j = k, é a camada de saída. As camadas
intermediárias, j = 1, . . . , k − 1, são as chamadas camadas ocultas. Veja Figura 1.1.
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x1

x2

x3

y1

y2

Figura 1.1. Ilustração de uma rede neural densa, com três entradas,
duas saídas e duas camadas ocultas, onde k = 3, n0 = 3, n1 = 7,
n2 = 5, n3 = 2.

Exemplo 1.8 (Convolução - molificação). A convolução entre duas funções f, g :
Rn → R é a operação que leva essas duas funções na função f ? g definida por

(f ? g)(x) =

∫
Rn
f(y)g(x− y) dy =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy,

quando a integral está bem definida. Isso acontece, por exemplo, para f ∈ Lp(R) e
g ∈ Lq(R), onde 1 ≤ p, q ≤ ∞ satisfazem

1

p
+

1

q
= 1.

A convolução é bilinear em f e g. Uma convolução muito usada é a entre uma função
f e um molificador suave ρε da forma

ρε(x) =
1

εn
ρ
(x

ε

)
,

onde ρ ∈ C∞c (Rn) (i.e. funções de suporte compacto, diferenciáveis de qualquer ordem
e com diferenciais contínuas) e ∫

Rn
ρ(x) dx = 1.
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Nesse caso, sendo f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, a molificação ρε ? f é uma função ainda
em Lp(Rn), de classe C∞, e que converge para f em Lp(Rn). O mapeamento entre f
e Tε(f) = fε = ρε ? f é uma transformação linear de Lp(Rn) em Lp(Rn) ∩ C∞(Rn).

Exemplo 1.9 (Equações diferenciais lineares). Uma equação diferencial linear

a(t)
d2x(t)

dt2
+ b(t)

dx(t)

dt
+ c(t)x(t) = f(t)

pode ser interpretada como uma equação linear
Ax = f,

para uma incóginta x ∈ X = C2(R), com f ∈ Y = C(R) dado e A : X → Y definido
por

A = a
d2

dt2
+ b

d

dt
+ c,

ou seja, para cada x = x(t) ∈ X, temos Ax ∈ Y definido por

(Ax)(t) = a(t)
d2x(t)

dt2
+ b(t)

dx(t)

dt
+ c(t),

onde a, b, c ∈ X também são conhecidos. O problema homogêneo, i.e.

a(t)
d2t

dt2
+ b(t)

dt

dt
+ c(t)x(t) = 0

é o núcleo ker(A) da transformação A. A solução geral da equação não-homogênea é
um subespaço afim

x = xh + xp,

onde xk ∈ ker(A) e xp = xp(t) é uma solução particular, ou seja, um representante
qualquer do subespaço X/ ker(A).

Exemplo 1.10 (Sistema de resposta ao impulso). Um sistema de resposta ao
impulso (Impulse Response - IR) é uma transformação que recebe um breve impulso
(como uma delta de Dirac em um determinado instante, no caso contínuo, ou um
Delta de Kronecker, no caso discreto) e retorna um determinado sinal de resposta.
Em teoria, a resposta pode ser linear ou não-linear, mas o caso linear é de extrema
importância prática e muito usada no processamento de sinais de áudio, de imagem e
de vídeo. No caso de sinais de áudio, por exemplo, os sistemas de resposta ao impulso
são usados na simulação de amplificadores e ambientes para se produzir efeitos de
guitarra e de outros aparelhos musicais. Primeiro, grava-se, em estúdio, a resposta, a
um determinado sinal de áudio, de um amplificador real, em um ambiente controlado
de estúdio ou em algum ambiente de exibição musical. Em seguida, o espectro dessa
resposta é analisado, via transformada de Laplace, como uma assinatura do que está
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se querendo capturar. A partir dessa análise, uma transformação linear, na forma de
convolução, é gerada. Posteriormente, essa convolução pode ser aplicada, então, a
sinais de guitarra ou de outros instrumentos musicais, para simular o efeito real de se
usar aquele determinado amplificador ou ambiente, e assim por diante.

Exemplo 1.11 (Tratamento de imagem). Em tratamento de imagem, vários filtros
podem ser utilizados, para gerar diversos efeitos. Nem todos são lineares, mas uma
boa gama deles tem, sim, a forma linear. Por exemplo, o filtro Gaussiano aplica uma
(forma discretizada) de convolução com uma função Gaussiana, visando suavizar uma
imagem, ou uma determinada região de uma imagem.

Exemplo 1.12 (Transformada de Fourier). A transformada de Fourier pode ser
vista, inicialmente, como uma transformação linear F : L1(Rn,C)→ L∞(Rn,C), que
leva uma função integrável a Lebesgue f : Rn → C em uma função essencialmente
limitada f̂ = F(f) : Rn → C dada por

f̂(ω) = F(f)(ω) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)e−iω·x dx, ω ∈ Rn, (1.1)

onde ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Rn representa a frequência angular, nas diversas direções.
A transformada de Fourier também pode ser considerada como um operador linear
F : S(Rn,C) → S(Rn,C), no espaço de Schwartz definido no Exemplo 1.15. Não é
difícil verificar que o decaimento polinomial das derivadas continua valendo após a
aplicação da transformada.

Uma propriedade fundamental da transformada de Fourier é a de que a derivação,
no espaço físico, é levada em multiplicação algébrica, no espaço de frequências (ou
espaço espectral), ou seja

F
(
∂kxif

)
= (iξ)kF(f).

Há outras formulações, por exemplo, como a a que define a transformada de
Fourier por ∫

Rn
f(x)e−i2πξ·z dx,

dessa vez usando a frequência ξ = 2πω, mais diretamente relacionada à série de Fou-
rier clássica. Uma vantagem da formulação (1.1) é que a transformada inversa F−1 tem
uma forma mais parecida com a transformada direta, por ter o mesmo fator multipli-
cativo. Já na versão com a frequência ξ, não há fator multiplicativo na transformada
direta mas a transformada inversa aparece com um fator multiplicativo. Além disso,
a derivação se transforma em multiplicação acrescida do fator multiplicativo 2π.
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1.4. Transformação linear definida a partir da ação em uma base. Gra-
ças a linearidade, podemos definir uma transformação linear apenas definindo o que
acontece com os vetores de uma base.

Teorema 1.2. Sejam X e Y espaços vetorias de dimensão finita sobre um mesmo
corpo K e seja a = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X. Sejam v1, . . . ,vn ∈ Y vetores
quaisquer em Y . Então existe uma única transformação linear T : X → Y tal que
T(wi) = vi, para cada i = 1, . . . , n. Nesse caso, dizemos que T é obtida por extensão
linear, a partir da ação em a.

Demonstração. Dado um u ∈ X qualquer, podemos escrever

u = 〈f1,u〉w1 + · · ·+ 〈fn,u〉un,

onde a∗ = {{f1, . . . , fn}} é a base dual a a. A partir dessa fórmula, podemos definir
T : X → Y por

T(u) = 〈f1,u〉v1 + · · ·+ 〈fn,u〉vn ∈ Y.
Se v ∈ X é outro vetor e λ ∈ K, obtemos,

T(u + λv) = 〈f1,u + λv〉v1 + · · ·+ 〈fn,u + λv〉vn
= 〈f1,u〉v1 + · · ·+ 〈fn,u〉vn + λ〈f1,v〉v1 + · · ·+ λ〈fn,v〉vn

= T(u) + λT(v),

mostrando que T é linear. Como não há outra forma de escrever um vetor u como
combinação linear dos vetores da base e a ação nesses vetores da base está bem
definida, essa é a única transformação linear possível. �

Exemplo 1.13. Em R2, considerando os mapeamentos

e1 → e2, e2 → −e1,

vemos que a transformação obtida por extensão linear desses mapeamentos é a rotação
de 90 graus no sentido trigonométrico, com

xe1 + ye2 → x(e2) + y(−e1) = −ye1 + xe2,

ou seja, T(x, y) = (−y, x).

Exemplo 1.14. Em R3, a transformação linear obtida por extensão linear de

e1 → e1, e2 → e2, e3 → −e3

é a reflexão de xyz em relação ao plano xy, dada mais explicitamente por T(x, y, z) =
(x, y,−z).
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Exemplo 1.15. De R3 para R2, considerando

(1, 0, 0)→ (1, 1), (0, 1, 0)→ (1, 1), (0, 0, 1)→ (0, 0)

obtemos, por extensão linear, a transformação T(x, y, z) = (x+ y, x+ y).

2. O espaço das transformações lineares

2.1. O espaço vetorial das transformações lineares. Dados dois espaços
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, podemos considerar o conjunto de todos
as transformações lineares de X em Y . Nesse espaço, podemos estender, de forma
natural, as operações de adição e multiplicação por escalar dos espaços vetoriais para
esse conjunto de transformações, fazendo deste um espaço vetorial, também.

Definição 2.1 (Espaço vetorial das transformações lineares). Dados dois espaços
vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo K, denotamos o espaço de todas as transfor-
mações lineares de X em Y por

L(X, Y ) = {T : X → Y ; T linear }.
Esse espaço L(X, Y ) é um espaço vetorial sobre K quando munido das operações
de adição e multiplicação por escalar definidas pontualmente, i.e. para todo T, S ∈
L(X, Y ), a adição T + S ∈ L(X, Y ) é a transformação linear de X em Y definida
por

(T + S)(u) = T(u) + S(u), ∀u ∈ X,
e, para todo λ ∈ K e todo T ∈ L(X, Y ), a multiplicação por escalar λT ∈ L(X, Y ) é
a transformação linear de X em Y definida dada por

(λT)(u) = λT(u), ∀u ∈ X.

Uma propriedade extra é a de que as transformações lineares podem ser compostas
umas com as outras, desde que os espaços sejam compatíveis.

Definição 2.2. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais sobre um mesmo corpo e sejam
T ∈ L(X, Y ), S ∈ L(Y, Z) transformações lineares. Então a composição S ◦ T ∈
L(X,Z) de T com S, também denotada simplesmente por ST, é definida por

(ST)(u) = (S ◦ T)(u) = S(T(u)) ∈ Z, ∀u ∈ X.

É fácil ver que a composição é uma transformação linear.

Proposição 2.1. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais sobre um mesmo corpo e
sejam T ∈ L(X, Y ), S ∈ L(Y, Z). Então S ◦ T ∈ L(X,Z), ou seja, a composição é,
também, uma transformação linear.



126 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES

X Y Z
T S

S ◦ T

Figura 2.1. Ilustração da composição T ◦ S ∈ L(X,Z) de transfor-
mações T ∈ L(X, Y ) e S ∈ L(Y, Z).

Demonstração. Basta observar que

(S ◦ T)(u + λv) = S(T(u + λv) = S(T(u) + λT (v)))

= S(T(u)) + λS(T(v)) = (S ◦ T)(u) + λ(S ◦ T)(v),

para todos u,v ∈ X e todo λ ∈ K. �

Podemos combinar a composição com as operações de adição e multiplicação por
escalar. Nesse caso, podemos observar que a composição é distributiva em relação à
adição:

Proposição 2.2. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais sobre um mesmo corpo e se-
jam T, L ∈ L(X, Y ) e R, S ∈ L(Y, Z). Então a composição é distributiva à esquerda,
i.e.

S ◦ (T + L) = (S ◦ T) + (S ◦ L)

e distributiva à direita, i.e.

(S + R) ◦ T = (S ◦ T) + (R ◦ T).

Demonstração. A demonstração da distributividade à direita é imediata da
definição de composição, enquanto que a distributividade à esquerda usa a linearidade
de S. �

Podemos, também, combinar três ou mais composições. Nesse sentido, podemos
dizer que a composição é associativa.

Proposição 2.3. Sejam X, Y, Z e W espaços vetoriais sobre um mesmo corpo e
sejam T ∈ L(X, Y ), R ∈ L(Y, Z) e S ∈ L(Z,W ). Então

(R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T).

Demonstração. A demonstração também é imediata. �

Observação 2.1. As propriedades acima de distributividade e associatividade da
composição, em relação à adição, se assemelham às propriedades da multiplicação em
um anel. Esses motivos justificam a notação de composição S ◦ T como um produto
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ST. Em relação a isso, vale ressaltar que também podemos enxergar a multiplicação
de matrizes como a composição das transformações associadas a elas, justificando,
novamente, a notação de produto para a composição.

Observação 2.2. Nem sempre faz sentido considerar a composição na ordem
contrária também, i.e. T◦S junto com S◦T. Isso só faz sentido quando o domínio e o
contra-domínio coincidem. Mesmo assim, nesses casos, apesar das duas composições
fazerem sentido, elas podem não coincidir. Isso é discutido na Seção 1.2.

Observação 2.3. No caso de duas transformações lineares associadas a matrizes
(veja Exemplo 1.1), digamos TA : Kn → Kp e TB : Kp → Km, com n, p,m ∈ N,
A ∈ Kp×n e B ∈ Km×p, onde TA(u) = Au, para u ∈ Kn e TB(v) = Bv, para v ∈ Kp,
a transformação composta é a transformação associada ao produto das matrizes, i.e.
TB◦TA = TBA, onde TBAu = BAu, para u ∈ Kn. De fato, se A = (aij)i=1,...,m,j=1,...,p

e B = (bij)i=1,...,p,j=1,...,n, então, para u = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

(TB ◦ TA)(u) = TB(TAu)

= TB

( ∑
j=1,...,n

akjxj

)
k=1,...,p


=

( ∑
k=1,...,p

bik

( ∑
j=1,...,n

akjxj

))
i=1,...,n

=

( ∑
k=1,...,p

∑
j=1,...,n

bikakj

)
i=1,...,n

= TBAu.

2.2. Invertibilidade de transformações lineares. Se T ∈ L(X, Y ) é uma
bijeção, então existe a sua inversa T−1 : Y → X que é uma transformação linear de
Y em X. Essa inversa satisfaz T−1(T(u)) = u, para todo u ∈ X e T(T−1)(v) = v,
para todo v ∈ Y . Nesse caso, dizemos que T é invertível.

Definição 2.3. Uma transformação linear T ∈ L(X, Y ) entre dois espaços veto-
riais sobre o mesmo corpo é dita invertível quando T é uma bijeção, i.e. é injetiva
e sobrejetiva, o que significa dizer que T é um isomorfismo entre X e Y .

Proposição 2.4. A inversa T−1 : Y → X de uma transformação linear T : X →
Y entre dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo também é linear.

Demonstração. Deixamos essa demonstração com Exercício 5.2. �
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X Y Z
T

T−1

S ◦ T

S

S−1

T−1 ◦ S−1

Figura 2.2. Ilustração da composição T ◦ S ∈ L(X,Z) de transfor-
mações T ∈ L(X, Y ) e S ∈ L(Y, Z) e da inversa (T◦S)−1 = S−1◦T−1 ∈
L(Z,X).

Proposição 2.5. Se T ∈ L(X, Y ) e S ∈ L(Y, Z) são transformações lineares
ambas invertíveis, onde X, Y e Z são espaços vetoriais sobre o mesmo corpo, então
(S ◦ T) ∈ L(X,Z) também é invertível e a sua inversa é dada pela composição de
suas inversas, em ordem trocada, i.e.

(S ◦ T)−1 = T−1 ◦ S−1.

Demonstração. Também deixamos essa demonstração como Exercício 5.3. �

Em algumas situações, podemos ter uma inversa apenas em um sentido.

Definição 2.4. Uma transformação linear T ∈ L(X, Y ) entre dois espaços ve-
toriais sobre o mesmo corpo é dita invertível à direita quando existe R : Y → X
linear tal que T ◦ R = I e é dita invertível à esquerda quando existe L : Y → X tal
que L ◦T = I. Nesses casos, R é dita a inversa à direita de T e L é dita a inversa
à esquerda de T. Naturalmente, T é invertível se, e somente se, T é invertível à
direita e à esquerda e, nesse caso, as inversas coincidem. Além disso, se R é a inversa
à direita de T, então T é a inversa à esquerda de R e se L é a inversa à esquerda de
T, então T é a inversa à direita de L.

As existências das inversas à esquerda e/ou à direita de uma transformação estão
diretamente ligadas à injetividade e/ou sobrejetividade da mesma, conforme enunci-
ado no resultado a seguir, cuja demonstração deixamos como Exercício 5.18. Vale
ressaltar, também, que as inversas à direita e à esquerda podem não ser únicas (veja
Exercício 5.20 e Exercício 5.21.)

Proposição 2.6. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços
vetoriais X e Y sobre o mesmo corpo. Então T é invertível à direita se, e somente
se, T é sobrejetiva. Por outro lado, T é invertível à esquerda se, e somente se, T é
injetiva.
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Demonstração. Deixamos a cargo do leitor, no Exercício 5.18. �

Exemplo 2.1. Considerando X = R2 e Z = R1, vemos que T(x, y) = 2x é
invertível à direita, com inversa à direita dada por R(z) = (z/2, 0), pois T(R(z)) =
T(2z, 0) = 2z/2 = z, mas T não é invertível à esquerda pois não é injetiva. Da
mesma forma, R não é invertível à direita pois R não é sobrejetiva, mas é invertível à
esquerda, com inversa à esquerda sendo exatamente T. Observe, ainda, que, nesse caso
especial, podemos fazer a composição L ◦ T, que nos dá R(T(x, y)) = R(2x) = (x, 0),
mas, em geral, com três espaços distintos, apenas uma composição é possível. É
interessante, também, enxergar as matrizes, nas bases canônicas e, que representam
cada transformação, com T sendo representado por

[T]e =
[
2 0

]
e R, por

[R]e =

[
1/2
0

]
.

(Veremos mais sobre representação matricial de transformações lineares na Seção 2.3.)
Exemplo 2.2. Considerando, agora, X = R, Z = R2 e T(x) = (2x, 0), então T

não é invertível à direita mas é invertível à esquerda, com inversa à esquerda dada
por L(y, z) = y/2, visto que (L ◦ T)(x) = L(2x, 0) = 2x/2 = x, para todo x ∈ R. Por
sua vez, T é a inversa à direita de L. Nas bases canônicas, temos

[T]e =

[
2
0

]
, [R]e =

[
1/2 0

]
.

2.3. Representação matricial em espaços de dimensão finita. Como já é
bem sabido dos cursos iniciais de Álgebra Linear, toda transformação linear entre
espaços de dimensão finita pode ser representada por uma multiplicação matricial,
em relação a bases escolhidas no domínio e no contradomínio. Veremos isso aqui, com
a ajuda das bases duais.

Definição 2.5. Dados espaços vetoriais X e Y de dimensão finita n = dim(X) ∈
N e m = dim(Y ) ∈ N sobre um mesmo corpo K e dadas bases a = {{w1, . . . ,wn}} de
X e b = {{v1, . . . ,vm}} de Y , a representação matricial de uma transformação
linear T ∈ L(X, Y ) entre as bases é uma matriz Km×n, denotada [T]ab , tal que

(T(u))b = [T]ab (u)a,

para todo u ∈ X, onde (u)a é a representação de u na base a e (T(u))b é a repre-
sentação de Tu na base b.

Quando X e Y são iguais e usamos a mesma base, digamos b, nos dois espaços,
escrevemos apenas [T]b para representar [T]bb.
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Teorema 2.1. Sejam X e Y dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo, com
dimensões finitas n = dim(X) ∈ N e m = dim(Y ) ∈ N. Sejam a = {{w1, . . . ,wn}} e
b = {{v1, . . . ,vm}} bases de X e Y , respectivamente. Então a representação matricial
de T entre essas bases é dada por

[T]ab =


〈g1,T(w1)〉 〈g1,T(w2)〉 · · · 〈g1,T(wn)〉
〈g2,T(w1)〉 〈g2,T(w2)〉 · · · 〈g2,T(wn)〉

...
... . . . ...

〈gm,T(w1)〉 〈gm,T(w2)〉 · · · 〈gm,T(wn)〉,


onde b∗ = {{g1, . . . , gm}} é a base dual de b.

Demonstração. Observe que a representação de T(u) na base b pode ser escrita
como

(T(u))b = (〈gi,T(u)〉)i=1,...,m,

para todo u ∈ X. Para um tal u, temos

u = 〈f1,u〉w1 + · · ·+ 〈fn,u〉wn,

de modo que, a i-ésima linha da representação de T(u) na base b é

〈gi,T(u)〉 = 〈gi,T(〈f1,u〉w1 + · · ·+ 〈fn,u〉wn)〉
= 〈gi, 〈f1,u〉T(w1) + · · ·+ 〈fn,u〉T(wn)〉
= 〈f1,u〉〈gi,T(w1)〉+ · · ·+ 〈fn,u〉〈gi,T(wn)〉

Como isso vale para cada linha i, reconhecemos o vetor (T(u))b = (〈gi,T(u)〉)i=1,...,m

como o produto matricial
〈g1,T(w1)〉 〈g1,T(w2)〉 · · · 〈g1,T(wn)〉
〈g2,T(w1)〉 〈g2,T(w2)〉 · · · 〈g2,T(wn)〉

...
... . . . ...

〈gm,T(w1)〉 〈gm,T(w2)〉 · · · 〈gm,T(wn)〉



〈f1,u〉
〈f2,u〉

...
〈fn,u〉

 ,

ou seja,
(T(u))b = [T]ab (u)a,

conforme desejado. �

Observação 2.4. As colunas da representação matricial têm uma forma particu-
lar. Cada coluna é a representação da imagem de um dos vetores da base do domínio
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na base do contradomínio. Mais explicitamente, a coluna j é a representação, na base
b de Y, da imagem Twj do j-ésimo vetor wj da base a de X :

[T]ab =




...
T(w1)

...


b


...

T(w2)
...


b

· · ·


...

T(wn)
...


b

 .
3. Transformação adjunta

Dados dois espaços vetoriais X e Y e considerando o produto de dualidade entre
eles e os seus duais (ou quaisquer outras formas bilineares entre eles e outros espaços),
há uma forma natural de gerar uma transformação “dual” de uma transformação linear
deX em Y . A bilinearidade do produto de dualidade e a linearidade da transformação
“primal” garantem a linearidade da transformação “dual”, chamada de transformação
adjunta.

Isso é útil em vários contextos, onde um “problema primal” pode ser transformado
em seu “problema dual” e, muitas vezes, ser resolvido mais facilmente assim. Veremos,
posteriormente, que, quando os espaços X e Y são iguais e temos um produto interno
disponível, a transformação adjunta pode ser representada como um operador no
próprio espaço e, nesse caso, relações especiais entre o operador e seu adjunto podem
ser exploradas.

3.1. Adjunta de uma transformação. Para começar, vejamos a definição de
transformação adjunta.

Definição 3.1. Sejam X e Y espaços vetoriais sobre um mesmo corpo K e
seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear. A transformação adjunta T∗ ∈
L(Y ∗, X∗) é a transformação que leva um funcional linear g ∈ Y ∗ em um funcional
linear T∗g ∈ X∗ definido por sua ação (T∗g)(u) = 〈T∗g,u〉X∗,X em cada vetor u ∈ X
via

〈T∗g,u〉X∗,X = 〈g,Tu〉Y ∗,Y .

Temos algumas propriedades fundamentais de verificação imediata.

Proposição 3.1. A transformação adjunta T∗ : Y ∗ → X∗ dada na Definição 3.1
é linear.

Demonstração. Basta verificar que

〈T∗(g + γh),u〉Y ∗,Y = 〈g + γh,Tu〉X∗,X = 〈g,Tu〉X∗,X + γ〈h,Tu〉X∗,X
= 〈T∗g,u〉Y ∗,Y + γ〈T∗h,u〉Y ∗,Y , ∀u ∈ X,
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para todos g, h ∈ Y ∗ e γ ∈ K. �

Proposição 3.2. Dados espaços vetoriais X, Y e Z sobre um mesmo corpo K,
λ ∈ K e transformações lineares T, L ∈ L(X, Y ), S ∈ L(Y, Z), então

(T + L)∗ = T∗ + L∗, (λT)∗ = λT∗, (S ◦ T)∗ = T∗ ◦ S∗.

Além disso, caso T seja invertível, então

(T−1)∗ = (T∗)−1.

Observação 3.1. A propriedade (λT)∗ = λT∗ mencionada na Proposição 3.2
vale tanto em espaços vetoriais reais quanto em espaços vetoriais complexos. Mas
ao considerarmos transformações entre espaços com produto interno e, junto com
isso, identificarmos a transformação adjunta T∗ com transformações T̃∗ nos próprios
espaços, é que temos uma diferenciação entre os casos real e complexo. No caso real,
continuamos a ter a relação (λT̃)∗ = λT̃∗. Já no caso complexo, devido ao fato do
produto interno complexo ser uma forma sesquilinear (linear na primeira componente,
linear-conjugada na segunda componente e conjugada-simétrica), a relação passa a
ser (λT̃)∗ = λ̄T̃∗, onde λ̄ é o complexo conjugado de um escalar λ.

Nos exemplos a seguir, duas aplicações importantes da adjunta, no contexto de
dimensão infinita. Há diversas outras aplicações já no contexto de dimensão finita.
Além disso, como dito na introdução à seção, a adjunta serve para caracterizar di-
versas simetrias importantes de operadores lineares, que iremos explorar mais no
Capítulo 13.

Exemplo 3.1 (Integração por partes e derivada de distribuições). Aprendemos,
no Cálculo, a fórmula de integração por partes∫ b

a

u′(x)v(x) dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
∫ b

a

u(x)v′(x) dx.

Quando u e v se anulam nos extremos, temos, simplesmente,∫ b

a

u′(x)v(x) dx = −
∫ b

a

u(x)v′(x) dx.

Em particular, isso vale para as funções teste em D(I) = C∞c (I), de suporte compacto
no interior do intervalo I. Escrevendo a derivada como uma transformação linear
D : C∞c (I)→ C∞c (I), (Du)(x) = u′(x), e considerando as inclusões

D(I) ⊂ L2(I) ≡ L2(I)′ ⊂ D(I)′,
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quando identificamos o dual de L2(I) com o próprio espaço e com o produto de
dualidade sendo a integral de produto de funções, vemos que

〈u,D∗v〉D(I)′,D(I) = 〈Du, v〉D(I)′,D(I) =

∫
I

u′(x)v(x) dx

= −
∫
I

u(x)v′(x) dx = −〈u,Dv〉D(I)′,D(I),

ou seja, a adjunta D∗ restrita ao próprio D(I) é o inverso multiplicativo da derivada
D. De outra forma, a adjunta (−D)∗ de −D restrita a D(I) é a própria derivada
D. Usando isso, podemos estender a derivada ao espaço de distribuições através da
adjunta de −D. Ou seja, definimos a derivada D de uma distribuição f ∈ D(I)′ por

〈Df, u〉D(I)′,D(I) = 〈f,Du〉D(I)′,D(I), ∀u ∈ D(I), ∀f ∈ D(I)′.

Isso serve até mesmo para definir a derivada de funções descontínuas, que podem ser
vistas como funcionais lineares através da integração. Por exemplo, escolhendo I = R
e f como sendo a função de Heaviside

H(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0,

temos

〈DH, u〉D(R)′,D(R) = −〈H,Du〉D(R)′,D(R) = −
∫ ∞

0

u′(x)

= −u′(x)

∣∣∣∣∞
x=0

u(0) = 〈δ0, u〉D(R)′,D(R),

para todo u ∈ D(R). Ou seja, a delta de Dirac é a derivada, no sentido das distribui-
ções (ou derivada fraca), da função de Heaviside.

Exemplo 3.2 (Transformada de Fourier). Vimos, no Exemplo 1.12, que a trans-
formada de Fourier pode ser considerada como um operador linear no espaço de
Schwartz S(Rd,C). Usando a dualidade entre o espaço de Schwartz e o espaço das dis-
tribuições temperadas (veja Exemplo 4.2), podemos definir a transformada (adjunta)
de Fourier de distribuições temperadas F∗ : S(Rd,C)′ → S(Rd,C)′. A transformada
adjunta F∗ concide com transformada inversa G em L2(Rd,C) (veja Observação 1.9).
Da mesma forma, a adjunta (F−1)∗ da transformada inversa coincide com a transfor-
mada direta F quando restrita a S(Rd,C). Assim, podemos definir a transformada de
Fourier de uma distribuição temperada através da adjunta da transformada inversa.
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Voltaremos a falar sobre isso quando discutirmos produto interno em espaços veto-
riais complexos. De qualquer forma, a ideia é definir a transformada de Fourier de
uma distribuição temperada via dualidade.

Em particular, podemos falar da transformada de Fourier da distribuição delta
de Dirac δ e observar que δ̂(ω) = (2π)−d/2, ∀ω ∈ Rd, ou seja, o seu espectro contém
todas as frequências, com igual amplitude!

De fato,

〈Fδ,u〉 = 〈δ,F∗u〉 = 〈δ,Gu〉 = (Gu)(0) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

u(x) dx = 〈 1

(2π)d/2
,u〉,

Veremos alguns exemplos ilustrativos em dimensão finita após a representação
matricial da adjunta como transposta da matriz da transformação.

3.2. Representação matricial de transformações adjuntas. Assim como
toda transformação linear em espaços de dimensão finita, também podemos repre-
sentar, de forma matricial, a adjunta correspondente. Ao definirmos bases para o
domínio e para o contra-domínio da transformação e ao considermos as bases duais
correspondentes para a representação da adjunta, observamos uma propriedade fun-
damental, a de que a representação matricial da adjunta é a matriz transposta da
matriz que representa a transformação. Lembremos que a matriz transposta é obtida
dispondo as linhas de uma matriz em colunas (veja Exemplo 2.5).

Teorema 3.1. Sejam X e Y espaços vetoriais de dimensão finita n = dim(X) ∈
N e m = dim(Y ) ∈ N. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear de X em Y .
Dadas bases a, de X, e b, de Y , sejam a∗ e b∗ as respectivas bases duais. A repre-
sentação matricial [T∗]b

∗
a∗ da transformação adjunta é a transposta da representação

matricial [T]ab .

Demonstração. Sejam a = {{w1, . . . ,wn}}, b = {{v1, . . . ,vm}}, a∗ = {{f1, . . . , fn}}
e b∗ = {{g1, . . . , gm}}.

De acordo com o Teorema 2.1, temos

[T]ab = (aij)
i=m,j=n
i,j=1 , aij = 〈gi,T(wj)〉Y ∗,Y

Para a representação da transformação adjunta, lembremos, do Teorema 4.1, que
o bidual X∗∗ é isomorfo a X via isomorfismo canônico J : X → X∗∗, dado por

〈J(u), f〉X∗∗,X∗ = 〈f,u〉X∗,X .

Com isso, a base b∗∗ de X∗∗ dual a b∗ está associada exatamente a b, via b∗∗ =
{J(w1), . . . , J(wn)}.
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Dessa forma, temos a representação [T∗]b
∗

a∗ dada por

[T∗]b
∗

a∗ = (bij)
i=n,j=m
i,j=1 , bij = 〈J(wi),T

∗(gj)〉X∗∗,X∗ = 〈T∗(gj),wi〉X∗,X .
Agora, usando a definição de transformação adjunta, temos

bij = 〈T∗(gj),wi〉X∗,X = 〈gj,Twi〉Y ∗,Y = aji,

para i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m. Isso mostra que [T∗]b
∗

a∗ é a matriz transposta de
[T]ab . �

Observação 3.2. A relação entre as representações de T e T∗, de uma ser a
transposta da outra, está atrelada à escolha das bases de X∗ e Y ∗ serem as bases
duais às escolhidas para X e Y . Isso é importante ressaltar.

Observação 3.3. Tendo em vista a Observação 3.2, vale destacar o que acontece
no caso em que tratamos diretamente com Rn e com matrizes, ao invés de partirmos de
uma transformação e escolhermos uma base para representá-la. Nesse caso, partindo
de uma matriz, é como se tivéssemos, implicitamente, escolhido as bases canônicas.
Ainda assim, a adjunta não é, naturalmente, uma matriz. Mas veremos, quando
falarmos de produto interno, no Capítulo 12, que, ao considerarmos o produto escalar
em Rn, podemos associar a adjunta da transformação linear associada a uma matriz
A ∈ Rn×n à transformação linear associada à transposta Atr de A. No caso de uma
matriz complexa A ∈ Cn×n em Cn, a adjunto estará associada à matriz adjunta, que
é o complexo conjugado da matriz transposta.

Exemplo 3.3. Considere a transformação linear T(x, y, z) = (x+ y, y + z) de R3

em R2. Escolhendo as bases canônicas e3 de R3 e e2 de R2, temos a representação

[T]e3e2 =

[
1 1 0
0 1 1

]
.

As bases duais e′n são transformações que capturam cada coordenada dos vetores, i.e.
fj(x1, . . . , xn) = xj, j = 1, . . . , n, n ∈ N. Assim,

[T∗]
e′2
e′3

=

1 0
1 1
0 1

 .
3.3. Exemplos de adjunta de algumas transformações. Não é tão imediato

entender o que a transformação adjunta faz, em relação ao que uma dada transfor-
mação faz. Vejamos, a seguir, alguns exemplos ilustrativos. Ao final, comentamos
sobre como a decomposição em valores singulares (SVD), que será vista na Seção 5,
pode ser usada para um entendimento melhor da adjunta, no contexto de espaços de
dimensão finita com produto interno.
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Exemplo 3.4 (Adjunta de uma matriz diagonal). Para uma matrix diagonal, a
transposta, que representa a adjunta, é a própria matriz. Por exemplo, em R2, temos

A =

[
λ 0
0 µ

]
, Atr =

[
λ 0
0 µ

]
.

Exemplo 3.5 (Adjunta de uma projeção ortogonal). Para uma projeção ortogo-
nal, a adjunta também é, essencialmente, a menos da identificação entre o espaço e
o seu dual, a própria projeção ortogonal, pois, no fundo, ela é, em alguma base, uma
matriz diagonal com uma diagonal composta de zeros e um único valor um (veja Se-
ção 1.1). Por exemplo, a projeção ortogonal sobre o eixo x no plano xy é representada
pela matriz P a seguir, com a adjunta representada pela transposta, que a própria
matriz,

P =

[
1 0
0 0

]
, Ptr = P =

[
1 0
0 0

]
.

Exemplo 3.6 (Adjunta de uma projeção não ortogonal). A adjunta de uma proje-
ção é, de qualquer forma, uma outra projeção, mas podendo ser diferente da projeção
original. Por exemplo, no plano xy, a projeção sobre a reta y = x ao longo da reta
y = 2x é representada pela matriz

P =

[
2 −1
2 −1

]
,

cuja transposta é

Ptr =

[
2 2
−1 −1

]
,

representando a projeção sobre y = −x/2, ao longo de y = −x.
Exemplo 3.7 (Adjunta de uma rotação). A adjunta de uma rotação é justamente

a inversa da rotação. Por exemplo, a rotação, no plano xy, de 90 graus no sentido
trigonométrico é representada por

R =

[
0 −1
1 0

]
,

cuja transposta é

Rtr =

[
0 1
−1 0

]
,

que representa a rotação inversa, i.e de 90 graus, agora no sentido horário. Mais
geralmente, se a rotação é de um ângulo θ, então a adjunta é de um ângulo −θ,

R =

[
cos θ − sen θ
sen θ cos(θ)

]
, Rtr =

[
cos θ sen θ
− sen θ cos(θ)

]
=

[
cos(−θ) − sen(−θ)
sen(−θ) cos(−θ)

]
.
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Exemplo 3.8 (Adjunta de cisalhamento). A adjunta de um cisalhamento é, tam-
bém, um cisalhamento, mas com as direções invertidas. Por exemplo, o cisalhamento
na direção do eixo x, é representado pela matriz

A =

[
1 α
0 1

]
,

cuja transposta é

Atr =

[
1 0
α 1

]
,

correspondendo ao cisalhamento na direção do eixo y.

Observação 3.4. Nos exemplos acima, as matrizes representavam transformações
no plano xy. As adjuntas agem nos espaços duais. Mas os duais, em dimensão finita,
podem ser identificados com o próprio espaço, de forma que adjunta pode ser vista
como agindo no mesmo espaço, e com o produto de dualidade sendo o produto escalar.
Isso será formalizado, de maneira mais geral, no Capítulo 12.

Os exemplos acima ilustram que a relação entre a transformação e a sua adjunta
não é tão simples. Ora pode ser igual, ora pode ser a inversa, ora pode ter a mesma
característica, mas “enviesada” de outra forma, etc.. No contexto de dimensão finita,
com produto interno, a adjunta pode ser entendida melhor com a ajuda da decom-
posição SVD, muitas vezes vista em cursos iniciais, e que aqui só veremos com mais
cuidado na Seção 5. Mais precisamente, a adjunta tem a mesma decomposição SVD
da transformação inicial, com a observação de que os papéis das bases do domínio e
do contra-domínio ficam invertidos. Veja Exercício 7.23.

4. Aplicações

4.1. Diferenciação automática. Diferenciação é um dos pilares da matemática
e é fundamental em diversas aplicações, não apenas para a formulação de modelos,
mas também para a estimação de parâmetros, análise de sensibilidade, inferência, etc..
Para efeitos práticos, dada a complexidade de diversos modelos, é importante termos
à disposição ferramentas computacionais de diferenciação. Uma ferramenta que tem
se mostrado extremamente eficiente é a de diferenciação automática. Ela é baseada
em reduzir uma expressão complexa a uma composição de funções primitivas, para
as quais a diferencial é conhecida e, com isso, obter a diferencial da função composta
de maneira iterativa, a partir da composição dessas primitivas.

A diferenciação é, na verdade, um problema muito mais de Análise do que Álgebra
Linear, mas, no final das contas, envolve a composição de transformações lineares.
Além disso, para ser eficiente, ela deve ter o maior número possível de primitivas e isso
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envolve obter primitivas de operações envolvendo, também, diversas transformações
lineares (e.g. traço, determinante e inversa de um operador, assim como o de diversas
fatorizações de uma transformação linear, entre outras), que, no fundo, são o pilar da
computação científica. Por esses motivos, é interessante tomarmos um certo espaço,
aqui, para descrever essa ferramenta.

Para colocar o problema em perspectiva, um caminho natural para a diferenciação
é a diferenciação simbólica, onde se busca expressar explicitamente uma determinada
composição de funções em termos da variável inicial.

Por exemplo, dadas fórmulas de funções f = f(x) e g = g(y), com derivadas f ′(x)
e g′(y), buscamos uma fórmula explícita, em função de x, para a derivada h′(x) da
composição h(x) = g(f(x)). Para efeito de ilustração, se f(x) = cos(x) e g(y) = x2,
então h(x) = g(f(x)) = cos(x)2 e h′(x) = −2 cos(x) sen(x). Isso, no entanto, pode
se tornar bastante custoso ao considerarmos composições um pouco mais complexas,
como

h(x) = sen(2x+ 2e2 cos(x) + ln(1 + x3)). (4.1)
Nesse caso, a derivada se torna

h′(x) = cos(2x+ 2e2 cos(x) + ln(1 + x3))

(
2− 4 sen(x)e2 cos(x) +

3x2

1 + x3

)
.

A complexidade da derivada aumenta em uma ordem considerável com a complexi-
dade da composição. Funções de várias variáveis complicam ainda mais.

Aliás, vale ressaltar que, mesmo no caso de uma única variável, como a h(x) em
(4.1), temos tanto operadores unários (i.e. que dependem apenas de uma variável,
como x 7→ 2x, x 7→ x3, x 7→ cos(x), x 7→ ex, x 7→ ln(x) etc.) quanto binários (como
(x, y) 7→ x+y e (x, y) 7→ xy), sendo que os binários são associativos e podem envolver
mais de dois argumentos (como em (x, y, z) 7→ x+y+ z, e assim por diante) de modo
que, invariavelmente, mesmo no caso escalar, devemos tratar funções multivariadas
em algum momento.

Podemos usar as ferramentas de introspeção da linguagem julia para ver como a
expressão acima é entendida, em uma primeira etapa, por uma linguagem de progra-
mação. Observe, a seguir, que as operações binárias aparecem como diferentes ramos
(que podem ter mais de dois, no caso de múltiplas operações binárias associativas).

� �
julia> dump(Meta.parse(":(sin(2x + 2exp(cos(x)) + log(1 + x^3)))"); maxdepth=20)
Expr

head: Symbol quote
args: Array{Any}((1,))
1: Expr

head: Symbol call
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args: Array{Any}((2,))
1: Symbol sin
2: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any}((4,))
1: Symbol +
2: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any}((3,))
1: Symbol *
2: Int64 2
3: Symbol x

3: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any}((3,))
1: Symbol *
2: Int64 2
3: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any}((2,))
1: Symbol exp
2: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any}((2,))
1: Symbol cos
2: Symbol x

4: Expr
head: Symbol call
args: Array{Any}((2,))
1: Symbol log
2: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any}((3,))
1: Symbol +
2: Int64 1
3: Expr

head: Symbol call
args: Array{Any}((3,))
1: Symbol ˆ
2: Symbol x
3: Int64 3� �

Isso pode ser visualizado em forma de árvore, como ilustrado na Figura 4.1.
O que é evidente é a complexidade da expressão e o custo de se obter a derivada

simbólica da mesma. A derivação simbólica é possível e é muito útil. Há pacotes que
se utilizam de representações simbólicas de um modelo para construir automatica-
mente uma implementação direta do modelo, inclusive de forma otimizada (veja, por
exemplo, ModelingToolkit.jl: High-Performance Symbolic-Numeric Equation-Based
Modeling) [10].

https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/dev/
https://docs.sciml.ai/ModelingToolkit/dev/
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sen
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∗
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Figura 4.1. Visualização, em forma de árvore, de como a linguagem
interpreta e expressa, inicialmente, a função h(x) = sen(2x+2e2 cos(x) +
ln(1 + x3)).

Em muitos casos, no entanto, como por exemplo em redes neurais, em modelos
envolvendo equações diferenciais, em modelos probabilísticos, e assim por diante, a
derivação simbólica não é uma opção viável.

Uma alternativa é aproximar a derivada via diferenças finitas. Por um lado, esse
método é, em princípio, bem menos custoso e de mais simples e ampla implementação,
mas está sujeito a erros não desprezíveis de aproximação. Mesmo assim, pode ser
bastante conveniente.

Um terceira alternativa é a de derivação automática, onde as derivadas de uma
ampla classe de funções fundamentais são implementadas de maneira exata (apenas
sujeitas a erros de arredondamente de ponto flutuante mas sem erros mais grosseiros
de aproximação) mas não se busca expressar as derivadas da função composta expli-
citamente. Essas são calculadas recursivamente, somente nos pontos em que isso se
faz necessário.

Relacionadas ao exemplo acima, podemos implementar as derivadas parciais das
seguintes funções
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f(x) f ′(x)
c 0
x 1
x2 2x
x3 3x2

sen(x) cos(x)
cos(x) − sen(x)
exp(x) exp(x)
ln(x) 1/|x|

Podemos, também, implementar o gradiente de algumas funções de várias variáveis

f(x, y, z, . . .) ∇f(x, y, z, . . .)
x+ y (1, 1)

x+ y + z (1, 1, 1)
xy (y, x)

As diferenciais de funções vetoriais podem ser calculadas através dos gradientes de
cada componente.

A partir dessas derivadas fundamentais, podemos calcular a derivada da função
h(x) definida em (4.1). Essa função, representada na árvore Figura 4.1, pode ser,
também, representada, de forma paralela em relação aos ramos da árvore, como uma
função composta, para facilitar a descrição matemática,

h(x) = f5(f4(f3(f2(f1(x))))),

onde

f1(x) = (x, cos(x), x3)

f2(p, q, r) = (p, exp(q), 1 + r),

f3(u, v, w) = (2u, 2v, ln(w)),

f4(a, b, c) = a+ b+ c,

f5(z) = sen(z),

Essa composição pode ser visualizada na Figura 4.2.
Cada diferencial pode ser calculada a partir das diferenciais elementares que a

linguagem já tem implementada, ilustradas nas tabelas acima.
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x

p = x

q = cos(x)

r = x3

u = p

v = exp(q)

w = 1 + r

a = 2u

b = 2v

c = ln(w)

z = a+ b+ c h = sen(z)

Figura 4.2. Ilustração da composição h(x) = f5(f4(f3(f2(f1(x))))).

O processo, então, é o seguinte. Uma vez fixado um ponto x0 para o cálculo de
h′(x0), calculamos, iterativamente, os valores das funções envolvidas na composição,

(p0, q0, z0) = f1(x0) = (x, cos(x), x3)

(u0, v0, w0) = f2(p0, q0, r0) = (p0, exp(q0), 1 + r0),

(a0, b0, c0) = f3(u0, v0, w0) = (2u0, 2v0, ln(w0)),

z0 = f4(a0, b0, c0) = a0 + b0 + c0,

h0 = f5(z0) = sen(z0),

e as diferenciais em cada ponto correspondente,

Df1(x0) =

 1
− sen(x0)

3x2
0


Df2(p0, q0, r0) =

1 0 0
0 exp(q0) 0
0 0 1

 ,
Df3(u0, v0, w0) =

2 0 0
0 2 0
0 0 1

|z0|

 ,
Df4(a0, b0, c0) = [1, 1, 1],

Df5(z0) = cos(z0),
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Finalmente, a derivada de h(x) é encontrada via composição:

h′(x0) = Df5(z0)Df4(a0, b0, z0)Df3(u0, v0, w0)Df2(p0, q0, z0)Df1(x0)

= cos(z0)[1, 1, 1]

2 0 0
0 2 0
0 0 1

|z0|

1 0 0
0 exp(q0) 0
0 0 1

 1
− sen(x0)

3x2
0


= cos(z0)[2, 2,

1

|z0|
]

1 0 0
0 exp(q0) 0
0 0 1

 1
− sen(x0)

3x2
0


= cos(z0)[2, 2 exp(q0),

1

|z0|
]

 1
− sen(x0)

3x2
0


= cos(z0)

(
2− 2 exp(q0) sen(x0) +

3x2
0

|z0|

)
Cada cálculo desse é muito fácil e rápido para o computador. A única questão

é ter todas as primitivas necessárias implementadas. E isso envolve primitivas das
implementações computacionais, como for, if, ifelse, etc.

O cálculo pode ser acelerado quanto mais primitivas forem incluídas, para reduzir
o quantidade de composições. Como boa parte da computação científica se baseia em
composição de várias operações lineares, é importante implementar as diferenciais de
operações envolvendo essas transformações, como cálculo do determinante, do traço,
de transformação inversa, de transposta e de diversas fatorações [5].

Por exemplo, se T = TA : Rn → Rm é a transformação linear TA(u) = Au
associada a uma matriz constante A ∈ Rm×n, então a sua diferencial é a própria
transformação,

DTA(u) = A ∈ L(Rn,Rm).

Se a própria matriz A = A(u) depende da variável u, então precisamos calcular a
diferencial DA(u), que vai variar com a dependência de A(u) em u. Mas se em
cima disso tivermos uma função de A, como A2, então precisamos calcular a diferen-
cial dessa dependência, assim como no caso de mais uma transformação linear. Por
exemplo, a função (A,B) ∈ Rn×n × Rn×n 7→ AB ∈ Rn×n é uma função bilinear nas
matrizes e a sua diferencial pode ser expressa por

D(AB) = DA B + ADB.

Isso vem, de fato, da bilinearidade, visto que

(A + DA)(B + DB) = AB + DA B + ADB + DADB,
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de modo que

(A + DA)(B + DB)−AB = DA B + ADB + O(2).

O termo de ordem linear em DA e DB (i.e. de ordem O(1)) nessa aproximação é
DA B + ADB, que é, portanto, a diferencial do produto das matrizes.

No caso da inversa A−1, podemos usar que

A−1A = I

para deduzir, via fórmula para a diferencial do produto matricial feita acima, que

DA−1 A + A−1 DA = 0,

de modo que
DA−1 = −A−1 DA A−1.

Para mais detalhes e para mais fórmulas, veja, por exemplo, [5].

4.2. Dualidade em programação linear. Considere um problema de otimi-
zação linear da forma

max
u≥0
Au≤b

〈f,u〉, (4.2)

onde A ∈ L(X, Y ) é uma transformação linear entre espaços vetoriais X e Y sobre
um mesmo corpo K; b ∈ Y ; e f ∈ X∗ são fornecidos; e ≥ são relações de ordem
parcial em X e Y (i.e. u ≥ 0 em X e Au ≤ b em Y ), compatíveis com as estruturas
vetoriais correspondentes (veja Exercício 4.14). A maximização ocorre em relação à
variável u ∈ X, restrita ao conjunto admissível

U= {u ≥ 0; Au ≤ b}. (4.3)

A formulação (4.2), por ser a original, pode ser chamada de problema primal . O
problema dual tem a forma

min
g≥0
A∗g≥f

〈g,b〉, (4.4)

onde a minimização, agora, é na variável g ∈ X∗, restrita ao conjunto admissível

F= {g ∈ Y ∗; A∗g ≥ f}, (4.5)

e onde as relações são as relações de ordem parcial induzidas nos duais X∗ e Y ∗ (veja
Exercício 7.11).

Qual a relação entre os dois problemas? Ela é dada pelo seguinte resultado,
conhecido como Teorema Fraco de Dualidade.
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Teorema 4.1 (Fraco de Dualidade). Sejam X e Y espaços vetoriais sobre um
mesmo corpo com relação de ordem parcial ≤ (mesma notação para os dois espaços),
A ∈ L(X, Y ) uma transformação linear, b ∈ Y e f ∈ X∗ são fornecidos. Supondo
que os conjuntos admissíveis U e F, definidos em (4.3) e (4.5) sejam não vazios,
vale a desigualdade

sup
u≥0
Au≤b

〈f,u〉 ≤ inf
g≥0
A∗g≥f

〈g,b〉. (4.6)

Demonstração. Observe que para todo u ∈ U e para todo g ∈ F, vale

〈f,u〉 ≤ 〈A∗g,u〉 = 〈g,Au〉 ≤ 〈g,b〉,

de modo que
sup
u≥0
Au≤b

〈f,u〉 ≤ inf
g≥0

A∗g≥f

〈g,b〉.

�

Corolário 4.1. Se
inf
g≥0
A∗g≥f

〈g,b〉 = −∞,

então o problema primal é inviável (não possui solução). Por outro lado, se

sup
u≥0
Au≤b

〈f,u〉 =∞,

então o problema dual é inviável.

Corolário 4.2. Se u ∈ U e g ∈ F admissíveis são tais que

〈g,b〉 = 〈f,u〉,

então u e g são soluções ótimas dos problemas primal (4.2) e dual (4.4), respectiva-
mente.

Sob certas condições, o máximo e o mínimo acima coincidem, que é a versão forte
do teorema de dualidade, ou Teorema Forte de Dualidade.

Exemplo 4.1. Não há nada de tão especial na forma primal. Na verdade, de-
pendendo do contexto, se o interesse inicial for pelo problema (4.4), então podemos
chamá-lo de problema primal, de forma que (4.2) seria, então, o seu dual.
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Exemplo 4.2. Também podemos considerar inicialmente uma variação do (4.2),
na forma, muito comum,

min
u≥0
Au≤b

〈f,u〉. (4.7)

Esse problema pode ser reescrito como

max
u≥0
Au≤b

〈−f,u〉, (4.8)

que é, sim, da forma (4.2).

4.3. Problemas primal e dual em máquina de vetores de suporte.

5. Exercícios

Exercícios
5.1. Em cada exemplo abaixo, indique se a transformação é linear ou não.

(a) T : R3 → R2, T(x, y, z) = (x− z, y − z);
(b) T : R3 → R, T(x, y, z) = x+ z;
(c) T : R3 → R, T(x, y, z) = 1 + x;
(d) T : R3 → R, T(x, y, z) = x2 − z2;
(e) T : P2

R[x]→ P3
R[x], T(a0 + a1x) = a0x+ a1x

2/2;
(f) T : PRR

2[x]→ R2, T(p) = (p(0), p′(2)).
(g) T : PRR

2[x]→ R, T(p) = p(0)p′(0).
5.2. Sejam X e Y espaços vetoriais sobre um mesmo corpo e seja J : X → Y um

isomorfismo entre X e Y , i.e. uma transformação linear que é uma bijeção
entre o seu domínio e o seu contra-domínio. Por ser uma bijeção, a sua
inversa J−1 : Y → X está bem definida e satisfaz J−1(J(u)) = u, para todo
u ∈ X e J(J−1(v)) = v, para todo v ∈ Y . Mostre que J−1 : Y → X também
é linear.

5.3. Sejam T ∈ L(X, Y ) e S ∈ L(Y, Z) transformações lineares invertíveis, onde
X, Y e Z são espaços vetoriais sobre o mesmo corpo. Mostre que (S ◦ T) ∈
L(X,Z) também é invertível e a sua inversa é dada por (S◦T)−1 = T−1◦S−1.

5.4. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais sobre um mesmo corpo, T, L ∈ L(X, Y ) e
R, S ∈ L(Y, Z) e λ ∈ K. Mostre que

S ◦ (T + λL) = (S ◦ T) + λ(T ◦ L)

e
(S + λR) ◦ T = (S ◦ T) + λ(R ◦ T).
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5.5. O Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem nos fornece uma outra demonstração
de que se U, V são dois subespaços de um espaço vetorial X, então dim(U ∪
V ) = dim(U) + dim(V )− dim(U ∩ V ). Para isso, considere a transformação
linear T : U×V → X dada por T(u,v) = u+v, para (u,v) ∈ U×V . Observe
que, nessa transformação, o domínio é o produto cartesiano U ×V enquanto
que X é o contra-domínio. Identifique a dimensão do domínio U × V , assim
como o núcleo de T em U × V e a imagem de T no contradomínio X e use o
Teorema do Núcleo e da Imagem para deduzir o resultado.

5.6. Encontre uma base para o núcleo das seguintes transformações lineares
(a) T : R3 → R3 dado por T(x, y, z) = (x− y, y − z, z − x);
(b) T : R3 → R2 dado por T(x, y, z) = (x− y, y − z);
(c) T : P

(2)
R [x]→ P

(2)
R [x], x ∈ R, dado por T(p)(x) = p′′(x);

(d) T : R2×2 → R2 dado por T[ a bc d ] = (a+ b, d− c)
5.7. Encontre uma base para a imagem das seguintes transformações lineares

(a) T : R2 → R3 dado por T(x, y) = (x− y, x− 2y, 3x− 2y);
(b) T : R3 → R4 dado por T(x, y, z) = (x− y, y − z, x− z, x+ y + z);
(c) T : P

(2)
R [x]→ P

(2)
R [x], x ∈ R, dado por T(p)(x) = p′′(x);

(d) T : R2×2 → R2 dado por T[ a bc d ] = (a+ b, d− c)
5.8. Encontre uma transformação linear T : R3 → R2 tal que o núcleo seja o plano

x+ y+ z = 0 no domínio R3 e a imagem seja a reta y = x no contra-domínio
R2.

5.9. Encontre uma transformação linear T : R3 → R2 tal que o núcleo seja o
plano x + 2y + 3z = 0 no domínio R3 e a imagem seja a reta y = 2x no
contra-domínio R2.

5.10. Encontre a transformação linear T : R3 → R2 tal que

T(1, 1, 1) = (0, 0), T(1, 0, 0) = (0, 1), T(0, 1, 0) = (−1, 0).

5.11. Encontre a transformação linear T : P2
R[x]→ R2×2 tal que

T(1) = [ 1 0
0 0 ], T(x) = [ 0 1

1 0 ], T(x2) = [ 0 0
0 2 ].

5.12. Sejam T : X → Y e S : Y → Z transformações lineares entre espaços
vetoriais X, Y, Z sobre o mesmo corpo. Então
(a) Mostre que Im(ST) ⊂ Im(S).
(b) Mostre que ker(T) ⊂ ker(ST).
(c) Mostre que dim(ker(ST)) ≤ dim(ker(S)) + dim(ker(T)).
(d) Dê um exemplo em que vale a igualdade dim(ker(ST)) = dim(ker(S)) +

dim(ker(T))
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5.13. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços vetoriais
de dimensão finita X e Y . Mostre que existe um espaço vetorial Z e duas
transformações lineares S : X → Z e R : Z → Y tais que T = RS, com S
sobrejetiva e R injetiva.

5.14. Sejam T : X → Y e S : Y → Z transformações lineares entre espaços
vetoriais X, Y, Z sobre um mesmo corpo.
(a) Suponha que T e S sejam sobrejetivos. Mostre que ST é sobrejetivo.
(b) Suponha que T e S sejam injetivos. Mostre que ST é injetivo.
(c) Suponha que T e S sejam bijetivos. Mostre que ST é bijetivo.

5.15. Sejam T : X → Y e S : Y → Z transformações lineares entre espaços
vetoriais X, Y, Z sobre um mesmo corpo. Mostre que se ST : X → Z é
bijetiva, então T é injetiva e S é sobrejetiva. Dê um exemplo mostrando que
não é necessário que T seja sobrejetiva e que S seja injetiva, para que ST seja
bijetiva.

5.16. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços vetoriais X
e Y de dimensão finita.
(a) Mostre que T é sobrejetiva se, e somente se, leva um conjunto de vetores
{w1, . . . ,wn} que gera X em um conjunto de vetores {Tw1, . . . ,Twn}
que gera Y .

(b) Mostre que T é injetiva se, e somente se, leva um conjunto de vetores
{w1, . . . ,wn} LI em X em um conjunto de vetores {Tw1, . . . ,Twn} LI
em Y .

(c) Mostre que T é bijetiva se, e somente se, leva uma base {w1, . . . ,wn}
de X em uma base {Tw1, . . . ,Twn} de Y .

5.17. Seja T : Rn×n → Rn×n a transformação linear que leva uma matriz quadrada
A ∈ Rn×n em sua simetrização T(A) = (A + Atr)/2, onde Atr é a sua trans-
posta (veja Exemplo 2.5). Encontre o posto dim(Im(T)) de T e caracterize
o seu núcleo ker(T).

5.18. Prove a Proposição 2.6.
5.19. Considere as transformações lineares T : X → Y nos casos a seguir e deter-

mine se T possui inversa à direita e/ou à esquerda e, caso positivo, encontre
inversa(s) correspondente(s).
(a) T : R2 → R3 dada por T(x, y) = (−y, x, 0).
(b) T : R3 → R2 dada por T(x, y, z) = (−y, x).
(c) T : R3 → R3 dada por T(x, y, z) = (−y, x, 0).
(d) T : R3 → R2 dada por T(x, y, z) = (x− y, x− z).

5.20. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços vetoriais X
e Y sobre um mesmo corpo.
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(a) Suponha que T seja sobrejetivo e dim(X) > dim(Y ). Mostre que T
possui mais de uma inversa à direita, ou seja, a inversa à direita, nesse
caso, não é única.

(b) Suponha que T seja injetivo e dim(X) < dim(Y ). Mostre que T possui
mais de uma inversa à esquerda, ou seja, a inversa à esquerda, nesse
caso, não é única.

5.21. Para ilustrar os resultados do Exercício 5.20:
(a) Seja T : R3 → R2 dado por T(x, y, z) = (x + y, y + z). Dê exemplos

distintos de inversas à direita de T.
(b) Seja T : R2 → R3 dado por T(x, y) = (x, x+y, y). Dê exemplos distintos

de inversas à esquerda de T.
5.22. Também para ilustrar os resultados do Exercício 5.20:

(a) Seja T : P
(3)
R [x] → P

(1)
R [x] dado por T(p) = p(0) + (p(1) − p(0))x. Dê

exemplos distintos de inversas à direita de T.
(b) Seja T : R2 → R2×2 dado por T(a, b) =

[
a −b
b a

]
. Dê exemplos distintos

de inversas à esquerda de T.
5.23. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços vetoriais X

e Y sobre o mesmo corpo K. Seja C ⊂ X um conjunto convexo no domínio
de T. Mostre que a imagem TC = {Tu; u ∈ C} de C sob T é um conjunto
convexo no contra-domínio Y .

5.24. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre dois espaços vetoriais X
e Y sobre o mesmo corpo K. Seja C ⊂ Y um conjunto convexo no contra-
domínio. Mostre que a pré-imagem T−1C = {u ∈ X; Tu;∈ C} é um
conjunto convexo no domínio X.





CAPíTULO 5

O Teorema do Núcleo e da Imagem

Many dreams come true and some have silver
linings.

– What Is and What Should Never Be (Led
Zeppelin II)

Led Zeppelin, 1969

Esse é um teorema fundamental em Álgebra Linear. É um resultado de “contabi-
lidade”: para onde vão as “dimensões” do espaço domínio? Parte pertence ao núcleo
da transformação e é anulado por ela, sendo levado no elemento neutro do contra-
domínio. A parte restante vai para além do elemento neutro e forma a imagem da
transformação. Ou seja, a dimensão do espaço domínio é repartida entre a dimen-
são do núcleo e a dimensão da imagem. A imagem é, de fato, isomorfa ao espaço
quociente do núcleo.

1. Enunciado e demonstração

Teorema 1.1 (do Núcleo e da Imagem). Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação
linear entre dois espaços vetoriais X e Y sobre um mesmo corpo, com X de dimensão
finita. Então

dim(X) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)). (1.1)

Demonstração. A demonstração clássica parte de uma base {w1, . . . ,wk} para
ker(T) e a completa até uma base {w1, . . . ,wn} de X, no caso em que 1 ≤ k < n,
onde k = dim(ker(T)) e n = dim(X). Todo u ∈ X se escreve de forma única como

u = x1w1 + · · ·+ xnwn.

Aplicando T e considerando que T(wi) = 0 para todo i = 1, . . . , k, obtemos

T(u) = xk+1T(wk+1) + · · ·+ xnT(wn).

151
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Portanto, a imagem Im(T) é gerada pelos vetores {T(wk+1), . . . ,T(wn)}. Para ver
que eles são linearmente independentes, suponha que

λk+1T(wk+1) + · · ·+ λnT(wn) = 0.

Por linearidade, temos

T(λk+1wk+1 + · · ·+ λnwn) = 0.

Ou seja, λk+1wk+1 + · · · + λnwn ∈ ker(T). Como {w1, . . . ,wk} é base de ker(T),
então, aquele vetor é combinação linear destes, ou seja, existem λ1, . . . , λk ∈ K tais
que

λk+1wk+1 + · · ·+ λnwn = λ1w1 + · · ·+ λkwk,

ou seja,
λ1w1 + . . .+ λkwk − λk+1wk+1 − · · · − λnwn = 0.

Mas como {w1, . . . ,wn} é uma base de X, então esses vetores são linearmente inde-
pendentes, de modo que, necessariamente, os coeficientes devem todos se anular, i.e.
λ1 = · · · = λn = 0. Em particular, isso prova que {T(wk+1), . . . ,T(wn)} forma um
conjunto LI. Como já vimos que eles geram Im(T), então eles formam uma base para
essa imagem. Ou seja, dim(Im(T)) = n− k. Assim,

dim(X) = n = k + (n− k) = dim(ker(T)) + dim(Im(T)).

Faltam os casos em que um dos subespaços é trivial. Além do caso em que o
próprio X é trivial e, assim, ambos os subespaços são triviais. Começando com o
caso em que X = {0}, então necessariamente ker(T) = {0} e Im(T) = {0}, de modo
que todas as dimensões são nulas e o resultado é trivialmente válido.

Caso ker(T) = {0} e dim(X) = n ∈ N, então não partimos de uma base de
ker(T), já que tal não existe. Tomamos, então, uma base qualquer {w1, . . . ,wn} de
X. Obtemos, de forma semelhante à feita acima, que {T(w1), . . . ,T(wn)} é base de
Im(T), de modo que dim(X) = dim(Im(T)) e dim(ker(T)) = 0, satisfazendo também
a igualdade (1.1).

Finalmente, caso dim(ker(T)) = n = dim(X), então partimos de uma base de
ker(T) com n elementos, digamos {w1, . . . ,wn}. Nesse caso, essa também é uma base
de X e todo u ∈ X se escreve como combinação linear de elementos do núcleo, sendo,
portanto, também parte do núcleo, ou seja, a imagem é necessariamente Im(T) = {0}.
Assim, dim(Im(T)) = 0 e (1.1) também é valida.

Isso completa a demonstração. �

Observação 1.1. Uma outra demonstração do Teorema 1.1, bastante elegante,
que aparece, por exemplo, no livro do Lax [8], usa espaço quociente. Além de ele-
gante, é também ilustrativa. Passa por mostrar que X/ ker(T) é isomorfo a Im(T) via
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isomorfismo J([u]) = J(u + ker(T)) = T(u), independente do representante da classe
[u] ∈ X/ ker(T). Assim, usando (1.1), obtemos

dim(Im(T)) = dim(X/ ker(T)) = dim(X)− dim(ker(T)).

Deixamos a verificação de que X/ ker(T) é isomorfo a Im(T) via J para o leitor
(Exercício 4.1), o que passa por mostrar que J está bem definido (independe do
representante), é linear, é injetivo e é sobrejetivo.

1.1. Consequências imediatas.

Teorema 1.2. Se dim(Y ) < dim(X), então necessariamente dim(ker(T)) ≥
dim(X)− dim(Y ) ≥ 1.

Demonstração. Como Im(T) ⊂ Y , o resultado segue imediatamente de
dim(ker(T)) = dim(X)− dim(Im(T)) ≥ dim(X)− dim(Y ) ≥ 1.

�

Teorema 1.3. Se dim(Y ) = dim(X), então ker(T) = {0} se, e somente se,
Im(T) = Y se, e somente se, T é uma bijeção, ou seja, T é injetivo se, e somente se,
é sobrejetivo e se, e somente se, é bijetivo.

Demonstração. Segue de Equation (1.1) e da hipótese do teorema que
dim(ker(T)) = dim(X)− dim(Im(T)) = dim(Y )− dim(Im(T)).

Logo,
ker(T) = {0} ⇔ dim(ker(T)) = 0⇔ dim(Im(T)) = dim(Y )⇔ Im(T) = Y,

ou seja, T é injetivo se, e somente se, é sobrejetivo e, portanto, se, e somente se, é
bijetivo. �

2. Versão matricial

Usando a demonstração do Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem, podemos dar
uma representação simples de uma transformação qualquer, apenas escolhendo bases
apropriadas.

Teorema 2.1. Sejam X e Y dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo, com
dimensões finitas n = dim(X) ∈ N e m = dim(Y ) ∈ N, e seja T : X → Y uma
transformação linear. Então existem bases a de X e b de Y tais que a representação
[T]ab de T da base a para a base b tem a forma de blocos

[T]ab =

[
In−k 0n−k,k

0m−n+k,n−k 0m−n+k,k

]
. (2.1)
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Demonstração. Seja k = dim(ker(T)). Se k = n, então ker(T) = X e a imagem
é trivial, visto que dim(Im(T)) = n− k = 0. Nesse caso, T é o operador nulo, T = 0,
com

[T]ab = 0m×n,

em qualquer base, onde 0m×n é a matriz m× n com todos os elementos nulos.
Suponha então k = dim(ker(T)) < n. Nesse caso, pelo Teorema 1.1 do Núcleo e

da Imagem, dim(Im(T)) = n − k ≥ 1. Obviamente, n − k ≤ m, pois a dimensão da
imagem não pode ser maior do que a do contra-domínio.

Tomemos uma base {{v1, . . . ,vn−k}} da imagem Im(T). Complete até uma base
b = {{v1, . . . ,vn−k,vn−k+1, . . . ,vm}} de Y , se necessário (i.e. se n− k < m.)

Agora, para cada vi, i = 1, . . . , n− k, que estão na imagem de T, existe wi ∈ X
tal que T(wi) = vi.

Se k = dim(ker(T)) > 0, tome também uma base {wn−k+1, . . . ,wn} do núcleo
ker(T), formada por k vetores, numerados de n − k + 1 até n. Se k = 0, então esse
conjunto é vazio e podemos ignorar esses termos no argumento abaixo.

Vamos mostrar que a = {{w1, . . . ,wn}} é uma base de X. Como são n vetores e
dim(X) = n (contabilidade já feita pelo Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem), basta
verificar que são linearmente independentes. Suponha, então, que

λ1w1 + · · ·+ λnwn = 0,

onde λ1, . . . , λn ∈ K. Aplicando a transformação T e usando que wn−k+1, . . . ,wn

estão no núcleo de T, sobra

λ1T(w1) + · · ·+ λn−kT(wn−k) = 0.

Como T(wi) = vi e {v1, . . . ,vn−k} é linearmente independente, então

λ1 = · · · = λn−k = 0.

Voltando a identidade inicial, sobra, agora,

λn−k+1wn−k+1 + · · ·+ λnwn = 0.

Como {wn−k+1, . . . ,wn} é linearmente independente, por ser base de ker(T), então

λn−k+1 = · · · = λn = 0,

também. Isso completa a demonstração de que a = {{w1, . . . ,wn}} é base de X.
Agora falta escrever [T]ab . Seja b∗ = {{g1, . . . , gm}} a base dual de b. Cada

coeficiente ij (linha i, coluna j) da matriz [T]ab é dado por

〈gi,T(wj)〉.
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Para j = n− k + 1, . . . , n, temos wj ∈ ker(T), de modo que 〈gi,T(wj)〉 = 0, ou seja,
todos os elementos das colunas n− k + 1 até n se anulam.

Para i = n − k + 1, . . . ,m, o funcional gi anula os elementos da imagem de T,
pois a imagem é gerado pelos vetores v1, . . . ,vn−k. Portanto, todos os elementos das
linhas n− k + 1 até m se anulam.

Sobra o bloco i = 1, . . . , n − k, j = 1, . . . , n − k. Nesse bloco, T(wj) = vj e, por
b∗ ser a base dual de b, que é formada pelos vj’s, temos 〈gi,T(wj)〉 = δij, o Delta de
Kronecker, nos dando a matriz identidade (n− k)× (n− k). Em resumo,

〈gi,T(wj)〉 = δij, i, j = 1, . . . , n− k,
e

〈gi,T(wj)〉 = 0, i = n− k + 1, . . . ,m ou j = n− k + 1, . . . , n.

Em outras palavras, podemos escrever, em forma de blocos,

[T]ab =

[
In−k 0n−k,k

0m−n+k,n−k 0m−n+k,k

]
conforme desejado. No caso particular em que k = 0 e m > n, isso se reduz a

[T]ab =

[
In

0m−n,n

]
.

Caso m = n− k (posto máximo), temos, por outro lado,

[T]ab =
[
In−k 0n−k,k

]
.

E caso k = 0 e m = n, temos apenas
[T]ab =

[
In
]
.

�

Observação 2.1. Na demonstração do Teorema 2.1, trocando a ordem dos ele-
mentos da base a, escolhendo primeiro uma base do núcleo ker(T) e completando
com as pré-imagens da base de Im(T), a matriz muda de forma para

[T]ab =

[
0n−k,k In−k

0m−n+k,k 0m−n+k,n−k

]
.

Temos muita flexibilidade na representação, podendo escolher as bases a e b sem
muita amarração.

Exemplo 2.1. Considere X = R2, Y = R3 e T(x, y) = (x+ y, x+ y, 0). O núcleo
de T tem dimensão 1 e é dado por ker(T) = span{(1,−1)}. A imagem de T também
tem dimensão 1 e é dada por Im(T) = span{(1, 1, 0)}. Completemos até uma base
b = {{(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}} de Y . Agora, uma pré-imagem de (1, 1, 0) é, por
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exemplo, (1, 0), visto que T(1, 0) = (1, 1, 0), mas observe que qualquer elemento em
(1, 0) + ker(T) = {(1 + s,−s), s ∈ R} serve. Juntando a pré-imagem {(1, 0)} da
base da imagem Im(T) com a base {(1,−1)} do núcleo ker(T), obtemos uma base
b = {{(1, 0), (1,−1)}} para X. As colunas de [T]ab são obtidas vendo a ação de T nos
elementos da base de saída a e representando-os na base de chegada b. Observe que

T(1, 0) = (1, 1, 0) = 1(1, 1, 0) + 0(0, 1, 0) + 0(0, 0, 1),

enquanto que

T(1, 1) = (0, 0, 0) = 0(1, 1, 0) + 0(0, 1, 0) + 0(0, 0, 1).

Portanto,

[T]ab =

1 0
0 0
0 0

 =

[
I1 01×1

02×1 02×1

]
.

Observação 2.2. Não devemos nos iludir com a simplicidade da representação
feita no Teorema 2.1. O que a transformação realmente faz está escondido na relação
entre as bases. Outras representações são mais úteis, como a decomposição SVD, que
veremos mais adiante. Assim como as representações de operadores lineares, feitas
usando-se uma mesma base de ida e de chegada, quando o domínio e o contradomínio
coincidem.

Exemplo 2.2. Corroborando a ideia de que a representação acima esconde a ação
da transformação na escolha das bases, considere uma rotação Rθ : R2 → R2 de um
ângulo θ no sentido trigonométrico, no plano, dada por

Rθ(x, y) = (x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ).

Na base canônica b = {{(1, 0), (0, 1)}}, temos a representação

[Rθ]b =

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
.

Mas, escolhendo a base a = {{(cos θ,− sen θ), (sen θ, cos θ)}}, temos

Rθ(cos θ,− sen θ) = (cos2 θ + sen2 θ, cos θ sen θ − sen θ cos θ) = (1, 0)

e
Rθ(sen θ, cos θ) = (sen θ cos θ − cos θ sen θ, sen2 θ + cos2 θ) = (0, 1),

de modo que

[Rθ]
a
b =

[
1 0
0 1

]
.
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Exemplo 2.3. De maneira semelhante, considere a transformação T : R2 → R2

dada por T(x, y) = (2x, y/2), para (x, y) ∈ R2. Na base canônica e = {{(1, 0), (0, 1)}},
essa transformação é representada por

[T]b =

[
2 0
0 1/2

]
.

Escolhendo, no entanto, a base a = {{(1/2, 0), (0, 2)}}, como T(1/2, 0) = (1, 0) e
T(0, 2) = (0, 1), temos a representação

[T]ab =

[
1 0
0 1

]
.

2.1. Relações entre imagem e núcleo de uma transformação e de sua
adjunta.

Teorema 2.2. Dada uma transformação linear T ∈ L(X, Y ) entre espaços veto-
riais X, Y sobre um mesmo corpo K, temos ker(T∗) = Im(T)0, ou seja, o núcleo da
adjunta de T é exatamente o anulador da imagem de T.

Demonstração. Pelo produto de dualidade e a definição de adjunta, temos
〈T∗g,u〉 = 〈g,Tu〉,

para todo u ∈ X e g ∈ Y ∗. Logo, usando o Corolário 2.3,

g ∈ ker(T∗)⇔ T∗g = 0⇔ 〈T∗g,u〉 = 0, ∀u ∈ X ⇔ 〈g,Tu〉 = 0, ∀u ∈ X
⇔ 〈g,v〉 = 0, ∀v ∈ Im(T)⇔ g ∈ Im(T)0,

provando o resultado. �

Teorema 2.3. Dada uma transformação linear T ∈ L(X, Y ) entre espaços veto-
riais X, Y sobre um mesmo corpo K, temos Im(T) = ker(T∗)0, ou seja, a imagem de
T é exatamente o anulador do núcleo da adjunta T∗.

Demonstração. Usando que o anulador do anulador de um subespaço é o pró-
prio subespaço (veja Exercício 7.12), obtemos, a partir do resultado do Teorema 2.2,
que

Im(T) = (Im(T)0)0 = ker(T∗)0,

provando o resultado. �

Teorema 2.4. Dada uma transformação linear T ∈ L(X, Y ) entre espaços veto-
riais X, Y sobre um mesmo corpo K e supondo que X tem dimensão finita, então

dim Im(T) = dim Im(T∗),

ou seja, o posto da adjunta é igual ao posto da transformação.



158 5. O TEOREMA DO NÚCLEO E DA IMAGEM

Demonstração. Usando a identidade dada no Teorema 5.1, aplicada a S =
Im(T), temos

dimX = dim Im(T) + dim Im(T0).

Por outro lado, usando o Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem no espaço dual, temos

dimX∗ = dim ker(T∗) + dim Im(T∗).

Como o dual tem a mesma dimensão do espaço, obtemos

dim Im(T) + dim Im(T0) = dim ker(T∗) + dim Im(T∗).

Pelo Teorema 2.2, temos dim(Im(T)0) = dim(ker(T∗)), logo, obtemos a identidade

dim Im(T) = dim Im(T∗),

como queríamos demonstrar. �

Observação 2.3. O resultado do Teorema 2.4 se traduz para matrizes como o
resultado clássico, em Álgebra Linear, de que “posto-linha” é igual ao “posto-coluna”.

Caso o contradomínio Y tenha a mesma dimensão que o domínio (em particular
caso T seja um operador linear), então obtemos também uma igualdade entre as
dimensões dos núcleos.

Teorema 2.5. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre espaços veto-
riais X, Y de dimensão finita, sobre um mesmo corpo K. Então dimX = dimY se,
e somente se, dim ker(T) = dim ker(T∗).

Demonstração. Pelo Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem, temos

dim(X) = dim kerT + dim ImT, dim(Y ∗) = dim kerT∗ + dim ImT∗.

Do Teorema 2.4, as dimensões das imagens coincidem, nos dando

dim(X)− dim kerT = dim ImT = dim ImT∗ = dim(Y ∗)− dim kerT∗.

Como dim(Y ∗) = dim(Y ), podemos escrever

dim(Y )− dim(X) = dim kerT∗ − dim kerT.

Portando, as dimensões deX e Y coincidem se, e somente se, as dimensões dos núcleos
kerT∗ e kerT também coincidem. �
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Exemplo 2.4. Consideremos a transformação T(x, y, z) = (x+y, y+z, x+2y+z, 0)
de R3 em R4, representada na base canônica por

[T]e4e3 =


1 1 0
0 1 1
1 2 1
0 0 0


e cuja adjunta é representada por

[T∗]
e∗3
e∗4

=

1 0 1 0
1 1 2 0
0 1 1 0

 .
Identificando o dual de Rd, d = 2, 3, com o próprio Rd, temos

ker(T) = {(x, y, z); y = −x, z = x} = span{(1,−1, 1)},
Im(T) = {(x+ y, y + z, x+ 2y + z, 0)}

= {(x+ y)(1, 0, 1, 0) + (y + z)(0, 1, 1, 0), x, y, z ∈ R}
= span{(1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0)},

enquanto que

ker(T∗) = {(f, g, h, i); h = −f, g = f} = span{(1, 1,−1, 0), (0, 0, 0, 1)},
Im(T∗) = {(f + h, f + g + 2h, g + h)}

= {(f + h)(1, 1, 0) + (g + h)(0, 1, 1)}
= span{(1, 1, 0), (0, 1, 1)}.

Note que dim(Im(T)) = 2 = dim(Im(T∗)), mas como as dimensões do espaço são
diferentes, as dimensões dos núcleos também são diferentes, em concordância com o
Teorema 2.5.

Exemplo 2.5. É ilustrativo considerar o Exemplo 2.4 sem a representação ma-
tricial. Temos T(x, y, z) = (x+ y, y + z, x+ 2y + z, 0). Denotando funcionais lineares
f em R3 e g em R4 por

f(x, y, z) = fx+ gy + hz, g(x, y, z, w) = fx+ gy + hz + iw

e elementos de R3 e R4 por

u = (x, y, z), v = (x, y, z, w),
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temos

〈T∗g,u〉 = 〈g,Tu〉
= 〈g, (x+ y, y + z, x+ 2y + z, 0)〉
= f(x+ y) + g(y + z) + h(x+ 2y + z) + 0

= (f + h)x+ (f + g + 2h)y + (g + h)z,

ou seja, T∗ leva o funcional g(x, y, z, w) = fx+ gy + hz + iw no funcional

f(x, y, z) = (f + h)x+ (f + g + 2h)y + (g + h)z.

Observe que isso coincide com a forma de representação matricial

(f)e∗4 = (T∗g)e∗4 = [T∗]
e∗3
e∗4

(g)e∗3 .

com a matriz de representação [T∗]
e∗3
e∗4

vista no Exemplo 2.4. O núcleo de T∗ é dado
por g tal que f = 0, ou seja,

f + h = 0, f + g + 2h = 0, g + h = 0,

que pode ser parametrizado por

h = −f ; g = f,

portanto

kerT∗ = {g; g(x, y, z, w) = fx+ fy − fz + iw, f, i ∈ R} = span{gx + gy − gz, gw},

que tem dimensão dois, onde usamos a base dual formada pelos vetores

gα(x, y, z, w) = α, α = x, y, z, w.

Para entendermos a imagem, observe que

(T∗g)(x, y, z) = f(x, y, z) = (f + h)x+ (f + g + 2h)y + (g + h)z

= (f + h)(x+ y) + (g + h)(y + z),

portanto a imagem é gerada pelos funcionais

fx+y(x, y, z) = x+ y, fy+z(x, y, z) = y + z,

ou seja,
Im(T∗) = span{fx+y, fy+z},

sendo de dimensão dois. (Os subíndices em fx+y e fy+z são apenas notações para
indicar as operações que cada funcional faz.)
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Exemplo 2.6. Continuando com a transformação linear T(x, y, z) = (x + y, y +
z, x+ 2y + z, 0) do Exemplo 2.5, vimos que

Im(T) = span{(1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0)},

enquanto que

kerT∗ = {g; g(x, y, z, w) = fx+ fy − fz + iw, f, i ∈ R} = span{gx + gy − gz, gw}

Podemos, agora, de acordo com o resultado do Teorema 2.2, de que o núcleo, ker(T∗),
da adjunta anula a imagem, Im(T)0, da transformação. De fato, aplicando gx+gy−gz
aos dois vetores que geram a imagem, obtemos

(gx + gy − gz)(1, 0, 1, 0) = 1 + 0− 1 = 0

e
(gx + gy − gz)(0, 1, 1, 0) = 0 + 1− 1 = 0,

anulando, portanto Im(T). Também é fácil ver que gw anula esses vetores pois a
coordenada w deles é nula.

3. Aplicacões

3.1. Sistemas de equações lineares, forma escalonada e decomposição
LU. A representação em blocos dada no Teorema 2.1 é quase a forma escalonada
reduzida vista nos cursos iniciais de Álgebra Linear, que visa a resolução de sistemas
de equações algébricas lineares. A diferença é que, na forma escalonada, não alteramos
a base de saída a, como feito no Teorema 2.1. Apenas alteramos a base b.

O interesse inicial é na resolução de sistemas de equações algébricas lineares, da
forma 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

(3.1)

onde A = (aij)
i=m,j=n
i,j=1 e b = (bi)

m
i=1 são conhecidos e u = (xj)

n
j=1 é formado pelas

variáveis que queremos encontrar e que resolvem o sistema. Isso pode ser escrito na
forma vetorial

Au = b.

Denotando a base canônica no domínio Rn por en = {en1 , . . . , enn} e base canônica
no contradomínio Rm por em = {em1 , . . . , emn }, a matriz A está associada a uma
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transformação linear TA : Rn → Rm com

[TA]enem = A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 .
O método de eliminação gaussiana consiste em fazer operações elementares nas

linhas do sistema até chegar a uma forma triangular superior para um sistema equi-
valente ao original. O que essas operações nas linhas fazem é, no fundo, escolher
uma nova base b para o espaço de chegada. Mas o espaço de saída continua com a
base canônica en, por isso as variáveis x1, . . . , xn para as soluções continuam as mes-
mas. Nesse processo, podemos chegar na forma escalonada ou na forma escalonada
reduzida.

Uma maneira de enxergar a forma canônica reduzida (reduced row-echelon form)
é escolher o primeiro elemento da base b como sendo a primeira coluna não nula da
matriz A,

v1 = Aenj1 6= 0,

com Aej = 0 para 1 ≤ j ≤ j1, se houver. Em seguida, buscamos a primeira coluna
j2, j1 < j2 ≤ n tal que

v2 = Aenj2 /∈ span{v1},

e assim por diante, encontrando uma sequência de colunas j = j1, j2, . . . , jk tal que

vl = Aenjl /∈ span{v1, . . . ,vl−1},

com

Aenj ∈ span{v1, . . . ,vl−1},

para jl−1 ≤ j < jl. Caso k < m, simplesmente completamos com elementos quaisquer
até uma base b = {{v1, . . . ,vm}} de Rm. Assim, da base en à base b, obtemos a forma
canônica reduzida

[T]enb =


1 ? 0 0 ? ? 0 ? 0
0 0 1 0 ? ? 0 ? 0
0 0 0 1 ? ? 0 ? 0
0 0 0 0 0 0 1 ? 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

 . (3.2)
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Como a base de saída não mudou, as soluções (x1, . . . , xn) do sistema original são as
mesmas do sistema equivalente na forma reduzida,


1 ? 0 0 ? ? 0 ? 0
0 0 1 0 ? ? 0 ? 0
0 0 0 1 ? ? 0 ? 0
0 0 0 0 0 0 1 ? 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0



x1

x2
...

xn

 =


b̃1

b̃2
...
b̃n

 ,

para um lado direito apropriado b̃ = (b̃1, . . . , b̃m).
A única dificuldade, aqui, é encontrar b̃, que é a representação de b na nova

base b. Encontrar b̃ requer inverter o processo de mudança de base. É nesse ponto
que entra o método de eliminação gaussiana. O método de eliminação gaussiana é
mais do que meramente encontrar uma nova base tornando o sistema triangular. É
uma receita para se calcular a mudança inversa de base e, em particular, o novo
lado direito b̃, facilitando os cálculos. O ingrediente principal dessa receita são as
operações elementares. As operações elementares são invertíveis e as suas inversas
também são operações elementares. Vamos aos detalhes.

As operações elementares são as de

(i) Multiplicação de uma linha por um escalar não nulo, que tem a forma ma-
tricial seguinte, com inversa da mesma forma,

E =



1
. . .

1
λ

1
. . .

1


, E−1 =



1
. . .

1
1
λ

1
. . .

1


.
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(ii) Adição de um múltiplo de uma linha a uma outra linha, que tem a seguinte
forma matricial, com inversa da mesma forma,

E =



1
. . .

1
. . .

λ 1
. . .

1


, E−1 =



1
. . .

1
. . .

−λ 1
. . .

1


.

(iii) Troca posição de duas linhas, que tem a seguinte forma matricial, com mesma
inversa

E = E−1 =



1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1


.

Para a eliminação gaussiana, a ideia também começa com a escolha da primeira
coluna j1 não nula da matriz A,

Aenj1 6= 0

e nos dando o primeiro elemento da nova base b,

v1 = Aenj1 ,

mas a diferença importante é a de nos dar uma receita para escrever em1 , que é a
representação de v1 na base desejada b, em termos de v1. Essa receita vem na forma
de uma composição E1 = E1,r1E1,r1−1 · · ·E1,1 de r1 ∈ N operações elementares E1,r,
r = 1, . . . , r1, i.e.

[v1]b = em1 = E1v1 = E1Aenj1 .

O novo sistema, em particular o novo lado direito do sistema, com esse primeiro
escalonamente, toma a forma

E1Au = E1b.
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Se j1 = 1, a primeira coluna de [T]enb toma a forma
1
0
...
0

 ,
e a matriz escalonada toma a forma

E1A =


1 ? · · · ?
0 ? · · · ?
...

... · · · ...
0 ? · · · ?

 .
mas, caso j1 > 1, então as primeiras j1 − 1 colunas são nulas e a matriz escalonada
toma a forma

E1A =


0 · · · 0 1 ? · · · ?
0 · · · 0 0 ? · · · ?
... · · · ...

...
... · · · ...

0 · · · 0 0 ? · · · ?

 .
Em seguida, pegamos o menor índice j2, j1 < j2 ≤ n, tal que

Aenj2 /∈ span{v1},

o que é equivalente a

E1Aenj2 /∈ span{E1v1} = span{em1 },

Veja que, com a matriz escalonada, fica fácil decidir se E1Aenj2 está no conjunto
gerado por em1 ou não, ou seja, basta olhar se há algum coeficiente não nulo do
segundo coeficiente em diante.

A outra diferença, agora, é que o segundo vetor v2 da base b é tomado de tal
forma que

E2E1e
n
j2

= a1
12e

m
1 + em2 ,

para um escalar a1
12 apropriado, dado pela primeira coordenada de E1e

n
2 , e com as

operações elementares compondo E2 envolvendo apenas a segunda linha em diante.
Seguimos assim, até encontrar um conjunto {v1, . . . ,vk} linearmente indepen-

dente, para algum k ≤ min{n,m}, e uma sequência E1, . . . ,Ek de composições de
operações elementares, tais que o sistema se escreve de forma equivalente como

Ek · · ·E1Au = Ek · · ·E1b.
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Definindo
U = Ek · · ·E1A (3.3)

e
c = Ek · · ·E1b,

temos que U está na forma escada, com pivôs iguais a 1, e com o sistema equivalente

Uu = c.

Essa forma escada é, por exemplo,

U = Ek · · ·E1A =


1 ? ? ? ? ? ? ? ?
0 0 1 ? ? ? ? ? ?
0 0 0 1 ? ? ? ? ?
0 0 0 0 0 0 1 ? ?
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

 .
Como U está na forma escada, esse sistema é de fácil resolução.

Além disso, como as matrizes elementares são invertíveis, temos que Ek · · ·E1 é
invertível e podemos definir a inversa

M = E−1 · · ·E−1
k .

Dessa forma, podemos inverter (3.3) e escrever uma forma fatorada para A (ou seja,
como um produto de fatores)

A = MU. (3.4)
Em certos casos, a eliminação Gaussiana não necessita da operação de troca de

linhas. Nesse caso, todas as matrizes elementares são triangulares inferiores, assim
como as suas inversas, de modo que a matriz M, que renomeamos nesse caso para

L = E−1
1 E−1

2 · · ·E−1
k , (3.5)

é triangular inferior e obtemos A como um produto de uma matriz triangular inferior
L com uma matriz triangular superior U, conhecida como decomposição LU de A:

A = LU. (3.6)

Caso a troca de linhas seja necessária, a matriz L não é mais triangular inferior e
estamos efetivamente falando de um processo de pivoteamento, que implica em uma
permutação das linhas. Nesse caso, podemos reordenar as matrizes elementares para
termos uma fatorização

A = PLU, (3.7)
onde P é uma permutação, composta por uma composição de matrizes elementares
correspondendo apenas a trocas de linha e onde L é apenas um produto de operações
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elementares sem troca de linha (a reordenação altera as outras matrizes elementa-
res, mas, de qualquer forma, continua sendo um produto de matrizes elementares;
veja Exercício 4.7). Esse é um pivoteamento parcial, onde trocamos apenas as li-
nhas. Também podemos reordenar as colunas e ter os pivôs em colunas sucessivas,
deixando o núcleo da matriz correspondendo às últimas colunas. Nesse caso, temos
um pivoteamento completo e uma fatoração da forma

A = PLUQ, (3.8)

onde Q também é uma matriz de permutação. Mais detalhes sobre isso em uma
disciplina de Álgebra Linear Computacional.

O último comentário é sobre a diferença entre a forma de [T]enb obtida em (3.2)
e a forma triangular em blocos [T]ab dada em (2.1), no Teorema 2.1. Para partir de
[T]enb e chegar em [T]ab , precisamos modificar a base canônica en de forma apropriado.
Começamos reordenando os elementos da base canônica para formar uma nova base
e′ começando com os vetores ej` , ` = 1, . . . , k. Isso nos dá uma nova representação

[T]e
′

b =


1 0 0 0 0 ? ? ? ?
0 1 0 0 0 0 ? ? ?
0 0 1 0 0 0 ? ? ?
0 0 0 1 0 0 0 0 ?
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

 . (3.9)

Em seguida, substituímos os vetores restantes de e′ por uma base qualquer do núcleo
de T, Como os primeiros vetores são levados em vetores não nulos na imagem de T,
a união desses primeiros vetores com a base do núcleo forma uma base a do domínio
X. Com essa base, obtemos, finalmente, a representação [T]ab na forma (2.1).

3.2. Análise dimensional e o Teorema de Buckingham-Pi. A demonstra-
ção do Teorema de Buckingham-Pi é uma aplicação interessante do Teorema 1.1 do
Núcleo e da Imagem. Vejamos do que trata esse teorema, o seu enunciado e uma
demonstração de parte dele.

A análise das dimensões físicas (ou de outra natureza) das quantidades caracte-
rísticas de um determinado problema é de grande valia em diversos aspectos. A sua
aparente simplicidade revela simetrias que muitas vezes afloram de maneira obser-
vável no fenômeno em questão. Por detrás da simples análise, se escondem soluções
particulares que têm papel significativo no comportamento do sistema e levam a rela-
ções aparentemente universais entre as quantidades envolvidas. Em um aspecto mais
mundano, a análise dimensional é útil na verificação da corretude de certas fórmulas
e de certas estimativas obtidas de um certo modelo.
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θ `

mg

m

Figura 3.1. Ilustração de um pêndulo com haste de comprimento `,
objeto com massa m, sob a ação da gravidade com aceleração g, os-
cilando até um ângulo máximo θ em relação ao eixo vertical e com o
período de oscilação τ , não representado.

No cerne do problema está um modelo que envolve certas quantidades físicas (e.g.
peso, posição e velocidade de um objeto) que dependem de uma ou mais dimensões
físicas (e.g. massa, comprimento e tempo). Dependendo da situação, é possível
extrair quantidades adimensionais que determinam relações importantes entre essas
quantidades.

Para ilustrar o processo, vamos considerar o modelo clássico de um pêndulo. Nesse
modelo, temos uma fina haste de comprimento ` e massa considerada desprezível,
com uma das extremidades fixas e com a outra extremidade prendendo um objeto
de massa m. Isso sob a ação da força gravitacional, com aceleração gravitacional g.
Um pequeno movimento na massa faz com que o pêndulo oscile, com um período τ ,
descrevendo um arco de círculo a cada oscilação, com ângulo de oscilação igual a 2θ,
ou seja, θ é o ângulo entre o eixo vertical direcionado para baixo e o vetor posição do
ponto de maior distância do eixo, conforme ilustrado na Figura 3.1.

Temos, com isso, cinco quantidades físicas. As dimensões físicas envolvidas são
a massa M, o comprimento L e o tempo T. Denotando [q] a dimensão física de uma
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quantidade qualquer q, temos

[`] = L,

[m] = M,

[g] =
L

T2
,

[τ ] = T,

[θ] = 1.

Observe que θ é adimensional, o que é denotado por dimensão 1, pois é definido por
uma razão θ = a/r entre um arco de comprimento a de uma circuferência e o raio r
da mesma, ambas com a mesma dimensão, de forma que θ dimensão tem dimensão

[θ] = [
a

r
] =

[a]

[r]
=
L

L
= 1.

Olhando para uma combinação qualquer de potências dessas quantidades `, m,
g, τ e θ, podemos considerar uma nova quantidade que chamamos de Π, símbolo
usado por Buckingham e que deu nome ao resultado hoje conhecido como Teorema
de Buckingham-Pi . Mais precisamente, considerar uma nova quantidade Π dada por

Π = `ambgcτ dθe, (3.10)

onde a, b, c, d, e são, em geral, números racionais, mas, em teoria, podem ser quaisquer
números reais, desde que a potência em questão faça sentido.

Olhando para a dimensão de Π, obtemos

[Π] = [`ambgcτ dθe] = [`a][mb][gc][τ d][θe] = LaMb

(
L

T2

)c
Td1e.

Combinando os termos com a mesma dimensão, obtemos

[Π] = La+cMbTd−2c. (3.11)

A partir disso, buscamos combinações que nos dão uma quantidade Π que seja adi-
mensional. Para isso, cada potência acima deve ser igual a zero. Ou seja, devemos
resolver o sistema linear 

a+ c = 0

b = 0

d− 2c = 0

e qualquer

(3.12)
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Esse é um sistema homogêneo, de três equações com cinco incógnitas. Se não houver
nenhuma redundância, esperamos um conjunto solução de dimensão dois. De fato,
resolvendo, obtemos o conjunto solução

C = {(a, b, c, d, e) = (r, 0,−r,−2r, s); r, s ∈ R}
= span{(1, 0,−1,−2, 0), (0, 0, 0, 0, 1)}.

Usando cada vetor dessa base, encontramos duas quantidades adimensionais, deno-
tadas por Π1 e Π2:

Π1 = `1m0g−1τ−2θ0 =
`

gτ 2
,Π2 = `0m0g0τ 0θ1 = θ. (3.13)

Observe que a segunda é o próprio ângulo θ, que já sabíamos ser adimensional desde o
início. Mas agora conhecemos também uma outra quantidade adimensional, Π1. Mas
a escolha da base é arbitrária. Por exemplo, qualquer potência Πr

i de Πi, i = 1, 2,
continua sendo adimensional, assim como qualquer combinação Πr1

1 Πr2
2 .

A partir dessa quantidade Π1, obtemos uma relação entre o período τ e as outras
quantidades:

τ ∝

√
`

g
.

Uma análise mais formal, nos leva a uma relação f(Π1,Π2) = 0 entre as quanti-
dades adimensionais que se refletem em uma dependência do período no ângulo θ, da
forma

θ = g(θ)

√
`

g
.

Para pequenas oscilações, isso é bem aproximado por uma constante de proporcio-
nalidade. Por outro ponto de vista, para ângulos pequenos de oscilação, podemos
aproximar o problema do pêndulo por um de massa mola, para o qual temos uma
solução simples explícita, que nos dá a relação

θ = 2π

√
g

`
.

Mas para ângulos maiores, a dependência em θ não pode ser desprezada.
No exemplo acima, reduzimos o problema de encontrar quantidades adimensionais

a um sistema linear homogêneo, que resolvemos explicitamente. Em geral, o que
podemos usar é o Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem para, pelo menos, responder
quantas quantidades adimensionais podemos esperar extrair do modelo. Isso pode
ser formulado de seguinte maneira.
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Teorema 3.1. Considere um sistema com n quantidades q1, . . . , qn em que m di-
mensões fundamentais estão envolvidas. Se n > m, então pelo menos n−m grandezas
adimensionais Π1, . . . ,Πn−m independentes podem ser definidas como potências das
quantidades originais. Além disso, cada equação (escalar) f(q1, . . . , qn) = 0 entre es-
sas quantidades, pode ser substituída por uma relação correspondente f ∗(Π1, . . . ,Πn−m) =
0 entre os grupos adimensionais Πi

Esse teorema foi proposto em 1914 por Buckingham. O nome Pi se deve à nota-
ção matemática Π para um produtório, conforme originalmente denotado por Buc-
kingham, visto que as quantidades adimensionais são produtos das quantidades ori-
ginais do modelo.

Os fundamentos desse resultado de análise dimensional repousam, essencialmente,
em duas hipóteses:

(i) Universalidade: todas as variáveis relevantes foram incluídas no modelo.
(ii) Homogeneidade dimensional: A relação física f(q1, . . . , qn) = 0 proposta pelo

modelo é dimensionalmente homogênea.

No enunciado do teorema, observe que afirmamos a existência de, pelo menos,
n−m quantidades adimensionais independentes. Isso porque, dada uma quantidade
adimensional Π, qualquer potência Πr também é adimensional. Mais geralmente,
dadas quaisquer quantidades adimensionais Π1, . . . ,Πk, uma combinação qualquer
da forma Πr1

1 · · ·Π
rk
k também é adimensional. Portanto, quando dizemos que temos

n − m quantidades adimensionais Π1, . . . ,Πk, queremos dizer que nenhuma delas é
combinação multiplicativa de potências das outras quantidades. Observe que tomando
o logaritmo, podemos reinterpretar isso em termos de combinações lineares. Definir
o logaritmo de quantidades dimensionais, satisfazendo as propriedades esperadas de
um logaritmo como o de números reais, é possível mas requer um certo formalismo,
que não faremos aqui.

Além disso, não vamos, aqui, tornar preciso o que são “dimensões” e “quantidades”,
no contexto do teorema, nem o que são essas condições de universalidade e homoge-
neidade, mas saibam que tudo isso pode ser devidamente formalizado com estruturas
matemáticas. Para mais detalhes, vejam, por exemplo [2, 6, 14].

Mas podemos dar detalhes da demonstração, pelo menos da primeira parte, en-
volvendo apenas a existência das quantidades adimensionais. A obtenção da relação
adimensional f ∗(Π1, . . . ,Πn−m) = 0 é um pouco mais delicada.

Demonstração. Formemos o produto

Π = qr11 · · · qrnn .
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Queremos saber para quais escolhas de ri o produto é adimensional. Para ver isso,
olhamos para a dimensão do produto e substituímos cada [qi] em termos de suas
dimensões fundamentais. Se temos apenas m dimensões fundamentais D1, . . . , Dm,
então essa substituição dá origem a um produto

[Π] = [q1]r1 · · · [qn]rn = Ds1
1 · · ·Dsm

m , (3.14)

onde cada sj, j = 1, . . . ,m, é uma combinação linear dos ri, i = 1, . . . , n.
Mais precisamente, escrevamos a dimensão de cada qi na forma

[qi] = D
ai,1
1 D

ai,2
2 · · ·Dai,m

m .

Multiplicando as potências de qi, obtemos a dimensão

[Π] =
(
D
a1,1
1 D

a1,2
2 · · ·Da1,m

m

)r1 (Da2,1
1 D

a2,2
2 · · ·Da2,m

m

)r2 · · · (Dan,1
1 D

an,2
2 · · ·Dan,m

m

)rn
.

Reescrevendo em termos de potência de cada dimensão, obtemos

[Π] = D
a1,1r1+···an,1rn
1 D

a1,2r1+···an,2rn
2 · · ·Da1,mr1+···an,mrn

m .

Isso pode ser escrito na forma

[Π] = Ds1
1 D

s2
2 · · ·Dsm

m ,

onde 
s1 = a1,1r1 + · · · an,1rn,
s2 = a1,2r1 + · · · an,2rn,
· · ·
sn = a1,mr1 + · · · an,mrn.

Isso é exatamente (3.14), com as combinações lineares de si em termos dos rj tornada
mais explícita.

Escrevemos essa dependência linear dos si nos rj como

s = Ar,

onde s = (s1, . . . , sm) ∈ Rm, r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn e A = (aij)ij ∈ Rm×n é uma matriz
m× n.

Para que o produto [Π] = Ds1
1 · · ·Dsm

m seja adimensional, devemos ter cada potên-
cia se anulando, i.e.

si = 0, i = 1, . . . ,m.

Isso nos leva a um sistema linear homogêneo de m equações lineares para n incógnitas
r1, . . . , rn,

Ar = 0.
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Ou seja, reduzimos o problema a se determinar o núcleo da transformação linear
associada a uma matriz de tamanho m× n, ou seja

ker(A) = {r ∈ Rn; Ar = 0}.
Pelo Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem,

dim ker(A) + dim Im(A) = n.

Como dim Im(A) ≤ m, obtemos

dim ker(A) = n− dim Im(A) ≥ n−m.
Logo, a dimensão do núcleo é no mínimo n − m. Portanto, temos, no mínimo,

n−m soluções linearmente indepentes, rk, k = 1, . . . , n−m.
Cada solução rk = (rk1 , . . . , r

k
n), k = 1, . . . , n−m, nos dá uma quantidade adimen-

sional
Πk = q

rk1
1 · · · qr

k
n
n .

Isso corresponde, justamente, às n − m grandezas adimensionais do enunciado do
teorema. Pelo menos. A matriz pode não ter posto máximo, de forma que o núcleo
pode ser maior do que n−m, revelando outras quantidades adimensionais. �

4. Exercícios

Exercícios
4.1. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear entre espaços vetoriais X e Y

sobre o mesmo corpo, com X de dimensão finita. Mostre que X/ ker(T) é
isomorfo a Im(T) (veja Teorema 1.1).

4.2. Seja M : X → Y uma transformação invertível, entre dois espaços vetoriais
X e Y de mesma dimensão finita. Considere uma base qualquer b de X.
Encontre uma base a tal que [M]ab = I, onde I é a matriz identidade.

4.3. Considere a transformação linear T(x, y, z) = (x+y, y+z, x+2y+z, 0) vista
nos exemplos da Seção 2.1 e, analogamente ao Exemplo 2.5, mostre direta-
mente que a imagem de T anula o núcleo da adjunta T∗, em concordância
com o Teorema 2.3.

4.4. Analogamente a como foi feito na Seção 2.1, encontre o núcleo e a imagem da
transformação T(x, y, z) = (x+ y+ z, y− z), de R3 em R2, e de sua adjunta,
T∗.

4.5. Analogamente a como foi feito na Seção 2.1, encontre o núcleo e a imagem
da transformação T(x, y, z, w) = (x+ y, x+ z, y− z, x+w, y−w), de R4 em
R5, e de sua adjunta, T∗.
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4.6. Encontre bases a e b de X = R3 e Y = R4, respectivamente, tais que a
representação [T]ab da transformação T(x, y, z) = (z−x, z−x−y, x+y−z, y)
de X em Y tenha a forma (2.1), para n = 3, m = 4 e um k ∈ N apropriado.

4.7. Considere as matrizes elementares Ea = [ 0 1
1 0 ], Eb = [ λ 0

0 1 ], e Ec =
[
µ 0
1 1

]
, com

λ 6= 0, 1 e µ 6= 0. Mostre que essas matrizes não comutam mas, de qualquer
forma, existem outras matrizes elementares Ẽb e Ẽc, dos mesmos tipos que
Eb e Ec, respectivamente, tais que EbEa = EaẼb e EcEa = EaẼc.

4.8. Mais geralmente, em um espaço vetorial X de dimensão finita n = dim(X) ∈
N, sobre um corpo K, considere as seguintes transformações elementares de-
finidas através das suas ações, em uma da base canônica b = {{w1, . . . ,wn}} ,
por

Ek,lwj =


wj, j 6= k, l,

wl, j = k,

wk, j = l

,

Ek,λwj =

{
wj, j 6= k

λwk, j = k
,

Ek,l,µwj =

{
wj, j 6= k,

wk + µwl, j = k,
,

para 1 ≤ k, l ≤ n, e µ, λ ∈ K, λ 6= 0. Mostre que

Ek,λEk,l = Ek,lEl,λ, Ek,l,µEk,l = Ek,lEl,k,µ.

4.9. Considere uma corda de comprimento ` com uma extremidade fixa e a outra
presa a um objeto de massa m. Suponha que esse sistema corda-massa gire
em um movimento circular uniforme, com velocidade tangencial constante v.
Esse movimento gera uma tensão T na corda. A tensão é uma força. Use
análise dimensional para deduzir a relação

T`

mv2
= constante.

4.10. Em 1941, G. I. Taylor, um famoso físico e matemático britânico, com gran-
des contribuições à mecânica dos fluidos, fez uma estimativa do rendimento
da primeira bomba nuclear detonada pelos EUA, na chamada experiência
Trinity. A estimativa foi feita apenas com análise dimensional e dados da
evolução da frente de onda obtidos de uma filmagem da explosão. Assu-
mindo que os únicos parâmetros relevantes para o cálculo do rendimento E
(energia despendida) são a densidade ρ do ar, o raio da onda de choque

https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear_weapon_yield
https://en.wikipedia.org/wiki/Nuclear_weapon_yield
http://nuclearweaponarchive.org/Usa/Tests/Trinity.html
http://nuclearweaponarchive.org/Usa/Tests/Trinity.html
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r = r(t) e o instante de tempo t, encontre uma relação adimensional entre
essas quantidades.

4.11. Estimar o atrito na parede de um tubo é uma das tarefas mais comuns em
aplicações de engenharia envolvendo fluidos. Para tubos longos circulares e
ásperos em regime de escoamento turbulento, a tensão de cisalhamento no
parede, τw, é uma função da densidade ρ, viscosidade (dinâmica) µ, veloci-
dade média V , diâmetro do cano d, e da altura de rugosidade da parede ε.
Assim, funcionalmente podemos escrever a relação τw = f(ρ, µ, V, d, ε).
(a) Usando o procedimento do Teorema de Buckingham-Pi, mostre como

chegar nos grandezas adimensionais

Cf =
τw
ρV 2

, Re =
ρV d

µ
, ε∗ =

ε

d
,

(b) Conclua que a relação pode ser simplificada para Cf = f ∗(Re, ε∗).
O termo Cf é chamado de coeficiente de atrito na parede; Re é chamado de
número de Reynolds; e ε∗ é chamado de rugosidade relativa.





CAPíTULO 6

Operadores Lineares

The sky is filled with good and bad that mortals
never know.

– The Battle of Evermore (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Quando uma transformação linear tem o seu contra-domínio igual ao seu domínio,
dizemos que a transformação é um operador linear. Operadores lineares trazem uma
riqueza de propriedades e aplicações, que começaremos a explorar, aqui.

1. Fundamentos

1.1. Definição de operador linear.

Definição 1.1. Dado um espaço vetorial X, uma transformação linear T : X →
X desse espaço nele mesmo leva o nome especial de operador linear em X.

1.2. A álgebra dos operadores lineares. No caso em que o domínio e o contra-
domínio são o mesmo espaço vetorial, podemos compor transformações lineares em
qualquer ordem e repetidamente. Além disso, temos uma estrutura de álgebra asso-
ciativa.

Proposição 1.1. Dado um espaço vetorial X sobre um corpo K, o espaço L(X,X)
dos operadores lineares em X é denotado simplesmente por L(X) e forma uma álgebra
em relação às estruturas de espaço vetorial em L(X) e de composição de operadores,
ou seja, L(X) é um espaço vetorial sobre K e a composição define uma operação
binária ◦ : L(X) × L(X) → L(X) que é distributiva à direita e à esquerda e é
compatível com o corpo, no sentido de que (λS) ◦ (µT) = λµ(S ◦ T). Mais ainda,
L(X) é uma álgebra associativa, visto que a composição é associativa (mas não é
comutativa).

Demonstração. Segue da Proposição 2.2 e da Proposição 2.3. �

Composições do mesmo operador ganham uma notação adequada.
177
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Definição 1.2. Dado um espaço vetorial X e um operador linear T ∈ L(X), a
composição de T consigo mesmo, repetidas vezes, é denotada por Tk = TT · · ·T (k
vezes), k ∈ N.

Definição 1.3. Dado um espaço vetorial X sobre um corpo K, um operador
linear T ∈ L(X) e um polinômio p = p(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n com coeficientes
a0, . . . , an no corpo K, podemos definir o operador p(T) ∈ L(X) por

p(T)u = (a0I + a1T + . . .+ anT
n)u = a0u + a1Tu + . . .+ anT

nu,

para todo u ∈ X.

Proposição 1.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
sobre um corpo K. Se p e q são polinômios sobre o corpo K, então vale a identidade

(pq)(T) = p(T)q(T).

Em particular, se p está na forma fatorada p(x) = a(x − x0)n0 · · · (x − xm)nm, com
x0, . . . , xm ∈ K, n1, . . . , nm ∈ N e m ∈ N, então

p(T) = a(T− x0I)
n0 · · · (T− xmI)nm .

Demonstração. Basta expandir e fazer as devidas manipulações algébricas.
Deixamos para o leitor verificar. �

Observação 1.1. Nesse caso em que T, S ∈ L(X), em um mesmo espaço vetorial
X, podemos considerar tanto a composição S◦T como a composição T◦S. É natural,
nesse momento, questionar se vale a comutatividade T ◦ S = S ◦ T. Isso não é
verdade, em geral. Por exemplo, considerando X = R2, T(x, y) = (−y, x) a rotação
de 90◦ no sentido trigonométrico e S(x, y) = (x,−y) a reflexão no eixo x, temos
que (S ◦ T)(x, y) = (−y,−x) é a reflexão em relação à reta y = −x, enquanto que
(T ◦ S)(x, y) = (y, x) é a reflexão em relação à reta y = x.

Observação 1.2. Outro exemplo interessante de não-comutatividade aparece em
X = C∞(R) com as operações fundamentais do Cálculo. Mais precisamente, seja T
o operador de derivação, i.e. dado f ∈ C∞(R), temos T(f) como sendo a derivada
de f ,

T(f)(x) =
df

dx
(x).

E seja S o operador que leva uma função f ∈ C∞(R) na sua primitiva que se anula
na origem, i.e.

S(f)(x) =

∫ x

0

f(ξ) dξ.
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Naturalmente,

(T ◦ S)(f) = f,

para todo f ∈ C∞(R). Por outro lado,

(S ◦ T)(f) = f − f(0),

para f ∈ C∞(R) qualquer. Podemos escrever que

TS = I, ST = I− δ0,

onde I é o operador identidade e δ0(f) = f(0) é a delta de Dirac.

Exemplo 1.1. O espaço R3 munido do produto vetorial × é um outro exemplo
de álgebra não comutativa.

Exemplo 1.2. O espaço C(Ω) de funções reais contínuas em um domínio Ω ⊂
Rn, n ∈ N, é uma álgebra comutativa quando munida da multiplicação de funções
(fg)(x) = f(x)g(x), ∀x ∈ Ω, para f, g ∈ C(Ω). Da mesma forma, o subespaço

PR[x1, . . . , xn]

∣∣∣∣
x=(x1,...,xn)∈Ω

de polinômios em várias variáveis restritos a Ω também

é uma álgebra associativa, sendo, portanto, uma sub-álgebra de C(Ω). Ambas são
álgebras com unidade para a multiplicação, dada pela função constante 1(x) = 1.

Exemplo 1.3. Álgebras aparecem de forma importante em diversos resultados.
Por exemplo, o Teorema de Weierstrass (que diz que toda função contínua em um
intervalo fechado limitado pode ser aproximada uniformemente por polinômios) tem
por extensão o Teorema de Stone-Weierstrass [4]. Esse teorema trata da densidade
na álgebra C(K) das funções contínuas em um espaço métrico compacto K qualquer
e diz que toda sub-álgebra de C(K) que contém a unidade multiplicativa e que separa
os pontos de K é densa em C(K). A condição de separar pontos é a de que, dados
pontos x, y ∈ K, existe p na sub-álgebra tal que p(x) 6= p(y).

Observação 1.3. O Exemplo 1.3 ilustra um caso em que um subespaço vetorial
próprio é denso no espaço. Isso só é permitido acontecer em dimensão infinita. Em
relação a isso, veja Observação 2.7.

Exemplo 1.4 (Transformada de Fourier em L2). Pela densidade de S(Rn,C) em
L2(Rn,C), a transformada de Fourier pode ser estendida, também, a um operador
linear em L2(Rn,C).
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1.3. Operadores lineares invertíveis. Os operadores lineares podem ser clas-
sificados entre invertíveis e não-invertíveis, também chamados de singulares.

Definição 1.4. Seja X um espaço vetorial. Como caso particular da Defini-
ção 2.3, um operador linear T ∈ L(X) que é bijetivo é dito invertível e a sua
inversa é denotada por T−1. Caso T não seja invertível, o operador é dito singular.

O conjunto de operadores invertíveis não é um subespaço, mas forma um grupo
com unidade quando munido do operador composição.

Proposição 1.3. Seja X um espaço vetorial e considere a álgebra de operadores
lineares L(X). O subconjunto de L(X) formado pelos operadores lineares invertíveis
é um grupo, com o elemento unitário sendo o operador identidade, denotado por
I : X → X e definido por I(u) = u, para todo u ∈ X. Por vezes, denotamos o
operador identidade por IX , para deixar claro o espaço vetorial em que ele age. Esse
grupo de operadores lineares invertíveis em X é denotado por GL(X) (advindo de
grupo linear geral ou general linear group, em inglês). No caso particular em que
X = Kn, denotamos esse espaço por GL(n,K).

Observação 1.4. O exemplo da Observação 1.2 serve para ilustrar, também, um
par de operadores T, S : X → X em que S ◦ T = I é o operador identidade mas
T ◦ S 6= I, não. E de que eles não são operadores invertíveis em X. Em dimensão
finita, no entanto, isso não acontece, conforme provado no Teorema 1.1.

Observação 1.5. A nomenclatura de grupo linear geral vem do fato de que, no
caso de uma matriz n × n invertível, as suas colunas (e as suas linhas) são vetores
linearmente independentes, que é a posição genérica (ou mais provável, em um sentido
topológico) de n vetores no espaço. Ou seja, se escolhermos “aleatoriamente” n vetores
em um espaço de dimensão n é quase certo que eles sejam LI. Pensemos indutivamente:
tendo escolhido k vetores LI e escolhendo o (k + 1)-ésimo vetor “aleatoriamente”, o
conjunto será LD se, e somente se, o (k + 1)-ésimo vetor estiver no subespaço k-
dimensional gerado pelos k primeiros vetores, que é um espaço “ínfimo” dentro de
todo o espaço n-dimensional possível. Nesse sentido, vemos que essa escolha é muito
particular e improvável. Vejamos, se Sk é o subespaço gerado pelos k primeiros
vetores LI e S ′k é um subespaço complementar, então o (k + 1)-ésimo vetor será
escolhido da forma u = v + w, onde v ∈ Sk e w ∈ S ′k são arbitrários, sendo que
a única escolha possível para que o conjunto agregado de (k + 1) vetores seja LD é
que w = 0, que é uma escolha muito particular, perto de todas as outras escolhas
possíveis. Uma maneira rigorosa de expressar isso é que o conjunto Sn \ Sk é aberto
e denso no conjunto Sn de todas as escolhas possíveis. Há uma definição mais formal
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de propriedade genérica em espaços topológicos que é justamente baseada na ideia de
interseções enumeráveis de conjuntos abertos densos.

Teorema 1.1. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita e sejam T, S ∈ L(X)
operadores lineares em X. Então S ◦ T = I se, e somente se, T ◦ S = I se, e somente
se, T e S são invertíveis com S = T−1 e vice-versa.

Demonstração. Observe que, por simetria, provar que S ◦ T = I implica em
T ◦ S = I é análogo a mostrar que T ◦ S = I implica em S ◦ T = I. Ou seja, basta
mostrar uma direção para provar a equivalência.

Além disso, se T e S são invertíveis com S = T−1 e T = S−1, então é imediato que
S ◦ T = I e T ◦ S = I.

Ou seja, só precisamos mostrar que S ◦ T = I implica em T e S serem bijetivos e
T ◦ S = I.

Caso X = {0} seja o espaço trivial, então T e S levam o elemento neutro no
elemento neutro e não há nada mais a se provar. Só precisamos trabalhar no caso em
que dim(X) ∈ N.

Seja, então, n = dim(X). Suponha que S◦T = I. Então ker(S◦T) = ker(I) = {0}.
Além disso, ker(T) ⊂ ker(S ◦ T), logo ker(T) = {0} também, o que prova que T é
injetiva. Pelo Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem,

dim(Im(T)) = dim(X)− dim(ker(T)) = dim(X).

Como X é de dimensão finita, isso implica em Im(T) = X, o que prova que T é
sobrejetiva. Ou seja, T é uma bijeção. Resta mostrar que T ◦ S = I.

Seja, agora, então, v ∈ X arbitrário. Como T é uma bijeção, existe u ∈ X tal que
v = T(u).

Aplicando S e usando que S ◦ T = I, obtemos
S(v) = S(T(u)) = u.

Aplicando agora T, obtemos
T(S(v)) = T(u) = v.

Como isso vale para v arbitrário, obtemos que T◦S = I. Isso completa a demonstração.
�

Observação 1.6. Olhando a demonstração do Teorema 1.1, parte do argumento
foi mostrar que se T é invertível e S◦T = I, então necessariamente S = T−1 e T◦S = I.
Mostramos isso tomando um v ∈ X e chegando a T(S(v)) = v. Outra maneira passa
por usar a associatividade da composição e chegar em

S = S ◦ I = S ◦ (T ◦ T−1) = (S ◦ T) ◦ T−1 = I ◦ T−1 = T−1.
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Assim, T ◦ S = T ◦ T−1 = I.

Observação 1.7 (Operadores de deslocamento em N). O resultado do Teo-
rema 1.1 não se estende a espaços de dimensão infinita. De fato, considere, por
exemplo, o espaço vetorial X = RN = {(xj)j∈N} das sequências de números reais e
o operador linear em X dado por T(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .). Então T é injetivo
mas não é sobrejetivo. Sendo injetivo, ele possui uma inversa à esquerda, dada por
S(x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .). Por sua vez, S é sobrejetivo mas não é injetivo e a sua
inversa à direita é T. Também temos T◦S = I−P1, onde P1(x1, x2, . . .) = (x1, 0, . . .) é
um operador projeção, que é um tipo de operador que veremos mais pra frente, mas é
como as projeções em Rn vista nos cursos iniciais de Álgebra Linear. Os operadores T
e S são conhecidos com operadores de deslocamento à direita e à esquerda (right/left
shift), em N.

Observação 1.8 (Série de Taylor formal). Dada uma função u ∈ X = C∞(R),
podemos, formalmente, considerar a sua expansão em série de Taylor

u(x) = u(0) + u′(0)x+ u”(0)
x2

2
+ . . . u(n)(0)

xn

n!
+ · · · ,

onde u(n) significa a n-ésima derivada em x e u′, u′′ as derivadas primeira e segunda.
Dizemos que é uma expansão formal porque, em princípio, não sabemos se a série
converge em algum sentido ou não. De qualquer forma, podemos associar a u ∈
C∞(R) o vetor

p =
(
u(n)(0)

)
n∈Z≥0

em RZ≥0 , onde Z≥0 = {0, 1, 2, . . .} é o conjunto dos números inteiros não negativos.
Isso nos dá um isomorfismo entre C∞(R) e RZ≥0 . Da mesma forma, podemos associar
a p qualquer função u definida apenas em uma vizinhança de x = 0 e com essas
mesmas derivadas, ou seja, temos um isomorfirsmo entre C∞(I) e RZ≥0 , em qualquer
intervalo I que seja vizinhança de x = 0.

Observação 1.9 (Transformada inversa de Fourier no espaço de Schwartz). É
possível mostrar, também, com um pouco mais de trabalho, que a transformada
de Fourier é invertível e que a transformada inversa de Fourier , G : S(Rn,C) →
S(Rn,C), tem a seguinte forma, bem semelhante a da própria transformada direta,

ĝ(x) = G(g)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
g(ω)eix·ω dω, x ∈ Rn. (1.1)

Como consequência do Teorema 1.1, em particular do Teorema 1.3, temos que
um operador T ∈ L(X) é invertível se e somente se é injetivo e se, e somente se, é
sobrejetivo.
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Teorema 1.2. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita e seja T ∈ L(X).
Então ker(T ) = {0} se, e somente se, Im(T ) = Y se, e somente se, T é invertível.

1.4. Mudança de base. Dado um vetor u em um espaço vetorialX de dimensão
finita n = dim(X) ∈ N sobre um corpo K, podemos representá-lo em diferentes bases.
De acordo com a Definição 2.5, se a e b são duas bases de X, então vale

(u)b = (Iu)b = [I]ab (u)a,

onde [I]ab é a representação do operador identidade I, da base a para a base b. Essa
matriz [I]ab leva o nome especial de matriz de mudança de base.

Definição 1.5. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita n = dim(X) ∈ N
e sejam a e b duas bases de X. Então a representação [I]ab do operador identidade
da base a para a base b é chamada de matriz mudança de base, da base a para
a base b, e leva a representação de um vetor na base a na representação do vetor na
base b, i.e.

[u]b = [I]ab [u]a.

Teorema 1.3. No contexto da Definição 1.5, a matriz [I]ba define a operação
inversa e vale a identidade

[I]ba[I]ab = [I]a = I.

Demonstração. Segue diretamente de

(u)a = (Iu)a = [I]ba(u)b = [I]ba(Iu)b = [I]ba[I]ab (u)a.

ou seja,
[I]ba[I]ab = I.

�

Observação 1.10. SejaX um espaço vetorial de dimensão finita n = dim(X) ∈ N
e sejam a = {{w1, . . . ,wn}} e b = {{v1, . . . ,vn}} duas bases de X, com as suas
respetivas bases duais a∗ = {{f1, . . . , fn}} e b∗ = {{g1, . . . , gn}}. Então, de acordo com
o Teorema 2.1, temos

[I]ab =


〈g1,w1〉 〈g1,w2〉 · · · 〈g1,wn〉
〈g2,w1〉 〈g2,w2〉 · · · 〈g2,wn〉

...
... . . . ...

〈gm,w1〉 〈gm,w2〉 · · · 〈gm,wn〉.


Em outras palavras, cada coluna j é a representação, na base b, do j-ésimo vetor wj

da base a.
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Exemplo 1.5. Considere a base canônica e = {{(1, 0), (0, 1)}} em R2 e a base
b = {{(1, 2), (1, 3)}}. Temos

(1, 2) = 1(1, 0) + 2(0, 1), (1, 3) = 1(1, 0) + 3(0, 1),

ou seja,

[I]be =

[
1 1
2 3

]
Como estamos “chegando” na base canônica, as colunas são simplesmente os vetores
da base b. Para a mudança inversa,

(1, 0) = 3(1, 2)− 2(1, 3), (0, 1) = −(1, 2) + (1, 3),

ou seja,

[I]eb =

[
3 −1
−2 1

]
.

Para o controle de sanidade, verificamos os produtos das duas matrizes M = [I]eb e
M−1 = [I]be,

M−1M = [I]be[I]
e
b =

[
3 −1
−2 1

] [
1 1
2 3

]
=

[
1 0
0 1

]
= I.

Perfeito.

2. Similaridade

Operadores invertíveis formam uma classe bem particular de operadores lineares.
E são fundamentais no estudo de outros operadores lineares, invertíveis ou não. Po-
demos pensar os operadores invertíveis como “reorganizações” de um mesmo espaço
vetorial. Caso o espaço seja de dimensão finita, possuindo portanto uma base finita,
digamos a = {{w1, . . . ,wn}}, um operador invertível M funciona como uma mudança
de base, levando a base a em uma nova base b = {{M(w1), . . . ,M(wn)}}. E o que
acontece caso queiramos representar um determinado operador T ∈ L(X) em cada
uma dessas bases? Eles naturalmente devem ter representações (matriciais) diferentes
em cada base, mas, no fundo, representam a mesma transformação. Como podemos
identificar que representam a mesma transformação? Para isso, deve ser indiferente
aplicar a transformação antes ou depois da mudança de base. Isso nos leva ao conceito
de similaridade. E como operadores lineares em dimensão finita estão intrinsicamente
ligados a matrizes quadradas, o conceito de similaridade se estende a essas matrizes.
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2.1. Operadores similares. Baseado nas ideias discutidas acima, temos as se-
guintes definições.

Definição 2.1. Seja X um espaço vetorial. Dois operadores lineares S,T ∈
L(X) são ditos similares, ou conjugados quando existe um operador invertível
M ∈ GL(X) tal que

MS = TM,

ou, equivalentemente,
S = M−1TM.

Definição 2.2. Seja X um espaço vetorial. Dado M ∈ GL(X), a transformação
T 7→ TM = M−1TM em L(X) é chamada de transformação de similaridade ou
operador de similaridade ou operador de conjugação.

O operador de similaridade possui certas propriedades naturais.

Teorema 2.1. Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K. O operador de
similaridade satisfaz

(S + T)M = SM + TM,

(λT)M = λTM

e
(ST)M = SMTM,

para quaisquer T, S ∈ L(X) e λ ∈ K e para todo M ∈ GL(X).

Demonstração. Segue imediatamente da definição de similaridade e das pro-
priedades de associatividade e de distributividade à esquerda e à direita da operação
de composição que

(S + T)M = M−1(S + T)M = M−1(SM + TM) = M−1SM + M−1TM = SM + TM

e
(λT)M = M−1(λT)M = M−1(λ(TM)) = λM−1TM = λTM.

Usando ainda que I = MM−1, temos, também, que

(ST)M = M−1(ST)M = M−1(SIT)M = M−1(S(MM−1)T)M

= (M−1SM)(M−1TM) = SMTM.

�

Observação 2.1. Em outras palavras, o Teorema 2.1 diz que cada operador
de similaridade T 7→ TM é um automorfismo da álgebra L(X), pois preserva a sua
estrutura de álgebra, ou seja, a de espaço vetorial munido da operação de composição.
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Teorema 2.2. Seja X um espaço vetorial. Dados um operador linear T ∈ L(X)
e operadores lineares invertíveis M,N ∈ GL(X), temos

(TM)N = TMN.

Demonstração. O resultado segue da associatividade da composição e do fato
de que (MN)−1 = (N−1M−1), visto que

(TM)N = (M−1TM)N = N−1(M−1TM)N = (N−1M−1)T(MN)

= (MN)−1T(MN) = (T)MN.

�

Exemplo 2.1. O Teorema 2.2 diz que o conjunto de operadores de similaridade
{S(M);M ∈ GL(X)}, onde S(M) ∈ L(X) é dado por S(M)(T) = TM, é um grupo,
visto que S(M)S(N) = S(MN), com o elemento neutro sendo S(I) e o inverso de S(M)
sendo S(M−1). Mas isso é mera curiosidade. Não iremos usar essa abstração aqui.

2.2. Similaridade como relação de equivalência. Os resultados acima ga-
rantem que a relação de similaridade entre operadores lineares é uma relação de
equivalência.

Teorema 2.3. Seja X um espaço vetorial. A relação de similaridade entre dois
operadores T, S ∈ L(X), i.e. T ∼ S quando S = TM para algum M ∈ GL(X), é uma
relação de equivalência em L(X), ou seja, satisfaz

(i) (reflexividade) T ∼ T;
(ii) (simetria) T ∼ S se, e somente se, S ∼ T.
(iii) (transitividade) T ∼ S e S ∼ R, então T ∼ R.

Demonstração. Para a reflexividade, basta considerar o operador identidade
I ∈ GL(X), de tal modo que TI = I−1TI = ITI = T, ou seja, T ∼ T, para um
T ∈ L(X) arbitrário.

Para a simetria, se T ∼ S, dado M ∈ GL(X) tal que S = M−1TM, basta considerar
M−1 no operador de similaridade, para obter T = MSM−1 = (M−1)−1SM−1 = SM−1 ,
mostrando que S ∼ T.

Por fim, se T ∼ S e S ∼ R, então existem M,N ∈ GL(X) tais que S = M−1TM e
R = N−1TN. Com isso,

R = N−1TN = N−1(M−1TM)N = (N−1M−1)T(MN) = (MN)−1T(MN) = TMN,

ou seja, T ∼ R, completando a demonstração. Observe que, para a transitividade,
usamos a propriedade provada no Teorema 2.2. �
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O resultado do Teorema 2.3 de que a similaridade é uma relação de equivalência
nos leva a buscar entender o conjunto de todas os operadores lineares a partir de
representantes de cada classe de equivalência

[[T]]∼ = {TM; ∀M ∈ GL(X)}

em L(X)/ ∼, e, assim, buscar, também, classificar todos os tipos de operadores
possíveis. Veremos que isso é possível em dimensão finita.

Algumas classes são simples, como mostram os seguintes exemplos.

Exemplo 2.2. A classe de equivalência do operador identidade I contém apenas
o operador identidade, i.e. [[I]]∼ = {I}. De fato, se M ∈ GL(X), então IM = M−1IM =
M−1M = I. Da mesma forma, a classe de equivalência do operador nulo 0 (definido
por 0(u) = 0 ∈ X, para todo u ∈ X) contém apenas o operador nulo, i.e. [[0]]∼ = {0},
visto que, nesse caso, 0M = M−10M = 0.

Exemplo 2.3. Mais geralmente, a classe de equivalência de um múltiplo da iden-
tidade, λI, para λ ∈ K, que inclui os casos anteriores λ = 1 e λ = 0, também
contém apenas o próprio operador, i.e. [[λI]]∼ = {λI}, visto que, se M ∈ GL(X), então
(λI)M = M−1(λI)M = λM−1IM = λM−1M = λI.

Vimos que o grupo de operadores lineares não é comutativo, mas há uma relação
interessante entre as duas ordens possíveis de se compor dois operadores, como mostra
o resultado a seguir.

Teorema 2.4. Seja X um espaço vetorial e sejam T, S ∈ L(X). Se pelo menos
um dos dois operadores for invertível, então TS e ST são similares entre si.

Demonstração. Supondo T invertível, usamos M = T no operador de similari-
dade para escrever

ST = T−1TST = T−1(TS)T = (TS)T,

mostrando que ST é similar a TS.
Por simetria, o resultado também vale caso S seja invertível. Ou, mais explicita-

mente, supondo S invertível, temos

TS = S−1STS = (ST)S,

completando a demonstração. �

Exemplo 2.4. Em relação ao resultado do Teorema 2.4, definindo M = T, pode-
mos, naturalmente, escrever

MST = TST = TSM.
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Ou seja, para que isso implique em similaridade, precisamos queM = T seja invertível.
Da mesma forma, escolhendo M = S, podemos escrever

MTS = STS = STM.

Nesse caso, precisamos que M = S seja invertível para que isso implique em similari-
dade.

Exemplo 2.5. Vimos na Observação 1.1, que a rotação de 90◦ no sentido trigo-
nométrico T(x, y) = (−y, x) e a reflexão S(x, y) = (x,−y) no eixo x não comutam,
como operadores em R2. Mas observe que ambos são invertíveis. Então segue do
Teorema 2.4 que ST é similar a TS, com a similaridade podendo ser obtida tanto
com T quanto com S. Vimos que (ST)(x, y) = (−y,−x) é a reflexão em relação à
reta y = −x, enquanto que (TS)(x, y) = (y, x) é a reflexão em relação à reta y = x.
Considerando, por exemplo, M = T no operador de similaridade, temos

MST = TSM,

com
(MST)(x, y) = T((ST)(x, y)) = T(−y,−x) = (x,−y)

Considerando M = S no operador de similaridade, temos
MTS = STM,

com
(MTS)(x, y) = S((TS)(x, y)) = S(y, x) = (y,−x).

2.3. Similaridade entre matrizes. Matrizes são, de certa forma, a essência
das transformações lineares em dimensão finita. Já vimos que toda matriz dá origem
a uma transformação linear entre espaços Rn e Rm, para n,m ∈ N apropriados, e
toda transformação linear entre espaços de dimensão finita pode ser representada por
matrizes, dependendo das bases escolhidas para cada espaço.

No caso de operadores lineares, o domínio e o contradomínio são os mesmos e
a representação de um operador linear em uma determinada base dá origem a uma
matriz quadrada, n × n, onde n é a dimensão do espaço. Escolhendo bases diferen-
tes, obtemos matrizes diferentes representando a mesma transformação linear. Nesse
sentido, o conceito de similaridade se aplica, identificando que essas matrizes são
manifestações de um mesmo operador linear. Vamos ver, aqui, mais diretamente, o
efeito desse conceito na espaço das matrizes.

Se T ∈ L(X) é uma transformação linear em um espaço X de dimensão finita
n = dim(X) ∈ N sobre um corpo K e se a e b são duas bases de X, então temos as
representações [T]a e [T]b como matrizes em Kn. Qual a relação entre [T]a e [T]b?
Isso é dado pelo próximo resultado.
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Teorema 2.5. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N e sejam a e b duas bases de X. Então

[T]b = [I]ab [T]a[I]ba (2.1)

Demonstração. Certamente podemos escrever

(Tu)b = [T]b(u)b, (Tu)a = [T]b(u)a,

assim como
(Tu)b = [I]ab (Tu)a = [I]ab [T]a(u)a = [I]ab [T]a[I]ba(u)b.

Combinando as expressões, temos

[T]b(u)b = [I]ab [T]a[I]ba(u)b,

para todo u. Ou seja,
[T]b = [I]ab [T]a[I]ba.

�

Caso o espaço seja o próprioKn e estejamos trabalhando diretamente com matrizes
como os operadores lineares, a identidade (2.1) toma a forma

B = M−1AM,

onde M faz o papel da matriz mudança de base [I]ba, com inversa M−1 = [I]ab ; A faz
o papel da representação do operador linear na base a e B, na base b. Isso nos leva
à seguinte definição.

Definição 2.3. Duas matrizes A,B ∈ Kn×n, n ∈ N, são ditas similares quando
existe uma matriz invertível M ∈ Kn×n tal que

MB = AM,

ou, equivalentemente,
B = M−1AM.

Exemplo 2.6. As matrizes

A =

[
0 1
−6 5

]
, B =

[
2 0
0 3

]
são similares, i.e. B = M−1AM, onde

M =

[
1 1
2 3

]
, M−1 =

[
3 −1
−2 1

]
,
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ou seja, [
2 0
0 3

]
=

[
3 −1
−2 1

] [
0 1
−6 5

] [
1 1
2 3

]
.

A matriz A representa o operador

T(x, y) = (y, y − 6x)

na base canônica, enquanto que B representa o operador na base formada pelas
colunas de M, i.e.

b = {{(1, 2), (1, 3)}} .

A matriz M = [I]be é a matriz mudança de base, da base canônica para a base b, com
matriz inversa M−1 = [I]eb.

3. Determinante de matrizes e operadores linear

Vimos, na Seção 3.1, o determinante como um funcional multilinear em (Kn)n =
Kn × · · · × Kn, representando o n-volume, com sinal, da região delimitada por n
vetores. Esse mesmo determinante pode ser usado para indicar a taxa de variação de
n-volume de uma região sendo levada em outra região por uma transformação linear.
Isso nos leva ao conceito de determinante de uma matriz e, eventualmente, do de um
operador linear, como veremos agora.

3.1. Determinante de matrizes quadradas.

Definição 3.1 (Determinante de matrizes quadradas e fórmula de Leibniz). Seja
n ∈ N e K um corpo e considere uma matriz A ∈ Kn×n. Definimos o determinante
de A por

det A = det(Ae1, . . . ,Aen),

onde o determinante no lado direito é o funcional multilinear alternante e normalizado
na base canônica, definido no Teorema 3.2. Em termos dos coeficientes A = (aij)

n
i,j=1

de A, temos, também, a fórmula de Leibniz (3.8), dada por

det(A) =
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n, (3.1)

Observação 3.1 (Notação). Uma notação comum, para simplificar, do determi-
nante de n vetores uj = (aij)

n
i=1, ou da matriz associada A = (aij)

i,j=n
i,j=1 , é com barras
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simples para delimitar os coeficiente, ou seja

det(u1, . . . ,un) = det(A) = det



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Exemplo 3.1. Em dimensão dois, com dois vetores u = (a, c) e v = (b, d),

formando a matriz

A =

[
a b
c d

]
,

temos

det(u,v) = det(A) =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ac− bd.

Em dimensão três, com três vetores u = (a, d, g), v = (b, e, h), w = (c, f, i), formando
a matriz

A =

a b c
d e f
g h i

 ,
temos

det(u,v,w) = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = aei− afh+ bdi− bcg + cdh− ceg.

Observação 3.2 (Fórmula de Laplace). Há outras maneiras de se calcular o
determinante. Por exemplo, pensando o determinante como uma função matricial,
conforme discutido Definição 3.1, a fórmula de Laplace, ou expansão de Laplace,
calcula o determinante de uma matriz recursivamente em termos de determinantes
de “matrizes menores”,

det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+jaijMij,

em termos de qualquer linha i = 1, . . . , n, ou

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jaijMij,
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em termos de qualquer coluna j = 1, . . . , n, onde Mij é a matriz menor obtida de A
descartando a linha i e a coluna j. Por exemplo, no caso de uma matriz 3× 3, temos∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣− b ∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣ .
Observação 3.3 (Determinante via escalonamento). Conforme discutido na Se-

ção 3.6, o determinante pode ser calculado mais facilmente via escalonamento da
matriz.

3.2. Determinantes de matrizes especiais. Podemos calcular facilmente o
determinante de algumas matrizes especiais.

Observação 3.4 (Determinante da identidade). O determinante da matriz iden-
tidade é exatamente 1:

det(I) = det(Ie1, . . . , Ien) = det(e1, . . . , en) = 1.

Observação 3.5 (Determinante de uma matriz triangular superior). O deter-
minante de uma matriz triangular superior é o produto das diagonais. De fato, se
U = (aij)ij com aij = 0 para i > j, então, na fórmula (3.1), como os coeficientes do
somatório são aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n, o único termo que sobrevive deve ter σ(j) ≤ j,
para todo j = 1, . . . , n, o que necessariamente nos dá σ(1) = 1, σ(2) = 2, . . . ,
σ(n) = n, ou seja, σ é a identidade, nos dando N(σ) = 0 e

det(u1,u2, . . . ,un) =
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n = a11 · · · ann,

que é o produto dos termos da diagonal.

Observação 3.6 (Determinante de uma matriz triangular inferior). Da mesma
forma, o determinante de uma matriz triangular inferior também é o produto dos
elementos da diagonal.

Observação 3.7 (Determinante de uma matriz diagonal). Como caso particu-
lar, o determinante de uma matriz diagonal também é o produto dos elementos da
diagonal. Isso também pode ser visto diretamente da fórmula de Leibniz (3.1).

Observação 3.8 (Determinante da matriz elementar de troca de linhas). Se E é
uma matriz elementar de troca de linhas, então det(E) = −1, pois equivale a trocar
a posição dos elementos de uma base, ou seja,

det(E) = det(. . . ,Eei, . . . ,Eej, . . .) = det(. . . , ej, . . . , ei, . . .)

= − det(. . . , ei, . . . , ej, . . .) = −1.
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para determinados índices 1 ≤ i < j ≤ n.

Observação 3.9 (Determinante da matriz elementar de multiplicação de uma
linha por um escalar). Se E é uma matriz elementar associada à multiplicação de uma
linha por um escalar, então ela é da forma diagonal, com um fator λ na linha a ser
multiplicada e com 1 nos outros elementos da diagonal. Dessa forma, o determinante
de E, sendo o produto dos elementos da diagonal, é igual a det E = λ.

Observação 3.10 (Determinante de uma matriz elementar que adiciona um múl-
tiplo de uma linha a outra). Nesse caso, se o efeito EA de uma matriz elementar E
em uma matriz A é adicionar um múltiplo λ de uma linha i de A à linha j de A,
então Eel = el para l 6= i e Eei = ei + λej (verifique!). Com isso,

det(E) = det(Ee1, . . . ,Eei, . . . ,Een) = det(e1, . . . , ei + λej, . . . , ej, . . . , en)

= det(e1, . . . , ei, . . . , ej, . . . , en) + λ det(e1, . . . , ej, . . . , ej, . . . , en) = 1 + 0 = 1.

visto que ej se repete, no último determinante, e, portanto, o segundo determinante
se anula.

3.3. Determinante da transposta de uma matriz. Há uma certa simetria
na fórmula de Leibniz (3.1) que nos garante que o determinante da transposta de uma
dada matriz é igual ao determinante da própria matriz.

Proposição 3.1. Seja A ∈ Kn×n uma matriz n×n, em um corpo K, com n ∈ N
e seja Atr a sua matriz transposta. Então

det(Atr) = det(A).

Demonstração. Se A = (aij)
n
i,j=1, onde aij indica o elemento da linha i e coluna

j, então a sua transposta é Atr = (aji)
n
i,j=1, ou, por outra, Atr = (ãij)

n
i,j=1, onde o

elemento ãij da linha i e coluna j de Atr é dado por ãij = aji. Pela fórmula de
Leibniz, podemos deduzir que det(A) = det(Atr). De fato, pela fórmula de Leibniz
(3.1), temos

det(A) =
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n.

Cada permutação σ ∈ Sn corresponde a uma única permutação inversa σ−1 ∈ Sn, de
modo que podemos escrever

det(T) =
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ)aσ(1),σ−1(σ(1))aσ(2),σ−1(σ(2)) · · · aσ(n),σ−1(σ(n)).

Reordenando σ(1), . . . , σ(n) em cada termo em ordem crescente, podemos escrever
aσ(1),σ−1(σ(1))aσ(2),σ−1(σ(2)) · · · aσ(n),σ−1(σ(n)) = a1,σ−1(1)a2,σ−1(2) · · · an,σ−1(n).
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(Por exemplo, a21a32a13 = a13a21a32, com σ(1) = 2, σ(2) = 3 e σ(3) = 1 e σ−1(1) = 3,
σ−1(2) = 3 e σ−1(3) = 2).

Agora, reparametrizando o somatório por ξ = σ−1 ∈ Sn, obtemos

det(A) =
∑
ξ∈Sn

a1,ξ(1)a2,ξ(2) · · · an,ξ(n).

Como ai,ξ(i) = ãξ(i),i, temos

det(A) =
∑
ξ∈Sn

ãξ(1),1ãξ(2),2 · · · ãξ(n),n = det(Atr),

concluindo a demonstração. �

3.4. Propriedades do determinante. Definimos o determinante de n vetores
em um espaço de dimensão n como um n-volume com sinal, inspirado na ideia de
volume. É natural que, no caso de matrizes, o determinante esteja associado à taxa
de variação de volume pela transformação associada à matriz.

Teorema 3.1. Se A ∈ Kn×n, n ∈ N, em um corpo K e u1, . . . ,un ∈ Kn, então

det(Au1, . . . ,Aun) = det(A) det(u1, . . . ,un) (3.2)

Demonstração. Escrevemos uj = (x1j, . . . , xnj) = x1je1 + · · ·+ xnjen. Assim,

det(Au1, . . . ,Aun) = det

(
A

(
n∑
j=1

x1jej

)
, . . . ,A

(
n∑
j=1

xnjej

))

=
n∑

j1=1

· · ·
n∑

jn=1

x1j1 · · ·xnjn det(Aej1 , . . . ,Aejn)

=
∑
σ∈Sn

x1σ(1) · · ·xnσ(n) det(Aeσ(1), . . . ,Aeσ(n))

=
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ)x1σ(1) · · · xnσ(n) det(Ae1, . . . ,Aen).

Pela Definição 3.1 de det(A) e pela fórmula (3.8) de det(u1, . . . ,un), isso nos dá
exatamente (3.2). �

Observação 3.11. No contexto do Teorema 3.1, caso u1, . . . ,un sejam linear-
mente dependentes, então Au1, . . . ,Aun também são linearmente dependentes e os
dois lados de (3.2) se anulam. Caso esses vetores sejam linearmente independentes,
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então o determinante det(u1, . . . ,un) é não nulo e podemos escrever o determinante
de A precisamente como taxa de variação de n-volume:

det(A) =
det(Au1, . . . ,Aun)

det(u1, . . . ,un)
.

Pode ser que A não seja invertível e que Au1, . . . ,Aun sejam linearmente depen-
dentes, caso este em que det(A) = 0. Mas, em geral, podemos ter det(A) também
diferente de zero, quantificando precisamente a variação de volume.

Uma consequência importante do resultado anterior diz respeito ao determinante
do produto de matrizes.

Teorema 3.2. Sejam A,B ∈ Kn×n, n ∈ N, em um corpo K. Então

det(AB) = det(A) det(B). (3.3)

Demonstração. Segue diretamente da Definição 3.1 do determinante e da fór-
mula (3.2) que

det(AB) = det(ABe1, . . . ,ABen)

= det(A) det(Be1, . . . ,Ben)

= det(A) det(B),

provando o resultado. �

Como det(A) det(B) = det(B) det(A), pois são escalares, temos o seguinte colo-
rário.

Corolário 3.1. Dados A,B ∈ Kn×n, n ∈ N, em um corpo K, temos

det(AB) = det(BA).

3.5. O determinante de matrizes invertíveis.

Teorema 3.3. Uma matriz M ∈ Kn×n, n ∈ N, sobre um corpo K, é invertível
se, e somente se, det(M) 6= 0.

Demonstração. Pelo Teorema 1.1 do núcleo e da imagem, como M é uma
matriz quadrada, portanto gerando um operador linear de Kn em Kn, então M é
invertível se, e somente se, Im(M) = Kn, ou seja, se e somente se {Me1, . . . ,Men}
gera Kn, o que, como são n vetores, é equivalente a {Me1, . . . ,Men} ser linearmente
independente. Logo, segue de Teorema 3.3, que M é invertível se, e somente se,
det(Me1, . . . ,Men) 6= 0. Pela definição de det(M), isso significa que M é invertível
se, e somente se, det(M) 6= 0, completando a demonstração. �
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Uma matriz quadrada não invertível é dita uma matriz singular, logo, temos o
seguinte colorário.

Corolário 3.2. Uma matriz A ∈ Kn×n, n ∈ N, sobre um corpo K, é singular
se, e somente se, det(A) = 0.

Para uma matriz invertível, temos uma relação imediata entre o determinante da
matriz e o da sua inversa, graças à propriedade (3.3).

Teorema 3.4. Seja M ∈ Kn×n uma matriz invertível, sobre um corpo K, com
n ∈ N. Então

det(M−1) =
1

det(M)
, (3.4)

com ambos os determinantes não nulos.

Demonstração. Como M é invertível, o seu determinante é diferente de zero,
assim como o de M−1. Além disso, graças à (3.3), temos

det(I) = det(M−1M) = det(M−1) det(M).

Como det(I) = 1, obtemos o resultado desejado. �

3.6. Calculando o determinante via escalonamento. Combinando a fór-
mula (3.3) para o determinante do produto de matrizes com a fatorização LU vista
na Seção 3.1, obtemos uma maneira mais prática de se calcular o determinante.

De fato, dada uma matriz A, o escalonamento é tal que

Ek · · ·E1A = U,

como em (3.3), onde U está na forma escada e é, portanto, triangular superior, en-
quanto que Ej, j = 1, . . . , k, são matrizes elementares. Como as matrizes elementares
são invertíveis, podemos escrever, como em (3.4), a fatoração

A = MU,

onde M é uma composição
M = E−1

1 E−1
2 · · ·E−1

k

de matrizes elementares E−1
j (já que a inversa de uma matriz elementar também é

uma matriz elementar). Graças à fórmula (3.3), obtemos

det(A) = det(M) det(U) = det(E−1
1 ) · · · det(E−1

k ) det(U).

Como U é triangular, o seu determinante é o produto das diagonais. E o de-
terminante de matrizes elementares também é facilmente calculável (veja Seção 3.2).
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Segue, também, de (3.4), que det(E−1
j ) = 1/ det(Ej), com det(Ej) podendo ser de-

duzido diretamente do processo de escalonamento. Dessa forma, obtemos

det(A) =
det(U)

det(E1) · · · det(Ek)
. (3.5)

Exemplo 3.2. Incluir um exemplo de cálculo de determinante via escalonamento.

3.7. Determinante invariante por similaridade. Como consequência das
fórmulas do determinante do produto de matrizes e do determinante da inversa de
uma matriz, obtemos o resultado fundamental de que os determinantes de matrizes
similares são iguais. Ou seja, o determinante é invariante pela operação de similari-
dade.

Teorema 3.5. Sejam A,B ∈ Kn×n, n ∈ N, sobre um corpo K. Se A ∼ B então
det(A) = det(B).

Demonstração. Com as matrizes sendo similares, existe uma matriz invertível
M ∈ Kn×n tal que B = M−1AM. Com isso, segue de (3.3) que

det(B) = det(M−1AM) = det(M−1) det(AM) = det(M−1) det(A) det(M).

Graças a (3.4), obtemos det(B) = det(A), provando o resultado. �

3.8. Determinante de operadores lineares. Graças a invariância do deter-
minante por similaridade, obtemos a importante propriedade do determinante da
representação de um operador em uma base ser independente da base. Isso nos per-
mite definir o determinante de um operador linear em um espaço vetorial qualquer
de dimensão finita.

Teorema 3.6. Seja T ∈ L(X), em um espaço vetorial X de dimensão finita.
Então det([T]b) independe da escolha da base b de X.

Demonstração. Segue do Teorema 3.5 e do fato das representações de um ope-
rador em bases diferentes serem matrizes similares, conforme visto no Teorema 2.5.

�

Com isso, podemos definir o determinante de um operador linear escolhendo uma
base arbitrária.

Definição 3.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita. Definimos o determinante de T como sendo o determinante de uma
representação qualquer de T, ou seja, det(T) = det([T]b), para uma base b arbitrária
de X.
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Observação 3.12. Vale det(T) = db(Tu1, . . . ,Tun)/db(u1, . . . ,un), onde db :
Xn → K é qualquer funcional multilinear alternante não nulo em Xn, ou seja, essa
razão é independente da escolha da base (veja Observação 3.1 e Exercício 4.30).

O Teorema 3.2 tem a sua versão de operadores.

Teorema 3.7. Sejam T, S ∈ L(X) operadores em um espaço vetorial X real ou
complexo. Então

det(TS) = det(ST) = det(T) det(S). (3.6)

Observação 3.13. O resultado do Teorema 3.7 é natural quando pensamos o
determinante como taxa de variação de hipervolume, de modo que a taxa de variação
pela composição TS é o produto das taxas de variação por cada operador. E apesar
do conjunto em si não ser o mesmo, dependendo da ordem dos operadores, a taxa de
variação é a mesma.

3.9. Determinante do operador adjunto. Usando que a representação ma-
tricial do operador adjunto é a transposta da representação matricial do operador e
usando a simetria do determinante em relação aos seus coeficientes, deduzimos que o
determinante do operador transposto é igual ao determinante do operador em si.

Teorema 3.8. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita e considere um
operador linear T ∈ L(X). Então det(T) = det(T∗).

Demonstração. Seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X e b∗ = {{f1, . . . , fn}} a
base dual. Segue do Teorema 2.1 que

[T]b = (aij)
n
i,j=1, aij = 〈fi,Twj〉.

Por outro lado, segue do Teorema 3.1 que a representação [T∗]b∗ do operador adjunto
na base dual é a transposta de [T]b, i.e.

[T∗]b∗ = (aji)
n
i,j=1 = [T]trb .

Por outro lado, já vimos na Seção 3.3 que o determinante da matriz transposta é
igual ao determinante da matriz, i.e. det([T]trb ) = det([T]b). Logo,

det(T∗) = det([T∗]b∗) = det([T]trb ) = det([T]b) = det(T),

concluindo a demonstração. �

4. Aplicações

5. Exercícios

Exercícios
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5.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X.
(a) Mostre que se u ∈ Im(T), então Tu ∈ Im(T).
(b) Mostre que se u ∈ ker(T), então Tu ∈ ker(T).

5.2. Encontre um operador T : R2 → R2 tal que o núcleo e a imagem de T sejam
iguais à reta y = 2x.

5.3. Dado um espaço vetorial X, mostre que o grupo linear geral GL(X) dos
operadores invertíveis em X não forma um subespaço.

5.4. Dado um espaço vetorial X, mostre que o conjunto dos operadores lineares
singulares em X é um subespaço de L(X) se, e somente se, X é trivial ou
tem dimensão um.





CAPíTULO 7

Projeções e Subespaços Invariantes

To be a rock and not to roll.
– Stairway to Heaven (Led Zeppelin IV)

Led Zeppelin, 1971

1. O operador projeção

Um operador especial, chamado de operador projeção, é fundamental no entendi-
mento de quase todos os operadores, sendo útil na “decomposição” de um operador
qualquer em partes mais simples. Vamos estudá-lo nesta seção, junto com o operador
involutivo, para enriquecer a discussão.

1.1. Definição e exemplos. Quando um vetor u é projetado em um vetor v =
Pu, novas aplicações da projeção não alteram o vetor projetado, ou seja, Pv = v, o
que nos dá que P2u = Pu. Essa propriedade, de fato, é a que caracteriza um operador
projeção. Ou seja, vale a seguinte definição.

Definição 1.1. Seja X um espaço vetorial. Um operador P ∈ L(X) é dito uma
projeção quando P é idempotente, ou seja, P2 = P.

Exemplo 1.1. Por exemplo, em X = R2, o operador P(x, y) = (x, 0) satisfaz
P(P(x, y)) = P(x, 0) = (x, 0) = P(x, y), i.e. P2 = P. O operador P(x, y) = (x − y, 0)
também satisfaz P2 = P. Ambos projetam no eixo x, mas têm núcleos distintos.

Exemplo 1.2. Observe que o operador nulo 0 e o operador identidade I são,
também, projeções, ambas triviais, em um certo sentido.

Observação 1.1. Como será visto na Seção 1.3 e, em particular, na Definição 1.2,
dizemos que P é um operador projeção sobre V = Im(P) ou, mais precisamente,
que é o operador projeção sobre V = Im(P) ao longo de W = ker(P). Usamos
os artigos “um”, no primeiro caso, e “o”, no segundo caso porque pode haver vários
operadores projeção sobre um mesmo subespaço V , com núcleos diferentes, mas só
há um operador projeção se especificarmos a imagem e o núcleo.
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1.2. Propriedades do operador projeção. No resultado a seguir, vemos que,
de fato, a definição de ser idempotente nos dá o que esperamos de um operador
projeção.

Teorema 1.1. Dado um operador projeção P em um espaço vetorial X, temos
que o espaço se decompõe em soma direta entre o núcleo e a imagem de P, i.e.

X = ker(P)⊕ Im(P).

Além disso, todo u ∈ X se escreve de forma única como u = w +v, onde w ∈ ker(P)
e v ∈ Im(P) e, com essa decomposição, o operador projeção toma a forma

P(u) = v.

Demonstração. Para ver que é soma direta, vamos mostrar, primeiro, que a
interseção é trivial. Suponha, então, que u ∈ ker(P) ∩ Im(P). Como u está na
imagem de P, existe v ∈ X tal que u = Pv. Aplicando P a essa identidade e usando
que P2 = P, obtemos que

Pu = P2v = Pv = u.

Por outro lado, u também está no núcleo de P, de modo que Pu = 0, nos levando a

u = Pu = 0.

Portanto, ker(P) ∩ Im(P) = {0} é trivial. Isso diz que ker(P)⊕ Im(P) é soma direta.
Falta deduzir que essa soma direta é o espaço todo. Para isso, seja u ∈ X

arbitrário. Podemos escrever

u = Pu + u− Pu.

Definindo
v = Pu, w = u− Pu = u− v,

vemos que
u = v + w,

com
v = Pu ∈ Im(P)

e
Pw = P(u− Pu) = Pu− P2u = Pu− Pu = 0,

de modo que
w ∈ ker(P).

Isso mostra que u ∈ Im(P) + ker(P) e, com isso,

X = Im(P) + ker(P).
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Como já vimos que essa é uma soma direta, obtemos que
X = Im(P)⊕ ker(P),

concluindo a demonstração.
Agora, se u = w + v com w ∈ ker(P) e v ∈ Im(P), então

Pu = Pw + Pv = Pv,

visto que w está no núcleo de P. Por sua vez, v = Pṽ, para algum ṽ ∈ X, visto que
v está na imagem de P. Assim, usando que P é idempotente,

Pu = P2ṽ = Pṽ = v,

completando a demonstração. �

A decomposição feita no Teorema 1.1 também nos leva ao fato de que I−P também
é um operador projeção.

Proposição 1.1. Dado um operador projeção P em um espaço vetorial X, temos
que o operador definido por

Q = I− P

também é um operador projeção, com Im(Q) = ker(P) e ker(Q) = Im(P).

Demonstração. Basta expandirmos o quadrado do operador e usar que P é
projeção para obter que

Q2 = (I− P)(I− P)

= I− P− P + P2

= I− P− P + P

= I− P

= Q,

mostrando que Q é, de fato, idempotente e é, portanto, uma projeção. As relações
entre as imagens e os núcleos também são imediatas e são deixadas a cargo do leitor.

�

Observação 1.2. Em relação à demonstração do Teorema 1.1, no caso de X ser
de dimensão finita, então, depois de termos mostrado que Im(P) ∩ ker(P) é trivial,
também podemos deduzir que X = Im(P) ⊕ ker(P) usando o Teorema do Núcleo e
da Imagem, visto que dim(X) = dim(ker(P)) + dim(Im(P)) e que, então,

dim(ker(P) + Im(P)) = dim(ker(P)) + dim(Im(P))− dim(ker(P) ∩ Im(P))

= dim(ker(P)) + dim(Im(P)) = dim(X).
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Dessa forma, o subespaço ker(P) + Im(P) necessariamente gera o espaço todo X. Mas
a demonstração feita no Teorema 1.1, além de ser mais geral, nos dá explicitamente
a decomposição.

Também vale ressaltar que é sempre verdade que

dim(ker(P)) + dim(Im(P)) = dim(X),

mas nem sempre a interseção ker(P)∩Im(P) é trivial. Vejamos, por exemplo, T(x, y) =
(y, 0), em R2. Temos ker(T) = Im(T) = {(x, 0); x ∈ R}, que é o eixo x. Outro
exemplo é S(x, y) = (y−x, y−x), cuja imagem e o núcleo são dados pela reta y = x.
Na verdade, esses dois operadores são similares entre si.

Observação 1.3. O conceito de idempotente é mais geral e diz respeito a qualquer
elemento e, em um conjunto E com uma operação binária ◦ : E × E → E, tal que
e ◦ e = e. No caso de operadores lineares, um operador idempotente é uma projeção.

1.3. Caracterização de um operador projeção. A soma direta entre o núcleo
e a imagem do operador não é o que caracteriza uma projeção, pois vários outros
operadores possuem essa propriedade, conforme exemplificado na Observação 1.4 a
seguir.

Observação 1.4. Não é necessário ser uma projeção para valer ker(T)∩ Im(T) =
{0}. Qualquer operador invertível também se decompõe assim. Um outro exemplo
menos trivial em R2 é T(x, y) = (2x, 0). A imagem é o eixo x e o núcleo é o eixo y,
mas temos T2 = 2T. E tantos outros exemplos.

No entanto, a decomposição do espaço no Teorema 1.1 junto com a forma Pu = v
é, sim, suficiente para caracterizar um operador projeção. Em outras palavras, é
fundamental, também, que, na imagem, a projeção se torna uma identidade. Em
relação a isso temos o seguinte resultado, pelo qual podemos definir um operador
projeção a partir de uma soma direta.

Teorema 1.2. Seja X um espaço vetorial e suponha que V e W sejam subespaços
de X com

X = W ⊕ V.
Como todo u ∈ X se escreve de forma única como u = w + v, onde w ∈ W e v ∈ V ,
então podemos definir o operador

Pu = v,

de acordo com essa decomposição. Segue que o operador P assim definido é uma
projeção, com Im(P ) = V ker(P ) = W .
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Demonstração. Seja u = w + v, com w ∈ W e v ∈ V . Pensando na decom-
posição do próprio v entre esses subespaços, vemos que, como ele já está em V , ele é
da forma

v = 0 + v,

de modo que, pela definição de P, vale

Pv = v.

Sendo assim,
P2u = P(Pu) = Pv = v = Pu.

Como u ∈ X é arbitrário, provamos que P2 = P. �

Definição 1.2. No contexto do Teorema 1.2, dizemos que P é o operador pro-
jeção sobre V ao longo de W . Se não especificarmos W , dizemos apenas que P é
um operador projeção sobre V .

Observação 1.5. No Teorema 1.2, o operador Q = I−P dado por Qu = w = u−v
também é uma projeção. De fato,

Q2 = (I− P)2 = I2 − IP− PI + P2 = I− P− P + P = I− P = Q.

Além disso, Q é o operador projeção em W ao longo de V, que deixamos para o leitor
verificar. Finalmente, observe que podemos escrever

I = P + Q,

com PQ = PQ = P− P2 = P− P = 0. Em relação a isso, veja o Exercício 4.10.

Exemplo 1.3. Por exemplo, em X = R2, o operador P(x, y) = (x, 0) é a projeção
de R2 no eixo x, ao longo do eixo y. O seu projetor complementar é Q = I−P, que se
escreve Q(x, y) = (x, y) − (x, 0) = (0, y), que é a projeção de R2 no eixo y, ao longo
do eixo x.

Exemplo 1.4. O operador P(x, y) = (x − y, 0) também projeta no eixo x, mas
ao longo da reta y = x. O seu projetor complementar Q(x, y) = I(x, y) − P(x, y) =
(x, y)− (x− y, 0) = (y, y) projeta na reta y = x, ao longo do eixo x. A representação
de P na base canônica e = {{(1, 0), (0, 1)}} é

[P]e =

[
1 −1
0 0

]
,

enquanto que

[Q]e =

[
0 1
0 1

]
.
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1.4. Representação matricial de um operador projeção. Em bases apro-
priadas, relacionadas à geometria da projeção, a representação de um operador pro-
jeção é bem simples.

Teorema 1.3. Dado um operador projeção P em um espaço vetorial X de dimen-
são finita n = dim(X) ∈ N, então, em uma base b apropriada, temos a representação

[P]b =

[
Im 0m,n−m

0n−m,m 0n−m,n−m

]
,

onde m = dim(Im(T)) é o posto de T, 0 ≤ m ≤ n.

1.5. A adjunta de uma projeção. A adjunta de uma projeção também é uma
projeção, mas no espaço dual, naturalmente.

Proposição 1.2. Dado um operador projeção P em um espaço vetorial X, temos
que o operador adjunto P∗ é uma projeção no espaço dual X∗. Mais precisamente, P∗
é uma projeção sobre o anulador do núcleo de P, ao longo do anulador da imagem de
P.

Demonstração. Temos que mostrar que (P∗)2 = P∗. Temos, para u ∈ X e
f ∈ X∗ arbitrários,

〈(P∗)2f,u〉 = 〈P∗P∗f,u〉
= 〈P∗f,Pu〉
= 〈f,PPu〉
= 〈f,P2u〉.

Como P2 = P, obtemos

〈(P∗)2f,u〉 = 〈f,P2u〉
= 〈f,Pu〉
= 〈P∗f,u〉.

Como isso vale para todo u ∈ X, isso nos diz que (P∗)2f = P∗f. Como isso vale para
todo f ∈ X∗, concluimos que (P∗)2 = P∗.

Como todo operador projeção, P∗ é uma projeção sobre a imagem Im(P∗), ao
longo do núcleo ker(P∗). Pelo Teorema 2.2, temos que ker(T∗) = Im(T)0, enquanto
que pelo Teorema 2.3, Im(T) = ker(T∗)0. Logo, concluímos que P∗ é uma projeção
sobre ker(T∗)0, ao longo de Im(T)0. �
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Uma relação mais concreta entre P∗ e P pode ser feita no contexto de espaços
vetoriais com produto interno, como veremos na Seção 1.1, em particular na Obser-
vação 1.2, mas podemos adiantar essa relação trabalhando diretamente com matrizes
e matrizes transpostas, como na observação a seguir.

Observação 1.6 (Transposta de uma matriz de projeção). Uma matriz P ∈ Kn×n

em um corpo K, em dimensão n ∈ N representa uma projeção quando P2 = P. A
sua transposta também é uma projeção. Mais precisamente, a projeção transposta
Ptr é uma projeção sobre o subespaço perpendicular à imagem de P, ao longo do
subespaço perpendicular ao núcleo de P. Veremos isso, em detalhes, posteriormente,
quando falarmos de produto interno. No momento, vamos nos contentar com um
exemplo. Na verdade, vamos relembrar o Exemplo 3.6, da matriz projeção

P =

[
2 −1
2 −1

]
,

cuja transposta é

Ptr =

[
2 2
−1 −1

]
,

O matriz P representa uma projeção sobre a reta y = x, ao longo da reta y = 2x,
enquanto que a transposta Ptr é uma projeção sobre a reta y = −x/2, que é ortogonal
ao núcleo y = 2x de P, ao longo da reta y = −x, que é ortogonal à imagem y = x de
P. Veja, também, o Exemplo 1.2

1.6. Decomposição em vários subespaços. A decomposição X = V ⊕ W
com projeções P e Q = I − P em V e em W , ao longo de W e V, respectivamente,
vista na Seção 1.2 e na Seção 1.3, pode ser generalizada para vários subespaços e essa
generalização será fundamental na decomposição completa de um operador linear.

Teorema 1.4. Seja X um espaço vetorial e sejam S1, . . . , Sm subespaços vetoriais
de X, com m ∈ N, m ≥ 2, tais que

X = S1 ⊕ · · · ⊕ Sm.

Então existem projeções P1, . . . ,Pm tais que

I = P1 + · · ·+ Pm,

com Im(Pj) = Sj e ker(Pj) = ⊕i 6=jSi. Vale, em particular, PiPj = 0, para i 6= j.

A demonstração é por indução, aplicando sucessivamente os resultados da Se-
ção 1.2 e da Seção 1.3.
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1.7. Operadores involutivos. Um tipo simples de operador que pode ser en-
tendido facilmente junto com o operador projeção é o de operadores involutivos.

Definição 1.3. Seja X um espaço vetorial. Um operador R ∈ L(X) é dito
involutivo quando satisfaz a identidade R2 = I. Em outras palavras, quando R é
invertível e é a sua própria inversa, R−1 = R.

Exemplo 1.5 (Reflexões). Por exemplo, em X = R2, i.e. no plano xy, a reflexão
em relação ao eixo x, dada por R(x, y) = (x,−y) é um operador involutivo. Assim
como a reflexão R(x, y) = (−x,−y) em relação à origem. Mas nem todo operador
involutivo é uma reflexão. A reflexão envolve a ideia de ortogonalidade, de modo
que a definição do que é um operador reflexão, no sentido mais geral, será vista
posteriormente.

Exemplo 1.6. Ainda em X = R2, o operador R(x, y) = (x − 2y,−y) satisfaz
R(R(x, y)) = R(x − 2y,−y) = ((x − 2y) − 2(−y),−(−y)) = (x, y) = I(x, y), ou seja,
também é involutivo. Se assemelha a uma reflexão, “rebatendo” no eixo x, mas o faz
de forma paralela à reta y = x, que não é ortogonal ao eixo x. Em particular, a norma
Euclidiana do vetor R(x, y), proveniente do produto interno, é, em geral, diferente da
norma de (x, y). Novamente, só trabalharemos com produto interno mais pra frente,
mas aproveitamos para já colocar essa diferença em perspectiva.

Teorema 1.5. Dado um operador involutivo R em um espaço vetorial X, temos
que o espaço se decompõe em soma direta entre os vetores mantidos fixos e os vetores
levados em seus vetores inversos, i.e.

X = V ⊕W,
onde

V = {u ∈ X; Ru = u}, W = {u ∈ X; Ru = −u}
Além disso, todo u ∈ X se escreve de forma única como u = v + w, onde v ∈ V e
w ∈ W e, assim, o operador R age da forma

R(u) = R(v + w) = v −w.

Demonstração. Em primeiro lugar, é imediato verificar que V e W são subes-
paços vetoriais. Agora, se u ∈ V ∩W , então, por estar em V , vale Ru = u. Por outro
lado, como também está em W , então Ru = −u. Logo, u = Ru = −u, de modo que
u = 0. Assim, V ∩W = {0} e temos uma soma direta V ⊕W . Para ver que V +W
gera todo o X, seja u ∈ X. Somando e subtraindo (1/2)Ru, temos

u = u +
1

2
Ru− 1

2
Ru =

u + Ru

2
+

u− Ru

2
.
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Sejam

v =
u + Ru

2
, w =

u− Ru

2
.

Vamos verificar que v ∈ V e w ∈ W . Para isso, observe que, usando que R2 = I,

Rv =
Ru + R2u

2
=

Ru + u

2
= v,

de modo que v ∈ V . Da mesma forma,

Rw =
Ru− R2u

2
=

Ru− u

2
= −u− Ru

2
= −w,

de modo que w ∈ W . Com isso, provamos a soma direta

X = V ⊕W.

Agora, se u = v+w com v ∈ V e w ∈ W , então, usando a linearidade e a propriedade
desses subespaços, obtemos que

Ru = R(v + w) = Rv + Rw = v −w.

Isso completa a demonstração. �

De maneira análoga ao do operador projeção, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.6. Seja X um espaço vetorial e suponha que V e W sejam subespaços
de X com

X = V ⊕W.
Então todo u ∈ X se escreve de forma única como u = w +v, onde w ∈ W e v ∈ V .
Isso nos permite definir o operador linear R : X → X dado por

Ru = R(v + w) = v −w,

de acordo com essa decomposição. Segue que o operador R assim definido é involutivo.

Demonstração. Seja u = v + w, com v ∈ W e w ∈ V . Então, pela definiçào
de R, temos

Ru = v −w.

Como v ∈ V e −w ∈ W e a decomposição é única, então aplicando novamente R,
obtemos

R2u = R(v −w) = v − (−w) = v + w = u.

Como u ∈ X é arbitrário, provamos que R2 = I, ou seja, que R é involutivo. �
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2. Subespaços invariantes

O conceito de subespaço é natural no estudo de espaços vetoriais. Quanto com-
binamos isso com operadores lineares, é natural questionar como um operador linear
opera em cada subespaço do espaço vetorial. É razoável esperar, também, que certos
subespaços tenham propriedades especiais em relação à ação do operador linear. Em
particular, podemos ter um subespaço sendo levado nele próprio. Isso pode ser ex-
plorado no sentido de reduzir o entendimento do operador ao de sua restrição a esses
subespaços. Esses espaços, ditos invariantes, têm um papel fundamental no entendi-
mento de operadores lineares e, também, por outro lado, na construção de operadores
lineares com certas propriedades desejadas. Esses espaços tem uma conexão direta
com os operadores de projeção, como veremos a seguir.

2.1. Definição.

Definição 2.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X.
Um subespaço invariante de T é um subespaço U ⊂ X tal que

T(U) ⊂ U.

Restrito a U , o operador mantém, obviamente, a sua propriedade de linearidade.
Dessa forma, podemos definir um “novo” operador linear apenas restringindo o ope-
rador ao subespaço invariante.

Definição 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X e
suponha que U ⊂ X seja um subespaço invariante de T. Então podemos definir a
restrição de T a U como o operador linear

T|U : U → U

dado por
T|U (u) = T(u), ∀u ∈ U.

É claro que o próprio X e o subespaço trivial {0} podem ser vistos como subes-
paços invariantes, mas o interesse maior está, obviamente, nos subespaços próprios
não triviais. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1. O operador T : R2 → R2 dado por T(x, y) = (2x, 3y), para
(x, y) ∈ R2, possui dois espaços vetoriais próprios não triviais, o eixo x e o eixo
y. Ao longo do eixo x, o operador dobra o tamanho dos vetores, T|eixoxu = 2u,
enquanto que no eixo y, o operador triplica os vetores de tamanho, T|eixoyu = 3u.

Exemplo 2.2. No caso do operador identidade, qualquer subespaço vetorial é
invariante.
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Exemplo 2.3. Para qualquer operador linear T ∈ L(X), em um espaço vetorial
arbitário X, não é difícil verificar que tanto o núcleo como a imagem de T são inva-
riantes. Naturalmente, quando restrito ao núcleo, o operador se reduz ao operador
nulo, i.e. T|ker(T) = 0 (onde no lado direito temos o operador nulo no espaço ker(T)),
que, por sua vez, também pode ser visto como a restrição do operador nulo de X ao
núcleo de T. Ou seja, podemos escrever, também, T|ker(T) = 0|ker(T), onde agora 0 se
refere ao operador nulo em X.

Exemplo 2.4. O operador T(x, y) = (x+y, x+y) tem núcleo {y = −x} e imagem
{y = x}. Como todo subespaço invariante deve pertencer à imagem do operador, o
único subespaço não trivial capaz de ser invariante é a reta y = x. E, de fato, se
y = x, então T(x, y) = T(x, x) = (2x, 2x), que também está nessa reta. T|y=xu = 2u

Exemplo 2.5. No caso de um operador projeção P : X → Y , visto que P2 = P,
temos Pu = u, para todo u ∈ Im(P), ou seja, a restrição de P à sua imagem é a
identidade. Podemos escrever isso como P|Im(P) = IIm(P), onde o subscrito de I indica
em qual espaço o operador identidade age. Por outro lado, assim como para qualquer
outro operador, P|ker(P) = 0ker(P).

Exemplo 2.6. No espaço dos polinômios PR[x] com coeficientes reais, em uma
variável real x ∈ R, os subespaços P(n)

R [x] dos polinômios com grau no máximo n ∈ N
são invariantes pelo operador derivada p(x) 7→ p′(x). Mas esses subespaços não são
invariantes pelo operador integração p(x) 7→

∫ x
0
p(s) ds.

2.2. Conexão com o operador projeção. O próximo resultado diz que se um
operador linear T comuta com um determinado operador projeção, então o subespaço
sobre o qual o espaço é projetado e o subespaço ao longo do qual o espaço é projeto
são invariantes pelo operador T. Isso tem um papel crucial na teoria espectral e no
entendimendo de operadores lineares.

Teorema 2.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X e
seja P ∈ L(X) um operador projeção. Então TP = PT se, e somente se, V = Im(P)
e W = ker(P) são subespaços invariantes de T.

Demonstração. Assumindo a comutatividade, se u ∈ V = Im(P), temos u =
Pu. Usando a comutatividade, deduzimos que

Tu = TPu = PTu ∈ Im(P) = V,

ou seja, TV ⊂ V , provando que V é invariante por T.
Agora, seja Q = I− P. Então, Q também comuta com T, visto que

TQ = T(I− P) = T− TP = T− PT = (I− P)T = QT.
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Sendo Q um operador projeção que comuta com T, segue da primeira parte da demons-
tração que Im(Q) é invariante por T. Mas Im(Q) = ker(P), de modo que W = ker(P)
também é invariante.

De outra forma, podemos mostrar, diretamente, que se u ∈ W = ker(T), então
PTu = TPu = T0 = 0, de modo que Tu ∈ ker(T) = W. Ou seja, W é invariante por
T.

Para a volta, suponha que V eW sejam invariantes. Temos, para u ∈ X qualquer,
que

Tu = T(Pu + Qu) = TPu + TQu.

Pela invariância, temos TPu ∈ V e TQu ∈ W. Logo, pela unicidade da decomposição,
temos

PTu = TPu.

Como isso vale para todo u, segue que PT = TP, completando a demonstração. �

Observação 2.1. A comutatividade com o operador projeção, trabalhada no
Teorema 2.1 não é, no entanto, estritamente necessária para que apenas um dos su-
bespaços V e W seja invariante. Podemos ter diferentes projeções sobre um mesmo
subespaço invariante que não comutem com o operador. Mais ainda, pode nem ha-
ver uma projeção que comute com o operador, conforme veremos nos exemplos a
seguir. Mas se consideramos um subespaço invariante em conjunto com um subes-
paço complementar também invariante, como no Teorema 2.1, então aí, de fato, a
comutatividade se torna uma caracterização. Um resultado análogo vale para mais
de dois subespaços, X = S1 ⊕ · · ·Sm. Veja Exercício 4.19.

Exemplo 2.7. Considere o operador linear T(x, y) = (2x, 3y), visto no Exem-
plo 2.1. Os eixos x e y são invariantes. Se escolhermos a projeção P(x, y) = (x, 0)
sobre o eixo x, ao longo do eixo y (ambos invariantes), cuja projeção complementar
é Q(x, y) = (0, y), então é fácil ver que

(TP)(x, y) = T(x, 0) = (2x, 0),

(PT)(x, y) = P(2x, 3y) = (2x, 0),

(TQ)(x, y) = T(0, y) = (0, 3y),

(QT)(x, y) = Q(2x, 3y) = (0, 3y),

ou seja, TP = PT e TQ = QT.
Por outro lado, se escolhermos a projeção sobre o eixo x (invariante) ao longo

da reta y = x (que não é invariante), i.e. P(x, y) = (x − y, 0), com Q(x, y) =
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(x, y)− (x− y, 0) = (y, y), então

(TP)(x, y) = T(x− y, 0) = (2(x− y), 0),

(PT)(x, y) = P(2x, 3y) = (2x− 3y, 0),

(TQ)(x, y) = T(y, y) = (2y, 3y),

(QT)(x, y) = Q(2x, 3y) = (3y, 3y),

ou seja TP 6= PT e TQ 6= QT.

Exemplo 2.8. Em alguns casos, pode nem ser questão de escolha. Pode simples-
mente não haver projeção que comuta com o operador. Por exemplo, considerando
T(x, y) = (y, 0), então qualquer projeção P sobre o eixo x é tal que

TP(x, y) = T(z, 0) = (0, 0),

para algum z intermediário, enquanto que

PT(x, y) = P(y, 0) = (y, 0),

visto que P é a identidade ao longo do eixo x.

Exemplo 2.9. No exemplo T(x, y) = (2x, 3y), considerado no Exemplo 2.1 e no
Exemplo 2.7, definindo P(x, y) = (x, 0), com complementar Q(x, y) = (0, y), observe
que podemos escrever

T = 2P + 3Q,

visto que

(2P + 3Q)(x, y) = 2P(x, y) + 3Q(x, y) = 2(x, 0) + 3(0, y) = (2x, 3y) = T(x, y).

Esso tipo de decomposição será buscada plenamente na parte de teoria espectral.

2.3. Representação matricial em blocos. Suponha que X = U⊕V e sejam P
e Q as projeções sobre U e V , ao longo de V e U , respectivamente. Dada T ∈ L(X),
como I = P + Q, podemos escrever

T = (P + Q)T(P + Q) = PTP + PTQ + QTP + QTQ.

Aplicando P e usando que P2 = I e PQ = 0, temos

PT = PTP + PTQ.

Aplicando agora Q, obtemos, analogamente,

QT = QTP + QTQ
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Em forma de sistema, temos {
PT = PTP + PTQ,

QT = QTP + QTQ.

Essas equações de operadores podem ser escritas na “forma matricial”(
PT
QT

)
=

[
PTP PTQ
QTP QTQ

](
P
Q

)
.

As projeções P e Q que aparecem à direita nos coeficientes da matriz acima parecem
redundantes, já que serão multiplicadas por P e Q, respectivamente, mas a inclusão
delas deixa mais claro o operador que age em cada bloco e tem uma ligação mais
direta com a representação final do operador em blocos, uma vez escolhida uma base
de X a partir de bases de U e V .

De fato, dada uma base b1 de U e uma base b2 de V , então b = b1 ∪ b2 é base de
X e temos, em nível matricial,

[T]b =

(
[PT|U ]b1
[QT|V ]b2

)
=

(
[PT|U ]b1b1 + [QT|V ]b2b1

[QT]b1b2 + [QT]b2b2

)
,

enquanto que, em nível vetorial,

[Tu]b = [T]b[u]b = [T]b

(
[Pu]b1
[Qu]b2

)
=

(
[PT|U ]b1 [Pu]b1
[QT|V ]b2 [Qu]b2

)
=

[
[PT|U ]b1b1 [PT|V ]b2b1
[QT|U ]b1b2 [QT|V ]b2b2

](
[Pu]b1
[Qu]b2

)
.

Voltando para a representação(
PT
QT

)
=

[
PTP PTQ
QTP QTQ

](
P
Q

)
estas não são, exatamente, matrizes reais ou complexas, mas vemos que a mesma
estrutura de blocos e multiplicação em blocos vista no Exemplo 1.25 vale.

Agora, se U = PX é invariante, então TPX ∈ U , de modo que QTP = 0. Nesse
caso, temos a forma triangular{

PT = PTP + PTQ,

QT = QTQ,

que pode ser escrita como (
PT
QT

)
=

[
PTP PTQ

0 QTQ

](
P
Q

)
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Se, além disso, V = QX também é invariante, então temos a forma diagonal{
PT = PTP

QT = QTQ.

que pode ser escrita como (
PT
QT

)
=

[
PTP 0

0 QTQ

](
P
Q

)
Para fazer uma conexão mais concreta com matrizes, escrevemos isso da seguinte

forma

Teorema 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial não
trivial X de dimensão finita. Suponha que X = V ⊕W , com subespaços não triviais
V e W , e sejam b1 = {w1, . . . ,wn1} e b2 = {wn1+1, . . . ,wn1+n2} bases de V e W ,
onde n1 = dim(V ) e n2 = dim(W ). Considere a base b = b1 ∪ b2 de X. Então

[T]b =

[
A B
C D

]
, (2.1)

onde
A = [PT|V ]b1 , B = [PT|W ]b2b1 , C = [QT|V ]b1b2 , D = [QT|W ]b2 .

Se V for subespaço invariante de T, então

[T]b =

[
A B
0 D

]
. (2.2)

Se W for subespaço invariante de T, então

[T]b =

[
A 0
C D

]
. (2.3)

Se ambos V e W forem subespaços invariantes de T, então

[T]b =

[
A 0
0 D

]
. (2.4)

Demonstração. Deixamos a verificação desse resultado para o leitor. �

Observação 2.2. Para simplificar a visualização, blocos nulos podem ser omiti-
dos. Assim, (2.2), (2.3) e (2.4) tomam as formas[

A B
D

]
,

[
A
C D

]
,

[
A

D

]
.
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Exemplo 2.10. Considere o operador T : R4 → R4 dado por T(x, y, z, w) =
(x + 2y + 3z + 4w, y + 2z + 3w, z + 2w,w). Então o eixo x é invariante, o plano xy
é invariante e o espaço xyz é invariante. Escrevendo R4 = {plano xy} × {plano zw},
temos, usando a base canônica, 

1 2
0 1

3 4
2 3

0 0
0 0

1 2
0 1


ou, omitindo os blocos nulos, 

1 2
0 1

3 4
2 3
1 2
0 1

 .
Exemplo 2.11. Considere o operador T : R4 → R4 dado por T(x, y, z, w) =

(x+ y, x+ 2y, z +w, z + 3w). Então os subespaços xy e zw são invariantes. Na base
canônica temos 

1 1
1 2

0 0
0 0

0 0
0 0

1 1
0 3


ou, omitindo os blocos nulos, 

1 1
1 2

1 1
0 3

 .
2.4. Subespaços encaixantes e forma triangular em blocos. As represen-

tações (2.2) e (2.3) do Teorema 2.2 podem ser estendidas a mais de dois subespaços
invariantes. A chave para obter uma forma triangular é que esses subespaços sejam
subespaços encaixantes.

Teorema 2.3. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
de dimensão finita n ∈ N. Suponha que S1, . . . , Sm, m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n, sejam
subespaços invariantes de T, com

{0} $ S1 $ S2 $ · · · $ Sm = X.
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Seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X associada a esses subespaços encaixantes,
i.e. tal que

Sj = span{w1, . . . ,wnj},
onde nj = dim(Sj),

1 ≤ n1 < n2 < · · · < nm = n.

Então a representação de T na base b tem uma forma triangular superior em blocos,
i.e.

[T]b =


A11 A12 · · · A1m

A22 · · · A2m

. . . ...
Amm

 ,
onde Ajj são blocos de matrizes quadradas de dimensões (nj − nj−1)× (nj − nj−1) e
Aij são blocos de matrizes retangulares de dimensões (ni − ni−1)× (nj − nj−1).

Demonstração. Considerando a base dual {{f1, . . . , fn}}, cada coeficiente de
[T]b = (aij)

i,j=n
i,j=1 é dado por aij = 〈fi,Twj〉. Primeiro, observamos que cada bloco

é dado por

Aij = (〈fi′ ,Twj′〉)i′j′ , ni−1 < i′ ≤ ni, nj−1 < j′ ≤ nj,

para i, j = 1, . . . ,m. Em seguida, para cada nj−1 < j′ ≤ nj, temos wj′ ∈ Sj \ Sj−1 e

Twj′ ∈ span{w1, . . . ,wnj},
de modo que

〈fi′ ,Twj′〉 = 0, i′ > nj.

Ou seja, os blocos Aij com i > j são todos nulos, restando a forma triangular superior.
�

Observação 2.3. Uma forma triangular inferior pode ser obtida a partir das
condições do Teorema 2.3, apenas reordenando a base. Tomando, por exemplo, a =
{{v1, . . . ,vn}} com Sj = span{vn−nj , . . . ,vn}, obtemos [T]a da forma

[T]b =


A11

A21 A22
...

... . . .
Am1 Am2 · · · Amm

 ,
Exemplo 2.12. Considere o operador T : R4 → R4 dado por

T(x, y, z) = TA(x, y, z) = (x− y, x− z, x− w,w − y),
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associado à matriz

A =


1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 0 0 −1
0 −1 0 1


Observe que

T(1, 1, 1, 1) = (0, 0, 0, 0) = 0(1, 1, 1, 1).

e
T(1, 0, 1, 0) = (1, 0, 1, 0)

Para completar a base, escolhemos vetores canônicos,

b = {{(1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}} .

Temos

T(0, 0, 1, 0) = (0,−1, 0, 0) = −(1, 1, 1, 1) + (1, 0, 1, 0) + (0, 0, 0, 1)

e
T(0, 0, 0, 1) = (0, 0,−1, 1) = −(0, 0, 1, 0) + (0, 0, 0, 1).

Assim, obtemos a representação triangular em blocos

[T]b =


0 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 0 −1
0 0 1 1


2.5. Subespaços invariantes independentes e forma diagonal em blocos.

A representação (2.4) do Teorema 2.2 também pode ser estendida a mais de dois
subespaços invariantes. A chave para obter uma forma diagonal em blocos é que
esses subespaços sejam linearmente independentes entre si.

Teorema 2.4. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
de dimensão finita n ∈ N. Suponha que S1, . . . , Sm, m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n, sejam
subespaços invariantes de T e linearmente independentes. Seja b = {{w1, . . . ,wn}}
uma base de X associada a esses subespaços independentes, i.e. tal que

Sj = span{wn1+···nj−1+1, . . . ,wn1+···+nj−1+nj},

onde nj = dim(Sj),
n1 + n2 + · · ·+ nm = n.
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Então a representação de T na base b tem uma forma diagonal em blocos, i.e.

[T]b =


A11

A22

. . .
Amm

 ,
onde Ajj são blocos de matrizes quadradas de dimensões nj × nj.

Teorema 2.5. No contexto do Teorema 2.4, também podemos escrever

T = TP1 + . . .+ TPm = P1T + . . .PmT,

onde Pj são as projeções sobre cada Sj, ao longo de ⊕i 6=jSi.

Demonstração. Deixamos a demonstração para o leitor. Em relação a isso,
veja o Exercício 4.19. �

Exemplo 2.13. Considere, novamente, o operador do Exemplo 2.1, dado por

TA(x, y, z) = (2x− y + z, x+ z, x− y + 2z),

e considere os subespaços invariantes

S1 = span{(1, 1, 0)}, S2 = span{(0, 1, 1)}, S3 = span{(1, 1, 1)}.

Como podemos escrever um vetor u = (x, y, z) na base canônica na base b? Resol-
vendo

(x, y, z) = a(1, 1, 0) + b(0, 1, 1) + c(1, 1, 1) = (a+ c, a+ b+ c, b+ c),

ou seja, precisamos resolver o sistemaa + c = x,
a + b + c = y,

b + c = z,

que nos dá a = y − z, b = x+ z − y, c = y − x, ou seja

(x, y, z) = (y − z)(1, 1, 0) + (y − x)(0, 1, 1) + (x− y + z)(1, 1, 1),

ou
[(x, y, z)]b = (y − z, y − x, x+ z − y).
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Observe, agora, que as projeções sobre cada subespaço, ao longo dos outros subespa-
ços, são obtidas retendo apenas a componente em cada subespaços, i.e.

P1(x, y, z) = (y − z)(1, 1, 0) = (y − z, y − z, 0),

P2(x, y, z) = (y − x)(0, 1, 1) = (0, y − x, y − x),

P3(x, y, z) = (x+ z − y)(1, 1, 1) = (x+ z − y, x+ z − y, x+ z − y).

Dessa forma, podemos escrever o operador como

T = P1 + P2 + 2P3.

Na forma matricial, podemos escrever

A = P1 + P2 + 2P3

=

0 1 −1
0 1 −1
0 0 0

+

 0 0 0
−1 1 0
−1 1 0

+ 2

1 −1 1
1 −1 1
1 −1 1

 =

2 −1 1
1 0 1
1 −1 2

 .
onde A = [T]e e Pj = [Pj]e, j = 1, 2, 3.

3. Aplicações

3.1. Transformada discreta de Fourier. Por vir...

3.2. Operador de Koopman em sistemas dinâmicos. Por vir...

4. Exercícios

Exercícios
4.1. Encontre a projeção P : R3 → R3 do espaço R3, com coordenadas xyz, sobre

o plano xy, ao longo da reta z = y = x. Encontre, também, a projeção
complementar Q = I− P.

4.2. Encontre a projeção P : R3 → R3 de R3 sobre o subespaço

U = span{(1, 1, 0), (0, 1, 1)},
ao longo do subespaço V = span{(1, 0, 1)}.

4.3. Encontre a projeção P : R4 → R4 de R4 sobre o subespaço

U = span{(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)},
ao longo do subespaço

V = span{(1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)}.
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4.4. Encontre a projeção P : R4 → R4 de R4 no plano {(x, y, z, w); x = y, w = 0},
ao longo do plano {(x, y, z, w); x = 0, w = z}. Encontre, também, a
projeção complementar Q = I− P.

4.5. Considere o espaço vetorial P(3)
R [x] dos polinômios com coeficientes reais de

grau no máximo três, em uma variável real x ∈ R. Mostre que P
(3)
R [x] é

soma direta dos subespaços V = {p ∈ P
(3)
R [x], p′′′(0) = p′′(0) = 0} e W =

{p ∈ P
(3)
R [x]; p′′(0) = p′(0), p′′′(0) = p(0)}. Em seguida, encontre a projeção

P : P
(3)
R [x]→ P

(3)
R [x] de um polinômio p(x) = a0+a1x+a2x

2+a3x
3 ∈ P

(3)
R [x]

sobre o subespaço V , ao longo do subespaço W .
4.6. Considere o espaço X = C([−L,L],R) das funções reais contínuas definidas

no intervalo [−L,L], onde L > 0, e seja P definido em X por

(P(f))(x) =
f(x) + f(−x)

2
, ∀x ∈ [−L,L].

Mostre que P é um operador linear em X e que é uma projeção.
4.7. Considere o espaço X = C([−1, 1],R) das funções reais contínuas definidas

no intervalo [−1, 1] e seja P definido em X por

(P(f))(x) =
3

2

∫ 1

−1

f(ξ) dξ.

Mostre que P é um operador linear em X e que é uma projeção sobre o
subespaço das funções constantes em [−1, 1].

4.8. Considere o espaço X = C([−1, 1],R) das funções reais contínuas definidas
no intervalo [−1, 1] e seja R definido em X por

(R(f))(x) = f(x)− 3

∫ 1

−1

f(ξ) dξ.

Mostre que R é um operador linear em X e que é idempotente. (Obs: Pode
provar diretamentente, mostrando que R2 = I, ou observando que R = Q−P,
onde P é o operador projeção do Exercício 4.7 e Q = I− P.)

4.9. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita n = dim(X) e suponha que
X = U⊕V , onde U e V são subespaços vetoriais com dim(U) = k e dim(V ) =
n − k. Seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base de X e b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base
de X∗ dual a b. Mostre que o operador linear P ∈ L(X) dado por

Pu = 〈f1,u〉w1 + · · ·+ 〈fk,u〉wk

é uma projeção sobre U ao longo de V se, e somente se, {{w1, . . . ,wk}} é uma
base de U e {{f1, . . . , fk}} é uma base do anulador V 0 de V .
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4.10. Sejam P,Q : X → X dois operadores tais que I = P + Q. Mostre que P e Q
são projeções se, e somente se, PQ = QP = 0.

4.11. Sejam P,Q : X → X dois operadores tais que I = P + Q. Mostre que P e Q
são projeções se, e somente se, ker(P) ∩ ker(Q) e Im(P) ∩ Im(Q) são triviais.

4.12. Sejam P1,P2 ∈ L(X) duas projeções em um espaço vetorial X. Mostre que
P = P1 + P2 é projeção se, e somente se, P1P2 = P2P1 = 0.

4.13. Considere as projeções P1(x, y, z) = (y−z, y−z, 0) e P2(x, y, z) = (x−z, y−
z, 0) em R3. Defina P3 = P2 − P1. Mostre que P3 é uma projeção, determine
Im(Pj) e ker(Pj), para j = 1, 2, 3, e conclua que Im(P2) = Im(P1)⊕ Im(P2).

4.14. Encontre projeções P1 e P2 em R3 tais que Im(P2) = {z = x+ y} e Im(P1) =
{z = x, y = 0} e tais que P3 = P2 − P1 seja uma projeção com Im(P3) =
{z = y;x = 0}.

4.15. Seja P : X → X um operador projeção, em um espaço vetorial X. Defina
R = I− 2P. Mostre que R é involutivo.

4.16. Seja R : X → X um operador linear em um espaço vetorial X. Mostre que
R é involutivo se, e somente se, existem projeções P,Q : X → X tais que
P + Q = I e R = P− Q.

4.17. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X sobre um corpo
K satisfazendo T2 = σT, para algum escalar σ ∈ K com σ 6= 0. Mostre que
existe uma projeção P ∈ L(X) tal que T = σP.

4.18. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial complexo X
satisfazendo T2 = ζI, para algum complexo ζ 6= 0. Mostre que existe uma
projeção P ∈ L(X) tal que T =

√
ζP−

√
ζQ, onde Q = I−P. (No caso de X

ser um espaço vetorial real, o mesmo vale se considerarmos, apenas, ζ > 0.)
4.19. Complementando a Observação 2.1, temos a seguinte caracterização. Seja

T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X. Suponha que
X = S1⊕· · ·⊕Sm, onde Sj são subespaços deX, e seja Pj o operador projeção
sobre Sj, ao longo de ⊕i 6=jSi. Então S1, . . . , Sm são todos invariantes se, e
somente se, TPj = PjT, para todo j = 1, . . . ,m.

4.20. Considere o operador T(x, y, z) = (x− 3y+ 2z,−x− y+ 2z, 2y+ 2z). Mostre
que o plano y = x é invariante e encontre uma base b tal que [T]b seja
triangular superior.

4.21. Verifique a validade do Teorema 2.2.
4.22. Demostre o resultado descrito no Exercício 4.30, da independência da fração

em relação à base.



CAPíTULO 8

Operadores Nilpotentes

When mountains crumble to the sea...
– Thank You (Led Zeppelin II)

Led Zeppelin, 1969

Operadores nilpotentes têm um papel fundamental na teoria espectral de opera-
dores lineares. São parte essencial da forma normal de Jordan de um operador linear
em dimensão finita, discutida no Capítulo 10. Na sua essência, aplicações sucessivas
de um operator nilpotente colapsam o espaço até o elemento neutro. Operadores
com estruturas especiais associadas ao produto interno, como operadores normais,
que incluem os autoadjuntos e outros que aparecem com frequência em aplicações,
prescindem desses operadores nilpotentes, mas, no caso geral, esses operadores são
essenciais.

1. Fundamentos

1.1. Definição. Um operador nilpotente é, por definição, um operador cuja al-
guma potência inteira positiva o anula completamente.

Definição 1.1. Seja X um espaço vetorial. Um operador N ∈ L(X) é dito
nilpotente quando existe um inteiro positivo k ∈ N tal que Nk = 0. O índice de
nilpotência de N é o menor inteiro k ∈ N com essa propriedade.

Ou seja, aplicando um operador nilpotente N sucessivamente, o espaço é, eventu-
almente, todo colapsado na origem:

X 7−→ N(X) 7−→ N2(X) 7−→ · · · 7−→ Nk−1(X) 7−→ {0}.

1.2. Exemplos.

Exemplo 1.1. Em R2, o exemplo clássico é dado pelo operador

N(x, y) = (y, 0),

223
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que é representado, na base canônica, pela matriz[
0 1
0 0

]
.

O eixo x é levado na origem, enquanto que o plano todo xy é levado primeiro no eixo
x, que em seguida é levado na origem.

Exemplo 1.2. O exemplo clássico de operador nilpotente em Rn é o operador

N(x1, x2, x3, . . . , xn) = (x2, x3, . . . , xn, 0).

O espaço diminui de uma dimensão a cada aplicação do operador:

Rn N7−→ Rn−1 × {0} N7−→ Rn−2 × {(0, 0)} N7−→ · · · N7−→ {0}.

Exemplo 1.3. Um exemplo não-canônico é dado pelo operador N : R2 → R2

dado por
N(x, y) = (x− y, x− y), (x, y) ∈ R2.

Este operador leva o plano todo na reta y = x, enquanto que a reta y = x é levada
na origem. Temos

Im(N2) = N2(X) = {0},
Im(N) = N(X) = {(x, y); y = x},

Im(N0) = Im(I) = R2.

Exemplo 1.4. No espaço X = P
(n)
R [x] dos polinômios de grau no máximo n, em

uma variável real x ∈ R, o operador derivada D : P
(n)
R [x]→ P

(n)
R [x], (Dp)(x) = p′(x),

para p ∈ P
(n)
R [x], é um operador nilpotente com índice n + 1, que é a dimensão do

espaço.

Exemplo 1.5. No espaço X = PR[x] dos polinômios de ordem arbitrária, em uma
variável real x ∈ R, o operador derivada não é nilpotente, pois para cada potência
n ∈ N, temos xn ∈ X com Dn+1xn = 0 mas Dnxn = n!.

Exemplo 1.6. No espaço vetorial real de dimensão infinita X = C([−1, 1]), o
operador T ∈ L(X) dado por

(Tu)(x) =

∫ 1

−1

ξu(ξ) dξ

é nilpotente de índice 2. A verificação disso é deixada como Exercício 5.1.
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1.3. Propriedades fundamentais. Observe que cada subespaço

Nj(X) = Im(Nj)

é um subespaço vetorial que está no núcleo da potência Nk−j. É possível mostrar que
cada subespaço dessa sequência é um subespaço próprio do subespaço anterior, i.e.

X = N0(X) % N(X) % · · · % Nk−1(X) % Nk(X) = {0}. (1.1)

De maneira similar, cada núcleo ker(Nk−j), j = 0, . . . , k, é subespaço próprio do
núcleo seguinte. Mas a imagem Nj(X) = Im(Nj) pode não coincidir com o núcleo
ker(Nk−j).

Vamos formalizar, a seguir, o resultado sobre o encadeamento próprio dos núcleos,
mas o resultado sobre (1.1) deixamos como Exercício 5.5.

Proposição 1.1. Seja N : X → X um operador nilpotente, em um espaço vetorial
X, com índice de nilpotência k ∈ N. Então

{0} $ ker(N) $ · · · $ ker(Nk−1) $ ker(Nk) = X, (1.2)

ou seja, cada ker(Nj) é subespaço próprio do nível ker(Nj+1) imediatamente superior,
para j = 0, . . . , k − 1.

Demonstração. Suponha que ker(Nj) = ker(Nj+1) para algum 0 ≤ j ≤ k − 1,
lembrando que N0 = I, e ker(N0) = ker(I) = {0}. Nesse caso, para um u ∈ X
arbitrário, temos 0 = Nku = Nj+1Nk−1−ju, de modo que Nk−1−ju está no núcleo de
Nj+1. Como esse núcleo é igual ao de Nj, temos, também, que Nk−1u = NjNk−1−ju =
0. Como u ∈ X é arbitrário, isso mostra que Nk−1 = 0, contrariando a hipótese de que
k é o menor índice que anula N. Portanto, todas as inclusões devem ser próprias. �

Corolário 1.1. Seja N ∈ L(X) um operador nilpotente em um espaço vetorial
X. Então N não pode ter um grau de nilpotência maior do que a dimensão do espaço.

Demonstração. Isso segue imediatamente de (1.2), visto que, a cada potência,
a dimensão do núcleo aumenta de pelo menos uma unidade, não podendo passar da
dimensão do espaço todo. �

É claro que o corolário acima é vácuo se o espaço for de dimensão infinita. O seu
interesse é no caso de dimensão finita.

2. Ciclos

2.1. Cadeias de vetores e ciclos. No caso de operadores nilpotentes, a cadeia
de subespaços formada pela ação do operador linear no espaço X pode ser repre-
sentada por uma ou mais cadeias formadas pela ação do operador em um ou mais
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vetores. Eventualmente, os vetores da cadeia são levados no vetor nulo, fechando um
ciclo. Vamos formalizar essa noção. As definições abaixo não requerem que o ope-
rador seja nilpotente. Vamos fazer essas definições em um contexto mais geral. Isso
será explorado mais pra frente, no Capítulo 10, como partes de um quebra-cabeça
mais complicado, válido para operadores quaisquer. No momento, no entanto, vamos
usar isso, logo em seguida, para investigar os operadores nilpotentes.

Definição 2.1 (Cadeia e ciclo). Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço
vetorial X. Dado um certo vetor u ∈ X e um inteiro não negativo j, a sequência
{{u,Tu, . . . ,Tju}} é chamada de cadeia de vetores gerada por u, de comprimento
j + 1. Esta cadeia é chamada de um ciclo quando é linearmente independente e
maximal, no sentido de que Tj+1u é combinação linear das iterações anteriores, i.e.
{{u,Tu, . . . ,Tj+1u}} é linearmente dependente.

Certos ciclos são longos o suficiente para formarem uma base. Nesse sentido,
temos a seguinte definição.

Definição 2.2 (Operador cíclico e base cíclica). Seja T ∈ L(X) um operador
linear em um espaço vetorial X de dimensão finita n = dim(X) ∈ N. Quando existe
um ciclo a = {{u,Tu, . . . ,Tn−1u}} que forma uma base de X, dizemos que T é um
operador cíclico, que u é um vetor cíclico para T e que a é o ciclo gerado por
u. A base cíclica b = {{Tn−1u, . . . ,Tu,u}} de X, para o operador T, é a base a em
ordem inversa.

Exemplo 2.1. Considere, por exemplo, o operador em R3 associado à matriz

A =

 3 −1 1
−2 4 2
−1 1 5


Então o vetor u = (1, 1, 1) gera o ciclo{{

u,Au,A2u
}}

= {{(1, 1, 1), (3, 4, 5), (10, 20, 26)}} ,
que forma uma base cíclica de R3. Por outro lado, o vetor v = (1, 0,−1) gera um
ciclo mais curto, que não forma uma base,

{{v,Av}} = {{(1, 0,−1), (2,−4, 6)}} ,
visto que

A2v = (4,−32,−36) = −12(1, 0,−1) + 8(2,−4, 6) = −12v + 8Av.

Exemplo 2.2. Um operador involutivo, R ∈ L(X), R2 = I, só pode gerar ciclos
de, no máximo, dois vetores e, portanto, não admitem uma base cíclica em espaços
de dimensão maior de que dois.
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Exemplo 2.3. Considere, por exemplo, o operador em R3 associado à matriz

A =

−3 6 −1
−5 11 −5
−4 9 −5


Então o vetor u = (1, 1, 1) gera o ciclo

a =
{{

u,Au,A2u
}}

= {{(1, 1, 1), (2, 1, 0), (0, 1, 1)}} ,
que forma uma base de R3 e nos dá a base cíclica

b =
{{

A2u,Au,u
}}

= {{(0, 1, 1), (2, 1, 0), (1, 1, 1)}} .
Temos, ainda, que

A2u = (5, 6, 4) = u + 2Au + 3A3u.

Nessas bases, a matriz tem as seguintes formas

[A]a =

0 0 1
1 0 2
0 1 3

 , [A]b =

3 1 0
2 0 1
1 0 0

 .
Observação 2.1. As cadeias introduzidas na Definição 2.1 estão associadas aos

chamados subespaços de Krylov , discutidos na Observação 3.2. Eles são úteis não só
aqui no estudo de operadores nilpotentes e em análise numérica conforme comentado
na Observação 3.2 mas também podem ser usados para mostrar que todo operador
em um espaço vetorial de dimensão finita tem pelo menos um autovalor complexo
(veja Teorema 3.1).

2.2. Exemplos de ciclos em operadores nilpotentes. Para ganharmos in-
tuição, vamos ver exemplos de ciclos em operadores nilpotentes específicos. Observe
que, nos exemplos abaixo, o ciclo, da Definição 2.1, termina quando Tj+1u = 0.

Exemplo 2.4. Em Rn, o operador canônico que é nilpotente com índice n, igual
à dimensão, é o operador visto no Exemplo 1.2, definido por

N(x1, x2, x3, . . . , xn) = (x2, x3, . . . , xn, 0),

que, na base canônica e = {{e1, . . . , en}}, tem a forma

[N]e =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0


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Podemos representar esse operador pela seguinte cadeia de vetores, exibindo a ação
do operador na base:

en
N7−→ en−1

N7−→ · · · N7−→ e2
N7−→ e1

N7−→ 0.

Podemos visualizar isso da seguinte forma mais enfeitada, que é útil, principalmente,
no caso de vários ciclos:

en

en−1

...

e1

0

Vemos que esse operador é cíclico e que a base canônica é uma base cíclica.
Não custa ressaltar que esses são só vetores representativos da ação do operador

no espaço. Todos os vetores múltiplos desses acompanham o ciclo, de modo que todo
o espaço é “colapsado” em subespaços cada vez menores, até serem levados todos na
origem.

Observação 2.2. A ordenação da base influencia, naturalmente, na forma da
representação. No exemplo anterior, onde N(x1, . . . , xn) = (x2, x3, . . . , xn, 0), ao orde-
narmos os vetores da base canônica na ordem da cadeia de vetores, a = {{en, . . . , e1}},
obtemos

[N]b =


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 1 0


A escolha da base cíclica ser na ordem inversa é apenas para definir a forma canônica
como sendo aquela formada por 1’s na superdiagonal. Apenas convenção.
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Exemplo 2.5. Podemos ter operadores nilpotentes com um índice menor do que
a dimensão do espaço. Por exemplo, considerando os operadores

N1(x, y, z) = (y, 0, 0),

N2(x, y, z, w) = (y, 0, w, 0),

N3(x, y, z, w) = (y, z, 0, 0),

N4(x, y, z, u, v, w) = (y, z, 0, v, 0, 0),

temos N1 com índice k = 2, em R3; N2 com índice k = 2, em R4; N3 com índice
k = 3, em R4 e N4 com índice k = 3 em R6. É ilustrativo olhar essas transformação
de acordo com as suas ações nos elementos da base:

N1

e2

e1

0

e3

N2

e2

e1

0

e4

e3

N3

e3

e2

e1

0

e4

N4

e3

e2

e1

0

e5

e4 e6
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Podemos, ainda, olhar as representação matriciais desses operadores, na base canô-
nica:

[N1]e =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 [N2]e =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ;

[N3]e =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ; [N4]e =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Exemplo 2.6. Todos os exemplos acima ilustram a ação do operador através
da ação dele em cadeias de vetores da base canônica, por isso suas colunas e linhas
só contém um único elemento não nulo. Mas vários outros operadores nilpotentes
existem de outra forma. Por exemplo, o operador considerado no Exemplo 1.3,

N(x, y) = (x− y, x− y), (x, y) ∈ R2,

leva o plano todo na reta y = x, enquanto que a reta y = x é levada na origem, sendo,
portanto, o núcleo de N. Tomando w1 = (1, 1) como a base do núcleo, podemos, em
seguida, escolher qualquer vetor que é levado em w1, por exemplo, (1, 0) ou (0,−1),
ou qualquer vetor w2 ∈ (1, 0) + ker(N) = {(1, 0) + (s, s); s ∈ R} que teremos

w2 7−→ w1 = Nw2 7−→ N2w2 = 0.

Esse operador é representado na base canônica por

[N]e =

[
1 −1
1 −1

]
enquanto que, na base cíclica b = {{w1,w2}}, é simplesmente

[N]b =

[
0 1
0 0

]
Exemplo 2.7. Mais geralmente, podemos formar qualquer ciclo, ou conjunto

de ciclos, envolvendo todos os elementos de uma base, para construir um operador
nilpotente. Por exemplo, a transformação N com o ciclo

(1, 1, 1) 7−→ (2, 1, 0) 7−→ (3, 0, 0) 7−→ (0, 0, 0)
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é dada por

N(x, y, z) = N(z(1, 1, 1) + (y − z)(2, 1, 0) +
x− 2y + z

3
(3, 0, 0))

= z(2, 1, 0) + (y − z)(3, 0, 0) = (3y − z, z, 0),

cuja representação na base canônica é

[N]e =

0 3 −1
0 0 1
0 0 0

 .
Exemplo 2.8. Para uma matriz mais cheia, considere, por exemplo, os ciclos

(1, 1, 0, 4) 7−→ (3, 0, 2, 0) 7−→ (0, 1, 0, 1) 7−→ (0, 0, 0, 0)

e
(0, 5, 1, 0) 7−→ (0, 0, 0, 0).

A transformação associada a esse conjunto de ciclos, na representação canônica

(x, y, z, w) = xe1 + ye2 + ze3 + we4,

é melhor expressa na forma matricial

[T]e =


−123 −37 185 40
−3 −1 5 1
−80 −24 120 26
−12 −4 20 4

 .
É claro que, na base

b = {{(1, 1, 0, 4), (3, 0, 2, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 5, 1, 0)}} ,
a transformação tem a forma

[T]b =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Observação 2.3. No Exemplo 2.6, onde N(x, y) = (x− y, x− y), após selecionar

w1 = (1, 1) como base do núcleo, tivemos a opção de escolher qualquer vetor que é
levado em w1, ou seja, qualquer vetor w2 ∈ (1, 0) + ker(N) = {(1, 0) + (s, s); s ∈ R}.
Isso ilustra que a escolha da base que leva a um ciclo (ou conjunto de ciclos, em
outras situações) não é única, visto que a escolha de w2 é livre, dentro de um certo
espaço afim. Além disso, poderíamos ter selecionado qualquer outro vetor como base
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do núcleo. Mas, nesse caso, qualquer escolha nos daria, de qualquer forma, um
ciclo w2 7→ w1 7→ 0. Caso haja mais de um ciclo, podemos chegar em formas finais
ligeiramente diferentes, reordenando os ciclos, mas o ponto principal dessa observação
é a de que a escolha do ciclo não é única.

Observação 2.4. Ainda com base no Exemplo 2.6, onde N(x, y) = (x − y, x −
y), escolhemos primeiro um elemento w1 em ker(T) para em seguida escolher uma
pré-imagem w2 de w1. Mas isso só funcionou de maneira fácil porque o núcleo é
unidimensional e não tivemos liberdade nessa escolha. Se o núcleo tiver dimensão
maior, podemos acabar escolhendo uma base do núcleo que não tenha pré-imagem.
Isso é melhor discutido no próximo Exemplo 2.9.

Exemplo 2.9. Começar construindo o ciclo “por baixo”, como foi feito no Exem-
plo 2.6 e discutido no Observação 2.4, nem sempre funciona, ou requer cuidados
maiores. Por exemplo, no operador N(x, y, z) = (z, z, 0), o núcleo é o plano xy,
ker(N) = {z = 0}. Se escolhermos {{e1, e2}} como base do núcleo, não vamos encon-
trar nenhum w3 ∈ X que seja levado em algum desses dois vetores do núcleo. Desse
jeito, não vamos encontrar um ciclo caracterizando o operador. Temos a opção de
escolher primeiro um vetor w1 ∈ ker(T) ∩ Im(T), completar a base de ker(T) com
um vetor w2 e por último encontrar w3 que seja pré-imagem de w2. Mas esse pro-
cedimento pode se tornar bastante complexo em casos de vários ciclos. O mais fácil
é começar “de cima”, com um w3 em X \ ker(N), em seguida tomar w1 = Nw3 e,
por último, completar a base de ker(N) com um w2. Esse é o procedimento que será
generalizado.

2.3. Ciclos em operadores nilpotentes. Bom, já vimos exemplos suficientes
para termos uma intuição melhor sobre esses operadores nilpotentes. A chave são os
ciclos. O tamanho dos ciclos está ligado ao índice de nilpotência. Podemos ter vários
ciclos, pelo menos um do tamanho do índice de nilpotência, com outros podendo ser
mais curtos. Essa é a ideia. Vamos ver, de fato, que qualquer operador nilpotente em
dimensão finita é completamente definido por um ciclo ou conjunto de ciclos, sendo
pelo menos um deles do tamanho do índice de nilpotência. Vamos tornar essas ideias
mais precisas. Antes, vamos ver o seguinte resultado, sobre uma cadeia ser um ciclo.

Proposição 2.1. Seja N : X → X um operador nilpotente em um espaço vetorial
X. Se u ∈ X é tal que Nju = 0 mas Nj−1u 6= 0, para algum j ∈ N, então o conjunto
ordenado {{

u,Nu, . . . ,Nj−1u
}}

é linearmente independente e, portanto, forma um ciclo.
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Demonstração. Suponha que

λ1N
j−1u + λ2N

j−2u + · · ·+ λj−1Nu + λju = 0.

Precisamos mostrar que todos os escalares se anulam. Aplicamos Nj−1, de modo que

Nj−1
(
λ1N

j−1u + λ2N
j−2u + · · ·+ λj−1Nu + λju

)
= Nj−10 = 0.

Por outro lado, usando que Nj′u = Nj
′−jNju = Nj

′−j0 = 0 para todo j′ ≥ j, obtemos

Nj−1
(
λ1N

j−1u + λ2N
j−2u + · · ·+ λj−1Nu + λju

)
= λ1N

j−1Nj−1u + λ2N
j−1Nj−2u + · · ·+ λj−1N

j−1Nu + λjN
j−1u

= λ1N
2j−2u + λ2N

2j−3 + · · ·+ λj−1N
j−2Nu + λjN

j−1u

= λjN
j−1u.

Logo,

λjN
j−1u = 0.

Como Nj−1u 6= 0, segue que λj = 0. Sobra, então,

λ1N
j−1u + λ2N

j−2u + · · ·+ λj−1Nu = 0.

Aplicando agora Nj−2 e proseguindo de maneira análoga, chegamos a

λj−1N
j−1u = 0.

Novamente, obtemos que λj−1 = 0. Repetimos o procedimento até chegar em

λ1N
j−1u = 0.

Como antes, isso implica em λ1 = 0. Portanto, todos os coeficientes se anulam, i.e.
λ1 = · · · = λj = 0, mostrando que o conjunto é linearmente independente. �

3. Forma normal de operadores nilpotentes

Podemos, agora, ver a forma normal de operadores nilpotentes. Vamos começar
com o caso em que o índice de nilpotência é igual à dimensão do espaço, caso este
em que só pode haver um ciclo e o operador é, então, cíclico. Em seguida, veremos o
caso geral.
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3.1. Forma normal no caso de operadores nilpotentes cíclicos. Com base
no que já vimos, podemos caracterizar, nesse momento, os operadores nilpotentes com
índice de nilpotência igual à dimensão do espaço, que nos dão operadores cíclicos.

Teorema 3.1. Seja N : X → X um operador nilpotente em um espaço de dimen-
são finita, com grau de nilpotência igual à dimensão do espaço, n = dim(X) ∈ N.
Então, para u ∈ ker(Nn) \ ker(Nn−1) arbitrário, temos que

b =
{{
Nn−1u, . . . ,Nu,u

}}
é uma base de X para a qual N é definido pelo ciclo

u
N7−→ Nu

N7−→ · · · N7−→ Nn−1u
N7−→ 0. (3.1)

Assim, vemos que N é um operador cíclico. Além disso, na base b, temos a represen-
tação canônica

[N]b =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 . (3.2)

Demonstração. Como N tem grau de nilpotência n, então Nn−1 6= 0. Com isso,
existe u ∈ X tal que Nn−1u 6= 0, com Nnu = 0. Graças à Proposição 2.1, o conjunto

b =
{{
Nn−1u, . . . ,Nu,u

}}
é linearmente independente. Como b contém n vetores e n é a dimensão do espaço
X, então b é uma base para X, provando o primeiro resultado. Naturalmente, essa
base tem a propriedade cíclica (3.1). Como é uma base, a transformação N está
completamente determinada por esse ciclo. Por conta da ordenação escolhida para o
ciclo, segue a representação (3.2). �

Observação 3.1. No caso em que o índice é menor do que a dimensão do es-
paço, temos, necessariamente, dois ou mais ciclos. Ciclos podem existir mesmo para
operadores que não sejam nilpotentes, pois podem ser nilpotentes apenas em um
determinado subespaço.

3.2. Forma normal no caso geral. Para provar o caso geral, de que um ope-
rador nilpotente possui uma base formada por um ou mais ciclos, vamos usar a
Proposição 1.1 e construir a base cíclica passo a passo. Para uma visualização da
construção dessa base, veja a Observação 3.3.
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Teorema 3.2 (Forma de Jordan de operador nilpotente). Seja N ∈ L(X) um
operador nilpotente com índice de nilpotência k ∈ N, em um espaço vetorial X de
dimensão finita. Então existem vetores w1, . . . ,wm e índices k1, . . . , km ∈ N, com
m ∈ N, tais que cada

bj =
{{
Nkj−1wj, . . . ,Nwj,wj

}}
é um ciclo com Nkjwj = 0 e o conjunto

b = b1 ∪ · · · ∪ bm

forma uma base de X. Nessa base b, o operador N tem uma estrutura de blocos,

[N]b =


J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Jm

 .
com blocos Jj de tamanho kj × kj e da forma

Jj =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 .
Demonstração. Primeiramente, se k = 1, então N = 0 e basta escolhermos

uma base qualquer b = {{w1, . . . ,wn}} de X e definir m = n e kj = 1, para todo j =
1, . . . , n. Nesse caso, bj = {{wj}} e Nwj = 0, para todo j, concluindo a demonstração
para esse caso. Os blocos nilpotentes são todos 1× 1, com Jj = [0].

Se k = n, onde n = dim(X), então basta aplicar o Teorema 3.1 e obtermos um
único bloco nilpotente J1 como em (3.2), com m = 1 e k1 = n.

Falta considerar, então, o caso 2 ≤ k ≤ n− 1. A ideia é escolher, sucessivamente,
para j = 1, . . . , k, bases para subespaços complementares a ker(Nk−j) em ker(Nk−j+1),
a partir dos vetores provenientes do “nível” superior e adicionando vetores, se neces-
sário. A “contabilidade” de vetores pode ser feita através dos seguintes contadores

mj = dim(ker(Nk−j+1))− dim(ker(Nk−j))

= dim(ker(Nk−j+1)/ ker(Nk−j)), j = 1, . . . , k.

Tomemos m0 = 0, para ajudar na notação. (O que também pode ser feito permitindo
j = 0 na definição acima, visto que ker(Nk+1) = ker(Nk) = X e X/X = {0} tem
dimensão nula.)
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Graças à Proposição 1.1, temos mj ≥ 1, para j = 1, . . . , k. Além disso, usando a
Proposição 1.9, temos

n = dim(X) = dim(ker(Nk))

= dim(ker(Nk)/ ker(Nk−1)) + dim(ker(Nk−1))

= dim(ker(Nk)/ ker(Nk−1)) + dim(ker(Nk−1)/ ker(Nk−2))

+ · · ·+ dim(ker(N2)/ ker(N)) + dim(ker(N))

= m1 +m2 + · · ·+mk.

Também podemos deduzir que a sequência é não-decrescente, i.e.

1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mk.

Isso pode ser obtido do Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem aplicado ao operador N
quando visto como operador agindo em

N : ker(Nk−j+1)/ ker(Nk−j)→ ker(Nk−j)/ ker(Nk−j−1),

mas também pode ser obtido diretamente da indução feita a seguir.
O objetivo é obter, indutivamente, conjuntos de vetores wmj+1, . . . ,wmj+1

até
completar o número suficiente de vetores cíclicos {w1, . . . ,wm}, com m = mk. Vamos
aos detalhes.

Começamos escolhendo representantes w1, . . . ,wm1 para uma base do espaço
quociente ker(Nk)/ ker(Nk−1), que é o mesmo que escolher esses vetores tais que
span{w1, . . . ,wm1} seja uma base para um espaço complementar a ker(Nk−1) em
ker(Nk) = X. Esses vetores existem pois definimos m1 como sendo a dimensão de
ker(Nk)/ ker(Nk−1) e sabemos que m1 ≥ 1. Assim, existem vetores w1, . . . ,wm1 tais
que

X = ker(Nk) = ker(Nk−1)⊕ span{w1, . . . ,wm1}. (3.3)
Podemos fazer a indução a partir desse ponto, mas, por questões didáticas, vamos
fazer mais um nível, para a ideia ficar mais clara e não se perder em tantos índices.
A ideia é observar que Nw1, . . . ,Nwm1 ∈ ker(Nk−1) \ ker(Nk−2) com

ker(Nk−2) ∩ span{Nw1, . . . ,Nwm1} = {0}. (3.4)

De fato, caso alguma combinação linear desses elementos nos dê

λ1Nw1 + · · ·+ λm1Nwm1 ∈ ker(Nk−2),

então
Nk−1(λ1w1 + · · ·+ λm1wm1) = 0,
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ou seja,
λ1w1 + · · ·+ λm1wm1 ∈ ker(Nk−1),

mas escolhemos esses vetores de tal forma que eles gerem um subespaço independente
de ker(Nk−1). Logo, devemos ter

λ1w1 + · · ·+ λm1wm1 = 0

E como esses vetores são linearmente independentes, então todos os coeficientes se
anulam,

λ1 = · · · = λm1 = 0,

o que implica em (3.4). Isso mostra, em particular, que a dimensão, m2, de ker(Nk−1)\
ker(Nk−2) é maior ou igual a m1, i.e.

m2 ≥ m1 ≥ 1.

E nos diz que ker(Nk−2) faz soma direta com span{Nw1, . . . ,Nwm1}. Mas essa soma
direta pode não ser todo o ker(Nk−1), que é o que acontece se m2 > m1. Nesse
caso, existem vetores linearmente independentes wm1+1, . . . ,wm2 que complementam
o espaço, ou seja,

ker(Nk−1) = ker(Nk−2)⊕ span{Nw1, . . . ,Nwm1} ⊕ span{wm1+1, . . . ,wm2}. (3.5)

Podemos escrever isso mesmo quando m2 = m1, entendendo que, nesse caso, o último
espaço gerado é o espaço trivial.

Vamos fazer a indução geral, agora. Assumimos, por indução em j, para 1 ≤ j ≤
k − 1, que obtivemos vetores w1, . . . ,wmj tais que

ker(Nk−j+1) = ker(Nk−j)

⊕ span{Nj−1w1, . . . ,N
j−1wm1}

⊕ span{Nj−2wm1+1, . . . ,N
j−2wm2}

...
⊕ span{wmj−1+1, . . . ,wmj}

= ker(Nk−j)⊕ span{Nj−iw`, ` = mi−1 + 1, . . . ,mi, i = 1, . . . , j}.

Isso pode ser escrito, de maneira mais sucinta, através dos índices k` definidos por

k` = k − i+ 1,

para
` = mi−1 + 1, . . . ,mi, i = 1, . . . , k.
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Com esses índices,

j − i = j − (k + 1− k`) = k` + j − k − 1, para ` = mi−1 + 1, . . . ,mi,

de modo que podemos escrever

ker(Nk−j+1) = ker(Nk−j)⊕ span{Nk`+j−k−1w`, ` = 1, . . . ,mj}. (3.6)

Cada índice k` tem a propriedade de que

Nk`w` = 0, Nk`−1w` 6= 0, ` = 1, . . . ,mj.

De fato, para ` = mi−1 + 1, . . . ,mi, com i = 1, . . . , j, temos k` = k − i + 1 e w` ∈
ker(Nk−i+1) \ ker(Nk−i), ou seja

Nk`w` = Nk−i+1w` = 0, Nk`−1w` = Nk−iw` 6= 0.

Assim, k` é o tamanho de cada ciclo
{{

w`, . . . ,N
k`−1w`

}}
.

Conforme feito no segundo passo da indução, consideramos a imagem, por N, dos
vetores Nk`+j−k−1w`, ` = 1, . . . ,mj, do espaço complementar na soma direta (3.6),
que forma o conjunto

{Nk`+j−kw`, ` = 1, . . . ,mj}.

De maneira análoga à feita nesse segundo passo da indução, temos que esse con-
junto é linearmente independente e gera um espaço complementar a ker(Nk−j−1) em
ker(Nk−j). Esse espaço gerado tem dimensão mj. Isso mostra, em particular, que

mj+1 ≥ mj.

Caso mj+1 > mj, podemos complementar com vetores wmj+1, . . . ,wmj+1
de tal forma

que

ker(Nk−j) = ker(Nk−j−1)

⊕ span{Nk`+j−kw`, ` = 1, . . . ,mj}
⊕ span{wmj+1, . . . ,wmj+1

}
= ker(Nk−j−1)⊕ span{Nk`+j−kw`, ` = 1, . . . ,mj+1}.

Caso mj+1 = mj, o último conjunto {wmj+1, . . . ,wmj+1
} é vazio, mas a expressão

continua valendo. Essa expressão nos dá exatamente (3.6) com j + 1 no lugar de j,
completando a indução. Isso nos diz que (3.6) vale para j = 1, . . . , k.



3. FORMA NORMAL DE OPERADORES NILPOTENTES 239

Expandindo (3.6), recursivamente, para j = 1, . . . , k, obtemos

X = ker(Nk−1)⊕ span{w1, . . . ,wm1}
= ker(Nk−2)⊕ span{Nk`−k+1w`, ` = 1, . . . ,m2} ⊕ span{w1, . . . ,wm1}
= ker(Nk−2)⊕ span{Nk`−k+1w`, ` = 1, . . . ,m2} ⊕ span{Nk`−kw`, ` = 1, . . . ,m1}
= ker(Nk−2)⊕ span{Nk`+h−k−1w`, ` = 1, . . . ,mh, h = 1, 2}
= · · ·
= span{Nk`+h−k−1w`, ` = 1, . . . ,mh, h = 1, . . . , k}.

Agora, trocamos a ordem do indexamento, tomando ` = 1, . . . ,mk e h = h`, . . . , k,
onde h` é tal que

hmi−1+1 = · · · = hmi = i, para i = 1, . . . ,mk,

ou seja, h` = i, para mi−1 + 1 ≤ ` ≤ mi. Isso nos dá que

X = span{Nk`+h−k−1w`, h = h`, . . . , k, ` = 1, . . . ,mk}.
Agora, para ` = mi−1 + 1, . . . ,mi, temos h` = i e, portanto, conforme h varia entre
h` e k, a potência k` + h− k − 1 do operador N no espaço gerado acima varia de

k` + h` − k − 1 = k − i+ 1 + i− 1 = k

a
k` + k − k − 1 = k` − 1.

Portanto, obtemos
X = span{Nk`−jw`, j = 1, . . . , k`, ` = 1, . . . ,mk}. (3.7)

o que nos dá, exatamente, a base
b = b1 ∪ · · · ∪ bm,

com m = mk. A forma canônica [N]b segue diretamente da estrutura da base. �

Observação 3.2. Uma base b com a forma descrita no Teorema 3.2 é chamada
de base de Jordan para o operador nilpotente N, enquanto que a forma de blocos [N]b
é chamada de forma canônica de Jordan de N. Definições mais gerais desses conceitos
são dadas na Definição 2.3 e na Definição 2.4.

Observação 3.3. A demonstração do Teorema 3.2 é construtiva. Escolhemos
representantes para a base de X/ ker(Nk−1). Descemos um nível, aplicando N, e
completamos com os representantes até uma base de ker(Nk−1)/ ker(Nk−2), e assim
sucessivamente, até uma base de ker(N) ≡ ker(N)/{0}. Esse processo de construção
da base b pode ser ilustrado pela seguinte figura:
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X/ ker(Nk−1)

ker(Nk−1)/ ker(Nk−2)

ker(Nk−2)/ ker(Nk−3)

...

ker(N)/{0}

w1

Nw1

N2w1

...

Nk−1w1

wm1

Nwm1

N2wm1

· · ·
...

Nk−1wm1

wm2

Nwm2

· · ·
...

Nk−2wm2

wm3

· · ·
...

Nk−3wm3

· · ·

wmk

0

Observação 3.4. Cada ker(Nk−j+1)/ ker(Nk−j) é isomorfo a qualquer comple-
mentar de ker(Nk−j) em ker(Nk−j+1), ou seja a qualquer subespaço S ′ ⊂ ker(Nk−j+1)
tal que

ker(Nk−j+1) = ker(Nk−j)⊕ S ′.
Também podemos dizer que mj = dim(ker(Nk−j+1)/ ker(Nk−j)) é a co-dimensão de
ker(Nk−j) como subespaço de ker(Nk−j+1).

3.3. Mais exemplos. Já vimos vários exemplos simples, na Seção 2.2. Vamos
ver mais alguns exemplos, a partir do processo descrito no Teorema 3.2.

Exemplo 3.1. Considere o operador N : R4 → R4 representado pela matriz

N =


−5 3 −19 17/2

4 1 5 0
2 −2 10 −5
0 −3 9 −6


Calculamos

N2 =


−1 1/2 −7/2 3/2
−6 3 −21 9

2 −1 7 −3
6 −3 21 −9

 e N3 = 0.

Observe que as linhas 2, 3 e 4 são múltiplos da primeira linha (L2 = 6L1, L3 =
−2L1, L4 = −6L1), de modo que o núcleo de N2 é tridimensional. Por sua vez,



3. FORMA NORMAL DE OPERADORES NILPOTENTES 241

escalonando N obtemos a forma
2 −2 10 −5
0 1 −3 2
0 0 0 0
0 0 0 0


de modo que o núcleo de N é bidimensional. Mais precisamente,

ker(N3) = R4 (dimensão 4),

ker(N2) = {(x, y, z, w); 2x− y + 7z − 3w = 0} (dimensão 3),
ker(N) = {(x, y, z, w); 2x− w + 4z = 0, y − 3z + 2w = 0} (dimensão 2).

Temos, também,

m1 = dim(ker(N3)/ ker(N2)) = codim(ker(N2)) = 4− 3 = 1,

m2 = dim(ker(N2)/ ker(N1)) = 3− 2 = 1,

m3 = dim(ker(N)/ ker(N0)) = dim(ker(N)) = 2− 0 = 2.

Como representante para uma base de dim(ker(N3)/ ker(N2)) (ou, de outra forma,
como geradores de um espaço complementar a ker(N2)), tomamos

w1 = (0, 0, 0, 1) ∈ ker(N3) \ ker(N2).

A partir desse, temos

N(w1) = (17/2, 0,−5,−6) ∈ ker(N2) \ ker(N), N2(w1) = (3/2, 9,−3,−9) ∈ ker(N).

Completamos uma base para ker(N) com (basta satisfazer 2x = w−4z e y = 3z−2w
e não ser múltiplo de N2w1)

w2 = (1,−4, 0, 2).

Dessa forma, encontramos os ciclos

(0, 0, 0, 1) 7−→ (17/2, 0,−5,−6) 7−→ (3/2, 9,−3,−9) 7−→ 0,

(1,−4, 0, 2) 7−→ 0.

Assim, na base
b =

{
N2w1,Nw1,w1,w2

}
,

obtemos a representação

[N]b =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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Exemplo 3.2. Considere o operador N : R6 → R6 dado por

N(x, y, z, u, v, w) = (x− y, x− z, x− z, x− z + u− v,
x− z + u− w, x− z + u− w)

que está associado à matriz

N =


1 −1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0
1 0 −1 0 0 0
1 0 −1 1 −1 0
1 0 −1 1 0 −1
1 0 −1 1 0 −1

 .
Calculamos

N2 =


0 −1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 −1 1 0 −1 1
0 −1 1 0 −1 1
0 −1 1 0 −1 1

 e N3 = 0.

Portanto,

ker(N3) = R6 (dimensão 6),

ker(N2) = {(x, y, z, u, v, w); z = y, w = v} (dimensão 4),
ker(N) = {(x, y, z, u, v, w); z = y = x, w = v = u} (dimensão 2).

Temos, também,

m1 = dim(ker(N3)/ ker(N2)) = 6− 4 = 2,

m2 = dim(ker(N2)/ ker(N1)) = 4− 2 = 2,

m3 = dim(ker(N)/ ker(N0)) = 2− 0 = 2.

Como representantes para uma base de dim(ker(N3)/ ker(N2)) (ou, de outra forma,
como geradores de um espaço complementar a ker(N2)), tomamos

w1 = (0, 1,−1, 0, 0, 0), w2 = (0, 0, 0, 0, 1,−1) ∈ ker(N3) \ ker(N2).

A partir desses, temos

N(w1) = (−1, 1, 1, 1, 1, 1), N(w2) = (0, 0, 0,−1, 1, 1).
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Esses geram classes de equivalência linearmente independentes em ker(N2)/ ker(N),
que tem, justamente, dimensão m2 = 2. Em seguida, temos

N2(w1) = (−2,−2,−2,−2,−2,−2), N2(w2) = (0, 0, 0,−2,−2,−2).

que geram classes de equivalência linearmente independentes em ker(N)/ ker(N0), com
dimensão exatamente m3 = 2. Assim, encontramos os ciclos

(0, 1,−1, 0, 0, 0) 7−→ (−1, 1, 1, 1, 1, 1) 7−→ (−2,−2,−2,−2,−2,−2) 7−→ 0,

(0, 0, 0, 0, 1,−1) 7−→ (0, 0, 0,−1, 1, 1) 7−→ (0, 0, 0,−2,−2,−2) 7−→ 0.

Na base

b =
{
N2w1,Nw1,w1,N

2w2,Nw2,w2

}
= {(−2,−2,−2,−2,−2,−2), (−1, 1, 1, 1, 1, 1), (0, 1,−1, 0, 0, 0)

(0, 0, 0,−2,−2,−2), (0, 0, 0,−1, 1, 1), (0, 0, 0, 0, 1,−1)} ,

temos a representação

[N]b =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 .

Exemplo 3.3. O Exemplo 3.2 começou com um espaço quociente de dimensão
dois e não foi necessário acrescentar mais vetores. Vamos fazer um outro exemplo,
em que isso é necessário. Vamos considerar o operador N : R6 → R6 dado por

N(x, y, z, u, v, w) = (x− 2y − z, 0, x− z, y + z + u− v/2− w/2,
x+ y + u− v/2− w/2, x+ y + u− v/2− w/2)

que está associado à matriz

N =


1 −2 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0
0 1 1 1 −1/2 −1/2
1 1 0 1 −1/2 −1/2
1 1 0 1 −1/2 −1/2





244 8. OPERADORES NILPOTENTES

Calculamos

N2 =


0 −2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0 0

 e N3 = 0.

Portanto,

ker(N3) = R6 (dimensão 6),

ker(N2) = {(x, y, z, u, v, w); y = 0} (dimensão 5),
ker(N) = {(x, y, z, u, v, w); y = 0; z = x = −u+ v/2 + w/2} (dimensão 3).

Temos, assim,

m1 = dim(ker(N3)/ ker(N2)) = 6− 5 = 1,

m2 = dim(ker(N2)/ ker(N1)) = 5− 3 = 2,

m3 = dim(ker(N)/ ker(N0)) = 3− 0 = 3.

Como representante para uma base do espaço unidimensional dim(ker(N3)/ ker(N2))
(ou, de outra forma, como gerador de um espaço complementar a ker(N2)), tomamos

w1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0) ∈ ker(N3) \ ker(N2).

A partir desse, temos
N(w1) = (−2, 0, 0, 1, 1, 1).

Para completar até uma base de ker(N2)/ ker(N), que tem dimensão m2 = 2, acres-
centamos o representante

w2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0).

Observe que, se
u ∈ span{Nw1,w2} ∩ ker(N) = {0},

então
u = αN(w1) + βw2 = (−2α, 0, β, α, α, α) ∈ ker(N),

deve satisfazer a condição z = x = −u+ v/2 + w/2, i.e.

β = −2α = −α + α/2 + α/2 = 0,

mostrando que α = β = 0, ou seja, u = 0, de modo que, como desejado,

span{Nw1,w2} ∩ ker(N) = {0}.
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Descendo mais, obtemos

N2(w1) = (−2, 0,−2, 0,−2,−2), N(w2) = (−1, 0,−1, 1, 0, 0),

cujas classes de equivalência são linearmente independentes em ker(N)/ ker(N0), com
dimensão m3 = 3. Assim, precisamos de mais um representante para completar a
base. Tomamos

w3 = (0, 0, 0, 0, 1,−1).

É fácil verificar que w3 ∈ ker(N) e que {N2(w1),N2(w1),w3} é LI. Desta forma,
encontramos os ciclos

(0, 1, 0, 0, 0, 0) 7−→ (−2, 0, 0, 1, 1, 1) 7−→ (−2, 0,−2, 0,−2,−2) 7−→ 0,

(0, 0, 1, 0, 0, 0) 7−→ (−1, 0,−1, 1, 0, 0) 7−→ 0,

(0, 0, 0, 0, 1,−1) 7−→ 0.

Na base

b =
{
N2w1,Nw1,w1,Nw2,w2,w3

}
= {(−2, 0,−2, 0,−2,−2), (−2, 0, 0, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 0, 0, 0)

(−1, 0,−1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1,−1)} ,
temos a representação

[N]b =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .
3.4. Demonstrações alternativas. Podemos fazer demonstrações alternativas

de vários passos da demonstração do Teorema 3.2 e até mesma da própria demons-
tração como um todo. Isso é discutido nas seguintes observações.

Observação 3.5. Uma outra demonstração do Teorema 3.2 pode ser dada via in-
dução no índice de nilpotência. Nela, assumimos que o resultado vale para operadores
nilpotentes até ordem k−1 e reduzimos um operador nilpotente N de ordem k, em um
espaço vetorial X, a um operador nilpotente de ordem k−1 dado por N|Im(N), ou seja,
dado pela restrição de N à sua imagem Im(N). Aplicando o resultado a N|Im(N), ob-
temos vetores v1, . . . ,vm′ ∈ Im(N) que são vetores cíclicos para N|Im(N) e que geram
uma base de Im(N) como descrita no Teorema 3.2 e onde m′ = dim(ker(N|Im(N))).
Em seguida, como esses vetores cíclicos estão na imagem de N, tomamos vetores
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w1, . . . ,wm′ tais que v` = Nw`, para ` = 1, . . . ,m′. Caso m′ < m = dim(ker(N)),
adicionamos wm′+1, . . . ,wm ∈ ker(N) de forma a completar a base. Deixamos os
detalhes para o leitor, como Exercício 5.17. Veja, também, as referências [9, 1].

Observação 3.6. Uma outra forma de fazer indução no índice de nilpotência,
para demonstrar o Teorema 3.2, é via espaço quociente. Assim como na Obser-
vação 3.5, assumimos que o resultado vale para operadores nilpotentes até ordem
k − 1. Dado um operador nilpotente N ∈ L(X) com índice de nilpotência k, con-
sideramos o espaço quociente X̃ = X/ ker(N) e o operador Ñ em X̃ que leva uma
classe [[u]] = u + ker(N) em Ñ [[u]] = [[Nu]] = Nu + ker(N). Não é difícil verificar
que Ñ é nilpotente com índice k − 1. Pela hipótese de indução, encontramos vetores
w1, . . . ,wmk−1

∈ X, com mk−1 = dim(ker(Ñ)) = dim(ker(N2)/ ker(N), cujas classes
[[w1]] , . . . ,

[[
wmk−1

]]
são vetores cíclicos gerando uma base de Jordan para Ñ. Cada

w` possui um índice mínimo k̃` tal que Ñk` [[w`]] = [[0]] mas Ñk`−1 [[w`]] 6= [[0]] , o
que significa dizer que Nk̃`w` ∈ ker(N) \ {0}. Os vetores Nk`w`, ` = 1, . . . ,mk−1 são
vetores linearmente independentes no núcleo de N. Caso eles não formem uma base
para ker(N), podemos acrescentar outros vetores wmk−1+1, . . . ,wmk para completar a
base de ker(N). Juntando todos esses vetores, obtemos uma base de Jordan para N.
Deixamos os detalhes para os leitores, como Exercício 5.19.

Observação 3.7. Na demonstração do Teorema 3.2, deduzimos que a união, em
j, dos conjuntos b′j forma, de fato, uma base, a partir da própria construção via soma
direta. Mas, a título de exercício, podemos dar uma demonstração mais direta de que
esse conjunto é linearmente independente. Para isso, podemos usar o indexamento
feito na expansão (3.7). Assim, podemos mostrar que se

m∑
`=1

k∑̀
j=1

λ`,jN
k`−jw` = 0,

então todo λ`,j = 0. Isso é feito aplicando-se sucessivamente Nk−j a essa combinação
linear, para j = 1, . . . , k, e usando que os vetores em cada nível são linearmente
independentes. Deixamos isso a cargo do leitor. Veja Exercício 5.20.

Observação 3.8. Podemos pensar a construção da base, feita no Teorema 3.2,
através de bases de espaços quocientes. Primeiramente, denotamos por ∼k−j a relação
de equivalência módulo ker(Nk−j), j = 1, . . . , k, i.e.

u ∼k−j v ⇔ v − u ∈ ker(Nk−j),

onde, por conveniência, incluímos N0 = I, com ker(N0) = ker(I) = {0}. A classe de
equivalência módulo ker(Nk−j) de um elemento u é denotada por [[(]] u)j.



3. FORMA NORMAL DE OPERADORES NILPOTENTES 247

Começamos, então, escolhendo representantes w1, . . . ,wm1 para uma base do es-
paço quociente ker(Nk)/ ker(Nk−1),{{

[[w1]]k−1 , . . . , [[wm1 ]]k−1

}}
.

Em seguida, aplicando N, “descemos” esses elementos para o nível

ker(Nk−1)/ ker(Nk−2),

obtendo os elementos {{
[[Nw1]]k−2 , . . . , [[Nwm1 ]]k−2

}}
. (3.8)

Um fato importante é que esses elementos são linearmente independentes. Uma de-
monstração direta desse fato é discutida na Observação 3.9. Observe que isso nos dá
que

m2 ≥ m1.

Caso m2 > m1, podemos completar até uma base de ker(Nk−1)/ ker(Nk−2),{{
[[Nw1]]k−2 , . . . , [[Nwm1 ]]k−2 , [[wm1+1]]k−2 , . . . , [[wm2 ]]k−2

}}
,

com novos representantes wm1+1, . . . ,wm2 , com o entendimento de que esse conjunto
extra é vazio, quando m2 = m1.

Agora, podemos supor, por indução, que tenhamos encontrado bases de cada
espaço quociente ker(Nk−i+1)/ ker(Nk−i), para i = 1, . . . , j < k, da forma{{[[

Ni−1w1

]]
k−i , . . . ,

[[
Ni−1wm1

]]
k−i , . . . ,

[[
wmi−1+1

]]
k−i , . . . , [[wmi ]]k−i

}}
.

Vamos “descer” mais um nível e completar até uma base de ker(Nk−j)/ ker(Nk−j−1),
se necessário. A questão mais delicada é mostrar que, aplicando N no caso i = j, o
conjunto{{[[

Njw1

]]
k−j−1

, . . . ,
[[
Njwm1

]]
k−j−1

, . . . ,

[[
Nwmj−1+1

]]
k−j−1

, . . . ,
[[
Nwmj

]]
k−j−1

}}
(3.9)

é linearmente independente. Uma demonstração direta disso pode ser vista na Ob-
servação 3.10. Com isso, podemos completar até uma base de

ker(Nk−j)/ ker(Nk−j−1),
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com{{[[
Njw1

]]
k−j−1

, . . . ,
[[
Njwm1

]]
k−j−1

, . . . ,
[[
Nwmj−1+1

]]
k−j−1

, . . . ,

[[
Nwmj

]]
k−j−1

,
[[

wmj+1

]]
k−j−1

, . . . ,
[[

wmj+1

]]
k−j−1

}}
.

Assim, podemos concluir a indução até j + 1 = k.

Observação 3.9. . Podemos dar uma demonstração mais direta da independên-
cia linear dos elementos (3.8). De fato, suponha que

λ1 [[Nw1]]k−2 + · · ·+ λm1 [[Nwm1 ]]k−2 = [[0]]k−2 .

Como [[0]]k−2 = ker(Nk−2), então

N (λ1w1 + · · ·+ λm1wm1) ∈ ker(Nk−2),

o que significa que
λ1w1 + · · ·+ λm1wm1 ∈ ker(Nk−1).

Mas, na classe de equivalência módulo ker(Nk−1), isso nos dá

λ1 [[w1]]k−1 + · · ·+ λm1 [[wm1 ]]k−1 = [[0]]k−1 .

Como
{{

[[w1]]k−1 , . . . , [[wm1 ]]k−1

}}
é LI, visto que é uma base de ker(Nk)/ ker(Nk−1),

então
λ1 = · · · = λm1 = 0,

mostrando que
{{

[[Nw1]]k−2 , . . . , [[Nwm1 ]]k−2

}}
é LI.

Observação 3.10. Podemos, também, dar uma demonstração mais direta de
(3.9). Considere, então, uma combinação linear tal que

λ1

[[
Njw1

]]
k−j−1

+ · · ·+ λm1

[[
Njwm1

]]
k−j−1

+ · · ·+ λmj−1+1

[[
Nwmj−1+1

]]
k−j−1

+ · · ·+ λmj
[[
Nwmj

]]
k−j−1

= [[0]]k−j−1 .

Isso significa que

λ1N
jw1 + · · ·+ λm1N

jwm1 + · · ·+ λmj−1+1Nwmj−1+1

+ · · ·+ λmjNwmj ∈ ker(Nk−j−1).
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Ou seja,

λ1N
j−1w1 + · · ·+ λm1N

j−1wm1 + · · ·+ λmj−1+1wmj−1+1

+ · · ·+ λmjwmj ∈ ker(Nk−j).

Mas isso, por sua vez, significa que

λ1

[[
Nj−1w1

]]
k−j + · · ·+ λm1

[[
Nj−1wm1

]]
k−j + · · ·+ λmj−1+1

[[
wmj−1+1

]]
k−j

+ · · ·+ λmj
[[

wmj

]]
k−j = [[0]]k−j .

Como esses elementos formam um conjunto LI, deduzimos que

λ1 = · · · = λmj = 0,

mostrando que o conjunto (3.9) é linearmente independente.

4. Aplicações

4.1. O sistema massa-mola com amortecimento crítico.

5. Exercícios

Exercícios
5.1. Verifique que o operador considerado no Exemplo 1.6 é, de fato, nilpotente

de índice exatamente 2.
5.2. Seja X um espaço vetorial de dimensão n ∈ N. Mostre que, para qualquer

inteiro 0 ≤ k < n, existe um operador linear N : X → X em X tal que
N2 = 0 e dim(Im(N)) = k. Mostre, ainda, que não é possível ter um com
k = n.

5.3. Mostre que um operador linear N : X → X em um espaço vetorial X é
2-nilpotente, i.e. N2 = 0, se, e somente se, Im(N) ⊂ ker(N).

5.4. Seja N : X → X um operador linear em um espaço vetorial X. Suponha
que N seja nilpotente e que ker(N) ∩ Im(N) seja trivial. Mostre que N é o
operador nulo, N = 0.

5.5. Seja N ∈ L(X) um operador nilpotente em um espaço vetorial X, com índice
de nilpotência k ∈ N. Mostre que Im(N) ⊂ ker(Nk−1). Mais geralmente,
mostre que Im(Nj) ⊂ ker(Nk−j), para j = 0, 1, . . . , n

5.6. Em cada um dos itens a seguir, dê um exemplo de operador nilpotente N ∈
L(Rn) de índice k sob as condições dadas, indicando exemplos de ciclos que
caracterizam o operador.
(a) n = 3, k = 3, Im(N) = ker(N2) e Im(N2) = ker(N);
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(b) n = 4, k = 2, Im(N) = ker(N);
(c) n = 4, k = 2, Im(N) $ ker(N);
(d) n = 4, k = 3, Im(N) $ ker(N2) e Im(N2) $ ker(N);
(e) n = 5, k = 3, Im(N) $ ker(N2) e Im(N2) $ ker(N);
(f) n = 6, k = 2, Im(N) = ker(N);
(g) n = 6, k = 2, Im(N) $ ker(N);

5.7. É possível termos exemplos de operadores nilpotentes N ∈ L(Rn) de índice
k sob as seguintes condições? Caso positivo, dê um exemplo e exiba ciclos
que caracterizam o operador. Em caso negativo, justifique.
(a) n = 3, k = 3, Im(N) $ ker(N2) e Im(N2) $ ker(N);
(b) n = 4, k = 3, Im(N) = ker(N2) e Im(N2) = ker(N);
(c) n = 5, k = 3, Im(N) = ker(N2) e Im(N2) = ker(N);

5.8. Considere o operador N : R4 → R4 associado à matriz

N =


−123 −37 185 40
−3 −1 5 1
−80 −24 120 26
−12 −4 20 4


Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base b associada a esse(s) ciclo(s) e a
representação do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.

5.9. Considere o operador N : R4 → R4 associado à matriz

N =


1 2 0 5
6 −5 17 −38
−3 0 −6 9
−2 1 −5 10


Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base b associada a esse(s) ciclo(s) e a
representação do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.

5.10. Considere o operador N : R6 → R6 associado à matriz

N =


−3 1 3 0 −1 0
−2 1 2 0 −1 0
−1 0 −1 1 1 0
−5 1 7 −1 −3 1

2 −1 −6 2 3 0
−1 0 1 0 −1 1


Ache um ciclo ou conjunto de ciclos, a base b associada a esse(s) ciclo(s) e a
representação do operador nessa base, conforme o enunciado no Teorema 3.2.
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5.11. Considere o operador N : P
(3)
R [x]→ P

(3)
R [x] definido no espaço de polinômios

de grau no máximo três por N(p) = p′′−p′, onde p′ e p′′ indicam as derivadas
de primeira e de segunda ordem de um polinômio p = p(x), onde x ∈ R.
Mostre que N é nilpotente, com índice de nilpotência igual à dimensão do
espaço e encontre um ciclo p3 7→ p2 7→ p1 7→ p0.

5.12. Verifique que qualquer matriz n×n da forma a seguir é nilpotente com índice
2:

a1 a1 · · · a1
...

... . . . ...
an−1 an−1 · · · an−1

−a1 − . . .− an−1 −a1 − . . .− an−1 . . . −a1 − . . .− an−1

 .
5.13. Verifique que qualquer matriz n × n da forma a seguir é cíclica, ou seja,

nilpotente com índice n:
2 2 · · · 2 1− n

n+ 2 1 · · · 1 −n
1 n+ 2

. . . 1 −n
... . . . . . . 1

...

1 · · · . . . n+ 2 −n


5.14. Considere o operador N : P

(3)
R [x]→ P

(3)
R [x] definido no espaço de polinômios

de grau no máximo três por N(p) = p′′′ − p′′, onde p′′ e p′′′ indicam as
derivadas de segunda e de terceira ordem de um polinômio p = p(x), onde
x ∈ R. Encontre o índice de nilpotência de N e ciclos que, juntos, foram uma
base de P

(3)
R [x].

5.15. Seja N : X → X um operador nilpotente de índice k, em um espaço vetorial
X. Mostre que I− N é invertível, com inversa

(I− N)−1 = I + N + N2 + · · ·+ Nk−1 =
k−1∑
j=0

Nj.

Observe a semelhança com a expansão
∑∞

j=0 θ
j = 1/(1− θ).

5.16. Seja N : X → X um operador nilpotente de índice k, em um espaço vetorial
X. Mostre que I + N é invertível e encontre uma fórmula para a inversa
(I + N)−1 em termos de potências de N.

5.17. Faça os detalhes da demonstração do Teorema 3.2 via redução do operador
à sua imagem, conforme descrito na Observação 3.5.
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5.18. Considerando os vetores da base
{Nk`−jw`, ` = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k`},

associada a um operador nilpotente de acordo com o Teorema 3.2, identifique
quais desses vetores formam uma base para a imagem Im(N) de N. Em se-
guida, identifique quais formam uma base para Im(Nj), para j = 1, . . . , k−1.
Identifique, por fim, quais vetores formam uma base para Im(Nj) ∩ ker(Ni),
para j = 1, . . . , k − 1 e i = 1, . . . , k − 1.

5.19. Faça os detalhes da demonstração do Teorema 3.2 via espaço quociente ao
núcleo, conforme descrito na Observação 3.6.

5.20. Conforme indicado na Observação 3.7, verifique que o conjunto
{Nk`−jw`, ` = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k`}

é linearmente independente, assumindo (3.6), com vetores Nk`+j−k−1w`, ` =
1, . . . ,mj, linearmente independentes.



CAPíTULO 9

Teoria Espectral

Oh, let the sun beat down upon my face, stars to
fill my dream.

– Kashmir (Physical Graffiti)
Led Zeppelin, 1975

A teoria espectral busca decompor um operador linear em seus componentes fun-
damentais, revelando a estrutura que define o seu comportamento como transformação
do espaço. Assim como a luz solar se dispersa em um espectro de cores ao atravessar
um prisma, um operador pode ser entendido através de seus autovalores e autoveto-
res, que mapeiam as direções principais de influência e as escalas de magnitude da
transformação.

1. Fundamentos

1.1. Autovalores e autovetores. Como visto nos primeiros cursos de Álgebra
Linear, há certas “direções” privilegiadas no espaço, em que um operador age apenas
esticando, contraindo e/ou refletindo os vetores naquela direção, ou seja, mudando
a escala e/ou o sentido, mas sem alterar a direção. Além disso, vimos que pode
haver várias dessas direções, com mudanças de escala e direção, diferentes ou não, e
que, muitas vezes, caracterizam completamente o operador. Em alguns outros casos,
envolvendo operadores nilpotentes, essa caracterização pode não ser completa, mas é
um passo fundamental. Vamos, aqui, relembrar essa ideia, associada aos conceitos de
autovalor, autovetor e autoespaço.

Definição 1.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
sobre um corpo K. Um escalar λ ∈ K é dito um autovalor de T quando existe um
vetor u ∈ X tal que u 6= 0 e

Tu = λu.

Um tal vetor não nulo u é chamado de autovetor de T associado ao autovalor λ.
253
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Exemplo 1.1. Por exemplo, o operador T : R2 → R2 definido por

T(x, y) = (2x,−6y)

tem, como autovalores, λ1 = 2 e λ2 = −6. Um autovetor de λ1 = 2 é o vetor

u1 = (1, 0),

ou qualquer múltiplo não nulo dele, ou seja, qualquer u = (x, 0), com x 6= 0, é um
autovetor, satisfazendo

T(x, 0) = (2x, 0) = 2(x, 0).

Um autovetor de λ2 = −6 é o vetor

u2 = (0, 1),

ou qualquer u = (0, y), com y 6= 0, visto que

T(0, y) = (0,−6y) = −6(0, y).

Qualquer outro vetor não nulo muda de direção, visto que

T(x, y) = (2x,−6y),

cuja inclinação é −6y/2x = −3y/x, que é diferente de y/x, que a inclinação do vetor
original.

1.2. Autoespaços. O conjunto de todos os autovetores associados a um de-
terminado autovalor gera um subespaço linear chamado de autoespaço, conforme a
definição a seguir.

Definição 1.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
sobre um corpo K. Se λ ∈ K é um autovalor de T, então o autoespaço de T
associado a λ é o conjunto V (T, λ) definido por

V (T, λ) = ker(T− λI) = {u ∈ X; Tu = λu}.

Observação 1.1. Observe que, em V (T, λ), na Definição 1.2, não se exige que
u seja diferente do vetor nulo. Ou seja, o autoespaço é formado pela união entre o
conjunto de autovetores e o vetor nulo. Desta forma, ele se torna um subespaço. De
fato, se u,v ∈ V (T, λ) e α ∈ K, então

T(u + αv) = Tu + αTv = λu + αλv = λ(u + αv),

de modo que u + αv ∈ V (T, λ), mostrando que V (T, λ) é um subespaço.
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Observação 1.2. No corpo dos reais, nem todo operador possui autovalor. O
exemplo clássico é a rotação no plano, digamos R : R2 → R2 dado por

R(x, y) = (−y, x), (x, y) ∈ R2,

que é a rotação de noventa graus no sentido trigonométrico. Se Ru = λu, para algum
u = (x, y), então devemos ter (−y, x) = λ(x, y). Nesse caso, −y = λx e x = λy, de
modo que x = λy = −λ(−y) = −λ(λx) = −λ2x. Se x = 0, então y = −λx = 0 e
u = (0, 0) não pode ser autovetor. Se x 6= 0, então λ2 = −1, que por sua vez, não tem
solução real. Ou seja, não existe autovalor real λ de R, pois este deveria satisfazer
λ2 = −1. Na base canônica e = {{(1, 0), (0, 1)}}, temos a representação

[R]e =

[
0 −1
1 0

]
.

Observação 1.3. Nos complexos, no entanto, o operador R : C2 → C2, dado por

R(ξ, η) = (−η, ξ), (ξ, η) ∈ C2,

que é a complexificação do operador rotação da Observação 1.2, tem autovalores
complexos ±i. Para achar os autoespaços, devemos resolver{

−η = ±iξ,
ξ = ±iη,

Multiplicando a primeira equação por −i, obtemos a segunda equação, ou seja, nos
complexos, as duas equações são reduntantes. Isso define os autoespaços:

V (T, i) = {(ξ, η); η = −iξ} = {(ξ,−iξ); ξ ∈ C} = span{(1,−i)}
e

V (T,−i) = {(ξ, η); η = iξ} = {(ξ, iξ); ξ ∈ C} = span{(1, i)}
ambos de dimensão 1. Como a dimensão do espaço é dois, temos

C2 = V (T, i)⊕ V (T,−i)
Além disso, na base b = {{(1,−i), (1, i)}}, temos

[R]b =

[
i 0
0 −i

]
.

O que faz isso funcionar é o fato de C ser um corpo algebricamente fechado, o que
significa dizer que qualquer polinômio não constante sobre os complexos possui raiz.
Neste exemplo, o polinômio em questão é λ2 +1 = 0. Essa propriedade dos complexos
será explorada na próxima seção, para garantir que todo operador linear sobre um
espaço vetorial complexo de dimensão finita possui autovalor.
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Um resultado que é trivial mas que não custa ressaltar é o de que um autoespaço
é um subespaço invariante pela transformação.

Proposição 1.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X e
suponha que λ seja um autovalor de T. Então o autoespaço V (T, λ) = ker(T−λI) é um
subespaço invariante por T, com T(V (T, λ)) = V (T, λ), se λ 6= 0, e T(V (T, λ)) = {0},
se λ = 0.

Demonstração. De fato, se u ∈ V (T, λ), então Tu = λu ∈ V (T, λ), mostrando
que V (T, λ) é invariante. Caso λ = 0, então naturalmente Tu = 0, para todo
u ∈ V (T, λ), de modo que T(V (T, λ)) = {0}. Se λ 6= 0, dado u ∈ V (T, λ), basta
tomar v = u/λ para obter Tv = Tu/λ = λu/λ = u, mostrando que T(V (T, λ)) =
V (T, λ). �

1.3. Espectro de um operador. O conjunto de autovalores é de fundamental
importância no estudo de um operador. Vamos ver que, a partir dele, pelo menos
em dimensão finita, podemos caracterizar completamente um operador, obtendo que
ele é similar a uma forma canônica dentro de uma classe finita bem definida de
formas canônicas. Ou seja, conseguimos identificar por completo um conjunto de
representantes do espaço quociente L(X)/ ∼, segundo a relação de similaridade de
operadores.

Em dimensão finita, esse conjunto de autovalores leva o nome especial de espectro.
Em dimensão infinita, no entanto, esse conjunto de autovalores não é suficiente. Por
isso o conceito de espectro é generalizado de uma maneira ligeiramente diferente,
dependendo de (T − λI) ser ou não um isomorfismo de X, ou seja, ser ou não uma
bijeção em X (veja Definição 2.3), como se segue.

Definição 1.3. Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T ∈ L(X) um operador em X. O espectro de T, denotado por σ(T), é definido
por

σ(T) = {λ ∈ K; (T− λI) não é um isomorfismo de X}.

Como dito acima, em dimensão finita, isso é equivalente ao conjunto de autovalo-
res.

Teorema 1.1. Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T ∈ L(X) um operador em X. Supondo X de dimensão finita, o espectro σ(T)
de T é formado pelo conjunto de autovalores de X.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2, o operador (T− λI) é bijetivo se, e somente
se, ker(T−λI) = {0}, o que é equivalente a dizer que não existe um vetor não nulo u
tal que (T−λI)u = 0, o que significa dizer que λ não é autovalor de T. Dito de outro
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modo, λ ∈ σ(T) se, e somente se, λ é um autovalor de T, ou seja, o espectro, no caso
de dimensão finita, é exatamente o conjunto de autovalores do operador. �

Observação 1.4. Em dimensão infinita, podemos ter o núcleo de T − λI não
trivial, ou seja, T − λI injetivo, mas sem que T − λI seja bijetivo. Nesse caso, o
espectro contém não apenas autovalores, mas outros escalares também. Em espaços
normados de dimensão infinita, um conceito que veremos no Capítulo 11, podemos
diferenciar os casos em que T−λI não é sobrejetivo e com a imagem podendo ser densa
no espaço ou não. Assim, temos o espectro dividido em três partes. O espectro pontual
σp(T) feito dos escalares λ tais que T − λI não é injetivo, ou seja, os autovalores. O
espectro contínuo σc(T) em que T−λI é injetivo mas não é bijetivo e a sua imagem é
densa no espaço (i.e. o fecho da imagem é o espaço todo). O espectro residual σr(T)
em que T− λI é injetivo mas a sua imagem não é nem densa no espaço todo.

De qualquer forma, para todo λ fora do espectro, temos que T− λI é um isomor-
fismo do espaço. O conceito de raio espectral nos dá uma limitação do espectro.

Definição 1.4. Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K real ou complexo e
seja T ∈ L(X) um operador em X. O raio espectral de T é definido por

ρ(T) = sup
λ∈σ(T )

|λ|.

Observação 1.5. Em dimensão finita, esse raio espectral é sempre finito e é o má-
ximo dos módulos dos autovetores. Veremos mais adiante que o número de autovalores
é, no máximo, igual a dimensão do espaço, digamos λ1, . . . , λk, com k ≤ n = dim(X).
Nesse caso, ρ(T) = max{|λ1|, . . . , |λk|}. Veremos, no Capítulo 11, que, mesmo em
dimensão finita, se consideramos um operador T limitado (veja Definição 2.6), então
ρ(T) também é finito.

Curiosidade 1.1. O espectro aparece de forma fundamental em conjunto com o
tratamento de operadores via fórmula de Cauchy, de integração complexa. Veja, por
exemplo, Observação 3.1.

2. Diagonalização no caso de um conjunto completo de autovetores

Se for possível encontrar uma base formada por autovetores, então decompor
o espaço nos autoespaços associados aos autovalores caracteriza completamente o
operador através de simples operadores de mudança de escala, em cada autoespaço.
Do ponto de vista de representação matricial, o operador toma a forma diagonal,
nessa base.
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2.1. Autoespaços de autovalores distintos. Um resultado importante, que
iremos explorar, é o de que autoespaços de autovalores distintos são independentes.
Isso será fundamental para a decomposição do espaço em subespaços invariantes em
que um determinado operador atua de uma forma mais simples. Primeiramente,
vamos ver o caso de dois autoespaços, apenas para efeitos didáticos, visto que a
demonstração no caso geral pode ser feita de maneira independente.

Proposição 2.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
sobre um corpo K. Sejam λ, µ ∈ K autovalores distintos de T. Então

V (T, λ) ∩ V (T, µ) = {0},

onde V (T, λ) = ker(T− λI) e V (T, µ) = ker(T− µI) são os autoespaços associados a
λ e µ.

Demonstração. Suponha que u ∈ V (T, λ) ∩ V (T, µ). Nesse caso, temos Tu =
λu e Tu = µu, de modo que

λu = µu.

Como λ 6= µ, então u = 0. �

Agora, vamos ao caso de autoespaços de vários autovalores distintos.

Proposição 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial
X sobre um corpo K. Sejam λ1, . . . , λk ∈ K autovalores distintos de T. Então os
autoespaços V (T, λj) = ker(T− λj I) são subespaços independentes entre si, de modo
que vale a soma direta

V (T, λ1)⊕ · · · ⊕ V (T, λk).

Demonstração. Graças ao Teorema 1.1, basta mostrar que, se uj ∈ V (T, λj),
j = 1, . . . , k, com

u1 + u2 + · · ·+ uk = 0, (2.1)
então cada uj = 0 é nulo. Como de hábito, podemos mostrar isso por indução em k.
Se k = 1, só temos um autoespaço e a condição (2.1) se reduz a u1 = 0, que nos diz
diretamente que u1 deve ser nulo.

Agora, supondo o resultado válido até k−1, aplicamos (T−λ1I) à expressão (2.1),
de modo que

0 + (T− λ1I)u2 + · · ·+ (T− λ1I)uk = 0.

Como cada uj é autovetor, isso nos dá

(λ2 − λ1)u2 + · · ·+ (λk − λ1)uk = 0.
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Pela hipótese de indução, isso significa que

(λj − λ1)uj = 0,

para j = 2, . . . , k. Como os autovalores são distintos, então

uj = 0,

para j = 2, . . . , k. Por fim, como todos esses vetores se anulam, (2.1) nos diz que

u1 = 0,

completando a demonstração. �

2.2. Diagonalização.

Teorema 2.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N. Suponha que {w1, . . . ,wn} seja uma base formada
por autovetores de T, associados a autovalores λ1, . . . , λn, distintos ou não. Então, a
representação [T]b de T nessa base é a matriz diagonal

[T]b =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 λn

 (2.2)

Demonstração. Seja b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual a b. Isso significa que
〈fi,wj〉 = δij é o Delta de Kronecker. Agora, a matriz [T]b = (aij)

i,j=n
i,j=1 é dada pelos

coeficientes aij = 〈fi,Twj〉. Assim, usando que cada wj é um autovetor, temos

aij = 〈fi,Twj〉 = 〈fi, λjwj〉 = λj〈fi,wj〉 = λjδij,

que é exatamente a matriz (2.2). �

No Teorema 2.1, definindo Pj como sendo o operador projeção sobre span{wj} ao
longo de span{w1, . . . ,wj−1,wj+1, . . . ,wn}, podemos escrever

I = P1 + · · ·+ Pn

e
T = λ1P1 + · · ·+ λnPn.

Mas os autovalores podem ser repetidos, com autoespaços de dimensão maior do que
um, sendo mais natural juntar os autovetores iguais nos seus respectivos autoespaços
e reescrever isso da seguinte maneira.
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Teorema 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N, com autovalores λ1, . . . , λk, com 1 ≤ k ≤ n, com
autoespaços de dimensão nj = dim(V (T, λj)), j = 1, . . . , k. Suponha que

n = n1 + · · ·+ nk. (2.3)

Então
X = V (T, λ1)⊕ · · · ⊕ V (T, λn). (2.4)

Além disso, definindo Pj ∈ L(X) o operador projeção sobre V (T, λj) ao longo de
⊕i 6=jV (T, λi), então

I = P1 + · · ·+ Pk (2.5)
e

T = λ1P1 + · · ·+ λkPk. (2.6)
A representação matricial em uma base b = b1∪· · ·∪ bk formada pela união de bases
arbitrárias bj = {wj

1, . . . ,w
j
nj
} de cada autoespaço V (T, λj) toma a forma de blocos

[T]b =


λ1In1

λ2In2

. . .
λkInk

 . (2.7)

Demonstração. Como os autoespaços são independentes, conforme visto na
Proposição 2.2, e as dimensões deles somam até a dimensão do espaço, garantido pela
condição (2.3), então o espaço todo X é soma direta dos autoespaços, provando (2.4).
Graças a isso, as projeções Pj somadas dão a identidade, nos dando (2.5).

Em cada autoespaço, temos Tu = λju, para todo u ∈ V (T, λj), o que nos dá, em
geral, que

TPju = λjPju,

para todo u ∈ X. Assim, usando (2.5), temos

Tu = T(P1u + · · ·+ Pku) = λ1P1u + · · ·+ λkPku = (λ1P1 + · · ·+ λkPk)u,

o que significa dizer que vale a identidade (2.6).
Por fim, na base b = b1 ∪ · · · ∪ bk conforme descrita no enunciado, sendo b∗ a

base dual com funcionais fmi , i = 1, . . . , nm, m = 1, . . . , k, temos

〈fmi ,Twj
l 〉 = λj〈fmi ,w

j
l 〉 = λjδmjδil,

ou seja, 〈fmi ,Twj
l 〉 = 0, em diferentes blocos m 6= j; 〈fji ,Twj

l 〉 = 0, no mesmo bloco
m = j mas fora da diagonal, i.e. i 6= l; e apenas 〈fji ,Twj

i 〉 = λj, no mesmo bloco
m = j e na diagonal l = i, provando (2.7). �
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A condição de termos uma base formada por autovetores pode ser garantida caso
tenhamos n autovalores distintos, onde n é a dimensão do espaço. Isso é consequência
imediata do Teorema 2.2.

Corolário 2.1. Suponha que T ∈ L(X) tenha n autovalores distintos λ1, . . . , λn,
associados a autovetores w1, . . . ,wn, respectivamente, em um espaço vetorial X de di-
mensão finita n ∈ N. Então b = {{w1, . . . ,wn}} forma uma base de X de autovetores
de T, de forma que o Teorema 2.1 se aplica.

Demonstração. Cada autoespaço tem dimensão no mínimo um. Como são n
autovalores, então necessariamente a dimensão nj de cada um deles deve ser exata-
mente nj = 1, com n1+. . .+nn = n, de modo que podemos aplicar o Teorema 2.2. �

Exemplo 2.1. Considere o operador T : R3 → R3 dado por

T(x, y, z) = TA(x, y, z) = (2x− y + z, x+ z, x− y + 2z),

associado à matriz

[T]e = A =

2 −1 1
1 0 1
1 −1 2

 ,
na base canônica e. Os autovalores são 1 e 2, com

V (T, 1) = {y = x+ z} = {(x, y, z); y = x+ z} = {(r, r + s, s); r, s ∈ R}
e

V (T, 2) = {z = y = z} = {(x, y, z); z = x = y} = {(s, s, s); s ∈ R}.
Observe que

n1 = dim(V (T, 1)) = 2, n2 = dim(V (T, 2)) = 1, n1 + n2 = 3 = n = dim(X).

Portanto, a operador é diagonalizável. Podemos tomar {(1, 1, 0), (0, 1, 1)} como base
de V (T, 1) e {(1, 1, 1)} como base de V (T, 2). Assim, temos a base de autovetores

b = {{(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}} .
que gera subespaços invariantes. Para obtermos a representação de T na base b,
aplicamos o operador a cada vetor da base e representamos o resultado em termos
dos vetores da base,

T(1, 1, 0) = (1, 1, 0) = 1(1, 1, 0) + 0(0, 0, 1) + 0(0, 1, 0),

T(0, 1, 1) = (0, 1, 1) = 0(1, 1, 0) + 1(0, 0, 1) + 0(0, 1, 0),

T(1, 1, 1) = (2, 2, 2) = 0(1, 1, 0) + 2(0, 0, 1) + 0(0, 1, 0).
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Como era de se esperar, obtemos uma representação em forma diagonal, com os
autovalores na diagonal, na ordem dos respectivos autovetores da base, i.e.

[T]b = [I]eb[T]e[I]
b
e = M−1AM =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 ,
onde

M = [I]be =

1 0 1
1 1 1
0 1 1


é a matriz mudança de base, da base b pra base canônica e.

Vamos, agora, ver um exemplo com autovalores complexos.

Exemplo 2.2. Considere o operador T : C3 → C3 dado por

T(ξ, η, ζ) = TA(ξ, η, ζ) = (2η − ζ, ξ + η − 2ζ,−2ξ + 2η + ζ),

associado à matriz

A = [T]e =

 0 2 −1
1 1 −2
−2 2 1

 ,
representando T na base canônica e. Os coeficientes reais e esse operador também
pode ser visto como um operador linear restrito a R3, mas alguns dos seus autovalores,
2, i,−i, são complexos, com

T(1, 1, 0) = 2(1, 1, 0)

T(1− 3i, 2− i, 1− 3i) = i(1− 3i, 2− i, 1− 3i)

T(1 + 3i, 2 + i, 1 + 3i) = −i(1 + 3i, 2 + i, 1 + 3i).

Escolhendo a base de autovetores

b = {{(1, 1, 0), (1− 3i, 2− i, 1− 3i), (1 + 3i, 2 + i, 1 + 3i)}} ,

obtemos a representação diagonal

[T]b = [I]eb[T]e[I]
b
e = M−1AM =

1 0 0
0 i 0
0 0 −i

 ,
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onde M = [I]be é a matriz mudança de base, da base b para a base canônica e, dada
por

M =

1 1− 3i 1 + 3i
1 2− i 2 + i
0 1− 3i 1 + 3i

 .
3. Autovalores complexos e forma triangular superior

Se existir uma base de autovetores, podemos, em princípio, obter uma represen-
tação na forma diagonal. Mas algumas questões ainda se impõem. Como podemos
verificar a existência de uma base de autovetores e obter essa base, caso ela exista?
O que podemos fazer caso uma base de autovetores não exista?

Nesse sentido, vamos verificar a existência de autovalores no corpo dos complexos
e a existência de uma forma triangular. Em seguida vamos buscar refinar essa repre-
sentação em uma forma diagonal em blocos, com blocos, de certa forma, mínimos.

Um ponto fundamental é que, no corpo dos complexos, todo operador linear em
um espaço de dimensão finita possui pelo menos um autovalor. Isso sai do fato de
que todo polinômio complexo possui pelo menos uma raiz. Vejamos esse resultado
e outros que podem ser deduzidos dele sem muita dificuldade, como a existência de
uma representação em forma triangular.

3.1. Existência de autovalores complexos. O próximo resultado é funda-
mental.

Teorema 3.1 (Existência de autovalor complexo em dimensão finita). Seja T ∈
L(X) um operador linear em um espaço não trivial de dimensão finita X sobre o
corpo C dos complexos. Então T possui pelo menos um autovalor.

Demonstração. Seja n = dim(X). Como X é de dimensão finita e é não
trivial, então n ∈ N. Seja u ∈ X não nulo e considere a sequência de n + 1 vetores
u,Tu, . . . ,Tnu. Como essa sequência tem mais vetores do que a dimensão do espaço,
eles formam, necessariamente, um conjunto linearmente dependente. Assim, existem
escalares complexos c0, . . . , cn ∈ C, nem todos nulos, tais que

c0u + c1Tu + · · · cnTnu = 0.

Como u 6= 0, então não podemos ter apenas c0 diferente de zero. Algum coeficiente
ck, k ≥ 1, deve ser diferente de zero. Seja k o maior coeficiente não nulo, de forma
que 1 ≤ k ≤ n com ck 6= 0 e

c0u + c1Tu + · · · ckTku = 0. (3.1)
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Considere, então, o polinômio de grau k

p(z) = c0 + c1z + · · · ckzk.

Como ck 6= 0 com k ≥ 1, o polinômio p = p(z) não é constante. Como todo polinô-
mio complexo não constante pode ser fatorado como produto de monômios, existem
ζ1, . . . , ζk ∈ C, não necessariamente distintos, tais que

p(z) = ck(z − ζ1)(z − ζ2) · · · (z − ζk).

Assim, podemos escrever

p(T) = ck(T− ζ1I)(T− ζ2I) · · · (T− ζkI).

Da condição (3.1), temos

p(T)u = ck(T− ζ1I)(T− ζ2I) · · · (T− ζkI)u = 0.

Nesse caso, devemos ter
(T− ζiI)v = 0,

para algum i = 1, . . . , n e algum v 6= 0, onde

v =

{
u, se i = k,

(T− ζi+1I) · · · (T− ζkI)u, se 1 ≤ i < k.

Isso quer dizer que
Tv = ζiv,

com v 6= 0, ou seja, ζi é um autovalor com autovetor associado v, provando que existe
pelo menos um autovalor complexo. �

Observação 3.1. A demonstração do Teorema 3.1 não quer dizer que todos
as raízes ζ1, . . . , ζn sejam autovalores nem que todos os autovalores sejam raízes do
polinômio, como ocorre na fatoração do polinômio característico visto nos cursos
iniciais de Álgebra Linear e que será visto mais pra frente. O polinômio construído
acima depende do vetor inicial u, não é uma propriedade única do operador. E isso
também não quer dizer que um vetor u qualquer seja um autovetor. O autovetor v
da demonstração é obtido de u, iterando os monômios obtidos a partir do próprio u,
como em uma “auto-correção” de rumo. O Exemplo 3.1 ilustra um caso das raízes do
polinômio não capturar todos os autovalores, enquanto que o Exemplo 3.2 ilustra um
caso do polinômio possuir raízes que não são autovalores. O Exemplo 3.3 ilustra um
caso com autovalores complexos.
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Observação 3.2 (Subespaços de Krylov). Usamos a hipótese do espaço ser de
dimensão finita para deduzir que a sequência u,Tu, . . . ,Tnu forma, necessariamente,
um conjunto linearmente dependente. Essa sequência está associada aos chamados
subespaços de Krylov , de ordem k, onde

Kk(T,u) = span{u,Tu, . . . ,Tk−1u}.
Eles formam um conjunto não decrescente de subespaços de X. E são encaixantes, no
sentido de que TKk(T,u) ⊂Kk+1(T,u). Subespaços de Krylov aparecem em métodos
numéricos iterativos, para, por exemplo, encontrar autovalores e autovetores e na
resolução de sistemas lineares de alta ordem, onde métodos diretos são mais custosos.
E também são vistos na construção da forma canônica de operadores nilpotentes (veja
Observação 2.1).

Exemplo 3.1. Para efeito ilustrativo, vamos ver quem são o polinômio p, as raízes
ζi e o vetor v, do Teorema 3.1, em exemplos específicos. Considere, como primeiro
exemplo, o operador T : R3 → R3 definido por

T(x, y, z) = (x, 2y, 3z), (x, y, z) ∈ R3,

cujos autovalores são 1, 2 e 3. Seja u = (1, 1, 0) e considere a sequência de vetores u,
T(u), T2(u), e T3(u), que nesse caso formam o conjunto

{(1, 1, 0), (1, 2, 0), (1, 4, 0), (1, 8, 0)}.
São quatro vetores em R3, portanto linearmente dependentes. (Podemos conside-
rar isso em C3, também, mas, nesse exemplo, as raízes são reais então isso não é
necessário.) Temos, por exemplo,

2(1, 1, 0)− 3(1, 2, 0) + (1, 4, 0) + 0(1, 8, 0) = (0, 0, 0).

Nesse caso, o polinômio p é
p(z) = 2− 3z + z2.

Suas raízes são reais, iguais a 1 e 2, que são parte dos autovalores, mas não são todos.
Podemos escrever

p(z) = (z − 1)(z − 2) = (z − 2)(z − 1)

Como u = (1, 1, 0) não é autovetor, então obtemos que

(T− 2I)u = (1, 2, 0)− 2(1, 1, 0) = (−1, 0, 0)

é autovetor associado ao autovalor 2 e

(T− I)u = (1, 2, 0)− (1, 1, 0) = (0, 1, 0)

é autovetor associado ao autovalor 1. Nesse exemplo, as duas raízes de p são auto-
valores do operador, que também possui outros autovalores. Observe que o vetor u
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escolhido inicialmente pertence ao subespaço gerado pelos autoespaços de 1 e 2, por
isso ele não “enxerga” o autovalor 3. A questão, agora, é se é possível obter um exem-
plo em que o polinômio possui raízes que não são autovalores do operador. Vejamos
o próxima Exemplo 3.2.

Exemplo 3.2. Considere, agora, o operador (nilpotente) N(x, y) = (y, 0). Seja
u = (1, 0). Então a sequência u,Nu,N2u é (1, 0), (0, 0), (0, 0). Podemos escolher
c0 = 0 e c1, c2 arbitrários que vale

c0(1, 0) + c1(0, 0) + c2(0, 0) = (0, 0).

Assim,

p(z) = c1z + c2z
2 = c2z

(
z +

c1

c2

)
= c2(z − ζ1)(z − ζ2),

com
ζ1 = 0, ζ2 = −c1

c2

.

Assim, encontrarmos o autovalor nulo ζ1 = 0 e uma outra raiz qualquer ζ2, visto que
c1 e c2 são arbitrários. Escolhendo c1 = 0 e c2 6= 0, então ζ2 = 0 e p(z) = c2z

2. Mas
para c1, c2 6= 0, temos que ζ2 não é autovalor.

Exemplo 3.3. Como último exemplo, vamos considerar a rotação R(x, y) =
(−y, x) em (x, y) ∈ R2. Tomando u = (1, 1), temos Ru = (−1, 1) e R2u = −u.
Portanto, o polinômio anulador de u é

p(z) = 1 + z2,

que não possui raízes reais. Para isso, precisamos considerar a complexificação
R(ξ, η) = (−η, ξ), (ξ, η) ∈ C2, de R. Agora, sim, podemos considerar a fatoração

p(z) = 1 + z2 = (z − i)(z + i).

Com isso,
p(R) = I + R2 = (R− iI)(R + iI) = (R + iI)(R− iI).

Temos que
v = (R + iI)u = (−1, 1) + i(1, 1) = (i− 1, i+ 1)

é autovetor associado ao autovalor i, visto que
R(i− 1, i+ 1) = (−i− 1, i− 1) = i(i− 1, i+ 1) = iv.

Da mesma forma, pode-se verificar que v = (R − iI)u é autovetor associado ao au-
tovalor −i. Observe, para concluir, que p(R) = 0 é nulo, pois ele coincide com o
polinômio característico (e com o polinômio minimal, que também veremos mais pra
frente). Mas, como visto nos outros exemplos, nem sempre teremos o polinômio p(T)
construído no Teorema 3.1 se anulando em todo o espaço.
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3.2. Forma triangular superior. Obter a forma diagonal de um operador dia-
gonalizável ou a forma de Jordan de um operador qualquer, em dimensão finita, não
é algo tão imediato. Mas a forma triangular não requer muito esforço.

No caso de uma matriz triangular superior n× n, ou seja, da forma
a11 a12 · · · · · · a1n

0 a22 · · · · · · a2n
... . . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · 0 ann

 ,
vemos que um vetor com as últimas colunas nulas é levado em outro vetor com (pelo
menos) as mesmas últimas colunas nulas, i.e.

(x1, x2, . . . , xj, 0, . . . , 0) 7−→

( ∑
1≤k≤j

a1kxk,
∑

2≤k≤j

a2kxk, . . . , ajjxj, 0, . . . , 0

)
.

Podemos ver isso, mais facilmente, usando uma estrutura de blocos,[
A B
0 D

](
p
0

)
=

(
Ap
0

)
,

com as dimensões apropriadas.
Em termos de subespaços vetorias, podemos dizer que

T span{e1, . . . , ek} ⊂ span{e1, . . . , ek},
ou, de outra forma, que span{e1, . . . , ek} é invariante por T, conforme visto para
blocos na Seção 2.4 do Capítulo 6. Mais geralmente, temos a seguinte versão mais
detalhada do Teorema 2.3 do Capítulo 6.

Teorema 3.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N. Se b = {{w1, . . . ,wn}} é uma base de X tal que

T(span{w1, · · · ,wj}) ⊂ span{w1, · · · ,wj},
para todo j = 1, . . . , n, então a representação de T na base b tem a forma triangular

[T]b =


a11 a12 · · · · · · a1n

0 a22 · · · · · · a2n
... . . . . . . ...

...
... . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · 0 ann

 (3.2)
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Demonstração. Basta observar que, dado um vetor

u = x1w1 + · · ·+ xkwj ∈ span{w1, · · · ,wj}
a sua imagem Tu também está em neste espaço gerado, i.e.

Tu = y1w1 + · · ·+ yjwj ∈ span{w1, · · · ,wj},
para coeficientes apropriados, de forma que, para i > j, a coordenada i de Tu, se
anula, restando uma forma triangular superior.

Ou, de outra maneira, considerando a base dual b∗ = {{f1, . . . , frf}} , temos que
os coeficientes 〈fi,Twj〉 de [T]b se anulam para i > j, visto que Twj span{w1, . . . ,wj}
e {{fi,w`}} = 0, para 1 ≤ ` ≤ j. �

3.3. Existência da forma triangular superior. No caso de espaços vetoriais
complexos, como a existência de autovalor está garantida, podemos usar um método
indutivo para deduzir que um operador sempre possui uma forma triangular.

Teorema 3.3. Seja T ∈ L(X) um espaço vetorial complexo X de dimensão finita
n = dim(X) ∈ N. Então existe uma base b satisfazendo as condições do Teorema 3.2
e, portanto, T possui a forma triangular superior nessa base.

Demonstração. Se dim(X) = 1, então [T]b = [a] para algum escalar a, em
qualquer base, que é trivialmente triangular (i.e. T(span{w1}) ⊂ span{w1}, para
qualquer base {w1}), sendo o resultado válido nesse caso.

Considere, agora, n = dim(X) > 1 e suponha o resultado válido em qualquer
espaço de dimensão estritamente menor do que n. Vamos mostrar que também vale
para n.

Seja, então, T ∈ L(X) arbitrário em X, onde dim(X) = n. Como o espaço é
complexo de dimensão finita, existe pelo menos um autovalor λ1 de T. Seja w1 6= 0
um autovetor de T associado ao autovalor λ1. Considere o subespaço S = span{w1}.
Como w1 é autovetor, o subespaço S é invariante por T >

Tomemos um complementar qualquer S ′ de S, de modo que

X = S ⊕ S ′.
Seja P ∈ L(X) a projeção sobre S ao longo de S ′, com Q = I − P sendo a projeção
sobre S ′ ao longo de S. O operador

T1 = QT|S′

é um operador em S ′ e a dimensão de S ′ é n − 1. Pela hipótese de indução, existe
uma base

b′ = {w2, . . . ,wn}
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tal que [T1]b′ = [QT|S′ ]b′ é triangular superior. Vamos mostrar que

b = {{w1,w2, . . . ,wn}}
é uma base em que o próprio T é triangular superior.

Para isso, sendo b∗ = {{f1, . . . , fn}} a base dual associada a b, temos que mostrar
que 〈fi,Twj〉 = 0, para i > j.

Sabemos que Tw1 = λ1w1, pois w1 é autovetor. Assim,

〈fi,Tw1〉 = λ1〈fi,w1〉 = 0,

para i > 1, o que segue da dualidade entre as bases.
Também sabemos que 〈fi,QTwj〉 = 0, para i > j ≥ 2, visto que [QT|S′ ]b′ é

triangular superior e {{f2, . . . , fn}} é base dual a b′. Com isso, para i > j ≥ 2, temos

〈fi,Twj〉 = 〈fi,PTwj〉+ 〈fi,QTwj〉 = 0 + 0 = 0,

onde o primeiro termo se anula porque PTwj projeta em span{w1} e 〈fi,w1〉 = 0
para i > 1, enquanto que o segundo termo se anula pela hipótese de indução. Isso
completa a demonstração. �

Exemplo 3.4. Considere, novamente, o operador T : R3 → R3, do Exemplo 2.1,
dado por

TA(x, y, z) = (2x− y + z, x+ z, x− y + 2z),

associado à matriz

A =

2 −1 1
1 0 1
1 −1 2


Podemos verificar que a base

b = {{(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}}
gera subespaços invariantes encaixantes,

S1 = span{(1, 1, 0)}, S2 = span{(1, 1, 0), (0, 0, 1)},
S3 = {(1, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0)} = R3.

Para obtermos a representação de T na base b, aplicamos o operador a cada vetor da
base e representamos o resultado em termos dos vetores da base,

T(1, 1, 0) = (1, 1, 0) = 1(1, 1, 0) + 0(0, 0, 1) + 0(0, 1, 0),

T(0, 0, 1) = (1, 1, 2) = 1(1, 1, 0) + 2(0, 0, 1) + 0(0, 1, 0),

T(0, 1, 0) = (−1, 0,−1) = −1(1, 1, 0)− 1(0, 0, 1) + 1(0, 1, 0).
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Assim, obtemos a forma triangular superior

[T]b = M−1AM =

1 1 −1
0 2 −1
0 0 1

 ,
onde

M = [I]be =

1 0 0
1 0 1
0 1 0


é a matriz mudança de base, da base b pra base canônica e.

Observação 3.3. Na demonstração do Teorema 3.3, também podemos considerar
o subespaço S como sendo todo o autoespaço associado ao autovalor λ, i.e. S =
V (T, λ) = ker(T − λI), e então complementar com um subespaço S ′ qualquer, X =
S ⊕ S ′, que será de dimensão n1 = n− dim(V (T, λ)) < n.

Observação 3.4. Uma outra maneira de demonstrar o Teorema 3.3 é considerar
S = =(T − λ), que é invariante por T, e complementar esse subespaço com um
subespaço qualquer S ′, de modo que X = S⊕S ′. Sendo λ um autovalor, o subespaço
S ′ tem dimensão n1 = dim(S ′) menor do que n = dim(X) <∞. Se n1 = 0, então X =
ker(T− I) = V (T, λ) e, assim, T = λI, com a matriz sendo diagonal em qualquer base.
Se 1 ≤ n1 < n, então S e S ′ têm dimensões estritamente menores do que n e, por uma
hipótese de indução, ambos possuem bases em que são triangulares superiores. Pela
invariância de S, quaisquer bases que tomarmos para S e S ′ podem ser combinadas,
nessa ordem, para nos dar uma base b de X em que [T]b é triangular superior em
blocos. Escolhendo bases em que cada bloco da diagonal é triangular superior, a
matriz completa [T]b também será triangular superior. Deixamos a verificação dos
detalhes desse argumento como Exercício 5.4.

3.4. Autovalores e a diagonal da forma triangular. De posse da forma
triangular, podemos deduzir que todos os elementos da diagonal são autovalores, nos
dando, portanto, n autovalores, contando multiplicidades, onde n é a dimensão do
espaço. Os elementos da diagonal podem ser obtidos via base dual, conforme feito no
Teorema 2.1.

Teorema 3.4. Seja T ∈ L(X) em um espaço vetorial complexo X de dimensão
finita n = dim(X) ∈ N e seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base satisfazendo as condições
do Teorema 3.2, com T possuindo forma triangular superior nessa base. Então, todos
os elementos da diagonal dessa representação são autovalores de T.
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Demonstração. Seja [T]b = (aij)ij a forma triangular superior de T nessa base,
de modo que aij = 0 quando i > j. De maneira geral, temos, por conta da forma
triangular superior, que

Twj = a1jw1 + · · ·+ anjwn = a1jw1 + · · ·+ ajjwj, (3.3)

Em particular, para j = 1, temos

Tw1 = a11w1,

ou seja, λ1 = a11 é autovalor, com autovetor w1.
Agora, para 1 < j ≤ n, observe, de (3.3) que, passando o último termo para o

lado esquerdo,

(T− ajjI)wj = a1jw1 + · · ·+ a(j−1)jwj−1 ∈ span{w1, . . . ,wj−1},

Além disso, para 1 ≤ i ≤ j − 1, temos, por conta da forma triangular superior, que

(T−ajjI)wi = a1iw1 + · · ·+aiiwi−ajjwi ∈ span{w1, . . . ,wi} ⊂ span{w1, . . . ,wj−1}.

Logo,

(T− ajj I) span{w1, . . . ,wj} ⊂ span{w1, . . . ,wj−1} $ span{w1, . . . ,wj}.

Aplicando o Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem ao operador (T − ajjI) restrito ao
subespaço j-dimensional span{w1, . . . ,wj}, vemos que

dim(ker(T− ajjI)) = j − dim(Im(T− ajjI))
≥ j − dim(span{w1, . . . ,wj−1}) = j − (j − 1) = 1.

Portanto, existe pelo menos um vetor não nulo uj no núcleo de T−ajjI, o que significa
que

(T− ajj I)uj = 0,

que por sua vez nos dá

Tuj = ajjuj,

com uj 6= 0. Em outras palavras, λj = ajj é um autovalor, com autovetor associado
uj ∈ span{w1, . . . ,wj}.

Como isso vale para todo j = 1, . . . , n, a demonstração está completa. �
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Observação 3.5. É instrutivo enxergar a demonstração do Teorema 3.4 na forma
matricial. Temos

[T]b =



? · · · ? ? ? · · · ?
. . . ...

...
...

...
? ? ? · · · ?

ajj ? · · · ?
? · · · ?

. . . ...
?


, [T− ajj I]b =



? · · · ? ? ? · · · ?
. . . ...

...
...

...
? ? ? · · · ?

? · · · ?
? · · · ?

. . . ...
?


.

Assim, se aplicamos (T− ajjI) a um vetor u em span{w1, . . . ,wj}, obtemos

[T− ajjI]bu =



? · · · ? ? ? · · · ?
. . . ...

...
...

...
? ? ? · · · ?

? · · · ?
? · · · ?

. . . ...
?





?
...
?
?
0
...
0


=



?
...
?
0
0
...
0


,

ou seja, descemos pelo menos uma dimensão, para span{w1, . . . ,wj−1}. Desse modo,
o núcleo de T− ajjI não pode ser trivial e ajj é autovalor.

Observação 3.6. Lembremos que, usando a base b = {{w1, . . . ,wn}} e a base
dual b∗ = {{f1, . . . , fn}}, no Teorema 3.4, os elementos ajj da diagonal, que são auto-
valores, são dados por ajj = 〈fj,wj〉.

O resultado acima diz que todos os valores da diagonal são autovalores, mas não
quer dizer que todos os autovalores estão na diagonal. Ou seja, em princípio, poderia
ter algum outro autovalor que não aparece em uma determinada forma triangular. É
claro que, dado um autovalor, podemos começar a construir a base com um autove-
tor associado a esse autovalor, de forma que ele apareceria como primeiro elemento
da diagonal dessa base assim construída. Mas isso não quer dizer, ainda, que esse
processo abarcaria todos os autovalores. O resultado a seguir garante isso.

Teorema 3.5. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X de dimensão finita n = dim(X) ∈ N e seja λ um autovalor de T. Suponha
que b = {{w1, . . . ,wn}} seja uma base satisfazendo as condições do Teorema 3.2,
com T possuindo forma triangular superior nessa base. Então, para algum inteiro
1 ≤ j ≤ n, temos λ = ajj, onde ajj é um elemento da diagonal da representação
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[T]b = (aij)
i,j=n
i,j=1 de T nessa base. Ou seja, todos os autovalores de T aparecem na

diagonal de qualquer forma triangular superior de T.

Demonstração. A ideia é começar escrevendo um autovetor u, de um autovalor
λ, como

u = x1w1 + . . .+ xjwj,

onde j é o maior inteiro tal que xj é não nulo na representação de u na base b. Em
seguida, observamos que, por um lado, como u é autovetor,

Tu = λu = λx1w1 + . . .+ λxjwj,

enquanto que, usando a forma triangular superior, temos

Tu = x1Tw1 + . . .+ xjTwj

= (a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1jxj)w1 + (a22x2 + · · ·+ a2jxj)w2 + · · ·+ ajjxjwj.

Como os coeficientes são únicos, temos

λxj = ajjxj,

sendo que xj 6= 0, ou seja,

λ = ajj.

�

Observação 3.7. Os resultados acima garantem que todos os elementos da diago-
nal de uma forma triangular são autovalores e todos os autovalores estão na diagonal
de qualquer forma triangular. Mas não garantem, que, caso a diagonal tenha au-
tovalores repetidos, as multiplicidades deles serão sempre as mesmas em qualquer
forma triangular. Mais precisamente, se os autovalores são 2 e 3 em um espaço de
dimensão três, não há nada garantindo, até o momento, que eu não possa ter uma
diagonal com elementos 2, 2, 3, em uma base, e 2, 3, 3, em outra. Mas esse resultado é
verdade, ou seja, todas as formas triangulares vão ter as mesmas diagonais, a menos
de permutações. Em particular, se o autoespaço do autovalor 2 tem dimensão dois
e o do autovalor 3 tem dimensão um, então todas as formas triangulares superiores
terão, na sua diagonal, dois elementos iguais a 2 e apenas um elemento igual a 1. Não
provaremos isso diretamente, porque, em particular, depende do conceito de autoes-
paço generalizado, que introduzimos a seguir. Vamos, então, ver esse resultado sobre
a multiplicidade dos autovalores na diagonal como consequência do Teorema 2.3.
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4. Aplicações

5. Exercícios

Exercícios
5.1. Formule uma versão do Teorema 3.2 para obter uma representação do ope-

rador na forma triangular inferior.
5.2. Formule e demonstre uma versão do Teorema 3.3 para a existência de uma

forma triangular inferior.
5.3. Formule e demonstre uma versão do Teorema 3.4 para a diagonal da forma

triangular inferior de um operador em um espaço vetorial complexo não tri-
vial de dimensão finita.

5.4. Verifique as afirmativas do Observação 3.4
5.5. Encontre o maior subespaço de Krylov Kk(A,u) = span{u,Au, . . . ,Ak−1u}

associado ao vetor u = (1, 1, 1, 1) e à matriz

A =


4 −1 0 0

10 −2 0 −1
−1 0 2 1

2 −1 0 2

 .
5.6. Considere a matriz

A =

−4 21 −16
−5 18 −12
−4 12 −7


e o vetor u = (5, 0, 2). Mostre que {u,Au,A2u} é linearmente dependente
e ache um polinômio p(z) = az2 + bz + c tal que aA2u + bAu + cu = 0.
Use esse polinômio para encontrar um dos autovalores de A e um autovetor
associado.

5.7. Considere, novamente, a matriz do Exercício 5.6,

A =

−4 21 −16
−5 18 −12
−4 12 −7


mas agora com o vetor u = (1, 0, 0). Mostre que {u,Au,A2u,A3u} é line-
armente independente e ache um polinômio p(z) = az3 + bz2 + cz+ d tal que
aA3u + bA2u + cAu + du = 0 e use esse polinômio para encontrar o outro
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autovalor de A (No Exercício 4.3, pedimos para encontrar os autoespaços ge-
neralizados e, em particular, deduzir que esses são os dois únicos autovalores
de A.).

5.8. Seja X um espaço vetorial complexo de dimensão finita n = dim(X). Sejam
A,B ∈ L(X) dois operadores lineares em X que comutam entre si, i.e. AB =
BA.
(i) Mostre que se λ é um autovalor de A, então o autoespaço V (A, λ) é

invariante por B.
(ii) Mostre que existe um vetor w1 que é autovetor de A e de B (com auto-

valores possivelmente diferentes).
(iii) Mostre que existe uma base b = {{w1, . . . ,wn}} tal que ASj ⊂ Sj e

BSj ⊂ Sj, para todo j = 1, . . . , n, onde Sj = span{w1, . . . ,wj} (ou seja,
ambos A,B podem ser representados por matrizes triangulares superiores
na mesma base b).





CAPíTULO 10

Forma canônica de Jordan

If you listen very hard, the tune will come to you
at last.

– Stairway to Heaven (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Mesmo quando um operador linear não é diagonalizável, é possível construir uma
estrutura que organiza o operador em blocos quase diagonais. Essa é a chamada
forma canônica de Jordan. Essa representação canônica integra autovalores e au-
tovetores generalizados em uma configuração mínima e universal. Ao decompor o
operador até a sua essência, as propriedades geométricas e algébricas que pareciam
desconexas finalmente se alinham, oferecendo uma visão completa e irredutível da
ação do operador.

1. Autoespaços generalizados

No caso diagonalizável, obtemos uma base de autovetores. Mas nem sempre um
operador é diagonalizável. Nesse caso, os autovetores não são suficientes para gerar
o espaço todo. Para isso, temos o conceito de autoespaço generalizado.

1.1. Autovetor e autoespaço generalizados. No caso de um operador nilpo-
tente N ∈ L(X), com índice de nilpotência k > 0, o único autovalor é λ = 0, mas o
conjunto de autovetores não gera o espaço todo. De fato, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. Seja N ∈ L(R2) dado por N(x, y) = (y, x). Então um par
autovalor-autovetor (λ,u) satisfaz a equação vetorial Nu = λu, que tem a forma

N(x, y) = (y, 0) = λ(x, y).

Isso pode ser escrito na forma de sistema,{
y = λx,

0 = λy,

277
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Se λ 6= 0, então y = 0 e, com isso, x = 0 também, logo λ não pode ser autovalor. Se
λ = 0, então y = 0 e x pode ser qualquer real. Como um autovetor deve ser não nulo,
então devemos ter x 6= 0, y = 0 e λ = 0. Ou seja, o único autovalor é λ = 0 e o seu
autoespaço é o eixo x,

V (T, 0) = ker(T− 0I) = ker(T) = {(x, y) ∈ R2; y = 0} = {(x, 0) ∈ R2, x ∈ R}
= {eixo x} = span{(1, 0)}.

Mas sabemos que N2(0, 1) = (0, 0). Na base canônica e = {{(1, 0), (0, 1)}}, o operador
toma a forma

[T]b =

[
0 1
0 0

]
No exemplo acima, completamos a base com um vetor que não é autovetor, mas

que de certa forma está associado ao autovalor λ = 0. Ele não está no núcleo de
T−λI, mas está no núcleo de alguma potência desse operador. Nesse sentido, fazemos
a seguinte definição.

Definição 1.1 (Autovetor generalizado e autoespaço generalizado). Seja T ∈
L(X) um operador linear em um espaço vetorial X sobre um corpo K. Seja λ ∈ K
um autovalor de T. Dizemos que u ∈ X é um autovetor generalizado de índice
k ∈ N quando u ∈ ker(T− λI)k \ ker(T− λI)k−1. O conjunto G(T, λ) definido por

G(T, λ) =
⋃
k∈N

ker(T− λI)k

é chamado de autoespaço generalizado de T, associado ao autovalor λ.

Observação 1.1. Naturalmente, no caso k = 1, temos ker(T − λI)k = ker(T −
λI) = V (T, λ), com ker(T − λI)k−1 = ker(I) = {0}, de modo que um autovalor
generalizado de índice k = 1 é simplesmente um autovalor.

Observação 1.2. Não custa ressaltar que

V (T, λ) = ker(T− λI) ⊂
⋃
k∈N

ker((T− λI)k) = G(T, λ).

O autoespaço generalizado é, também, um subespaço invariante pela transforma-
ção.

Teorema 1.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X e
suponha que λ seja um autovalor de T. Então o autoespaço generalizado G(T, λ) =
∪k∈N ker(T − λI) é um subespaço invariante por T. Além disso, se u ∈ G(T, λ) é
um autovetor generalizado com índice k, então Tu é um autovetor generalizado com
índice no máximo k.
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Demonstração. Seja u ∈ G(T, λ). Então existe k ∈ N tal que (T− λI)ku = 0.
Seja v = Tu. Então

(T− λI)kv = (T− λI)kTu = T(T− λI)ku = T0 = 0,

de modo que v = Tu ∈ G(T, λ), mostrando que G(T, λ) é invariante por T. Além
disso, v tem um índice no máximo igual ao de u, como autovetor generalizado. �

Observação 1.3. No Teorema 1.1, o vetor v = Tu tem o mesmo índice k de u,
como autovalor generalizado, quando o autovalor λ 6= 0, e tem índice k − 1, quando
λ = 0. Deixamos a verificação disso para o leitor, como Exercício 4.1.

Exemplo 1.2. Tomemos como exemplo o operador linear em R3 associado à
matriz

A =

 0 1 3
−4 4 4

0 0 3


Como veremos no Exemplo 2.2, os autovalores são 2 e 3. Para λ = 3, o autoespaço é
dado por  y + 3z = 3x

−4x + 4y + 4z = 3y
3z = 3z

cujas soluções são dadas por y = 0 e z = x. Portanto, temos o autoespaço associado

V (A, 3) = {y = 0, z = x} = {(s, 0, s); s ∈ R}.
Para λ = 2, o autoespaço deve satisfazer é dado por y + 3z = 2x,

−4x + 4y + 4z = 2y,
3z = 2z

Nesse caso, z = 0 e o sistema se reduz a{
y = 2x,

−4x + 4y = 2y,

cuja solução é y = 2x. Portanto,

V (A, 2) = {(x, y, z); z = 0, y = 2x} = {(r, 2r, 0), r ∈ R}
Nesse caso, achamos dois autovalores, cada um com autoespaço de dimensão um.
Ou seja, não há como termos uma base de autovalores para diagonalizar o operador.
Vamos buscar um autoespaço generalizado de dimensão maior, para completar o
espaço.
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Vamos olhar para o núcleo de (A− 3I)2, que é dado por

(A− 3I)2 =

5 −2 −5
8 −3 −8
0 0 0


O núcleo é dado pelas soluções do sistema{

5x− 2y − 5z = 0,

8x− 3y − 8z = 0.

Multiplicando a primeira equação por 8, a segunda por 5 e subtraindo uma da outra,
obtemos y = 0 e z = x, que é o próprio autoespaço, ou seja

G(A, 3) = V (A, 3).

Vamos, agora, ver o autoespaço generalizado associado ao autovalor 2. Como o espaço
tem dimensão três, esperamos que G(A, 2) tenha dimensão dois, pois é o máximo que
o espaço comporta dado que G(A, 3) = V (A, 3) tem dimensão um. Temos

(A− 2I)2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 1


O núcleo é dado pela solução do sistema associado, que nesse caso se reduz a z = 0.
Logo,

G(A, 2) = ker((A− 2I)2) = {z = 0} = {(x, y, 0); x, y ∈ R}.

Exemplo 1.3. No caso de um operador em X = R7 associado à matriz

A =



2 1 0 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 0 3


,

temos

V (A, 2) = ker(A− 2I) = span{e1, e4},
ker(A− 2I)2 = span{e1, e2, e4, e5}

G(A, 2) = ker(A− 2I)3 = span{e1, e2, e3, e4, e5}
V (A, 3) = ker(A− 3I) = span{e6, e7}
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e
X = R7 = G(A, 2)⊕ V (A, 3).

Observação 1.4. Em dimensão finita, os subespaços ker((T−λI)k) devem parar
de crescer a partir de algum k ∈ N finito, de modo que o operador (T − λI) restrito
ao autoespaço generalizado G(T, λ) é um operador nilpotente e vale

{0} $ ker(T− λI) $ · · · $ ker(T− λI)k = G(T, λ).

Observação 1.5. Em dimensão infinita, podemos ter um autoespaço generalizado
também de dimensão infinita e com espaços estritamente crescentes ker(T−λI)k, k ∈
N. De fato, considere X = C(R) o espaço das funções infinitas vezes continuamente
diferenciáveis e seja D = d/dt o operador derivada de uma função escalar x = x(t).
O autoespaço de D associado a um λ ∈ R qualquer é a solução geral da equação
diferencial

dx
dt

= λx,

ou seja,
V (D, λ) =

{
x ∈ X; x(t) = C0e

λt
}
.

Agora, para um k ∈ N qualquer, temos que x(t) = tk−1eλt pertence ao núcleo de
(D− λI)k. Mais precisamente, podemos escrever

ker((D− λ)k) =
{

(a0 + a1t+ . . .+ ak−1t
k−1)eλt; a0, . . . , ak−1 ∈ R

}
,

para k ∈ N arbitrário. Com isso,

G(T, λ) =
⋃
k∈N

ker((D− λ)k)

= {(a0 + a1t+ . . .+ ak−1t
k−1)eλt; k ∈ N, a0, . . . , ak−1 ∈ R}.

Veja, também, o Exemplo 1.5 do Capítulo 8.

1.2. Independência de autoespaços generalizados de autovalores distin-
tos. O resultado da Proposição 2.1 se estende para autoespaços generalizados.

Teorema 1.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
sobre um corpo K. Sejam λ, µ ∈ K autovalores distintos de T. Então

G(T, λ) ∩G(T, µ) = {0},

onde G(T, λ) = ∪k∈N ker(T − λI)k e G(T, µ) = ∪k∈N ker(T − µI)k são os autoespaços
generalizados associados a λ e µ.
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Demonstração. Suponha que u ∈ G(T, λ) ∩ G(T, µ). Sejam k, l os menores
inteiros não negativos tais que (T− λI)ku = 0 e (T− µI)lu = 0.

Suponhamos, primeiro, que k, l ≥ 1. Sem perda de generalidade, suponha que
l ≥ k. Defina

v = (T− λI)k−1u 6= 0,

que é não nulo pois k é a menor potência que anula u. Nesse caso, temos que v é um
autovetor associado ao autovalor λ, pois

(T− λI)v = (T− λI)(T− λI)k−1u = (T− λI)ku = 0.

Agora, como (T− λI) e (T− µI) comutam, também temos

(T− µI)lv = (T− µI)l(T− λI)k−1u = (T− λI)k−1(T− µI)lu = 0.

Por outro lado, também podemos escrever, usando a fórmula do binômio de Newton,

0 = (T− µI)lv = (T− λI + (λ− µ)I)lv =
l∑

j=0

(
l
j

)
(T− λI)j(λ− µ)l−jv.

Como (T− λI)v = 0, todas os termos se anulam, exceto j = 0, o que nos dá

0 = (T− µI)lv = (µ− λ)lv.

Como µ 6= λ, isso implica em v = 0, o que significa

v = (T− λI)k−1u = 0,

contradizendo a escolha de k.
Devemos ter, então, k = 0 ou l = 0. Suponha que k = 0. Então (T − λI)k =

(T− λI)0 = I, o que significa que u = 0. Idem se l = 0.
Em resumo, o caso k, l ≥ 1 nos dá uma contradição, de modo que devemos ter

k = 0 e/ou l = 0, caso este em que u = 0, provando que G(T, λ)∩G(T, µ) = {0}. �

Mais importante é o caso de vários autoespaços generalizados.

Teorema 1.3. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X sobre
um corpo K. Sejam λ1, . . . , λk ∈ K autovalores distintos de T. Então os autoespaços
generalizados G(T, λj) = ∪l∈N ker(T − λj I)l são autoespaços independentes entre si,
de modo que vale a soma direta

G(T, λ1)⊕ · · · ⊕G(T, λk).

Demonstração. Graças ao Teorema 1.1, basta mostrar que, se uj ∈ G(T, λj),
j = 1, . . . , k, com

u1 + u2 + · · ·+ uj = 0, (1.1)
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então cada uj = 0 é nulo. Como de hábito, podemos mostrar isso por indução em k.
Se k = 1, só temos um autoespaço generalizado e a condição (1.1) se reduz a u1 = 0,
que nos diz diretamente que u1 deve ser nulo.

Agora, supondo o resultado válido até k− 1, basta aplicar (T−λ1I)
k1 à expressão

(1.1), onde k1 é o índice do autovetor generalizado u1, de modo que

0 + (T− λ1I)
k1u2 + · · ·+ (T− λ1I)

k1uk = 0.

Como os autoespaços generalizados são invariantes, cada (T−λ1I)
k1uj está emG(T, λj).

Portanto, temos k − 1 vetores, cada um em um autoespaço generalizado diferente, e
cuja soma é igual ao vetor nulo. Pela hipótese de indução, isso significa que

(T− λ1I)
k1uj = 0,

para j = 2, . . . , k, ou seja uj ∈ G(T, λ1) também pertence ao autoespaço generalizado
associado a λ1, além de já pertencer a G(T, λj).

Como os autoespaços generalizados tem interseção trivial, conforme mostrado no
Teorema 1.2, então deduzimos que uj = 0, para j = 2, . . . , k. Com isso, (1.1) nos dá,
como condição restante, u1 = 0, completando a demonstração. �

1.3. Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica dos autovalo-
res. As dimensões do autoespaço e do autoespaço generalizado de um determinado
operador são elementos importantes para o entendimento do operador. Nesse sentido,
fazemos a seguinte definição.

Definição 1.2 (Multiplicidades algébrica e geométrica). Seja T ∈ L(X) um ope-
rador linear em um espaço de dimensão finita. Seja λ um autovalor de T. Definimos
a multiplicidade geométrica de λ como sendo a dimensão do seu autoespaço,

nλg = ng(T, λ) = dim(V (T, λ)) = dim(ker(T− λI)),

e definimos a multiplicidade algébrica de λ como sendo a dimensão do seu auto-
espaço generalizado,

nλa = na(T, λ) = dim(G(T, λ)) = dim(∪k∈N ker(T− λI)k).

Observação 1.6. A definição acima vale em qualquer dimensão. Por exemplo, no
espaço dos polinômios em R, os polinômios constantes forma o autoespaço associado
ao autovalor zero do operador derivada, que é o único autovalor desse operador nesse
espaço. Já o autoespaço generalizado tem dimensão infinita e é formado por todo o
espaço de polinômios.

Como é de se esperar, a relação entre na(T, λ) e ng(T, λ) é fundamental.
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Teorema 1.4. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
sobre um corpo K e seja λ ∈ K um autovalor de T. Então na(T, λ) ≥ ng(T, λ) ≥ 1.
No caso particular em que na(T, λ) = ng(T, λ), então G(T, λ) = V (T, λ) e

T|G(T,λ) = T|V (T,λ) = λI.

Já se ng(T, λ) < na(T, λ) <∞, então
T|G(T,λ) = λI + N,

onde a identidade é em G(T, λ) e N ∈ L(G(T, λ)) é um operador nilpotente em
G(T, λ), com índice de nilpotência no máximo na(T, λ).

Demonstração. A desigualdade na(T, λ) ≥ ng(T, λ) segue imediatamente do
fato de que V (T, λ) ⊂ G(T, λ) (veja Observação 1.2), e, como λ é autovalor, existe
pelo menos um u ∈ X não nulo em V (T, λ), de modo que na(T, λ) ≥ ng(T, λ) ≥ 1.

Caso em que na(T, λ) = ng(T, λ), como V (T, λ) ⊂ G(T, λ) e ambos tem a mesma
dimensão, então necessariamente

G(T, λ) = V (T, λ).

Com isso, para todo u ∈ G(T, λ) = V (T, λ), temos Tu = λu, ou seja,
T|V (T,λ) = λI,

onde a identidade do lado direito é a identidade em G(T, λ) = V (T, λ).
Falta o caso em que ng(T, λ) < na(T, λ) < ∞. Restrito a G(T, λ), que é um

subespaço invariante por T, definimos
N = (T− λI)|G(T,λ),

que é um operador linear em G(T, λ) (veja Definição 2.2).
Como G(T, λ) tem dimensão finita nλa = na(T, λ), então, escolhendo uma base

{w1, . . . ,wnλa
}, temos cada vetor da base com um determinado índice (como autovetor

generalizado, dado na Definição 1.1) ki, i = 1, . . . , nλa de N = T − λI, que é o menor
inteiro tal que Nkiwi = 0. Escolhendo k = max{k1, . . . , knλa}, vemos que

Nku = 0, ∀u ∈ span{w1, . . . ,wnλa
} = G(T, λ).

Portanto, N é um operador nilpotente em G(T, λ). Como operador nilpotente, o seu
índice deve ser no máximo a dimensão do espaço em que está definido, ou seja, o seu
índice de nilpotência é no máximo na(T, λ).

Isso completa a demonstração. �

Observação 1.7. No caso de dimensão finita, necessariamente a dimensão algé-
brica de um autoespaço generalizado G(T, λ) é finita, de modo que, pelo Teorema 1.4,
temos T|G(T,λ) = λI + N com N nilpotente.
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2. A forma canônica de Jordan

Já temos quase todas as peças para montar o quebra-cabeça da forma canônica
de Jordan. Falta apenas mostrar que os espaços generalizados são suficientes para
gerar o espaço todo. Isso será feito através do conceito de polinômio anulador.

2.1. Polinômios anuladores. Na demonstração de existência de autovalores
de um operador linear T em um espaço X de dimensão finita n ∈ N, dado um vetor
não nulo u, construímos um polinômio p = pu de grau n tal que pu(T)u = 0. A
importância desse polinômio foi a de nos dar um autovalor como uma de suas raízes.
Mas esse polinômio pode variar com a escolha de u e podemos não encontrar todos
os autovalores de uma só vez. Vamos rever um dos exemplos com mais diligência.

Exemplo 2.1. No exemplo T(x, y) = (2x, 3y), se começarmos com u no eixo x, i.e.
u = (a, 0) para a 6= 0, então pode-se verificar que p(a,0)(x) = (x− 2) e que p(a,0)(T) só
anula o autoespaço V (T, 2). Se começarmos no eixo y, digamos u = (0, b), com b 6= 0,
então p(0,b)(x) = (x− 3) e p(0,b)(T) só anula o autoespaço V (T, 3). Já se começarmos
com u = (a, b), a, b 6= 0, então p(a,b) = (x − 2)(x − 3) e p(a,b)(T) anula, finalmente, o
espaço todo. De maneira mais explícita, olhando a representação A = [T]e na base
canônica, temos

p(a,b)(A) = (A− 2I)(A− 3I) =

[
0 0
0 1

] [
−1 0
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

A nossa busca é por um polinômio que anule todo o espaço e nos dê, assim, todos
os autovalores do operador, além de ser importante para contabilizar as dimensões do
espaço entre as dimensões dos autoespaços ou autoespaços generalizados do operador.
Nesse sentido, fazemos a seguinte definição.

Definição 2.1 (Polinômio anulador). Dado um operador linear T ∈ L(X) em
um espaço vetorial X sobre um corpo K, um polinômio p sobre o corpo K é dito um
polinômio anulador quando p(T) = 0, i.e. p(T)u = 0, para todo u ∈ X.

Um tal polinômio será fundamental para a decomposição espectral e o entendi-
mento de operadores lineares. Uma questão crucial é como encontrar esses polinômios
anuladores. Veremos, posteriormente, que o polinômio característico, obtido através
do determinante, é um polinômio anulador. No momento, vamos usar a forma trian-
gular superior para obter um polinômio anulador. Posteriormente, vamos ver que esse
polinômio obtido através da forma triangular é o próprio polinômio característico.
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Teorema 2.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X de dimensão finita n ∈ N. Suponha que b seja uma base na qual a represen-
tação de T nessa base tenha forma triangular superior. Então o polinômio

p(z) = (z − a11) · · · (z − ann)

cujas raízes ajj, j = 1, . . . , n formam a diagonal de [T]b, é um polinômio anulador de
T, formado apenas por raízes que são autovalores do operador.

Demonstração. Seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base como considerada no enun-
ciado e seja [T]b = (aij)ij a representação de T na base b, de forma que aij = 0, para
i > j. Já vimos, no Teorema 3.4, que esses elementos são autovalores, de modo que
todas as raízes de p são autovalores de T. Resta mostrar que p(T) anula X.

Para simplificar a notação, escrevemos

Sj = span{w1, . . . ,wj},
com Sn = X e S0 = {0}. A base considerada tem a propriedade de que

TSj ⊂ Sj, j = 1, . . . , n.

Mais explicitamente,
Twj = a1jw1 + . . .+ ajjwj,

de modo que
(T− ajjI)wj = a1jw1 + . . .+ a(j−1)jwj−1 ∈ Sj−1,

inclusive quando j = 1. Além disso,

(T− ajjI)wi ∈ Si ⊂ Sj−1,

para todo i = 1, . . . , j − 1. Logo,

(T− ajjI)Sj ⊂ Sj−1,

para j = 1, . . . , n. Assim, temos

p(T )X = (T− a11I) · · · (T− annI)Sn ⊂ (T− a11I) · · · (T− a(n−1)(n−1)I)Sn−1

⊂ · · · ⊂ (T− a11I)S1 ⊂ S0 = {0},
ou seja, p(T) = 0, concluindo a demonstração. �

Observação 2.1. Uma outra maneira de ver que p(T) = 0 é via a representação
matricial dos operadores envolvidos. Desse modo, vemos que cada monômio

T− ajjI
é representado na base b com um elemento nulo da linha j e coluna j. Assim,

[p(T)]b = [T− a11I]b · · · [T− annI]b
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é um produto de matrizes com um elemento nulo na linha j e coluna j correspondente,
com j = 1, . . . , n. A cada multiplicação da direita para a esquerda, obtemos uma
matriz com mais uma linha inferior nula. A cada multiplicação, anulamos uma nova
linha, até chegarmos em toda a matriz [p(T)]b sendo nula. Também podemos fazer
isso da esquerda para a direita, anulando sucessivamente as colunas, também da
esquerda para a direita.

Observação 2.2. Um polinômio anulador não é único. De fato, qualquer monô-
mio p(z) = (z− 1)k, k ∈ N anula o operador identidade, visto que p(I) = (I− I)k = 0.
Podemos, também, multiplicar por qualquer outro monômio que o produto continua
sendo anulador, e.g. p(z) = (z− 1)z. Observe que nem mesmo se nos restringirmos a
polinômios do mesmo grau do espaço isso define unicamente o polinômio anulador. E
nem mesmo se nos restringirmos a polinômios com raízes sendo autovalores. De fato,
considerando o operador T(x, y, z) = (2x, 2y, 3z), os polinômios

p1(z) = (z − 2)2(z − 3), p2(z) = (z − 2)(z − 3)2

ambos anulam T. A chave está na dimensão dos núcleos das potências (T − λj I)
k,

como veremos a seguir.

O polinômio construído no Teorema 2.1 é exatamente o polinômio característico
visto nos cursos iniciais de Álgebra Linear.

Definição 2.2 (Polinômio característico). Seja T ∈ L(X) um operador linear
em um espaço vetorial X de dimensão finita. O polinômio característico de T é
o polinômio dado por

pc(z) = det(zI− T).

Observação 2.3. Graças à fórmula de Leibniz (3.1), podemos verificar que pc(z)
é um polinômio mônico de grau exatamente z, lembrando que um polinômio mônico
é um polinômio cujo coeficiente do monômio de maior grau é 1, ou seja, é um po-
linômio da forma zn + q(z), onde n ∈ N e q = q(z) é um polinômio qualquer de grau
estritamente menor do que n.

Teorema 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X de dimensão finita n ∈ N. Suponha que b seja uma base na qual a representa-
ção de T nessa base tenha forma triangular superior. Então o polinômio característico
de T é exatamente o polinômio definido no Teorema 2.1.

Demonstração. A definição do determinante de um operador se baseia no fato
de que o determinante de matrizes é invariante por similaridade. Dessa forma, defini-
mos o determinante de um operador através do determinante da matriz que representa
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o operador em uma base arbitrária. Nesse sentido, temos que

pc(z) = det(zI− T) = det([zI− T]b) = det(zI− [T]b).

Como zI é diagonal e [T]b é triangular superior, então zI− [T]b é triangular superior
e cuja diagonal tem a forma z − ajj, j = 1, . . . , n. De acordo com Observação 3.5, o
determinate de uma matriz triangular superior é o produto dos elementos da diagonal.
Logo,

pc(z) = (z − a11) · · · (z − ann),

coincidindo com o polinômio construído no Teorema 2.1. �

Como o polinômio em Teorema 2.1 é um polinômio anulador e coincide com o
polinômio característico, então o polinômio característico é um polinômio anulador.
Esse é um importante resultado que leva o nome de Teorema de Cayley-Hamilton.
Há várias demonstrações desse teorema, algumas mais algébricas do que outras. A
demonstração apresentada aqui explora a estrutura de subespaços invariantes encai-
xantes.

Corolário 2.1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Seja T ∈ L(X) um operador
linear em um espaço vetorial complexo X de dimensão finita n ∈ N. Então o polinô-
mio característico pc = pc(z) de T satisfaz pc(T) = 0 e, portanto, é um polinômio
anulador de T.

Observação 2.4. Observe que no caso de um operador T = λI em Rn, o seu
polinômio característico tem a forma

pc(z) = (z − λ)n.

No entanto, basta uma potência para anular o operador, i.e. T− λI = 0. Já no caso
de um operador T = λI + N, onde N é um operador nilpotente, então temos também

pc(z) = (z − λ)n,

então precisamos de uma potência igual ao índice de N para anular o operador. Isso
nos leva ao conceito de polinômio minimal , que é o polinômio mônico de menor grau
possível que ainda anula o operador. Sendo assim, o polinômio minimal de T = λI é

pm(z) = z − λ,

enquanto que o polinômio minimal de T = λI + N, onde N é um operador nilpotente
de índice k, é dado por

pc(z) = (z − λ)k.
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Mais geralmente, dado um operador qualquer T nos complexos, o seu polinômio
característico tem a forma

pc(z) = (z − λ1)n1 · · · (z − λm)nm ,

onde λj = 1, . . . ,m, m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n, são autovalores distintos de T e nj ∈ N
satisfazem

n1 + · · ·+ nm = m.

Por sua vez, o polinômio minimal tem a forma

pc(z) = (z − λ1)k1 · · · (z − λm)km ,

onde kj ∈ N, 1 ≤ kj ≤ nj, é exatamente o índice de nilpotência de (T − λj I)|G(T,λj),
com G(T, λj) = ker((T− λj I)kj).

2.2. Multiplicidade dos autovalores e dimensão do autoespaço genera-
lizado. O próximo resultado é crucial para obtermos a forma canônica de Jordan.

Teorema 2.3. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n ∈ N. Suponha que b seja uma base na qual a representação de T
nessa base tenha forma triangular superior e seja p o polinômio anulador dado por

p(z) = (z − a11) · · · (z − ann)

cujas raízes formam a diagonal de [T]b = (aij)
i,j=n
i,j=1 e são os autovalores de T. Jun-

tando as diagonais de mesmo valor em um mesmo monômio, com o grau do monômio
contando quantas vezes um mesmo autovalor aparece na diagonal, podemos escrever

p(z) = (z − λ1)n1(z − λ2)n2 · · · (z − λk)nk ,
onde λ1, . . . , λk são autovalores distintos e n1, . . . , nk ∈ N são as multiplicidades de
cada autovalor. Então, cada autoespaço generalizado G(T, λj) = ∪m∈N(T − λj)

m,
j = 1, . . . , k, tem dimensão exatamente nj, i.e.

dim(G(T, λj)) = nj. (2.1)

Além disso,
n1 + n2 + · · ·+ nk = n (2.2)

e o espaço se decompõe em soma direta dos autoespaços generalizados:

X = G(T, λ1)⊕G(T, λ2)⊕ · · · ⊕G(T, λk). (2.3)

Demonstração. Como o polinômio p é de grau n e nj é o grau de cada um
de seus monômios, então é claro que (2.2) vale. Vamos agora mostrar (2.1). Vamos
mostrar isso para um dado j arbitrário. Para isso, denotamos

Si = span{w1, . . . ,wi}, (2.4)
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para todo i = 1, . . . , n, com
S0 = {0}.

Pela natureza da base, que dá a [T]b uma forma triangular superior, vale

TSi ⊂ Si,

tanto para i = 1, . . . , n, quanto para i = 0, com os dois conjuntos sendo triviais, i.e.
TS0 = S0 = {0}. Com isso, também vale

(T− λI)Si ⊂ Si, (2.5)

para qualquer λ, autovalor ou não.
O índice nj indica quantas vezes o autovalor λj aparece na diagonal de [T]b. Com

isso, existem índices i1, . . . , inj , ordenados de forma crescente, tais que aii = λj, para
i = i1, . . . , inj . Vamos mostrar por indução que

dim(ker(T− λj I)l|Sil ) ≥ l, (2.6)

para l = 1, . . . , nj.
Primeiramente, observe que

Twi = a1iw1 + · · ·+ aiiwi,

de modo que

(T− λj I)wi = (T− aiiI)wi = a1iw1 + · · ·+ a(i−1)iwi−1 ∈ Si−1,

para todo i1, . . . , inj . Além disso, de (2.5), temos

(T− λj I)Si−1 ⊂ Si−1,

para todo i = 1, . . . , n, em particular para i1, . . . , inj . Juntando as duas inclusões,
temos

(T− λj I)Si ⊂ Si−1, (2.7)
para todo i1, . . . , inj . Portanto, olhando para (T− λj I) restrito a Si, que é denotado
por (T− λj I)|Si , temos, pelo Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem,

dim(ker((T− λj I)|Si)) = dim(Si)− dim(Im((T− λj I)|Si))
≥ dim(Si)− dim(Si−1) = i− (i− 1) = 1, (2.8)

para todo i = i1, . . . , inj .
Em particular, para i = i1, a desigualdade (2.8) nos dá

dim(ker(T− λj I)|Si1 ) ≥ 1,

que é exatamente (2.6) para l = 1. Ou seja, já temos o primeiro passo no processo
de indução para mostrar (2.6) para todo l = 1, . . . , ni. Observe que esse primeiro
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passo é equivalente a mostrar que λj é um autovalor que tem pelo menos parte do
seu autoespaço dentro de Si1 , de dimensão pelo menos um.

Suponha, agora, (2.6) válido até l, onde 1 ≤ l < nj. Vamos mostrar para l + 1.
Consideramos T restrito a Sil+1

. Aplicando o Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem,
temos

dim(ker(T− λj I)l+1|Sil+1
) = dim(Sil+1

)− dim(Im(T− λj I)l+1|Sil+1
).

Reescrevendo a imagem de (T− λj I)l+1|Sil+1
como (T− λj I)l+1Sil+1

, temos

dim(ker(T− λj I)l+1|Sil+1
) = dim(Sil+1

)− dim((T− λj I)l+1Sil+1
).

Usando (2.7) para i = il+1, obtemos

dim(ker(T− λj I)l+1|Sil+1
) ≥ dim(Sil+1

)− dim((T− λj I)lSil+1−1).

Usando novamente o Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem, chegamos a

dim(ker(T− λj I)l+1|Sil+1
) ≥ dim(Sil+1

)− dim(Sil+1−1) + dim(ker(T− λj I)l|Sil+1−1
)

No último termo, diminuindo o espaço de restrição do operador (T− λj I)l de Sil+1−1

para Sil ⊂ Sil+1−1, o núcleo pode apenas diminuir de dimensão, de modo que

dim(ker(T− λj I)l+1|Sil+1
) ≥ dim(Sil+1

)− dim(Sil+1−1) + dim(ker(T− λj I)l|Sil ).

Finalmente, usando a hipótese de indução, junto com o fato de que cada Sj tem
dimensão j, obtemos (juntando todo o encadeamento de igualdades e desigualdades
para uma visão global da ideia)

dim(ker(T− λj I)l+1|Sil+1
)

= dim(Sil+1
)− dim(Im(T− λj I)l+1|Sil+1

)

= dim(Sil+1
)− dim((T− λj I)l+1Sil+1

)

≥ dim(Sil+1
)− dim((T− λj I)lSil+1−1)

= dim(Sil+1
)− dim(Sil+1−1) + dim(ker(T− λj I)l|Sil+1−1

)

≥ dim(Sil+1
)− dim(Sil+1−1) + dim(ker(T− λj I)l|Sil )

≥ il+1 − (il+1 − 1) + l

= l + 1,

provando a indução e obtendo (2.6).
No caso em que l = nj, obtemos

dim(ker(T− λj I)nj |Sinj ) ≥ nj. (2.9)
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Como j = 1, . . . , k é arbitrário, isso vale para todos esses índices j.
Agora, observamos, do Teorema 1.3, que os autoespaços generalizados são linear-

mente independentes e formam uma soma direta, dentro de X. Juntando isso com
(2.9), obtemos

n1 + n2 + · · ·+ nk ≤ dim(G(T, λ1)) + dim(G(T, λ2)) + · · ·+ dim(G(T, λk)) ≤ n.

Como nj são os graus dos monômios que formam o polinômio p e que, por sua vez,
tem grau n, então esse “sanduíche” fecha completamente e nos dá que

n = n1 + n2 + · · ·+ nk

= dim(G(T, λ1)) + dim(G(T, λ2)) + · · ·+ dim(G(T, λk)) = dim(X).

Isso também nos dá que (2.9) é, na verdade, uma igualdade, provando (2.1), e que
X é soma direta dos autoespaços generalizados, provando (2.3) e completando a
demonstração. �

Observação 2.5. Uma consequência do Teorema 2.3 é o de que as diagonais de
quaisquer duas representações do operador T em forma triangular superior devem
ser uma permutação uma da outra. Isso porque o teorema associa a multiplicidade
do autovalor na diagonal à dimensão do autoespaço generalizado, que independe da
base. Isso resolve a questão levantada na Observação 3.7.

Vamos escrever a observação anterior como um corolário.

Corolário 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X
de dimensão finita n ∈ N. Suponha que a e b sejam duas bases tais que as repre-
sentações [T]a e [T]b tenham forma triangular superior. Então a diagonal de [T]a é
uma permutação da diagonal de [T]b, ou seja, os autovalores aparecem nas diferentes
diagonais com a mesma multiplicidade.

2.3. Forma canônica de Jordan nos complexos. Com os resultados das últi-
mas seções, estamos prontos para juntar as peças e provar o principal resultado desse
capítulo.

Definição 2.3 (Forma canônica de Jordan). Dizemos que uma matriz A ∈ Kn×n,
n ∈ N, está na forma canônica de Jordan quando A é bloco-diagonal, i.e.

A =


J1

J2

. . .
Jr

 ,
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onde cada bloco Jl, l = 1, . . . , r, é da forma λlI + Nl, onde λl ∈ K é um autovalor de
A e Nl = (δi(j−1))ij é um bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto, de modo que

Jl = λlI + Nl =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

 .
Definição 2.4 (Base de Jordan). Dado um operador T ∈ L(X) em um espaço

vetorial X de dimensão finita, uma base de Jordan para T é uma base b tal que
[T]b está na forma canônica de Jordan.

Teorema 2.4 (Forma canônica de Jordan nos complexos). Seja T ∈ L(X) um
operador linear em um espaço vetorial X de dimensão finita n = dim(X) ∈ N sobre
C. Então existe uma base b de X em que [T]b está na forma canônica de Jordan.

Demonstração. No corpo dos complexos, vimos, no Teorema 3.3, que existe
uma base em que T é triangular superior. A partir dessa base, deduzimos, do Teo-
rema 2.3, que existem m autovalores distintos, λ1, . . . , λm ∈ C, m ∈ N, tais que

X = G(T, λ1)⊕ · · · ⊕G(T, λm).

Pelo Teorema 1.4, como o espaço é de dimensão finita, temos (veja Observação 1.7)
T|G(T,λj) = λj I + Nj,

onde
Nj = (T− λj I)|G(T,λj) ∈ L(G(T, λj))

é nilpotente com índice 1 ≤ kj ≤ na(T, λj).
De acordo com o Teorema 3.2, existe uma base bj de G(T, λj) na qual Nj está na

forma canônica

[N]bj =


Nj,1

Nj,2
...

Nj,rj

 .
com blocos Jj,i da forma

Nj,i =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 .
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Nessa base, [T|G(T,λj)]bj está na forma canônica de Jordan,

[T|G(T,λj)]bj =


Jj,1

Jj,2
. . .

Jj,rj

 ,
onde cada bloco Jj,i é da forma

Jj,i = λjI + Nj,i =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi.


Juntando as bases de cada autoespaço generalizado G(T, λj), obtemos uma base

b = b1 ∪ · · · ∪ bm

de X na qual [T]b está na forma de Jordan

[T]b =



J1,1

. . .
J1,r1

J2,1

. . .
J2,r2

. . .
Jm,1

. . .
Jm,rm


,

completando a demonstração. �

Observação 2.6. A forma canônica de Jordan, garantida pelo Teorema 2.4, pode
não ser única, visto que podemos reordenar a base e, com isso, reordenar os blocos de
Jordan. De fato, o operador T(x, y, z, w) = (y, z, 0, 0) tem a seguinte forma canônica
de Jordan na base canônica e = {{e1, e2, e3, e4}},

[T]e =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
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enquanto que, na base reordenada b = {{e4, e1, e2, e3}},

[T]b =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .
Observação 2.7. Continuando a Observação 2.6, podemos fixar uma forma única

ordenando os autovalores e ordenando os tamanhos dos blocos, digamos, ambos do
menor para o maior, primeiro entre os autovalores e depois entre os tamanhos da cada
bloco associados ao mesmo autovalor. Dessa maneira, a forma [T]b na Observação 2.6
seria a forma ordenada única. Mesmo assim, as bases podem não ser únicas. De fato,
escolhendo outros ciclos podemos obter a mesma forma. Por exemplo, escolhendo

a = {{(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}} ,

obtemos [T]a = [T]b.

2.4. Exemplos.

Exemplo 2.2. Tomemos como exemplo o operador linear em R3 associado à
matriz

A =

 0 1 3
−4 4 4

0 0 3


Vamos, inicialmente, procurar o núcleo de A − λI. Para isso, temos que resolver o
sistema 

−λx+ y + 3z = 0,

−4x+ (4− λ)y + 4z = 0,

(3− λ)z = 0.

Para λ = 3, a última linha se anula e devemos ter{
−3x+ y + 3z = 0,

−4x+ y + 4z = 0,

cujas soluções são dadas por y = 0 e z = x. Portanto, obtemos um autovalor λ = 3,
com autoespaço associado

V (A, 3) = {y = 0, z = x} = {(s, 0, s); s ∈ R}.
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Para λ 6= 3, devemos ter z = 0, sobrando o sistema{
−λx+ y = 0,

−4x+ (4− λ)y = 0.

Fazendo y = λx, obtemos a equação

−4x+ (4− λ)λx = (λ2 + 4λ− 4)x = 0.

A única solução não nula é quando

λ2 + 4λ− 4 = (λ− 2)2 = 0.

que nos dá uma raiz dupla, λ = 2. Com isso, temos λ = 2 como o único outro
autovalor. O autoespaço deve satisfazer z = 0 e{

−2x+ y = 0,

−4x+ 2y = 0,

cuja solução é y = 2x. Portanto,

V (A, 2) = {(x, y, z); z = 0, y = 2x} = {(r, 2r, 0), r ∈ R}

Nesse caso, achamos dois autovalores, cada um com autoespaço de dimensão um.
Ou seja, não há como termos uma base de autovalores para diagonalizar o operador.
Vamos buscar um autoespaço generalizado de dimensão maior, para completar o
espaço.

Vamos olhar para o núcleo de (A− 3I)2, que é dado por

(A− 3I)2 =

5 −2 −5
8 −3 −8
0 0 0


O núcleo é dado pelas soluções do sistema{

5x− 2y − 5z = 0,

8x− 3y − 8z = 0.

Multiplicando a primeira equação por 8, a segunda por 5 e subtraindo uma da outra,
obtemos y = 0 e z = x, que é o próprio autoespaço, ou seja

G(A, 3) = V (A, 3).

Vamos, agora, ver o autoespaço generalizado associado ao autovalor 2. Como o espaço
tem dimensão três, esperamos que G(A, 2) tenha dimensão dois, pois é o máximo que
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o espaço comporta dado que G(A, 3) = V (A, 3) tem dimensão um. Temos

(A− 2I)2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 1


O núcleo é dado pela solução do sistema associado, que nesse caso se reduz a z = 0.
Logo,

G(A, 2) = ker((A− 2I)2) = {z = 0} = {(x, y, 0); x, y ∈ R}.
Assim, vemos que

X = G(T, 2)⊕ V (T, 3).

Ao tomarmos uma base arbitrária de G(A, 2) e uma base de V (A, 3), vamos
conseguir uma forma diagonal em blocos, mas não necessariamente na forma canônica.
Vejamos, só por experiência. Observe que, na base canônica, já temos uma forma
triangular em blocos. Para a forma diagonal, podemos tomar a base

a = {{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1)}}

Nesse caso, a matriz mudança de base, junto com a sua inversa, é

M̃ = [I]ea =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , M̃−1 = [I]ae =

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

 ,
e temos

M̃−1AM̃ =

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

 0 1 3
−4 4 4

0 0 3

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 =

 0 1 0
−4 4 0

0 0 3


Para a forma canônica, precisamos achar um u ∈ ker((A − 2I)2) \ ker(A − 2I), por
exemplo,

w2 = (1, 3, 0).

Este vetor nos gera um ciclo de dois elementos do operador nilpotente (T− 2I), com

w1 = (T− 2I)(1, 3, 0) = (1, 2, 0) ∈ V (A, 2).

Completamos com o mesmo autovetor do autovalor 3,

w3 = (1, 0, 1).

Isso nos dá a base

b = {{w1,w2,w3}} = {{(1, 2, 0), (1, 3, 0), (1, 0, 1)}} .
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A matriz mudança de base e a sua inversão são

M = [I]ea =

1 1 1
2 3 0
0 0 1

 , M−1 = [I]ae =

 3 −1 −3
−2 1 2

0 0 1

 ,
e assim obtemos a forma canônica

M−1AM =

 3 −1 −3
−2 1 2

0 0 1

 0 1 3
−4 4 4

0 0 3

 3 −1 −3
−2 1 2

0 0 1

 =

2 1 0
0 2 0
0 0 3

 .
2.5. Forma canônica real de Jordan. O corpo dos complexos foi fundamental

para garantir que temos autovalores suficientes para que o conjunto de subespaços
generalizados gere o espaço todo. Caso isso aconteça no corpo dos reais, então também
obtemos a forma canônica de Jordan.

Teorema 2.5. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N sobre R. Sejam λ1, . . . , λm os autovalores de T em
R e suponha que os seus autoespaços generalizados geram todo o espaço, i.e.

X = G(T, λ1)⊕ · · · ⊕G(T, λm).

Então existe uma base b de X em que [T]b está na forma canônica de Jordan.

Demonstração. É só repetir a demonstração do Teorema 2.4 a partir do mo-
mento em obtivemos que X é soma direta dos autoespaços generalizados. �

A condição do espaço ser soma direta dos autoespaços generalizados pode ser
obtida através de um polinômio anulador.

Teorema 2.6. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N sobre R. Suponha que p = p(x) seja um polinômio
anulador de T e que todas as raízes de p sejam reais. Então existe uma base b de X
em que [T]b está na forma canônica de Jordan.

Demonstração. É só aplicar o Teorema 2.3 para deduzir que os autoespaços
generalizados geram o espaço e, em seguida, aplicar Teorema 2.5. �

Caso haja autovalores complexos, podemos complexificar o espaço e o operador,
obter a forma canônica de Jordan complexa e voltar para os reais com uma forma
canônica ligeiramente diferente.

Definição 2.5 (Complexificação de um operador real). Seja T ∈ L(X) um ope-
rador linear em um espaço vetorial X sobre o corpo dos reais. A complexificação de
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T é o operador linear TC ∈ L(XC), no espaço XC complexificado (veja Exemplo 1.8),
definido por

(T|C)u = Tur + iTui, ∀u = ur + iui ∈ XC, ur,ui ∈ X.

No corpo dos complexos, a complexificação TC sempre tem uma forma canônica
de Jordan. As questão são (i) como passar de uma base de XC para uma base de X
e (ii) o que acontece com a forma canônica nessa passagem.

Vamos ver o que acontece em cada bloco. Primeiramente, se λ ∈ R é um autovalor
real do operador complexificado TC, com autovetor u = ur + iui, temos, por um lado,

TC(ur + iui) = Tur + iTui,

e, por outro,
TC(ur + iui) = λ(ur + iui),

de modo que
Tur = λur, Tui = λui.

Ou seja, com λ real, tanto a parte real quanto a parte imaginária de um autovetor com-
plexo do operador complexificado são autovetores reais do operador real original. Caso
ur e ui sejam linearmente independentes, eles geram um subespaço S = span{ur,ui}
de X de dimensão dois. Na base {{ur,ui}}, ou em qualquer outra base, desse subes-
paço, temos

[T|S]{{ur,ui}} =

[
λ 0
0 λ

]
.

Caso ur e ui sejam linearmente dependentes, então S tem dimensao um e, na base
{{ur}} ou em qualquer base de S, temos

[T|S]{{ur}} =
[
λ
]
.

Agora, se λ = α+iβ ∈ C, α, β ∈ R é um autovalor complexo de TC, com autovetor
u = ur + iui, então, por um lado,

TCu = (α + iβ)(ur + iui) = (αur − βui) + i(βur + αui),

e, por outro,
TCu = Tur + iTui,

de modo que

Tur = αur − βui,

Tui = βur + αui.
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Disso, tiramos que

TCū = TC(ur − iui)
= Tur − iTui

= αur − βui − βur − αui

= (α− iβ)(ur − iui)
= λ̄ū,

ou seja, o complexo conjugado λ̄ = α − iβ também é autovalor e um autovetor
associado a λ̄ é o conjugado ū = ur − iui de um autovalor qualquer de λ.

Como β 6= 0, então u e ū, sendo autovetores de autovalores distintos, não podem
ser linearmente dependentes em XC. Com isso, ur e ui não podem ser linearmente
dependentes em X (veja Exercício 4.6). Assim, S = span{ur,ui} é um subespaço
vetorial de dimensão dois.

Além disso, na base {{ur,ui}} do subespaço S, temos

[T|S]{{ur,ui}} =

[
α β
−β α

]
.

Se ur,ui fossem a base canônica e1, e2, esta seria uma rotação no sentido horário, de
um ângulo dado por

θ = arcsen

(
β√

α2 + β2

)
.

Para obtermos uma rotação no sentido anti-horário, ou seja, no sentido trigonomé-
trico, devemos inverter a ordem, obtendo

[T|S]{{ui,ur}} =

[
α −β
β α

]
.

Por último, se
u 7→ NCu 7→ · · · 7→ Nk−1

C u 7→ 0

é uma cadeia do operador nilpotente NC = (TC − λI)G(TC,λ) associado a um autovalor
λ, real ou complexo, então, como NCu = Nur + iNui, obtemos as cadeias

ur 7→ Nur 7→ · · · 7→ Nk−1ur 7→ 0,

e
ui 7→ Nui 7→ · · · 7→ Nk−1ui 7→ 0.

Em termos da base

bλ = {Nk−1ui,N
k−1ur, . . . ,Nui,Nur,ui,ur},
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o operador N = (T− λI)|span(bλ) toma a forma

[N]bλ =



0 0
0 0

1 0
0 1

· · · 0 0
0 0

... . . . . . . ...

... . . . . . . 1 0
0 1

0 0
0 0

· · · · · · 0 0
0 0


,

que também pode ser escrito mais sucintamente na forma

[N]bλ =


02 I2

. . .
I2
02

 ,
onde I2 é a matriz identidade em R2 e 02 é a matriz nula em R2. Com isso, obtemos,
para T− λI restrito a span(bλ), o bloco de Jordan complexo

[N]βλ = Jλ,k =



α −β
β α

1 0
0 1

· · · 0 0
0 0

... . . . . . . ...

... . . . . . . 1 0
0 1

0 0
0 0

· · · · · · α −β
β α


.

Juntando esses diversos casos, obtemos a forma canônica real de Jordan.

Teorema 2.7. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de
dimensão finita n = dim(X) ∈ N sobre R e seja p = p(z) um polinômio anulador de
T, podendo ter raízes reais ou complexas. Uma raiz real corresponde a um autovalor
de T, que é também um autovalor do operador complexificado TC, enquanto que uma
raiz complexa é um autovalor apenas do operador complexificado TC. Então existe
uma base b = b1∪ · · · br de X, associada a uma soma direta X = G1⊕· · ·⊕Gr, com
cada Gl invariante por T, em que [T]b está na forma canônica real de Jordan,
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que tem a forma

[T]b =


J1

J2

. . .
Jr

 ,
onde cada bloco Jl = [T|Gl ]bl, l = 1, . . . , r, r ∈ N, tem uma das seguintes formas:

(i) Jl = λl, com λl ∈ R um autovalor real de T.
(ii) Jl = λlI + Nl, com λl ∈ R um autovalor real de T e Nl = (δi(j−1))ij é um

bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto, de modo que

Jl = λlI + Nl =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

 .
(iii) Jl é um bloco 2× 2 da forma

Jl =

[
α −β
β α

]
,

com α + iβ um autovalor do operador complexificado TC.
(iv) Jl é um bloco 2k × 2k, da forma

Jl =



α −β
β α

1 0
0 1

· · · 0 0
0 0

... . . . . . . ...

... . . . . . . 1 0
0 1

0 0
0 0

· · · · · · α −β
β α


,

com α + iβ um autovalor do operador complexificado TC.

Observação 2.8 (Conjugado de um operador). Na construção da forma canônica
real de Jordan de um operador T ∈ L(X) em um espaço vetorial real, que autovalores
complexos do operador complexificado TC ∈ L(XC) aparecem de forma conjugada,
já que TCū = λ̄u. Se pensarmos em matrizes e escrevermos Au = λu, então, tomando
o conjugado dessa equação, isso nos dá, diretamente, que

Āū = Au = λu = λ̄ū.
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onde definimos o conjugado da matriz como a matrix dos coeficientes conjugados. No
caso da matriz ser real, temos Ā = A, de onde segue que λ̄ também é um autovalor.
Mas qual seria o análogo de Ā no caso de um operador qualquer S ∈ L(Y ) em um
espaço vetorial complexo Y ? Ora, basta definirmos S̄ ∈ L(Y ) por

S̄u = Sū, ∀u ∈ Y.

No caso do operador complexificado T̄C ∈ L(XC) de um operador real T ∈ L(X),
pode-se verificar que isso nos leva a T̄C = TC, como seria de se esperar. (Veja
Exercício 4.10.)

3. Aplicações

3.1. Sistemas de equações diferenciais lineares homogêneas e a expo-
nencial de matrizes. Um sistema homogêneo de n equações diferenciais lineares
com coeficientes constantes tem a forma

dx1

dt
= a11x1 + . . .+ a1nxn,

dx2

dt
= a12x1 + . . .+ a2nxn,

...
dxn
dt

= an1x1 + . . .+ annxn,

(3.1)

com aij ∈ R, i, j = 1, . . . , n, n ∈ N. Podemos escrever o sistema (3.1) na forma
vetorial

d

dt


x1

x2
...
xn

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann



x1

x2
...
xn

 ,

ou, de maneira mais sucinta,
du

dt
= Au, (3.2)

onde

u =


x1

x2
...
xn

 , A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 .
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No caso unidimensional, a equação toma a forma
dx

dt
= ax,

para uma constante a, e cuja solução geral pode ser escrita como

x(t) = eatx0, t ∈ R.

Ficamos, naturalmente, tentados a escrever a solução geral de (3.2) como

u(t) = etAu0, t ∈ R, (3.3)

onde trocamos a ordem para tA visto que essa é a convenção no caso de multiplicação
de uma matriz A por um escalar t. A questão é como definir etA em (3.3). Esperamos
que seja uma matriz, com as mesmas dimensões de A, da mesma forma que qualquer
potência de A é também uma matriz n× n.

De fato, uma das maneiras de se escrever a exponencial ea de um número real a
é via série de potências

ea = 1 + a+
a2

2
+ · · ·+ aj

j!
+ · · · =

∞∑
j=0

aj

j!
.

Há várias outras fórmulas possíveis de se escrever a função expoencial, como

ea =
∞∑
n=0

an

n!

ea = lim
n→∞

(
1 +

a

n

)n
;

ea = lim
n→∞

(
1− a

n

)−n
;

ea =
1

2πi

∫
γ

eζ

ζ − a
dζ;

onde γ é uma curva fechada simples, no plano complexo, envolvendo a.

Observação 3.1. Por exemplo, sendo A um operador positivo e γ uma curva
fechada no semiplano complexo Re(z) > 0 envolvendo o espectro de A, conceitos que
iremos ver mais pra frente, a exponencial do operador tA pode ser definida, para
t ≥ 0, através da fórmula de Cauchy

etA =
1

2πi

∫
γ

eζ(ζ − tA)−1 dζ.
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Variáveis complexas são de grande importância no estudo de operadores lineares,
facilitando, por exemplo, a demonstração de regularidade de soluções de equações
diferenciais (parciais, inclusive, com os semigrupos analíticos) e em análise de pertur-
bação do espectro, sensibilidade e robustez de sistemas.

No caso de um operador linear A, podemos definir eA de qualquer uma das manei-
ras acima, mas, para isso, é necessário considerarmos alguma métrica, para estabelecer
as convergências (veja e.g. Observação 2.12 e Seção 3.1).

Uma outra maneira, é usar a forma canônica de Jordan para definir a exponencial
de uma maneira mais explícita, conforme fazemos a seguir. A vantagem de usar a
forma canônica é que as fórmulas acima se reduzem a limites de função reais, associada
a cada autovalor de T, combinadas com somas finitas de operadores nilpotentes,
evitando trabalharmos com a convergência no espaço de matrizes.

Teorema 3.1. Seja T = λI + N um operador linear em um espaço vetorial X,
com λ ∈ K e N nilpotente de índice k. Então

(λI + N)j =

j∑
i=0

(
j
i

)
λiNj−i =

j∑
i=min{0,j−k+1}

j!

j!(j − i)!
λiNj−i,

para todo j = 0, 1, . . . .

Demonstração. Como I e N comutam, podemos expandir a potência como no
binômio de Newton, nos dando

(λI + N)j =

j∑
i=0

(
j
i

)
λiNj−i.

Agora, como N é nilpotente de índice k, segue que Nj−i = 0, para j − i ≥ k, ou
seja, só precisamos incluir no somatório os índices i tais que j − i ≤ k − 1, ou seja,
i ≥ j − k+ 1. Como i também deve ser não-nulo, chegamos ao somatório com índice
i satisfazendo min{0, j − k + 1} ≤ i ≤ j, provando o resultado. �

Teorema 3.2. Seja T = λI + N um operador linear em um espaço vetorial X,
com λ ∈ K e N nilpotente de índice k. Então

m∑
j=0

1

j!
(λI + N)j =

(
m∑
i=0

1

i!
λi

)(
k−1∑
l=0

1

l!
Nl

)
. (3.4)
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Demonstração. Uando o Teorema 3.1, obtemos

m∑
j=0

1

j!
(λI + N)j =

m∑
j=0

1

j!

j∑
i=min{0,j−k+1}

j!

i!(j − i)!
λiNj−i

=
m∑
j=0

j∑
i=min{0,j−k+1}

1

i!(j − i)!
λiNj−i.

Trocando a ordem do somatório, a condição i ≥ j−k+1 se transpõe para a condição
j ≤ i+ k − 1, nos dando

m∑
j=0

1

j!
(λI + N)j =

m∑
i=0

i+k−1∑
j=i

1

i!(j − i)!
λiNj−i.

Mudando o somatório interno para l = j − i, desacoplamos os somatórios, obtendo
m∑
j=0

1

j!
(λI + N)j =

m∑
i=0

k−1∑
l=0

1

i!l!
λiNl =

(
m∑
i=0

1

i!
λi

)(
k−1∑
l=0

1

l!
Nl

)
.

�

Fazendo m→∞ na fórmula (3.4), observamos que o primeiro somatório do lado
direito é um somatório escalar que converge, em R, para a exponencial de λ, enquanto
que o segundo somatório é independente de m. Dessa forma, definimos a exponencial
do bloco de Jordan através do limite do lado direito.

Definição 3.1 (Exponencial de um bloco de Jordan). Seja T = λI + N um
operador linear em um espaço vetorial X, com λ ∈ K e N nilpotente de índice k.
Então definimos a exponencial de T pela fórmula

eT =
∞∑
j=0

1

j!
(λI + N)j = eλ(I + N + · · ·+ 1

(k − 1)!
Nk−1).

Observação 3.2. A Definição 3.1 não trata, exatamente, de um bloco de Jordan,
conforme anunciado no título da definição, mas é um bloco de Jordan em espírito.
Ou seja, em uma base b apropriada, [T]b = λI + N está na forma canônica de um
bloco de Jordan.

Observação 3.3. Quando falarmos de espaços vetoriais normados e operadores
lineares contínuous, veremos que podemos definir eT =

∑m
j=0 T

j/j!, para um operador
linear T ∈ L(X) qualquer em um espaço de dimensão finita X, ou para um operador
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linear limitado, ou contínuo, em um espaço vetorial qualquer X. Nesse caso, segue,
naturalmente, que eT coincide com a fórmula dada no Definição 3.1, para T = λI+N.

Corolário 3.1 (Exponencial de matriz similar a um bloco de Jordan). Seja
A ∈ Kk×k, k ∈ N, uma matriz quadrada. Suponha que exista uma matriz invertível
M ∈ Kk×k tal que B = M−1AM = λI + N, onde λ ∈ K e N = (δi(j−1)) é nilpotente
na forma canônica, de índice k. Então a exponencial de A é dada pela fórmula

eA = MeBM−1 = M

(
eλ(I + N + · · ·+ 1

(k − 1)!
Nk−1)

)
M

= eλM



1 1 1
2

1
6

. . . 1
(k−1)!

0 1 1 1
2

. . . 1
(k−2)!

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 1
2... . . . . . . 1

0 · · · · · · · · · 0 1


.

O resultado anterior diz respeito a um bloco. Mas, em geral, temos vários blocos.
Mas como sao independentes (i.e. agindo em subespaços invariante independentes),
as potências não atrapalham a estrutura de blocos e a estrutura segue até o limite,
com a exponencial. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja A ∈ Kn×n e suponha que exista M ∈ Kn×n tal que B =
M−1AM esteja na forma canônica de Jordan

B = M−1AM =


J1

J2

. . .
Jr

 ,
onde cada bloco Jl, l = 1, . . . , r, é da forma λlI + Nl, onde λl ∈ K é um autovalor de
A e Nl = (δi(j−1))ij é um bloco com 1 na superdiagonal e zero no resto. Então

eA = MeBM−1 = M


eJ1

eJ2

. . .
eJr

M−1.

Mais coisas depois...
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4. Exercícios

Exercícios
4.1. No Teorema 1.1, se u ∈ G(T, λ) é um autovetor generalizado com índice

k, mostre que v = Tu também é um autovalor generalizado, associado ao
autovalor λ, com índice k, caso λ 6= 0, e índice k − 1, caso λ = 0.

4.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial X de dimensão
finita sobre um corpo K. Suponha que λ1, . . . , λm sejam autovalores “com-
pletos” de T, no sentido de que

X = G(T, λ1)⊕ · · · ⊕G(T, λm).

Já vimos que cadaG(T, λj) é invariante por T e que a restrição (T−λj I)|G(T,λj)

de T − λj I a G(T, λj) é nilpotente. Mostre, agora, que a restrição (T −
λj I)|G(T,λi) de T−λj I ao autoespaço generalizado G(T, λi) associado a λi 6= λj
é invertível.

4.3. Encontre a forma canônica de Jordan da seguinte matriz considerada no
Exercício 5.6 e no Exercício 5.7,

A =

−4 21 −16
−5 18 −12
−4 12 −7

 .
4.4. Encontre a forma canônica de Jordan da matriz

A =

1 −1 0
2 4 1
0 0 2


4.5. Encontre a forma canônica de Jordan da matriz

A =


1 0 1 0
−7 3 3 3
−1 0 2 1

4 −1 0 −1


4.6. Encontre a forma canônica de Jordan da matriz

A =


5 −1 0 −2
5 0 0 −3
3 −1 1 −1
4 −1 0 −1


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4.7. Encontre a forma canônica de Jordan da matriz

A =


4 −1 0 0

10 −2 0 −1
−1 0 2 1

2 −1 0 2


4.8. Sabendo que os únicos autovalores de uma matriz A ∈ C4×4 são λ1 = 1 e

λ2 = 2, quantas formas canônicas de Jordan possíveis temos para A (sem
contar formas canônicas similares entre si)?

4.9. Verifique que o operador complexificado dado na Definição 2.5 é, de fato, um
operador linear sobre o espaço complexificado.

4.10. Verifique a afirmativa da Observação 2.8 de que T̄C = TC.





CAPíTULO 11

Espaços Vetoriais Normados

Measuring a summer’s day...
– Tangerine (Led Zeppelin III)

Led Zeppelin, 1970)

A noção de continuidade é um dos conceitos fundamentais em análise e em ma-
temática em geral. Ela depende de alguma noção de proximidade. Muitas vezes,
essa noção de proximidade é baseada em alguma noção de distância. A partir dessa
distância, podemos falar de pontos próximos a um determinado ponto, que formam
uma “vizinhança” do ponto. Mais geralmente, podemos falar de proximidade e, em
particular, de continuidade, apenas partir de conjuntos que denominamos de abertos,
que satisfazem certas propriedades que encompassam alguma noção de vizinhança.
Essa família de conjuntos abertos nos dão o que chamamos de topologia de um espaço.
Quando misturamos essa noção de topologia com espaços vetoriais, precisamos que
essas estruturas sejam compatíveis, nos dando, em particular, que a adição de vetores
e a multiplicação por escalar sejam contínuas em relação a essa topologia. Quando
isso acontece, temos o que chamamos de espaços vetoriais topológicos. Felizmente, em
espaços vetoriais de dimensão finita, não precisamos dessa generalidade toda. Pode-
mos nos restringir ao conceito de norma, expressando o “comprimento” de um vetor,
e com base nela podemos falar de distância, topologia e continuidade.

1. Métrica

Vamos falar brevemente de espaços métricos, antes de passar para o nosso foco
principal, que são os espaços vetoriais normados e com produto interno.

1.1. Espaços métricos. Espaços métricos são conjuntos munidos de uma me-
dida de “distância” entre dois pontos quaisquer, satisfazendo propriedades adequadas.

Definição 1.1 (Espaço métrico). Um espaço métrico é um par (X, d) composto
por um conjunto X e uma função distância, denominada métrica, d : X ×X → R
que é positiva definida, simétrica e satisfaz a desigualdade triangular, i.e.
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(i) d(x, y) > 0 para x 6= y, x, y ∈ X (distância entre pontos distintos é sempre
positiva);

(ii) d(x, x) = 0, para todo x ∈ X (um ponto não pode estar distante de si mesmo);
(iii) d(x, y) = d(y, x) para quaisquer x, y ∈ X (a distância de x a y é igual à

distância de y a x); e
(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para quaisquer x, y, z ∈ X (a distância mede o

“caminho” mais curto entre dois pontos - veja Observação 1.1)

A desigualdade triangular está ligada a uma ideia de caminho mais curto entre
dois pontos.

Observação 1.1 (Caminho mais curto). Dada uma métrica d(·, ·) em um con-
junto X, a desigualdade triangular garante que a distância é a menor possível entre
dois pontos, no sentido de que

d(x, y) = min
z∈X

(d(x, z) + d(z, y)),

para todo x, y ∈ X. De fato, a desigualdade triangular garante que

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), ∀z ∈ X.
Agora, escolhendo z = x (idem para z = y), vemos que

d(x, z) + d(z, y) = d(x, x) + d(x, y) = d(x, y),

visto que d(x, x) = 0. Portanto, o mínimo é alcançado e é igual a d(x, y), esta-
belecendo a igualdade acima. Podemos interpretar o resultado como dizendo que
a distância mede o “caminho” mais curto entre dois pontos. Em um espaço veto-
rial, o conceito de caminho faz sentido, pois podemos considerar o segmento de reta
(1−θ)x+θy, 0 ≤ θ ≤ 1. No caso geral de um espaço métrico, não temos essas operação
de adição e multiplicação por escalar. No entanto, esse é o espírito, quando dizemos
que, se incluirmos qualquer ponto z na medição, ou se tentarmos medir a distância
entre dois pontos a partir da distância deles a um terceiro ponto, não conseguiremos
um medida mais curta.

Exemplo 1.1. Em X = R, a noção padrão de distância é dada a partir do valor
absoluto

|x| =

{
x, x ≥ 0,

−x, x < 0.

É fácil ver que d(x, y) = |y − x| é uma métrica nos reais.

Exemplo 1.2. Mais geralmente, ainda em X = R, temos que d(x, y) = |y− x|p é
uma métrica para qualquer p > 0 (verifique!).
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Exemplo 1.3. No conjunto dado pelo gráfico G = {u = (s, f(s)); s ∈ R} de
uma função f : R → R, a função d(u,v) = |r − s|, para u = (s, f(s)) ∈ G e
v = (r, f(r)) ∈ G, r, s ∈ R, é uma métrica em G.

Exemplo 1.4. Em X = Rn, a função

d(u,v) = max
j=1,...,n

|xj − yj|,

para u = (x1, . . . , xn),v = (y1, . . . , yn) ∈ X, define uma métrica em X.

Observação 1.2. Em um conjunto qualquer, a função d(x, y) = 1, se y 6= x e
d(x, y) = 0, para y = x, define uma métrica. Veremos, a seguir, que toda métrica
induz uma topologia em X, formada pelos conjuntos abertos. Em particular, essa
métrica nos dá o que chamamos de topologia discreta, em que todos os subconjuntos
de X são abertos e fechados.

1.2. Sequências em espaços métricos e completude. Com a noção de dis-
tância dada pela métrica, podemos falar de convergência de sequências.

Definição 1.2 (Convergência de sequências). Seja (X, d) um espaço métrico.
Dizemos que uma sequência (xk)k∈N em X converge para um ponto x ∈ X quando xk
está cada vez mais próximo de x em relação a essa métrica, ou seja, quando

lim
k→∞

d(xk, x) = 0.

Nesse caso, escrevemos
lim
k→∞

xk = x

ou
xk → x, quando k →∞.

O limite é único, como demonstra o próximo resultado.

Proposição 1.1. Seja (X, d) um espaço métrico e suponha que (xk)k∈N seja uma
sequência convergente. Então o limite da sequência é único.

Demonstração. De fato, se xk → x e xk → y, então, pela desigualdade trian-
gular,

d(x, y) ≤ d(x, xk) + d(xk, y)→ 0,

quando k →∞. Como a métrica é positiva definida, temos, necessariamente, y = x,
mostrando que o limite é único. �
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Uma propriedade fundamental dos reais, associada à sua própria construção e à
sua razão de existência, é a de ser completo, no sentido de que as sequências de Cauchy
reais, que são as sequências reais {rn} tais que |rn − rm| → 0, quando n,m → ∞,
convergem para um número real r. Esse conceito se estende a espaços métricos e, em
particular, a espaços vetoriais munidos de uma norma, como veremos em breve. No
momento, vamos apenas às definições.

Definição 1.3 (Sequência de Cauchy). Seja (X, d) um espaço métrico. Uma
sequência (uk)k∈N em X é dida uma sequência de Cauchy quando, para todo ε > 0,
existe K ∈ N tal que

d(xk, xl) < ε, ∀k, l ≥ K,

ou seja, d(xk, xl)→ 0, quando k, l→∞.

Definição 1.4 (espaço métrico completo). Um espaço métrico (X, d) é dito com-
pleto quando toda sequência de Cauchy é convergente, i.e. dada uma sequência de
Cauchy (xk)k∈N, existe x ∈ X tal que limk→∞ xk = x.

1.3. Continuidade. Com a noção de distância dada pela métrica, podemos falar
de continuidade. A ideia é que uma função contínua leva pontos “próximos” em pontos
“próximos”.

Definição 1.5 (Continuidade). Dados dois espaços métricos (X, dX) e (Y, dY ),
uma função f : X → Y é dita contínua em um ponto x ∈ X (em relação a essas
métricas), quando, para todo ε > 0, existe δ > 0, tal que

d(f(x̃), f(x)) < ε, ∀x̃ ∈ X, d(x̃, x) < δ.

A função é dita contínua quando é contínua em todos os pontos de X.

A continuidade preserva a convergência de sequências.

Proposição 1.2. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) dois espaços métricos e seja f : X → Y
uma função contínua em um ponto x ∈ X. Se (xk)k∈N é uma sequência convergindo
para um ponto x em X, então (f(xk))k∈N converge para f(x) em Y, i.e. xk → x
implica em f(xk)→ f(x).

Como estamos falando de espaços métricos, a continuidade pode ser, de fato,
caracterizada pela convergência de sequências. Um outro resultado importante é o
de que a continuidade é preservada por composição.

Proposição 1.3. Sejam (X, dX), (Y, dY ) e (Z, dZ) três espaços métricos e sejam
g : Y → Z e h : X → Y funções contínuas. Então a composição f = g ◦ h : X → Z
também é contínua.
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Deixamos a verificação dos fatos acima para o leitor. Esses resultados são vistos
com mais profundidade em cursos sobre espaços métricos, análise funcional e em
alguns sobre análise em várias variáveis.

1.4. Topologia em espaços métricos. Com a noção de distância dada pela
métrica e o conceito de convergência de sequências, também podemos falar de sub-
conjuntos abertos e fechados, de vizinhança e de topologia.

Supondo que o limite x de uma sequência (xk)k∈N esteja em um subconjunto A
do espaço, quando podemos garantir que xk está, eventualmente, contido também em
A? E quando a sequência xk está em um conjunto B, quando podemos garantir que o
seu limite também está em B? Para caracterizar essas propriedades, temos as noções
de conjuntos abertos e fechados.

Definição 1.6 (Abertos e fechados). Seja (X, d) um espaço métrico. Um sub-
conjunto A ⊂ X é dito aberto quando, para todo x ∈ A, existe δ > 0 tal que todo
elemento y ∈ X com d(y, x) < δ está em A, i.e.

{y ∈ X; d(y, x) < δ} ⊂ A.

Um conjunto A ⊂ X é dito fechado quando o seu complementar Ac = X \A é aberto.

Com o conceito de métrica, também podemos definir conjuntos especiais que são
equidistantes a um determinado ponto e que serão úteis mais adiante.

Definição 1.7 (Bolas e esferas em espaços métricos). Seja (X, d) um espaço
métrico. Uma bola fechada de raio r ≥ 0 e centro em x é o conjunto

Br(x) = {y ∈ X; d(x, y) ≤ r},
enquanto que a bola aberta é definida por

Br(x)◦ = {y ∈ X; d(x, y) < r}.
A esfera de raio r e centrada em x é dada por

Sr(x) = {y ∈ X; d(x, y) = r}.
Pensando apenas no conceito de aberto e fechado, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Seja (X, d) um espaço métrico e seja (xk)k∈N uma sequência em
X convergindo para um ponto x ∈ X.

(i) Supondo x ∈ O e O um conjunto aberto, então existe K ∈ N tal que xk ∈ O,
para todo k ≥ K, ou seja, a sequência está eventualmente contida no conjunto
aberto O.

(ii) Supondo xk ∈ F e F um subconjunto fechado de X, então x ∈ F , ou seja, o
limite também está no conjunto fechado F .
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Os conjuntos abertos podem ser usados para caracterizar a convergência de uma
sequência.

Proposição 1.4. Sejam (X, d) um espaço métrico, (xk)k∈N uma sequência em X
e x ∈ X. Então a sequência converge para x se, e somente se, para todo aberto O de
X contendo x, existe um inteiro K ∈ N tal que xk ∈ O, para todo k ≥ K, ou seja, a
sequência eventualmente entra em qualquer aberto contendo o ponto limite.

Essa caracterização nos leva ao conceito de vizinhança.
Observação 1.3 (Vizinhanças). A caracterização de continuidade em um ponto

x dada na Proposição 1.4 é feita em termos de abertos contendo o ponto x. Um
conjunto aberto contendo um determinado ponto é chamado de vizinhança aberta do
ponto x. Qualquer conjunto que contenha uma vizinhança aberta de x é chamada
simplesmente de vizinhança de x.

Por conta da caracterização, podemos definir convergência e continuidade apenas
em termos de vizinhanças abertas. O importante é destacar as propriedades funda-
mentais de conjuntos abertos apenas em termos de estrutura de conjuntos. Nesse
sentido, observamos as seguintes propriedades dos abertos de um espaço métrico.

Teorema 1.2 (Topologia de um espaço métrico). Seja (X, d) um espaço métrico.
A topologia de X é o conjunto T de todos os abertos de X e tem as seguintes
propriedades.

(i) O conjunto vazio é aberto (e fechado), i.e. ∅ ∈ T;
(ii) O espaço todo é aberto (e fechado), i.e. X ∈ T;
(iii) A união arbitrária de abertos é aberta, i.e. se Aλ ∈ T, para todo λ ∈ Λ em

um conjunto Λ qualquer, então
⋃
λ∈Λ Aλ ∈ T;

(iv) A interseção finita de abertos é aberta, i.e. se A1, . . . , An ∈ T, n ∈ N, então⋂
j=1,...,nAj ∈ T.

Com base nessa caracterização, definimos espaços topológicos como os conjuntos
X munidos de uma coleção T de subconjuntos de X com as propriedades (i)-(iv) do
Teorema 1.2. Mas não precisamos considerar essa generalização aqui, já que estamos
tratando de espaços vetorias de dimensão finita. Em dimensão infinita, esse conceito
é bastante útil. Por exemplo, o espaço das distribuições (veja Exemplo 3.2) não é
um espaço vetorial normado, mas é um espaço vetorial topológico, quando munido de
uma topologia apropriada.

2. Norma

Passamos, agora, ao estudo de normas em um espaço vetorial, que é uma noção
particular de métrica.
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2.1. Norma em espaços vetoriais. Ao combinarmos a noção de distância com
a estrutura de um espaço vetorial, esperamos que essa distância tenha propriedades
compatíveis com essa estrutura, como, em particular, que as operações de adição e
multiplicação por escalar sejam contínuas em relação a essa distância.

Além disso, é natural esperarmos que essa medida de distância seja homogênea,
como é a distância usual no plano, por exemplo, onde o comprimento de um segmento
de reta independe da sua posição no plano. Ou seja, em geral, esperamos que a
distância entre dois vetores u e v seja a mesma que a distância entre u + w e v + w,
para qualquer w. Ou, por outra, que a distância entre u e v seja a mesma que entre
0 e u − v. A distância entre um vetor u e o vetor nulo 0 mede o comprimento de
um vetor. E ao multiplicarmos um vetor por um escalar, esperamos aumentar o seu
comprimento pelo mesmo fator, ou, na verdade, pelo módulo desse escalar, com o
sinal apenas mudando o vetor de sentido, mas sem alterar o seu comprimento.

Essa ideia nos dá a noção de norma, que definimos a seguir.

Definição 2.1 (Norma). Uma norma em um espaço vetorial X sobre um corpo
K real ou complexo é uma função ‖ · ‖ : X → R positiva definida, homogênea e
subaditiva, ou seja

(i) (positiva definida) ‖u‖ ≥ 0, para todo u ∈ X, com ‖u‖ = 0 se, e somente
se, u = 0;

(ii) (homogênea) ‖λu‖ = |λ|‖u‖, para todo u ∈ X e todo λ ∈ K;
(iii) (subaditiva) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, para todo u,v ∈ X.x

Um espaço vetorial munido de uma norma é chamado de espaço vetorial normado
e é usalmente denotado por (X, ‖ · ‖).

Observação 2.1. A métrica associada a uma norma ‖ · ‖ em um espaço vetorial
X é dada por

d(u,v) = ‖u− v‖.
A simetria da métrica sai da homogeneidade da norma com λ = −1, visto que

d(u,v) = ‖u− v‖ = ‖v − u‖ = d(v,u).

A desigualdade triangular da métrica sai diretamente da subaditividade da norma
(também chamada de desigualdade triangular para normas), visto que

d(u,v) = ‖u− v‖ = ‖u−w + w − v‖
≤ ‖u−w‖+ ‖w − v‖ ≤ d(u,w) + d(w,u).

No caso de uma métrica qualquer em um espaço vetorial, precisamos exigir que
essa métrica seja compatível com a estrutura vetorial, no sentido da adição de vetores
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e a multiplicação por escalar sejam operações contínuas em relação a essa métrica.
Nem todas as métricas tem essa propriedade (veja, por exemplo, as métricas dadas
no Exemplo 1.2 e no Observação 1.2). Já no caso de normas, essa propriedade é
intrínseca, como discutidos nas observações a seguir.

Observação 2.2 (Continuidade da adição). A adição é uma função + : X×X →
X. A continuidade, em um ponto (u,v) ∈ X×X, da soma u+v é obtida comparando-
se a distância entre a soma ũ+ ṽ de uma perturbação ũ ≈ u de u e uma perturbação
ṽ ≈ v e a soma u + v de u e v. Essa continuidade segue da desigualdade

d(ũ + ṽ,u + v) = ‖ũ + ṽ − u− v‖ ≤ ‖ũ− u‖+ ‖ṽ − v‖ = d(ũ,u) + d(ṽ,v).

Assim, ũ + ṽ → u + v, quando ũ → u e ṽ → v. Quanto mais próximos ũ ≈ u e
ṽ ≈ v, mais próximo ũ + ṽ está de u + v.

Observação 2.3 (Continuidade da multiplicação por escalar). De maneira seme-
lhante,

d(λ̃ũ, λu) = ‖λ̃ũ− λu‖
= ‖λ̃ũ− λũ + λũ− λu‖
≤ ‖λ̃ũ− λũ‖+ ‖λũ− λu‖
= ‖(λ̃− λ)ũ‖+ ‖λ(ũ− u)‖
= |λ̃− λ|‖ũ‖+ |λ|‖ũ− u‖
= |λ̃− λ|‖ũ‖+ |λ|d(ũ,u).

Assim, quando ũ→ u em X e λ̃→ λ em K, temos λ̃ũ→ λu, nos dando a continui-
dade da multiplicação por escalar.

Vale ressaltar que a própria norma é uma função contínua de X em R:
Proposição 2.1 (Continuidade da norma). Dado um espaço vetorial X real ou

complexo munido de uma norma ‖ · ‖, vale a desigualdade

|‖u‖ − ‖v‖| ≤ ‖u− v‖, ∀u,v ∈ X.
Demonstração. Pela desigualdade triangular,

‖u‖ ≤ ‖u− v‖+ ‖v‖,
de modo que

‖u‖ − ‖v‖ ≤ ‖u− v‖.
Da mesma forma,

‖v‖ − ‖u‖ ≤ ‖v − v‖.
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Pela homogeneidade, com λ = −1, temos

‖v − u‖ = ‖u− v‖,

de modo que

−‖u− v‖ ≤ ‖u‖ − ‖v‖ ≤ ‖u− v‖,

ou seja,

|‖u‖ − ‖v‖| ≤ ‖u− v‖,

provando a desigualdade desejada. �

Exemplo 2.1. Em Rn ou Cn, temos a norma p

‖u‖p =

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p

,

para todo vetor u = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, K real ou complexo, e onde p é qualquer real
no intervalo 1 ≤ p <∞. O caso p =∞ nos dá, como limite p→∞ da norma acima,

‖u‖p = max{|x1|, . . . , |xn|}.

Para p = 1 ou p = ∞, é fácil ver que a norma p é, de fato, uma norma. Para
1 < p <∞, é fácil mostrar que a norma é positiva definida e homogênea, mas não é
imediato mostrar a subaditividade, que nesse caso é conhecida como desigualdade de
Minkowski (Curiosidade 2.1).

Curiosidade 2.1 (Desigualdade de Minkowski). A desigualdade de Minkowski,
mencionada no Exemplo 2.1 para garantir a subaditividade da norma p em Kn, com
K = R ou C, tem a forma

‖u + v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p, ∀u,v ∈ Kn. (2.1)
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A demonstração passa por um truque de expoentes e a desigualdade de Young, a ser
vista na Curiosidade 2.2. De fato, para u = (x1, . . . , xn) e v = (y1, . . . , yn), temos

‖u + v‖pp =
n∑
j=1

|xj + yj|p

=
n∑
j=1

|xj + yj||xj + yj|p−1

≤
n∑
j=1

(|xj|+ |yj|) |xj + yj|p−1

=
n∑
j=1

|xj||xj + yj|p−1 +
n∑
j=1

|yj||xj + yj|p−1.

Pela desigualdade de Hölder (2.2),

‖u + v‖pp ≤

(
n∑
j=1

|xj|p
)1/p( n∑

j=1

|xj + yj|(p−1)q

)1/q

+

(
n∑
j=1

|yj|p
)1/p( n∑

j=1

|xj + yj|(p−1)q

)1/q

,

onde q satisfaz 1/p+ 1/q = 1. Como 1/q = 1− 1/p = (p− 1)/p e (p− 1)q = p, temos

‖u + v‖pp ≤ (‖u‖p + ‖v‖p) ‖u + v‖p−1
p .

Dividindo por ‖u + v‖p−1
p , obtemos a desigualdade de Minkowski (2.1).

Curiosidade 2.2 (Desigualdade de Hölder). A desigualdade de Hölder (finita)
pode ser posta na forma

n∑
j=1

ajbj ≤

(
n∑
j=1

apj

)1/p( n∑
j=1

bqj

)1/q

, ∀aj, bj ≥ 0, j = 1, . . . , n, (2.2)

onde p é um real qualquer no intervalo 1 < p <∞ e onde q é o seu conjugado, também
no intervalo 1 < q <∞ e que satisfaz 1/p+1/q = 1. (As versões da desigualdade com
p = 1 e q = ∞ ou p = ∞ e q = 1 são triviais.) A demonstração dessa desigualdade
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passa por escrever

‖a‖p =

(∑
j

apj

)p

, ‖b‖q =

(∑
j

bqj

)q

= ‖b‖q,

onde a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn). e usar a desigualdade de Young (??) em
cada componente, de modo que

1

‖a‖p‖b‖q

n∑
j=1

ajbj =
n∑
j=1

aj
‖a‖p

bj
‖b‖q

≤
n∑
j=1

(
1

p

apj
‖a‖pp

+
1

q

bqj
‖b‖qq

)

=
1

p

∑n
j=1 a

p
j

‖a‖pp
+

1

q

∑n
j=1 b

q
j

‖b‖qq

=
1

p

‖a‖pp
‖a‖pp

+
1

q

‖b‖qq
‖b‖qq

=
1

p
+

1

q

= 1,

ou seja,

n∑
j=1

ajbj ≤

(
n∑
j=1

apj

)1/p( n∑
j=1

bqj

)1/q

.

Curiosidade 2.3 (Desigualdade de Young). A desigualdade de Young tem a
forma

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq, ∀a, b ≥ 0. (2.3)
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onde 1 < p, q < ∞ e 1/p + 1/q = 1. Sua demonstração passa pela concavidade da
função logaritmo, de forma que, tomando θ = 1/q, com 1− θ = 1/q, obtemos

ln ab = ln a+ ln b

= ln ap/p + ln bq/q

=
1

p
ln ap +

1

q
ln bq

≤ ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)
.

Como o logaritmo também é uma função crescente, essa desigualdade implica na
desigualdade de Young (2.3).

Observação 2.4 (Homogeneidade e desigualdades). A técnica usada na demons-
tração da desigualdade de Hölder (2.2) é muito comum em espaços vetoriais normados
quando as quantidades envolvidas são “multi-homogêneas”. No caso, as funções

f(a,b) =
∑
j

ajbj, g(a,b) =

(∑
j

apj

)1/p(∑
j

bqj

)1/q

têm as propriedades

f(λa, µb) = λµf(a,b), g(λa, µb) = λµg(a,b),

para todo λ, µ ≥ 0. Assim, se provarmos que

f(a,b) ≤ g(a,b)

para a,b tais que ‖a‖X = ‖b‖Y = 1, em dadas normas, então podemos usar a
homogeneidade para estender a estimativa para todo o espaço

f(a,b) = f(‖a‖X
a

‖a‖X
, ‖a‖X

a

‖a‖X
) = ‖a‖X‖a‖Xf(

a

‖a‖X
,

a

‖a‖X
)

≤ ‖a‖X‖a‖Xg(
a

‖a‖X
,

a

‖a‖X
) = g(‖a‖X

a

‖a‖X
, ‖a‖X

a

‖a‖X
) = g(a,b).

Analogamente para estimativas involvendo mais de dois vetores, desde que a homo-
geneidade valha para cada vetor.

Curiosidade 2.4. Para p tal que 1 < p <∞, a norma p em Rn tem a propriedade
de ser estritamente convexa, ou seja, se ‖u‖ = ‖v‖ = r, com u 6= v, então

‖(1− θ)u + θv‖ < r,
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para 0 < θ < 1. Em outras palavras, o interior do segmento de reta entre dois pontos
de uma esfera está contido inteiramente no interior da esfera. Isso não acontece com
p = 1 ou p = ∞. Mais ainda, para 1 < p < ∞, o ponto médio está uniformemente
bem afastado da esfera, i.e. para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se ‖u‖p = ‖v‖p = 1
e ‖u− v‖ ≥ ε, então ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ.

Com essa propriedade, dizemos que a norma é uniformemente convexa.

Exemplo 2.2 (Norma em `p). Podemos estender a norma p para sequências re-
ais ou complexas, desde que o somatório seja finito. Isso é obtido restringindo as
sequências ao espaço `p (veja Exemplo 1.10), mas aqui vamos assumir 1 ≤ p < ∞.
Temos

`p = {x = (xn)n∈N;
∑
n∈N

|xn|p <∞}.

É fácil verificar que, para 1 ≤ p <∞, temos

‖u‖`p =

(∑
n∈N

|xn|p
)1/p

satisfazendo as hipóteses de norma. Para p =∞, temos sequências limitadas

`∞ = {x = (xn)n∈N; sup
n∈N
|xn| <∞},

com a norma do supremo
‖u‖`∞ = sup

n∈N
|xn|.

Exemplo 2.3. No espaço das funções reais contínuas X = C(I) em um intervalo
I ⊂ R qualquer, por exemplo, podemos definir a norma p por

‖f‖p =

(∫
I

|f(x)|p dx

)1/p

,

para 1 ≤ p <∞ e
‖f‖∞ = sup

x∈I
|f(x)|.

No caso em que I é fechado e limitado, o supremo se torna um máximo.
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2.2. Topologia de um espaço vetorial normado. Como a norma define uma
métrica, todas as noções de topologia, abertos, fechados, vizinhança e convergência
se aplicam. Em particular, em um espaço vetorial X munido de uma norma ‖ · ‖,
uma sequência de vetores (uk)k∈N é uma sequência de Cauchy em X quando

‖uk − ul‖ → 0, k, l→∞.

Essa sequência converge para um vetor u ∈ X quando

‖uk − u‖ → 0, k →∞.

O limite de uma sequência, quando existe, é único.
Uma bola fechada de raio r ≥ 0 e centro em u0 toma a forma

Br(u0) = {u ∈ X; ‖u− u0‖ ≤ r},

enquanto que a bola aberta é dada por

Br(u0)◦ = {u ∈ X; ‖u− u0‖ < r}.

A esfera de raio r e centrada em u0 é dada por

Sr(u0) = {u ∈ X; ‖u− u0‖ = r}.

Um espaço vetorial normado é dito completo quando toda sequência de Cauchy
converge.

Com a noção de continuidade e topologia em espaços vetoriais normados, é natural
consideramos dois espaços vetorias normados como isomorfos apenas quando houver
uma bijeção linear entre os dois que seja contínua e com inversa contínua. Nesse
sentido, temos a seguinte definição.

Definição 2.2 (Isomorfismo entre espaços vetoriais normados). Sejam (X, ‖ ·
‖X) e (Y, ‖ · · · ‖Y ) dois espaços vetoriais normados sobre um mesmo corpo K. Um
isomorfimo entre esses dois espaços normados é um isomorfismo entre os espaços
vetoriais X e Y que seja contínua e tenha inversa contínua em relação às topologias
associadas às suas métricas.

Trabalhando em cada coordenada, veremos a seguir que a propriedade do conjunto
dos números reais de ser completo se estende para Rn munido de uma norma qualquer.
E vale, também, em Cn, separando as partes real e imaginária de uma sequência de
Cauchy de vetores complexos. Finalmente, graças à representação de espaços vetoriais
de dimensão finita como Kn, em um corpo K, e graças à equivalência das normas que
veremos em seguida, deduz-se que espaços vetoriais complexos ou reais de dimensão
finita são também completos.
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A demonstração de completude depende da equivalência entre a norma de X e a
norma de Kn via isomorfismo entre X e Kn, com n = dim(X). Isso só será visto no
Teorema 2.7.

Todas as normas p geram a mesma topologia. Mais ainda, são normas equivalen-
tes. Vamos, primeiro, a esse conceito de equivalência de normas.

Definição 2.3 (Equivalência de normas). Seja X um espaço vetorial real ou
complexo e sejam ‖ · ‖a e ‖ · ‖b duas normas em X. As duas normas são ditas
equivalentes quando existem constantes positivas c1 e c2 tais que

1

c1

‖u‖a ≤ ‖u‖b ≤ c2‖u‖a,

para todo u ∈ X.

Normas equivalentes geram a mesma topologia.

Teorema 2.1. Seja X um espaço vetorial e sejam ‖ · ‖a e ‖ · ‖b duas normas em
X. Então um conjunto O é aberto em relação à norma ‖ · ‖a se, e somente se, é
aberto em relação à norma ‖ · ‖b.

No caso de Rn e Cn, todas as normas p são equivalentes e, com isso, consideramos
a topologia, nesses espaços, como sendo a topologia gerada por essas normas.

Teorema 2.2. Seja X = Kn, n ∈ N, com K real ou complexo. Então todas as
normas p em X, com 1 ≤ p ≤ ∞, são equivalentes entre si.

Demonstração. Observe que a equivalência entre normas de um mesmo espaço
vetorial é uma relação de equivalência. Assim, para compararmos duas normas p1 e
p2 quaisquer, podemos comparar cada uma delas com uma mesma norma q. Vamos
usar q =∞ para isso e comparar uma norma p qualquer em 1 ≤ p <∞ com q =∞.

Seja u = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Temos
|xj|p ≤ |x1|p + · · ·+ |xn|p,

para todo j = 1, . . . , n, de modo que

‖u‖∞ = max
j=1,...,n

|xj| =
(

max
j=1,...,n

|xj|p
)1/p

≤ (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p = ‖u‖p.

Por outro lado, temos

‖u‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p ≤
(
n max
j=1,...,n

{|xj|p}
)1/p

≤ n1/p max
j=1,...,n

|xj| = n1/p‖u‖∞.
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Portanto,
1

n1/p
‖u‖p ≤ ‖u‖∞ ≤ ‖u‖p,

para todo u ∈ X, mostrando que a norma p, com 1 ≤ p <∞, é equivalente à norma
q =∞.

Como dito acima, dadas normas p1, p2, 1 ≤ p1, p2 < ∞, temos, usando a equiva-
lência acima, que

1

n1/p1
‖u‖p1 ≤ ‖u‖∞ ≤ ‖u‖p2 ≤ n1/p2‖u‖∞ ≤ n1/p2‖u‖p1 ,

completando a equivalência entre normas p1 e p2 quaisquer. �

Observação 2.5. Métricas diferentes podem gerar topologias diferentes, mesmo
em dimensão finita, como mostra o Observação 1.2. Mas, no caso de normas, vimos,
no Teorema 2.2, que todas as normas p em Rn e Cn são equivalentes e geram a mesma
topologia. Esse resultado é mais geral ainda, como veremos adiante. Em qualquer
espaço de dimensão finita, todas as normas são equivalentes entre si. Para provarmos
esse resultado mais geral, precisamos da noção de compacidade.

Um resultado fundamental de análise que usaremos aqui e que anunciamos sem
demonstração é o da compacidade de subconjuntos fechados limitados em Rn. Há dois
resultados importantes nesse sentido, ligados a conceitos diferentes de compacidade.
O Teorema de Bolzano-Weierstrass , que garante que toda sequência limitada em
Rn possui uma subsequência convergente, e que implica em que todo subconjunto
fechado e limitado de Rn é sequencialmente compacto (ou seja, toda sequência em
um conjunto fechado e limitado F de Rn possui uma subsequência que converge
para algum elemento de F ). E o Teorema de Heine-Borel , que garante que todo
subconjunto fechado e limitado F de Rn é compacto, no sentido de que toda cobertura
A ⊂ ∪λ∈ΛOλ de A por conjuntos abertos Oλ de uma família arbitrária Λ possui uma
subcobertura finita A ⊂ ∪j=1,...,nOλj , λj ∈ Λ, n ∈ N. Este último conceito é a
generalização de compacidade sequencial para espaços topológicos mais gerais. No
caso de espaço métricos e, em particular, de espaços vetoriais normados, os dois
conceitos coincidem e não precisamos nos preocupar com essa distinção na definição
de compacidade. E o mesmo vale para Cn ou qualquer espaço vetorial complexo de
dimensão finita. Basta considerarmos as suas partes real e imaginária como Rn e usar
os resultados mencionados acima.

Definição 2.4 (Compacidade em espaços vetoriais normados). Um subconjunto
A de um espaço vetorial normado X real ou complexo é dito compacto quando toda
sequência (un)n∈N ⊂ A de elementos em A possui uma subsequência convergente para
um elemento de A.
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Agora, para os teoremas de compacidade, observamos que a norma nos permite
classificar subconjuntos entre limitados e ilimitados.

Definição 2.5 (Subconjuntos limitados de espaços vetoriais normados). Seja
X um espaço vetorial normado, com norma ‖ · ‖. Um subconjunto A de X é dito
limitado quando existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖ ≤ C, ∀ u ∈ A.
Um subconjunto A é limitado se, e somente se, ele está contido em uma bola

centrada na origem, por exemplo.
De posse do conceito de conjunto limitado, podemos enunciar o Teorema de

Bolzano-Weierstrass.

Teorema 2.3 (de Bolzano-Weierstrass). Considere Rn munido da topologia as-
sociada a uma norma p qualquer, 1 ≤ p ≤ ∞. Então toda subsequência limitada
(uk)k∈N possui uma subsequência convergente.

Juntando com os conceitos de conjunto fechado e de conjunto compacto, temos o
Teorema de Heine-Borel.

Teorema 2.4 (de Heine-Borel). Considere Rn munido da topologia associada a
uma norma p qualquer, 1 ≤ p ≤ ∞. Então todo subconjunto fechado e limitado de
Rn é compacto.

Identificando Cn com Rn×Rn via partes real e imaginária de um vetor complexo,
os resultados acima também se aplicam ao Cn.

Teorema 2.5 (Compacidade nos complexos). Considere Cn munido da topologia
associada a uma norma p qualquer, 1 ≤ p ≤ ∞. Então todo subconjunto fechado e
limitado de Cn é compacto.

Um outro resultado fundamental em análise e que nos será útil a seguir é o de que
funções contínuas definidas em conjuntos compactos são limitadas e assumem valores
máximos e mínimos. Também anunciamos esse resultado sem demonstração.

Teorema 2.6. Seja A ⊂ Kn um subconjunto compacto de Kn em um corpo K
real ou complexo e seja f : A→ R uma função contínua. Então f é limitada e possui
pontos de máximo e de mínimo, i.e. existem umin e umax em A tais que

f(umin) = min
u∈A

f(u), f(umax) = max
u∈A

f(u).

Essa compacidade pode ser usada para mostrar que não apenas as normas p mas,
também, quaisquer normas em Rn e Cn são equivalentes. Mais ainda, quaisquer nor-
mas em espaços vetoriais de dimensão finita são equivalentes entre si. A demonstração
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passa pela continuidade dos isomorfismos entre um espaço de dimensão finita e Kn,
que é um resultado importante por si só e que destacamos a seguir.

Proposição 2.2. Seja X um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo
K real ou complexo munido de uma norma ‖ · ‖. Seja J : X → Kn uma isometria.
Então existem constantes estritamente positivas µ e C tais que

µ‖J(u)‖∞ ≤ ‖u‖ ≤ C‖J(u)‖∞, ∀u ∈ X, (2.4)

que é equivalente a
1

C
‖u‖ ≤ ‖J(u)‖∞ ≤

1

µ
‖u‖∞, ∀u ∈ X. (2.5)

Demonstração. Se X é um espaço trivial, então 0 é o seu único elemento e as
desigualdades são triviais. Suponha, então, X não trivial.

Vamos mostrar, primeiro, a continuidade da função v 7→ ‖J−1v‖∞. Em seguida,
usamos a compacidade da esfera unitária para obter o máximo e o mínimo dessa
função. Depois usamos que J é uma isometria para mostrar que o mínimo é positivo.
Por fim, usamos a homogeneidade para estender a desigualdade da esfera unitária
para o espaço todo.

Seja e = {{e1, . . . , en}} a base canônica em Kn, de modo que a norma ‖v‖∞ de
um elemento qualquer

v = (x1, . . . , xn) =
n∑
j=1

xjej ∈ Kn

é dada por
‖v‖∞ = max

j=1,...,n
|xj|.

Seja b = {{w1, . . . ,wn}} a base de X formada por wj = J−1ej, j = 1, . . . , n. Temos

J(u) = (〈f1,u〉, . . . , 〈fn,u〉) ∈ Kn,

com a sua inversa dada por

J−1((x1, . . . , xn)) = x1w1 + · · ·+ xnwn.

Usando a desigualdade triangular e a homogeneidade da norma, temos

‖J−1((x1, . . . , xn))‖ = ‖x1w1 + · · ·+ xnwn‖ ≤ |x1|‖w1‖+ · · · |xn|‖wn‖

≤

(∑
j

‖wj‖

)
max{|x1|, . . . , |xn|},
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ou seja,
‖J−1v‖ ≤ C‖v‖∞,

para todo v = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, onde

C =
∑
j

‖wj‖.

Em particular, isso mostra a continuidade de J−1 como função de Kn em X. E mostra
a continuidade da função real f : Kn → R dada por f(v) = ‖J−1v‖, pois se vk → v
em Kn na norma ‖ · ‖∞, então

|f(vk)− f(v) = ‖J−1(vk − v)‖ ≤ C‖vk − v‖∞ → 0, k →∞.

Considerando, agora, a esfera unitária

S = {v ∈ Kn; ‖v‖∞ = 1},

temos que S é um subconjunto fechado e limitado em Kn, portanto compacto, graças
ao Teorema 2.4 de Heine-Borel (ou Teorema 2.5 no caso complexo).

Agora, vonsiderando f restrito ao compacto S, deduzimos, do Teorema 2.6, que
f possui pelo menos um ponto de mínimo v0 ∈ S,

µ = f(v0) = min
v∈S

f(v).

Temos µ = f(v0) = ‖J−1(v0)‖ ≥ 0. Caso µ = 0, então, pela positividade da norma,
J−1(v0) = 0. Como J é um isomorfismo, então v0 = 0 também. Mas v0 ∈ S, o que
significa que ‖v0‖∞ = 1. Logo, v0 não pode ser 0 e µ não pode ser nulo. Portanto,
µ > 0. Ou seja,

‖J−1v‖ ≥ µ > 0,

para todo v ∈ S. Seja, agora, v ∈ Kn, v 6= 0, arbitrário. Então
v

‖v‖∞
∈ S.

Logo, por homogeneidade,

µ‖v‖∞ ≤ ‖J−1 v

‖v‖∞
‖‖v‖∞ = ‖J−1v‖.

Juntando com a estimativa anterior e incluindo o caso trivial em que v é nulo, obtemos

µ‖v‖∞ ≤ ‖J−1v‖ ≤ C‖v‖∞, ∀v ∈ Kn.

Aplicando esse resultado a v = J(u) com um u ∈ X arbitrário, obtemos (2.4). A
equivalência entre (2.4) e (2.5) é imediata. �
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Observação 2.6. O resultado da Proposição 2.2 nos diz que o isomorfismo J :
X → Kn entre espaços vetorias é contínuo e com inversa contínua, o que significa dizer
J é um isomorfismo entre os espaços normados (X, ‖ · ‖) e (Kn, ‖ · ‖∞), no sentido da
Definição 2.2.

Agora podemos mostrar que quaisquer duas normas em um espaço vetorial nor-
mado de dimensão finita são equivalentes.

Teorema 2.7. Seja X um espaço vetorial real ou complexo de dimensão finita.
Então quaisquer duas normas ‖ · ‖a e ‖ · ‖b em X são equivalentes entre si.

Demonstração. Segue da Proposição 2.2 que existem constantes positivas µa, Ca
tais que

µa‖J(u)‖∞ ≤ ‖u‖a ≤ Ca‖J(u)‖∞,
para todo u ∈ X. Da mesma forma, existem constantes positivas µb, Cb tais que

µb‖J(u)‖∞ ≤ ‖u‖b ≤ Cb‖J(u)‖∞,
para todo u ∈ X. Com isso, chegamos à equivalência

µa
Cb
‖u‖b ≤ µa‖J(u)‖∞ ≤ ‖u‖a ≤ Ca‖J(u)‖∞ ≤

Ca
µb
‖u‖b,

para todo u ∈ X. �

Graças a esse resultado, as propriedades puramente topológicas de um espaço veto-
rial normado independem da escolha da norma. Em dimensão infinita, no entanto, as
propriedades topológicas dependem de maneira não trivial da norma escolhida. Além
disso, temos topologias bastante importantes que nem são provenientes de norma.
Várias coisas podem funcionar em uma topologia e não funcionar em outra (continui-
dade de operadores, compacidade de certos subconjuntos, existência e/ou unicidade
de soluções de determinadas equações, etc.). Mas isso é outro assunto. Aqui, vamos
nos aprofundar em espaços de dimensão finita, onde essas diferenças não acontecem.

Os resultados mencionados nessa seção são essencialmente para referência. Eles
são explorados mais profundamente em cursos de Análise Real, Topologia e Análise
Funcional.

Antes de fecharmos essa sessão, vamos aproveitar a equivalência das normas e
estender os resultados de completude e de compacidade em Rn e Cn para espaços
vetoriais reais ou complexos quaisquer de dimensão finita.

Teorema 2.8 (Completude de espaços vetoriais de dimensão finita). Seja X um
espaço vetorial real ou complexo de dimensão finita munido de uma norma ‖ · ‖X .
Então X é completo, i.e. toda sequência de Cauchy em X é convergente.
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Demonstração. Seja (uk)k∈N uma sequência de Cauchy em X. Como X é de
dimensão finita, X é isomorfo a um Kn, com K real ou complexo, e n = dim(X). Seja
J : X → Kn esse isomorfismo.

Graças à estimativa (2.4) feita na demonstração da Proposição 2.2, existem µ,C >
0 tais que

µ‖J(u)‖∞ ≤ ‖u‖X ≤ C‖J(u)‖∞,
para todo u ∈ X. Logo,

‖J(uk)− J(ul)‖ = ‖J(uk − ul)‖ ≤
1

µ
‖uk − ul‖X → 0, k, l→∞.

Logo, {J(uk)}k é uma sequência de Cauchy em Kn com a norma do máximo. Como
Kn é completo, existe v ∈ Kn tal que

J(uk)→ v.

Definindo u = J−1(v), temos

‖uk − u‖X ≤ C‖J(uk)− v‖∞ → 0, k →∞,

mostrando que {uk}k∈N é convergente e, portanto, que X é completo. �

Agora a compacidade.

Teorema 2.9 (compacidade em espaços vetoriais de dimensão finita). Considere
um espaço vetorial X real ou complexo de dimensão finita e munido de uma norma.
Então toda subsequência limitada (uk)k∈N possui uma subsequência convergente.

A demonstração passa pelo isomorfismo entre X e Kn, com K = R ou C, e o
Teorema 2.4 de Heine-Borel ou o seu equivalente complexo, Teorema 2.5.

2.3. Norma de operadores e continuidade de transformações lineares.
Com a noção de distância em espaços vetoriais, podemos analisar a continuidade ou
não de transformação lineares. Nesse ponto, a dimensão do espaço tem um papel
fundamental. Em dimensão finita, veremos que todas as transformações lineares são
contínuas. Mas em dimensão infinita, podemos ter transformações lineares que não
são contínuas, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4. Seja X = c00(R) o espaço vetorial das sequências que eventual-
mente se anulam, defindo em Exemplo 2.5, munido da norma do máximo

‖u‖X = ‖u‖∞ = sup
j∈N
|xj|,
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e seja
Y = `1(R) = {u = (xj)j∈N ∈ RN;

∑
n∈N

|xj| <∞}

o espaço das sequências absolutamente convergentes, munido da norma da soma

‖u‖Y = ‖u‖1 =
∑
j∈N

|xj|.

Ambos são espaços vetoriais normados. Agora considere a transformação linear

T(u) = (jxj)j∈N, u = (xj)j∈N ∈ c00(R).

Para cada u ∈ c00(R), como a sequência u = (xj)j∈N eventualmente se anula, i.e.
existe n = n(u) tal que xj = 0, para todo j ≥ n, então

‖T(u)‖1 =
∑
j∈N

|jxj| =
n(u)∑
j=1

j|xj| <∞,

de modo que T está bem definido e é, claramente, uma transformação linear. Portanto,
T ∈ L(X, Y ). No entanto, T não é contínua em relação a essas normas. De fato,
considere a sequência

un =

{
1/n, 1 ≤ j ≤ n,

0, j > n.

Cada un ∈ X, com

‖un‖X = ‖un‖∞ =
1

n
→ 0,

ou seja, un → 0 em X. Por outro lado,

‖T(un)‖Y =
n∑
j=1

j

n
=

1

n

n∑
j=1

j =
1

n

n(n+ 1)

2
=
n+ 1

2
→∞.

Ou seja, T(un) não converge para T(0) = 0, de modo que T não é contínua.

Uma característica de transformações lineares é que, pela linearidade da transfor-
mação, em combinação com a estrutura linear do espaço e a homogeneidade da norma,
a continuidade de uma transformação linear pode ser analisada apenas pela continui-
dade na origem. Mais ainda, essa continuidade na origem segue de maneira ainda
mais simples, bastando que a transformação seja limitada em conjuntos limitados.
Nesse sentido, temos o seguinte resultado.
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Teorema 2.10. Sejam X e Y espaços vetoriais sobre um mesmo corpo, real
ou complexo, e munidos de normas ‖ · ‖X e ‖ · ‖Y , respectivamente. Dada uma
transformação linear T ∈ L(X, Y ), temos as seguintes equivalências

(i) T é contínua em todos os pontos de X;
(ii) T é contínua na origem;
(iii) T é limitada em Br = {u ∈ X; ‖u‖X ≤ r}, para algum r > 0.
(iv) T é limitada em qualquer conjunto limitado Br, r > 0;
(v) T é limitada em qualquer conjunto limitado Br, r > 0;

Demonstração. Por definição, T ser contínua em X significa ser contínua em
cada ponto de X e, em particular ser contínua na origem. Ou seja, (i) ⇒ (ii).

Suponha, agora, T contínua na origem. Então, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖Tv‖Y < ε,

para todo v ∈ X com
‖v‖X < δ.

Isso significa que
sup
v∈Br0

‖Tv‖Y < ε,

para r0 < δ, ou seja, T é limitado em algum Br0 , provando (iii). Além disso, usando
essa limitação, temos, para qualquer r > 0, que se v ∈ Br, então w = (r0/r)v ∈ Br0 ,
de modo que

sup
v∈Br
‖Tv‖Y =

r

r0

sup
v∈Br

r0

r
‖Tv‖Y =

r

r0

sup
v∈Br

∥∥∥r0

r
Tv
∥∥∥
Y

=
r

r0

sup
w∈Br0

‖Tw‖Y ≤
rε

r0

<∞,

mostrando que T é limitado em Br, para r > 0 arbitrário. Isso prova (iv).
Em particular, tomando r = 1 e definido

C = sup
v∈B1

‖Tv‖Y <∞,

temos, para qualquer u ∈ X não nulo, que u/‖u‖X ∈ B1 de modo que, pela homoge-
neidade da norma e de operadores lineares

‖Tu‖Y =

∥∥∥∥T u

‖u‖X

∥∥∥∥ ‖u‖X ≤ C‖u‖X .

Isso prova ((v)), visto que a desigualdade é, também, trivialmente válida para u = 0.
Ou seja, já temos (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (v).
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Resta mostrar que (v) implica em (ii). Para isso, usamos a linearidade de T.
Fixado um u ∈ X, temos, para ũ ∈ X qualquer, que

‖Tũ− Tu‖Y = ‖T(ũ− u)‖Y ≤ C‖ũ− u‖X ,

provando que, de fato, T é globalmente Lipschitz contínua. Isso completa a demons-
tração. �

Inspirado pelo resultado do Teorema 2.10, definimos o conceito de transformação
limitada.

Definição 2.6 (Operador limitado). Sejam X e Y espaços vetoriais normados
reais ou complexos, munidos de normas ‖ · ‖X e ‖ · ‖Y , respectivamente. Seja T ∈
L(X, Y ) uma transformação linear de X em Y . Dizemos que T é limitada quando
existe uma constante C ≥ 0 tal que

‖Tu‖Y ≤ C‖u‖X , ∀u ∈ X.

Com isso, é fácil provar a continuidade de transformações lineares associadas a
matrizes.

Teorema 2.11 (Continuidade de transformações associadas a matrizes). Seja
A = (aij)

i=m,j=n
i,j=1 ∈ Km×n uma matriz em um corpo K real ou complexo. Então

‖Au‖1 ≤

(
m∑
i=1

max
j=1,...,n

|aij|

)
‖u‖1, (2.6)

para todo u ∈ Kn, onde ‖ · ‖1 é a norma `1, da soma, em Kn e em Km. Portanto, a
transformação TA associada a A é limitada e contínua de Kn em Km, sob quaisquer
normas, visto que as normas em dimensão finita são equivalentes.

Demonstração. Usando que Au =
(∑n

j=1 aijxj

)m
i=1

, temos

‖Au‖1 =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

max
k=1,...,n

|aik||xj| ≤

(
m∑
i=1

max
j=1,...,n

|aij|

)
‖u‖1.

�

Usando o resultado acima, a equivalência das normas em dimensão finita e o
fato de que toda transformação linear entre espaços de dimensão finita pode ser
representada por um matriz, obtemos a continuidade de transformações lineares entre
espaços de dimensão finita quaisquer.
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Teorema 2.12 (Continuidade de transformações lineares em dimensão finita).
Sejam X e Y espaços vetoriais normados reais ou complexos de dimensão finita.
Então toda transformação linear T ∈ L(X, Y ) de X em Y é contínua.

Demonstração. Graças a Teorema 2.10, basta mostrar que T é limitada. Es-
colhendo bases a e b de X e Y , respectivamente, temos que

[Tu]b = [T]ab [u]a,

onde [T]ab é uma matriz. Graças ao Teorema 2.11, existe uma constante C ≥ 0 tal
que

‖[Tu]b‖1 = ‖[T]ab [u]a‖1 ≤ C ‖[u]a‖1 .

Conforme feito na demonstração do Teorema 2.7, mais precisamente em (2.4), existem
constantes CY ≥ 0 e µX > 0 tais que

‖Tu‖Y ≤ CY ‖[Tu]b‖∞ ,
e

‖[u]a‖∞ ≤
1

µX
‖u‖X .

Usando a equivalência entre as normas p garantida pelo Teorema 2.2, com a constante
explícita obtida na demonstração, temos

‖[Tu]b‖∞ ≤ ‖[Tu]b‖1

e
‖[u]a‖1 ≤ n ‖[u]a‖∞ ,

onde m é a dimensão de Y . Juntando as desigualdades, obtemos

‖Tu‖Y ≤ CY ‖[Tu]b‖∞ ≤ CY ‖[Tu]b‖1 ≤ CYC ‖[u]a‖1

≤ nCYC ‖[u]a‖∞ ≤
nCYC

µX
‖u‖X .

Como isso vale para u ∈ X arbitrário, obtemos que T é limitada e, portanto, contínua.
�

No Teorema 2.11, vimos que, para toda matriz em Km×n, com K real ou complexo,
vale a desigualdade (2.6). O somatório do máximo dos coeficientes da matriz, que
aparece nessa desigualdade, define, de fato, uma norma no próprio espaço Km×n das
matrizes. Mais geralmente, para 1 ≤ p, q <∞, podemos definir

‖A‖p,q =

 n∑
j=1

(
m∑
i=1

|aij|p
) q

p

 1
q

, (2.7)
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que são também normas em Km×n. Deixamos isso como exercício. Versões para p
e/ou q infinitos também podem ser definidas.

Uma propriedade dessas normas de matrizes é a seguinte.

Teorema 2.13. Seja K o corpo dos reais ou dos complexos e sejam p, q reais tais
que 1 ≤ p, q ≤ ∞. Então

‖Au‖q ≤ ‖A‖p′,q‖u‖p, (2.8)

para todo u ∈ Kn, onde 1 ≤ p′ ≤ ∞ é tal que 1/p + 1/p′ = 1, com p′ = 1, se p = ∞
e p′ =∞, se p = 1.

Demonstração. Escreva A = (aij)
i=m,j=n
i,j=1 . Temos (Au) =

(∑n
j=1 aijxj

)
, para

u = (x1, . . . , xn). Assim,

‖Au‖qq =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣
q

.

A desigualdade de Hölder nos diz que∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
j=1

|aij|p
′

)1/p′ ( n∑
j=1

|xj|p
)1/p

.

Assim,

‖Au‖qq ≤
m∑
i=1

(
n∑
j=1

|aij|p
′

)q/p′ ( n∑
j=1

|xj|p
)q/p

.

Como o somatório de |xj|p independe de i, temos

‖Au‖qq ≤

 m∑
i=1

(
n∑
j=1

|aij|p
′

)q/p′
( n∑

j=1

|xj|p
)q/p

.

Extraindo a raiz q, obtemos

‖Au‖q ≤

 m∑
i=1

(
n∑
j=1

|aij|p
′

)q/p′
1/q

‖u‖p = ‖A‖p′,q‖u‖p,

provando a desigualdade. �
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Observação 2.7. A norma (2.7) no caso p = q = 2 nos dá uma norma especial
que leva o norma de norma de Frobenius , denotada por ‖ ·‖F , dada simplesmente por

‖A‖2
F =

n∑
j=1

m∑
i=1

a2
ij.

Essa norma é bastante útil na prática, nos dando uma boa estimativa para a norma
`2 (veja (2.8)):

‖Au‖2 ≤ ‖A‖F‖u‖2,

para todo u ∈ Rn. Munindo Rn com a norma euclidiana e denotando esse espaço
assim normado por Rn

2 , podemos obter a equivalência

‖A‖op(Rn2 ) ≤ ‖A‖F ≤
√
n‖A‖op(Rn2 ),

onde

‖A‖op(Rn2 ) = sup
u6=0

‖Au‖2

‖u‖2

.

A norma de Frobenius é uma norma proveniente de um produto interno (veja Exer-
cício 5.8).

A estimativa (2.8) nos faz pensar se é possível obter uma constante mais justa, ou
ótima, limitando ‖Au‖q em termos de ‖u‖p. E se algo assim pode ser obtido entre
normas quaisquer. De fato, podemos definir essa constante ótima via

C = max
u6=0

‖Au‖q
‖u‖p

.

Acontece que esse definição nos dá, também, uma norma. De fato, temos o seguinte
resultado.

Teorema 2.14. Sejam X e Y espaços vetoriais normados sobre um mesmo corpo
K, real ou complexo. Sejam ‖ · ‖X e ‖ · ‖Y as normas em X e Y , respectivamente.
Então

‖T‖op(X,Y ) = sup
u∈X
u6=0

‖Tu‖Y
‖u‖X

(2.9)

define uma norma no espaço das transformações lineares limitadas de X em Y .

Observação 2.8. Por conta da compacidade de conjuntos fechados limitados em
espaços vetoriais de dimensão finita, o supremo em (2.9) é um máximo.

Essa classe de norma tem uma ótima propriedade.
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Teorema 2.15. Sejam X, Y e Z espaços vetoriais normados sobre um mesmo
corpo K, real ou complexo, com normas ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y e ‖ · ‖Z, respectivamente. Para
todo T ∈ L(X, Y ) e todo S ∈ L(Y, Z), vale

‖ST‖op(X,Z) ≤ ‖S‖op(Y,Z)‖T‖op(X,Y ).

Observação 2.9. Nem sempre a norma é bem comportada assim, em relação a
composições. Por exemplo, considerando

A = B =

[
1 1
1 1

]
,

temos ‖A‖∞ = ‖B‖∞ = 1, de modo que o produto também e 1, no entanto

AB =

[
2 2
2 2

]
e

‖AB‖∞ = 2 > 1 = ‖A‖∞‖B‖∞.

Observação 2.10. Uma norma ‖ · ‖ para transformações T ∈ L(X, Y ) entre
espaços normados com normas ‖ · ‖X e ‖ · ‖Y é dita consistente quando

‖Tu‖Y ≤ ‖T‖‖u‖X ,
para todo u ∈ X. A norma ‖ ·‖op(X,Y ) definida por (2.9) é, naturalmente, consistente.
Normas consistentes satisfazem ‖TS‖ ≤ ‖T‖‖S‖, como em (2.15).

Em particular, podemos estimar potências de um operador via

‖Tn‖op(X) ≤ ‖T‖nop(X),

onde op(X) representa op(X,X).

Observação 2.11 (Teorema de Gelfand). Uma norma de operadores pode ser
usada para se estimar o raio espectral (veja Definição 1.4) de um operador T ∈ L(X)
em um espaço normado X, graças ao Teorema de Gelfand, que diz que, para uma
norma qualquer ‖ · ‖ em L(X),

ρ(T) = lim
k→∞
‖Tk‖1/k.

No caso de uma norma consistente, temos sempre ρ(T) ≤ ‖Tk‖1/k, ou seja, a conver-
gência “por cima”.

Observação 2.12 (Exponencial de operadores). Vimos, na Seção 3.1, a exponen-
cial de matrizes através da forma normal de Jordan. Usando o conceito de norma, a
definição, pelo menos, de exponencial de um operador (limitado) qualquer T ∈ L(X)
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em um espaço normado X, com uma norma consistente ‖·‖ em L(X), é mais simples,
visto que ∥∥∥∥∥

m∑
j=0

1

j!
Tj

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
j=0

1

j!
‖Tj‖ ≤

m∑
j=0

1

j!
‖T‖j ≤ e‖T‖ <∞,

de modo que a série é absolutamente convergente. Veja Seção 3.1.

Caso a norma seja menor do que um, uma pertubação da identidade pelo operador
continua sendo invertível.

Teorema 2.16. Seja R ∈ L(X) um operador em um espaço normado X real ou
complexo, com norma ‖R‖op(X) < 1. Então I− R é invertível, com inversa dada por

(I− R)−1 =
∞∑
j=0

Rj,

com

‖(I− R)−1‖op(X) ≤
1

1− ‖R‖op(X)

Demonstração. Observe que∥∥∥∥∥
∞∑
j=m

Rj

∥∥∥∥∥
op(X)

≤
∞∑
j=m

‖R‖jop(X) =
‖R‖m

1− ‖R‖
→ 0, m→∞.

Dessa forma, a série converge absolutamente e define um operador linear em X.
Agora, note que

(I− R)
m∑
j=0

Rj = I− Rm+1.

Fazendo m→∞, o lado direito converge para o operador identidade e obtemos

(I− R)
∞∑
j=0

Rj = I,

ou seja, I− R é invertível, com

(I− R)−1 =
∞∑
j=0

Rj.

�
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3. Aplicações

3.1. Revisitando a exponential de operadores.

3.2. Número de condicionamento e análise de sensibilidade. Suponha
que estejamos estudando um modelo da forma v = Tu, onde dada uma informação
de entrada u, queiramos saber a resposta v. E suponha que, por algum erro de
medição ou por alguma incerteza na informação, a entrada avaliada seja perturbada
para u + δu. Qual o efeito disso na resposta T(u + δu)? Supondo o problema linear,
o erro ou a incerteza na resposta é dada por

δv = T(u + δu)− Tu = Tδ.

Qual é, então, a sensibilidade dessa transformação, em relação a perturbações do dado
de entrada?

Considerando um operador T ∈ L(X) em um espaço normado X, a norma da
transformação nos dá uma estimativa absoluta dessa sensibilidade. Nesse contexto, a
variação na resposta pode ser estimada pela norma,

‖δv‖X = ‖Tδu‖X ≤ ‖T‖op(X)‖δu‖X .

Ou seja, a perturbação δu é “amplificada” por um fator ‖T‖op(X) (ou “reduzida,” se
for uma contração, i.e. se ‖T‖op(X) ≤ 1).

Mas as ordens de grandeza de u e v podem ser bem diferentes e os erros absolutos
podem não expressar completamente o efeito da perturbação. Em muitos casos, é
mais significativo quantificar as variações relativas.

Ou seja, é mais significativo saber qual é a variação relativa da resposta,

‖δv‖X
‖v‖X

,

em comparação com a variação relativa do dado de entrada,

‖δu‖X
‖u‖X

.

Podemos estimar isso via
‖δv‖X
‖v‖X

=
‖Tδu‖X
‖v‖X

≤
‖T‖op(X)‖δu‖X

‖v‖X
=
‖T‖op(X)‖u‖X
‖v‖X

‖δu‖X
‖u‖X

.

Caso T seja invertível, podemos escrever u = T−1v e obter

‖δv‖X
‖v‖X

≤
‖T‖op(X)‖T−1v‖X

‖v‖X
‖δu‖X
‖u‖X

≤ ‖T‖op(X)‖T−1‖op(X)
‖δu‖X
‖u‖X

,
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ou seja,
‖δv‖X/‖v‖X
‖δu‖X/‖u‖X

≤ ‖T‖op(X)‖T−1‖op(X).

Assim, essa sensibilidade relativa é dada pelo produto

κ(T) = ‖T‖op(X)‖T−1‖op(X).

Essa quantidade é um número muito especial chamada de número de condicionamento
de T ∈ L(X).

Observe que o número de condicionamento é simétrico em relação a inversões, i.e.
κ(T) = κ(T−1). Por isso, a mesma análise se aplica ao analisarmos a sensibilidade do
problema inverso, ou seja, dado v, encontrar u satisfazendo

Tu = v.

Dada uma variação v + δv, o erro relativo da solução u + δu de

T(u + δu) = v + δv

pode ser obtido via
u + δu = T−1(v + δv),

de modo que
‖δu‖X/‖u‖X
‖δv‖X/‖v‖X

≤ ‖T−1‖op(X)‖T‖op(X) = κ(T−1) = κ(T).

E caso tenhamos uma perturbação nos parâmetros do problema, ou seja, dado uma
perturbação δT no operador, queremos saber a variação na solução u+δu do problema

(T + δT)(u + δu) = v.

Nesse caso, temos
u + δu = (T + δT)−1v,

de modo que

δu = (T + δT)−1v − u = (T + δT)−1v − T−1v = ((T + δT)−1 − T−1)v.

Usando que v = Tu, o erro relativo pode ser estimado por
‖δu‖X
‖u‖X

≤ ‖(T + δT)−1 − T−1‖op(X)‖T‖op(X).

Ou seja, precisamos analisar, também, a sensibilidade da operação de inversão,
‖(T + δT)−1 − T−1‖op(X)

‖T−1‖op(X)

.
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Para isso, primeiro temos que saber se uma perturbação T + δT de uma transforma-
ção invertível T ainda é invertível. Isso pode ser estimado através das normas dos
operadores. Primeiramente, escrevemos

(T + δT) = T(I + T−1δT).

Assim, vemos que T+ δT é invertível se, e somente se I+T−1δT for invertível e, nesse
caso,

(T + δT)−1 = (I + T−1δT)−1T−1.

Com isso,
(T + δT)−1 − T−1 = ((I + T−1δT)−1 − I)T−1.

Agora, chamando R = −T−1δT, sabemos de Teorema 2.16 que I − R é invertível
quando ‖R‖op(X) < 1. No nosso caso, podemos estimar

‖R‖op(X) = ‖T−1δT‖ ≤ ‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X) < 1,

ou seja, caso (T + δT) é invertível caso a perturbação satisfaça

‖δT‖op(X) <
1

‖T−1‖op(X)

.

Além disso, pela fórmula da inversa dada no Teorema 2.16, sabemos que

(I− R)−1 − I =
∞∑
j=1

R,

de modo que

‖(I− R)−1 − I‖op(X) ≤
∞∑
j=1

‖R‖jop(X) =
‖R‖op(X)

1− ‖R‖op(X)

.

Assim, obtemos a estimativa

‖(T + δT)−1 − T−1‖op(X) ≤ ‖(I + T−1δT)−1 − I‖op(X)‖T−1‖op(X)

= ‖(I− R)−1 − I‖op(X)‖T−1‖op(X)

≤
‖R‖op(X)

1− ‖R‖op(X)

‖T−1‖op(X)

≤
‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X)

1− ‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X)

‖T−1‖op(X).
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Combinando com a estimativa anterior, obtemos
‖δu‖X
‖u‖X

≤
‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X)

1− ‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X)

‖T‖op(X)‖T−1‖op(X).

Comparando com o erro relativo do operador, obtemos
‖δu‖X/‖u‖X

‖δT‖op(X)/‖T‖op(X)

≤ κ(T)2

1− ‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X)

.

Limitando a perturbação a

‖T−1‖op(X)‖δT‖op(X) ≤
1

2
,

chegamos finamente a estimativa de sensibilidade
‖δu‖X/‖u‖X

‖δT‖op(X)/‖T‖op(X)

≤ 2κ(T)2.

4. Exercícios

Exercícios
4.1. Verique que as funções definidas no Exemplo 1.2 no Exemplo 1.3 e no Ob-

servação 1.2 são, de fato, métricas.
4.2. Analogamente ao Teorema 2.16, dado um operador invertível T ∈ L(X) em

um espaço normado (X, ‖ · ‖) e um outro operador R ∈ L(X), ache uma
condição em ‖R‖op(X), em termos de ‖T−1‖op(X), que garanta que T+R seja
invertível.

4.3. Para 1 ≤ p, q < ∞, mostre que ‖ · ‖p,q definido por (2.7) é uma norma em
Km×n, K real ou complexo.





CAPíTULO 12

Espaços Vetoriais Reais com Produto Interno

Then the piper will lead us to reason.
– Stairway to Heaven (Led Zeppelin IV)

Led Zeppelin, 1971

O plano e o espaço têm uma estrutura geométrica a mais que diz respeito aos
ângulos gerados por retas concorrentes. Em particular, temos o Teorema de Pitágoras,
que nos dá uma relação direta entre os lados de um triângulo retângulo, associado à
noção de ortogonalidade. Em relação à geometria analítica, isso é concretizado com
a noção de produto escalar. Essa noção de produto escalar pode ser generalizada e
enriquecer o estudo de espaços e operadores lineares que possuam alguma simetria
em relação a esse produto interno. Vamos começar definindo essa noção abstrata de
produto interno e em seguida explorando as suas propriedades e vendo como isso nos
permite estudar operadores lineares com certas simetrias.

1. Produto interno real

1.1. Definição e exemplos. No caso de espaços vetoriais reais, o produto in-
terno toma a seguinte forma.

Definição 1.1 (Produto interno real). Um produto interno em espaço vetorial
real X é uma forma bilinear ((·, ·)) : X ×X → R simétrica e positiva definida, i.e.

(i) ((u + λv,w)) = ((u,w)) +λ((v,w)) e ((u,v + λw)) = ((u,v)) +λ((u,w)), para
todo u,v,w ∈ X e todo λ ∈ R;

(ii) ((u,v)) = ((v,u)), para todo u,v ∈ X; e
(iii) ((u,u)) ≥ 0, para todo u ∈ X, com ((u,u)) = 0 se, e somente se, u = 0.

Exemplo 1.1 (Produto escalar em Rn). O exemplo clássico de produto interno,
que é, de fato, a inspiração para o conceito mais geral de produto interno, é o produto

345
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escalar Euclidiano, definido em Rn por

u · v = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑
j=1

xjyj,

para todo u = (x1, . . . , xn),v = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Uma propriedade geométrica
fundamental do produto escalar é a identidade

u · v = ‖u‖‖v‖ cos θ,

onde
‖u‖ =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n

é a norma Euclidiana, em Rn, e θ é o menor ângulo entre os vetores u e v (i.e. o
menor ângulo entre as retas geradas por esses dois vetores). Em particular, u e v
são ortogonais se, e somente se, u · v = 0. O produto interno nos permite estender a
noção de ângulo e de ortogonalidade para espaços e objetos mais gerais.

Exemplo 1.2. Dados a, b > 0, a forma bilinear

((u,v)) = ax1y1 + bx2y2,

definida para u = (x1, x2), v = (y1, y2) em R2, nos dá um produto interno em R2. Os
conjuntos

Sr = {u = (x, y) ∈ R2; ‖u‖ = ax2 + by2 = r},
para r > 0 dado, são elipses no plano, com semi-eixos coincidindo com os eixos
canônicos. Mais geralmente,

((u,v)) = ax1y1 + bx1y2 + bx2y1 + cx2y2

nos dá uma forma bilinear simétrica em R2, que é positiva definida se, e somente se,
a, c > 0 e b2 < ac, caso em que a superfície z = ax2 + 2bxy + cy2 definida no espaço
xyz forma um paraboloide com concavidade para cima. Os conjuntos

Sr = {u = (x, y) ∈ R2; ‖u‖ = ax2 + 2bxy + cy2 = r}

também são elipses no plano, com eixos principais podendo ser diferentes dos eixos
canônicos.

Exemplo 1.3 (Produto interno em `2(R)). No espaço das sequências reais de
quadrado somável, i.e.

`2(R) = {x = (xn)n∈N ∈ RN;
∑
n∈N

|xn|2 <∞},
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podemos definir o produto interno

((x, y)) =
∑
n∈N

xnyn.

De fato, como ab ≤ a2 + b2, para todo a, b ∈ R, temos

((x, y)) =
∑
n∈N

xnyn ≤
∑
n∈N

(x2
n + y2

n) <∞.

É fácil verificar que ((·, ·)) satisfaz as hipóteses de um produto interno.

Exemplo 1.4 (Produto interno em `2(R) com peso). Dada uma sequência real
positiva qualquer ϕ = (an)n∈N, an > 0, ∀n ∈ N, podemos considerar, também, o
espaço `2

ϕ, i.e. `2 com peso ϕ, como

`2
ϕ(R) = {x = (xn)n∈N ∈ RN;

∑
n∈N

|xn|2an <∞}.

A forma bilinear
((x, y)) =

∑
n∈N

xnynan.

está bem definida e é um produto interno em `2
ϕ, associado à norma

‖x‖2 =
∑
n∈N

|xn|2an

Exemplo 1.5 (Produto interno em L2). Dado um domínio Ω ⊂ Rn, o espaço
L2(Ω) é o conjunto das funções reais u definidas em Ω e Lebesgue mensuráveis e de
quadrado integrável, i.e.

‖u‖ = ‖u‖L2(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2 dx <∞.

Para duas funções u, v ∈ L2(Ω), definimos o produto interno L2(Ω) por

((u, v)) = ((u, v))L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Exemplo 1.6 (Produto interno em L2 com peso). Dado um domínio Ω ⊂ Rn

e uma função contínua (ou apenas mensurável) ϕ em Ω e positiva quase sempre,
definimos o espaço L2

ϕ(Ω), dito L2 com peso ϕ, como sendo o conjunto das funções
reais u Lebesgue mensuráveis em Ω e satisfazendo

‖u‖ϕ = ‖u‖L2
ϕ(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2ϕ(x) dx <∞.
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Para duas funções u, v ∈ L2
ϕ(Ω), definimos o produto interno em L2

ϕ(Ω) por

((u, v))ϕ = ((u, v))L2
ϕ(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)ϕ(x) dx.

Por exemplo, considerando ϕ(x) = e−x
2 , os polinômios podem ser vistos como ele-

mentos de L2
ϕ(R).

1.2. Norma proveniente do produto interno. Graças às propriedades do
produto interno, a quantidade

√
((u,u)) tem as propriedades de uma norma, como

veremos em seguida, e por isso é chamada de norma associada ao produto interno.

Definição 1.2 (Norma associado a um produto interno). Dado um espaço veto-
rial real X munido de um produto interno ((·, ·)), como ((u,u)) é não negativo, para
todo u ∈ X, definimos a norma de um vetor u por

‖u‖ =
√

((u,u)).

Esta norma é chamada de norma associada ao produto interno.

O fato do produto interno ser positivo definido implica o mesmo para essa norma
associada. Vejamos agora a homogeneidade.

Proposição 1.1. Dado um espaço vetorial real X munido de um produto interno
((·, ·)), então o funcional associado ‖ · ‖ satisfaz

‖λu‖ = |λ|‖u‖, ∀u ∈ X, λ ∈ R.
Agora, vejamos alguns resultados importantes por si só e que implicam na suba-

ditividade dessa norma.

Teorema 1.1. Dado um espaço vetorial real X munido de um produto interno
((·, ·)) e norma associada ‖ · ‖, vale a identidade

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2((u,v)) + ‖v‖2. (1.1)

Demonstração. Basta usar a bilinearidade e a simetria do produto interno,
para obter

‖u + v‖2 = ((u + v,u + v)) = ((u,u)) + ((v,u)) + ((u,v)) + ((v,v))

= ‖u‖2 + 2((u,v)) + ‖v‖2.

�

Teorema 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dado um espaço vetorial real
X munido de um produto interno ((·, ·)), com norma associada ‖·‖, vale a desigualdade

|((u,v))| ≤ ‖u‖‖v‖, ∀u,v ∈ X. (1.2)
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Demonstração. Dados u,v ∈ X e considerando s ∈ R arbitrário, temos, pela
positividade do produto interno, que

‖u + sv‖ ≥ 0,

para todo s. Usando a identidade (1.1), temos

0 ≤ ‖u + sv‖2 = ‖u‖2 + 2s((u,v)) + s2‖v‖2.

Se v = 0, então devemos ter ((u,v)) = 0, caso contrário o lado direito seria negativo
para valores suficientemente grandes em módulo e com sinal contrário ao do produto
interno. Nesse caso, a desigualdade é trivialmente satisfeita.

Para v 6= 0, o lado direito é um polinômio do segundo grau e esse polinômio deve
ser sempre não negativo. Em particular, o seu valor mínimo deve ser não negativo.
O ponto de mínimo ocorre em

s = −((u,v))

‖v‖2
.

Nesse ponto, deduzimos que

0 ≤ ‖u‖2 − 2
((u,v))

‖v‖2
((u,v)) +

((u,v))2

‖v‖4
‖v‖2 = ‖u‖2 − ((u,v))2

‖v‖2
.

Multiplicando por ‖v‖2, obtemos

((u,v))2 ≤ ‖u‖2‖v‖2.

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada. �

Teorema 1.3 (Desigualdade triangular). Dado um espaço vetorial real X munido
de um produto interno ((·, ·)), a norma ‖ · ‖ associada ao produto interno satisfaz a
desigualdade triangular

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, ∀u,v ∈ X. (1.3)

Demonstração. Usando a identidade (1.1) do Teorema 1.1 e a desigualdade de
Cauchy-Schwartz (1.2), deduzimos que

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2((u,v)) + ‖v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2 .

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade desejada. �

Observação 1.1. Assim, a quantidade ‖ · ‖ é um funcional de X em R com as
seguintes propriedades de norma:

(i) (positiva definida) ‖u‖ ≥ 0, para todo u ∈ X, com ‖u‖ = 0 se, e somente
se, u = 0;

(ii) (homogênea) ‖λu‖ = |λ|‖u‖, para todo u ∈ X e todo λ ∈ R; e
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(iii) (desigualdade triangular) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, para todo u,v ∈ X.
Com essa norma, podemos definir uma topologia em X e considerar a continuidade
de uma função f : X → R ou de uma função f : X → X ou, mais geralmente, de
uma função f : X → Y entre dois espaços vetoriais reais X e Y com produto interno.
Em particular, a própria função norma f(u) = ‖u‖ é contínua de X em R, como
estabelecido a seguir.

Observação 1.2. Já vimos, na Proposição 2.1, que toda norma é contínua, o que
inclui as normas provenientes de um produto interno. No caso de uma norma prove-
niente de um produto interno, temos uma regularidade maior, de diferenciabilidade
do quadrado da norma (veja Observação 1.3).

Observação 1.3 (Diferenciabilidade da norma quadrática). Dado um espaço ve-
torial real X munido de um produto interno ((·, ·)), com norma associada ‖ · ‖. Então
a norma ao quadrado ‖ · ‖2 : X → R é diferenciável, com diferencial, em um ponto u,
dada por 2u, no sentido de que

1

‖h‖
∣∣‖u + h‖2 − ‖u‖2 − 2((u,h))

∣∣ = ‖h‖ → 0,

quando h→ 0, com h 6= 0. Em particular, vale a derivada direcional

lim
s 6=0, s→0

‖u + sv‖2 − ‖u‖2

s
= 2((u,v)).

Para u ∈ X fixo, a função h 7→ ((2u,h)) é um funcional linear em X, ou seja, é
um elemento f de X∗, cuja ação sobre um vetor u ∈ X é representada pelo produto
interno com 2u, i.e. 〈f,h〉 = ((2u,h)). Isso, na verdade, faz parte de um resultado
importante de representação de funcionais lineares em espaços com produto interno,
conhecido como Teorema da Representação de Riesz, que veremos em seguida.

2. Ortogonalidade em espaços vetoriais reais

2.1. Vetores e conjuntos ortogonais. Motivados pela identidade

u · v = ‖u‖‖v‖ cos θ,

válida para o produto escalar em Rn, onde ‖ · ‖ é a norma Euclidiana e θ é o menor
ângulo entre os vetores u e v, podemos definir, mais geralmente, o ângulo entre
vetores em um espaço vetorial qualquer com produto interno, via

cos θ =
((u,v))

‖u‖‖v‖
,
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onde, agora, ‖ · ‖ é a norma associada a um produto interno qualquer. Graças à
desigualdade de Cauchy-Schwarz, o lado direito acima é um número real entre −1 e 1
e, portanto, define únicamente um ângulo no intervalo 0 ≤ θ ≤ π, sendo interpretado
como o menor ângulo entre os subespaços gerados por u e v. Quando ((u,v)) = 0,
temos θ = π/2 e os vetores e os seus subespaços gerados são ortogonais entre si.

Definição 2.1 (Vetores ortogonais). Seja X um espaço vetorial real com pro-
duto interno ((·, ·)). Dois vetores u,v em X são ditos ortogonais, em relação a esse
produto interno, quando

((u,v)) = 0.

Nesse caso, escrevemos u ⊥ v.

Exemplo 2.1. Os vetores (1, 1) e (−1, 1) são ortogonais em R2, em relação ao
produto escalar, visto que

(1, 1) · (−1, 1) = −1 + 1 = 0.

Já em relação ao produto interno

((u,v)) = 2x1y1 + 3x2y2,

definido para u = (x1, x2) e v = (y1, y2), esses vetores não são ortogonais, enquanto
que os vetores (1, 2) e (−3, 1) são ortogonais entre si, visto que

(((1, 2), (−3, 1))) = 2(1)(−3) + 3(2)(1) = −6 + 6 = 0.

Observe que os conjuntos ‖u‖2 = ((u,u)) = c, c > 0, em relação à norma desse
produto interno, são elipes no plano cartesiano.

Exemplo 2.2. Os polinômios x e x2 são ortogonais no espaço L2(−1, 1) com o
produto interno canônico de L2, visto que

((x, x2))L2(−1,1) =

∫ 1

−1

xx2 dx =

∫ 1

−1

x3 dx =
x4

4

∣∣∣∣x=1

x=−1

=
1

4
− 1

4
= 0.

Já em L2(0, 1), eles não são ortogonais, com

((x, x2))L2(0,1) =

∫ 1

0

xx2 dx =
x4

4

∣∣∣∣x=1

x=0

=
1

4
.

Esse conceito de ortogonalidade pode ser estendido a conjuntos de vetores, como
se segue.
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Definição 2.2 (Conjuntos ortogonais entre si). Seja X um espaço vetorial real
com produto interno ((·, ·)). Um vetor u é dito ortogonal a um subconjunto A ⊂ X
quando u ⊥ v para todo v ∈ A. Nesse caso, escrevemos u ⊥ S. Mais geralmente, dois
subconjuntos A e B de X são ditos ortogonais entre si quando u ⊥ v para quaisquer
u ∈ A e v ∈ B. Nesse caso, escrevemos A ⊥ B.

Exemplo 2.3. O vetor (1, 1, 1) é ortogonal ao plano x + y + z = 0, no espaço
cartesiano xyz, visto que

(1, 1, 1) · (x, y, z) = x+ y + z = 0,

para todo (x, y, z) nesse plano.

A partir de um dado conjunto, podemos, ainda, considerar o subconjunto de todos
os vetores ortogonais ao conjunto dado.

Definição 2.3 (Subespaço ortogonal a um conjunto). Seja X um espaço veto-
rial real com produto interno ((·, ·)). Dado um subconjunto A ∈ X, denotamos o seu
subespaço perpendicular por

A⊥ = {u ∈ X; u ⊥ A}.

Exemplo 2.4. Para encontrar todos os vetores (a, b, c) ortogonais ao plano

P = {(x, y, z) ∈ R3; x+ y + z = 0},
temos a condição

(a, b, c) · (x, y, z) = ax+ by + cz = 0,

para todo (x, y, z) nesse plano. Escolhendo y = 0 e x ∈ R arbitrário, temos z = −x e

0 = ax+ by + cz = ax+ 0− cx = (a− c)x,
para todo x, logo c = a. Da mesma forma, escolhendo z = 0 e x arbitrário, temos
y = −x e

0 = ax+ by + cz = ax− bx+ 0 = (a− b)x,
para todo x, logo b = a. Todo vetor da forma (a, a, a), a ∈ R é ortogonal ao plano,
já que

(a, a, a) · (x, y, z) = ax+ ay + az = a(x+ y + z) = 0,

para todo (x, y, z) no plano. Logo, o ortogonal ao plano é, exatamente, a reta

P⊥ = {(a, a, a); a ∈ R} = span{(1, 1, 1)}.

Independentemente de um subconjunto A ⊂ X ser subespaço ou não, o seu per-
pendicular A⊥ é sempre um subespaço.
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Teorema 2.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)). Dado
um subconjunto A ∈ X, o seu perpendicular A⊥ é um subespaço vetorial de X. Se S
é um subespaço vetorial de X, então S e S⊥ são linearmente independentes.

Exemplo 2.5. Considere o segmento de reta

A = {(x, y) ∈ R2; y = x, 0 ≤ x ≤ 1} = {s(1, 1); 0 ≤ s ≤ 1}.
O seu ortogonal é o subespaço

A⊥ = {(x, y) ∈ R2; y = −x} = span{(−1, 1)}.
Podemos, também, considerar o perpendicular do perpendicular, que também é sem-
pre um subespaço vetorial:

A⊥
⊥

= {(x, y) ∈ R2; y = x} = span{(1, 1)}.

No caso em que X é de dimensão finita e S é um subespaço linear de X, vale,
ainda, conforme será visto no Teorema 2.4, que X = S ⊕ S⊥, mas antes precisamos
falar de base ortonormal e projeção ortogonal.

2.2. Projeção ortogonal e o processo de Gram-Schmidt. Um conceito fun-
damental associado ao produto interno é o de projeção ortogonal.

Definição 2.4 (Projeção ortogonal). Seja X um espaço vetorial real com produto
interno ((·, ·)). Uma projeção P : X → X é dita uma projeção ortogonal quando
ker(P) = Im(P)⊥. Em outras palavras, uma projeção ortogonal é uma projeção sobre
um subespaço S ao longo do subespaço perpendicular S⊥.

Observação 2.1. Implícito na Definição 2.4 está o fato de que X = S ⊕ S⊥,
que ainda não provamos, mas que é verdade para todo subespaço S, quando X é de
dimensão finita. Veremos, junto com isso, que uma tal projeção ortogonal sempre
existe, em dimensão finita, ou, pelo menos, quando S é de dimensão finita.

Vamos começar mostrando a existência da projeção ortogonal sobre um subespaço
unidimensional.

Teorema 2.2 (Projeção ortogonal na direção de um vetor). Seja X um espaço
vetorial real com produto interno ((·, ·)) e norma associada ‖ · ‖. Seja v ∈ X um vetor
não nulo. Então

Pvu =
((u,v))

‖v‖2
v

define um operador de projeção Pv ∈ L(X) sobre o subespaço S = span{v} gerado
por v, ao longo do subespaço ortogonal S⊥.
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Demonstração. Como o produto interno é bilinear, sendo, em particular, linear
no primeiro argumento, segue que u 7→ Pvu é, de fato, um operador linear em u. Para
ver que é uma projeção, observe que

P2
vu = Pv

(
((u,v))

‖v‖2
v

)
=

((u,v))

‖v‖2
Pvv.

Como
Pvv =

((v,v))

‖v‖2
v = v,

então,

P2
vu =

((u,v))

‖v‖2
v = Pu,

para todo u ∈ X, mostrando que P2 = P e, portanto, P é uma projeção em X.
Obviamente, Pu é um múltiplo de v. Além disso,

P(αv) = αPv = αv,

para todo α ∈ R, ou seja,
ImP = span{v},

mostrando que P é uma projeção sobre span{v}.
Resta mostrar que kerP = span{v}⊥. Para isso, basta observar que

u ∈ span{v}⊥ ⇔ ((u,v)) = 0⇔ Pvu =
((u,v))

‖v‖2
v = 0⇔ u ∈ kerP,

concluindo a demonstração. �

Podemos estender a construção acima a um subespaço vetorial S de dimensão
finita. Para isso, usamos um processo de ortogonalização conhecido como processo
de Gram-Schmidt.

Teorema 2.3 (Processo de ortogonalização de Gram-Schmidt). Seja X um espaço
vetorial real com produto interno ((·, ·)) e norma associada ‖ · ‖. Dada uma sequência
{v1, . . . ,vm} de vetores linearmente independentes, a sequência {w1, . . . ,wm} dada
por

wj =
w′j
‖w′j‖

, w′j = vj − Pw1vj − · · · − Pwj−1
vj,

para j = 1, . . . ,m, define vetores ortogonais entre si, com norma unitária e gerando
os mesmos subespaços, i.e.

‖wj‖ = 1, ((wi,wj)) = 0, span{w1, . . . ,wj} = span{v1, . . . ,vj},
para todo i, j = 1, . . . ,m, com i 6= j.
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Demonstração. Mais explicitamente, temos

w1 =
v′1
‖v′1‖

, v′1 = v1,

w2 =
w′2
‖w′2‖

, w′2 = v2 − Pw1v2,

...
...

wj =
w′j
‖w′j‖

, w′j = vj − Pw1vj − · · · − Pwj−1
vj.

Observe que cada wj está normalizado, visto que

‖wj‖ =

∥∥∥∥ w′j
‖w′j‖

∥∥∥∥ =
1

‖w′j‖
‖w′j‖ = 1.

Dessa forma, a projeção ortogonal sobre cada wi se reduz a

Pwiu =
((u,wi))

‖wi‖2
wi = ((u,wi))wi.

Por construção, cada wj é uma combinação linear dos vetores v1, . . . ,vj, portanto
é imediato deduzir que

span{w1, . . . ,wj} = span{v1, . . . ,vj},
para todo j = 1, . . . ,m.

Resta mostrar a ortogonalidade entre vetores diferentes. Vamos provar isso por
indução. Começamos mostrando que w1 ⊥ w2. Nesse caso, temos

((w2,w1)) =
1

‖w′2‖‖v1‖
((w′2,v1))

=
1

‖w′2‖‖v1‖
(((v2,v1))− ((Pw1v2,v1)))

=
1

‖w′2‖‖v1‖
(((v2,v1))− ((v2,w1))((w1,v1)))

=
1

‖w′2‖‖v1‖

(
((v2,v1))− ((v2,v1))

‖v1‖2
((v1,v1))

)
=

1

‖w′2‖‖v1‖
(((v2,v1))− ((v2,v1)))

= 0.
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Portanto, w2 ⊥ w1. Agora, prosseguindo por indução, assumimos que wl ⊥ wi

para i, l = 1, . . . , j − 1, i 6= l, onde j ≤ m. Vamos mostrar que wj ⊥ wi, para
i = 1, . . . , j − 1. De fato,

((wj,wi)) =
1

‖w′j‖‖w′i‖
((w′j,w

′
i))

=
1

‖w′j‖‖w′i‖

(
((vj,w

′
i))−

j−1∑
l=1

((Pwlvj,w
′
i))

)

=
1

‖w′j‖‖w′i‖

(
((vj,w

′
i))−

j−1∑
l=1

((vj,wl))((wl,w
′
i))

)

=
1

‖w′j‖‖w′i‖
(((vj,w

′
i))− ((vj,wi))((w

′
i,wi)))

=
1

‖w′j‖‖w′i‖
(((vj,w

′
i))− ((vj,w

′
i)))

= 0.

Portanto, wj ⊥ wi, para i = 1, . . . , j−1, onde j ≤ m é arbitrário. Ou seja, a indução
vale para j = 1, . . . ,m. Isso completa a demonstração do processo de ortogonalização
de Gram-Schmidt. �

Com base no processo de Gram-Schmidt, podemos construir a projeção ortogonal
sobre subespaços vetoriais de dimensão finita.

Teorema 2.4. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e seja
S ⊂ X um subespaço vetorial de X de dimensão finita. Então existe uma projeção
ortogonal PS ∈ L(X) sobre S e vale

X = S ⊕ S⊥.

Demonstração. Já vimos, no Teorema 2.1, que S e S⊥ são independentes. Falta
mostrar que S + S⊥ = X. Para isso, vamos construir uma projeção ortogonal sobre
S.

Sendo S de dimensão finita, S possui uma base finita, a menos que S = {0}. Nesse
caso em que S é trivial, basta tomar Pu = 0, que naturalmente temos S⊥ = X = kerP
e ImP = S. A dificuldade maior está no caso em que S tem dimensão finita positiva.
Seja, então, b = {{v1, . . . ,vm}} uma base de S, para algum m ∈ N.

Pelo processo de Gram-Schmidt, visto no Teorema 2.3, obtemos uma nova base
{w1, . . . ,wm} para S, tal que ‖wj‖ = 1 e ((wi,wj)) = 0, para i 6= j.
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Agora, definimos

PSu =
m∑
j=1

Pwju =
m∑
j=1

((u,wj))wj.

Como os elementos da base {w1, . . . ,wm} são ortogonais entre si e normalizados,
é fácil ver que

P2
Su =

m∑
j=1

((PSu,wj))wj =
m∑
j=1

((
m∑
i=1

((u,wi))wi,wj))wj =
m∑
j=1

((u,wj))wj = PSu,

ou seja, P é, de fato, uma projeção. Falta provar que é uma projeção ortogonal. Para
isso, vamos mostrar que a imagem de QS = I − PS está no perpendicular S⊥ de S.
Dado u ∈ X, seja v = Qsu = u − PSu. Vamos mostrar que v ⊥ wj, para todo
j = 1, . . . ,m. De fato, pela definição da projeção PS,

((v,wj)) = ((u− PSu,wj))

= ((u,wj))− ((
m∑
i=1

((u,wi))wi,wj))

= ((u,wj))−
m∑
i=1

((u,wi))((wi,wj)).

Usando que w1, . . . ,wm são ortogonais entre si e de norma um, temos
m∑
i=1

((u,wi))((wi,wj)) = ((u,wj)).

Logo,
((v,wj)) = ((u,wj))− ((u,wj)) = 0,

mostrando que v ⊥ S, ou seja, v ∈ S⊥.
Mostramos, então, que todo vetor u ∈ X se escreve da forma u = w + v, onde

w = PSu ∈ S e v = (I− PS)u = u− PSu ∈ S⊥, de modo que

X = S ⊕ S⊥.

e PS é a projeção ortogonal sobre S. �

Observação 2.2. O resultado do Teorema 2.4 não implica na existência de pro-
jeção ortogonal sobre subespaços de co-dimensão finita. Isso porque se S tem co-
dimensão finita, então X = S ⊕ S ′ e podemos considerar a projeção ortogonal sobre
S ′, mas não é verdade, necessariamente, que S ′⊥ seja o próprio S. Não temos como
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escolher S ′ de forma apropriada sem termos, de início, a projeção ortogonal sobre S.
Veja Exercício 5.25.

Observação 2.3. Como sempre, em dimensão infinita as coisas são mais delica-
das. Por exemplo, o conjunto S = C∞(I) das funções reais infinitas vezes continu-
amente diferenciáveis em um intervalo I forma um subespaço do espaço X = C(I)
das funções contínuas em I munido do produto interno

((f, g)) =

∫
I

f(x)g(x) dx.

No entanto, se f ⊥ S, então, usando a continuidade, devemos ter f(x) = 0 para todo
x ∈ I, ou seja, o subespaço perpendicular de S é o subespaço trivial, S⊥ = {0} e X
não é soma direta dos dois, i.e. S ⊕ S⊥ = S $ X. (Veja também o Exercício 5.26.)

O Teorema de Pitágoras em espaços com produto interno continua válido no caso
complexo.

Teorema 2.5. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e supo-
nha que P seja uma projeção ortogonal sobre um subespaço S. Então Q = I − P é a
projeção ortogonal sobre S⊥ e vale a identidade

‖u‖2 = ‖Pu‖2 + ‖Pu‖2, ∀ u ∈ X. (2.1)

Demonstração. De fato, como Pu ∈ S e Qu ∈ S⊥ e os subespaços são ortogo-
nais entre si, então

((Pu,Qu)) = 0.

Com isso, o resultado desejado sai da identidade (1.1) aplicada a u = Pu + Qu. �

A propriedade de ortogonalidade entre o projetor e o seu complemento pode ser
usada para nos dar uma caracterização de projeção ortogonal.

Teorema 2.6. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e su-
ponha que P seja uma projeção em X. Então P é projeção ortogonal se, e somente
se,

((Pu,Qu)) = 0,

para todo u ∈ X, onde Q = I− P.

Demonstração. Suponha que P seja uma projeção ortogonal sobre U , ao longo
de V , de modo que V = U⊥. Nesse caso Pu ∈ U e Qu ∈ V = U⊥, de modo que Pu e
Qu são ortogonais entre si e o produto interno entre eles se anula.
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Suponha agora que o produto interno entre essas projeções se anula. Sejam w ∈
U = Im(P) e v ∈ V = ker(P) arbitrários. Então podemos escrever u = w + v, com
w = Pu e v = Qu. Dessa forma,

((w,v)) = ((Pu,Qu)) = 0,

mostrando que w ⊥ v. Como isso é válido para w e v arbitrários em U e V ,
respectivamente, então U ⊥ V e P é projeção sobre U ao longo do ortogonal V = U⊥

de U , ou seja, P é projeção ortogonal. �

A projeção ortogonal tem a propriedade de minimizar a distância até um subes-
paço vetorial, conforme expressado pelo teorema a seguir.

Teorema 2.7. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e norma
associada ‖ · ‖. Seja P uma projeção ortogonal sobre um subespaço S. Então

‖u− PSu‖ ≤ ‖u− v‖, ∀v ∈ S.
Demonstração. De fato, usando a identidade (1.1)

‖u− v‖2 = ‖u− Pu + Pu− v‖2 = ‖u− Pu‖2 + 2((u− Pu,Pu− v)) + ‖Pu− v‖2.

Como ambos Pu e v estão em S, temos Pu−v ∈ S, enquanto que u−Pu é ortogonal
a S, de modo que o produto interno se anula, nos deixando

‖u− v‖2 = ‖u− Pu‖2 + ‖Pu− v‖2 ≥ ‖u− Pu‖2.

Extraindo a raiz quadrada, chegamos na identidade desejada. �

2.3. Base ortonormal. No processo de construção da projeção ortogonal PS
sobre um subespaço S de dimensão finita, começamos com uma base {v1, . . . ,vm} de
S e construímos uma outra base {w1, . . . ,wm} com algumas propriedades especiais,
a saber, que todos os vetores tem norma unitária e os vetores são ortogonais entre si.
Esse tipo de base leva um nome especial.

Definição 2.5. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e
norma associada ‖ · ‖ e dimensão finita n = dim(X) < ∞. Uma base ortonor-
mal de X é uma base b = {{w1, . . . ,wn}} tal que cada vetor tem norma unitária e
os vetores são ortogonais entre si, ou seja,

‖wj‖ = 1, ((wi,wj)) = 0, i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Exemplo 2.6. Os vetores (1, 1) e (−1, 1) são ortogonais mas não são unitários.
Mas basta normalizá-los para obter uma base ortonormal:

b =

{√
2

2
(1, 1),

√
2

2
(−1, 1)

}
.



360 12. ESPAÇOS VETORIAIS REAIS COM PRODUTO INTERNO

O processo de ortogonalização de Gram-Schmidt nos garante a existência de uma
base ortonormal de qualquer subespaço de dimensão finita.

Teorema 2.8. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e seja S ⊂
X um subespaço de X não trivial de dimensão finita. Então S possui uma base
ortonormal. Mais precisamente, se {v1, . . . ,vn} é uma base de S, para n = dim(S),
então existe uma base ortonormal {w1, . . . ,wn} com a propriedade

span{w1, . . . ,wj} = span{v1, . . . ,wj},

para todo j = 1, . . . , n.

Demonstração. Basta aplicar o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt,
descrito no Teorema 2.3. �

Exemplo 2.7. A base canônica {e1, . . . , en}, onde ej = (δij)i=1,...,n, é um exemplo
de base ortonormal em relação ao produto escalar de Rn.

Exemplo 2.8. Em teoria da aproximação, um problema comum é a aproximação
de funções por certas classes de funções especiais, como em séries de Fourier ou séries
de polinômios. Séries de Fourier podem ser vistas como bases ortonormais em relação
ao produto interno de L2. Há, também, vários polinômios ortogonais, dependendo
do domínio espacial considerado e produto interno utilizado, que pode ser o próprio
produto interno de L2 ou em produtos internos com peso. Por exemplo, os polinômios
de Legendre são polinômios considerados no intervalo −1 ≤ x ≤ 1, ortogonais em
relação ao produto interno de L2(−1, 1). Os polinômios de Chebyshev são polinômios
considerados também em −1 ≤ x ≤ 1, mas são ortogonais em L2

ϕ(−1, 1), com peso
ϕ(x) = (1 − x2)−1/2. Já os polinômios de Hermite são polinômios considerados na
reta R, ortogonais em L2

ϕ(R), com peso ϕ(x) = e−x
2
. Entre vários outros.

Exemplo 2.9. Considere a base de R3 composta por

a = {{(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}} .

Aplicando o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, obtemos primeiro o vetor

w1 =

√
2

2
(1, 1, 0),



3. REALIZAÇÃO DO DUAL E DA ADJUNTA VIA PRODUTO INTERNO REAL 361

O segundo vetor é obtido primeiro formando o vetor

w′2 = (0, 1, 1)− 1

2
(0, 1, 1) · (1, 1, 0)(1, 1, 0)

= (0, 1, 1)− 1

2
(1, 1, 0)

=
1

2
(−1, 1, 2).

Normalizando esse vetor, obtemos o segundo vetor da base ortonormal:

w2 =

√
6

6
(−1, 1, 2).

Para o último vetor, primeiro calculamos

w′3 = (1, 0, 1)− 1

2
(1, 0, 1) · (1, 1, 0)(1, 1, 0)− 1

6
(1, 0, 1) · (−1, 1, 2)(−1, 1, 2)

= (1, 0, 1)− 1

2
(1, 1, 0)− 1

6
(−1, 1, 2)

= (1− 1/2 + 1/6, 0− 1/2− 1/6, 1− 0− 2/6)

=
2

3
(1,−1, 1).

Normalizando, obtemos

w3 =

√
3

3
(1,−1, 1).

Assim, obtemos a base ortonormal

b =

{√
2

2
(1, 1, 0),

√
6

6
(−1, 1, 2),

√
3

3
(1,−1, 1)

}
.

3. Realização do dual e da adjunta via produto interno real

3.1. Realização do dual via produto interno. Vimos, na Seção 3.4, a ideia de
realização do dual, em que identificamos um dual X∗ com um outro espaço Y , através
de um isomoformismo J : X∗ → Y , e com uma forma bilinear ((·, ·)) : X × Y → K tal
que

〈f,u〉 = ((u, J(f))),

para todo u ∈ X e f ∈ X∗. Vamos ver agora, que, graças ao produto interno, podemos
identificar o dual X∗ de um espaço vetorial X com produto interno com o próprio
espaço X e com a forma bilinear sendo o próprio produto interno. Isso também nos
permitirá representar a adjunta de um operador linear em X como sendo também
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um operador linear em X, o que nos dará uma grande ferramenta para analisar
operadores com alguma estrutura especial relacionada a sua adjunta (e.g. operadores
autoadjuntos, anti-autoadjuntos, normais, unitários, etc.).

Esse importante resultado é conhecido como o Teorema da Representação de Ri-
esz . Vamos considerar apenas a sua versão em dimensão finita.

Há várias maneiras de se demonstrar esse teorema. Veremos duas, aqui. Uma
usando o conceito de anulador e baseada nas ideias desenvolvidas no Capítulo 3 e
outra usando ortogonalidade, baseada nas ideias desenvolvidas no corrente capítulo.

Teorema 3.1 (Teorema da Representação de Riesz - versão real, em dimensão
finita). Seja f ∈ X∗ um funcional linear em um espaço vetorial real X de dimensão
finita e munido de um produto interno ((·, ·)). Então existe um único v ∈ X tal que

〈f,u〉 = ((u,v)),

para todo u ∈ X.

Demonstração. A unicidade é simples. Se v1,v2 ∈ X são tais que

〈f,u〉 = ((u,v1)) = ((u,v2)), ∀u ∈ X,
então

((u,v2 − v1)) = 0, ∀u ∈ X.
Em particular, para u = v2 − v1, obtemos

‖v2 − v1‖2 = ((v2 − v1,v2 − v1)) = ((u,v2 − v1)) = 0,

mostrando que v2 = v1, ou seja, que o vetor, quando existe, é único.
Para a existência, seja f ∈ X∗. Se f = 0, então basta considerar v = 0 que temos

〈f,u〉 = 〈0,u〉 = 0 = ((u,0)) = ((u,v)),

para todo u ∈ X. Suponha, então, f 6= 0. Considere o núcleo de f,

S = ker f = {u ∈ X; 〈f,u〉 = 0}.
Como o espaço X é de dimensão finita, segue de Teorema 2.4 que podemos considerar
a projeção ortogonal PS de X sobre S e temos, também, que

X = S ⊕ S⊥.
Como S⊥ tem dimensão um, já que o núcleo de um funcional linear não nulo tem
co-dimensão um (Proposição 2.2), podemos tomar um w ∈ S⊥ com norma unitária,

‖w‖ = 1,

e tal que S⊥ = span{w}.
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Queremos usar w para representar f. De fato, é natural esperar que f seja iden-
tificado com um múltiplo de w, já que S⊥ é um complementar do núcleo de f e é
unidimensional. Não há saída: f não se anula em S⊥ e deve ser uma função linear
unidimensional nesse subespaço, ou seja, se xw ∈ S⊥ = span{w}, então devemos
ter x 7→ 〈f, xw〉 = x〈f,w〉 = αx linear em x, com algum coeficiente α. Só devemos
encontrar esse coeficiente linear. Para isso, observe que, se f está representado por
αw para algum α, então

〈f,u〉 = ((u, αw)),

para todo u ∈ X. Em particular,

〈f,w〉 = ((w, αw)) = α‖w‖2 = α.

Portanto, devemos ter
v = 〈f,w〉w.

Vamos mostrar que, de fato, f é representado por esse v, via produto interno.
Para todo u ∈ X, podemos escrever, de acordo com a decomposição X = S⊕S⊥,

u = PSu + (I− PS)u.

O operador (I−PS) é, precisamente, a projeção ortogonal sobre o perpendicular, PS⊥ ,
de modo que podemos escrever

u = PSu + PS⊥u.

Como S⊥ é unidimensional e w é um vetor unitário em S⊥, podemos escrever essa
projeção ortogonal explicitamente como (veja Teorema 2.2)

PS⊥u = ((u,w))w.

Com isso,
〈f,u〉 = 〈f,PSu〉+ 〈f,PS⊥u〉 = 〈f,PSu〉+ 〈f, ((u,w))w〉.

Como PSu ∈ S, que é o núcleo de f, o primeiro termo se anula e ficamos com

〈f,u〉 = 〈f, ((u,w))w〉.

Usando a linearidade do produto de dualidade e do produto interno, em relação o
segundo argumento, podemos escrever

〈f,u〉 = ((u,w))〈f,w〉 = ((u, 〈f,w〉w)) = ((u,v)).

Como isso vale para todo u ∈ X, isso mostra que f é representado por v, através do
produto interno. �
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Demonstração alternativa do Teorema 3.1. Podemos dar uma outra de-
monstração, menos explícita, usando o Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem.

Primeiramente, observe que todo v ∈ X gera um funcional linear em X∗, que
denotamos por F(v) ∈ X∗ e é dado pelo produto interno

〈F(v),u〉 = ((u,v)), ∀u ∈ X.

Como o produto interno é bilinear, em particular linear em u, segue que F(v) é, de
fato, um funcional linear. É fácil ver que F : X → X∗ é injetivo, pois

F(v) = F(w)⇔ 〈F(v),u〉 = 〈F(w),u〉, ∀u ∈ X
⇔ ((u,v)) = ((u,w)), ∀u ∈ X
⇔ ((u,v −w)) = 0, ∀u ∈ X.

Como isso deve valer para todo u, escolhemos u = v −w e deduzimos que

‖v −w‖2 = ((v −w,v −w)) = ((v −w,u)) = 0.

Logo, pela positividade do produto interno, segue que v − w = 0, ou seja, v = w,
mostrando que F é injetivo.

Agora, pelo Teorema 1.1 do Núcleo e da Imagem, usando que X é de dimensão
finita e que T é injetivo, portanto o seu núcleo é trivial, temos

dim Im(F) = dim(X)− dim(ker(T)) = dim(X) = dim(X∗),

onde usamos, também, que, em dimensão finita, X e X∗ têm a mesma dimensão.
Como Im(F) é um subespaço vetorial de X∗ com a mesma dimensão de X∗, então

necessariamente Im(F) = X∗, ou seja, T é sobrejetivo.
Sendo T uma bijeção, então dado f ∈ X∗, existe um único v ∈ X tal que Tv = f,

ou seja, tal que
〈f,u〉 = 〈F(v),u〉 = ((u,v)), ∀u ∈ X,

completando a demonstração. �

Observação 3.1. Podemos interpretar a argumentação dada na segunda demons-
tração acima através do conceito de anulador. Seja

F = ImF = {F(v); v ∈ X} = {f ∈ X∗; ∃v ∈ X, 〈f,u〉 = ((u,v)), ∀u ∈ X}.

Considere, agora, o anulador de F , que é um subespaço do bidual de X. Como o
bidual de um espaço de dimensão finita pode ser identificado com o próprio espaço
(veja Teorema 4.1), através do isomorfismo canônico J : X → X∗ dado por

〈J(u), f〉X∗∗,X∗ = 〈f,u〉X∗,X ,
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podemos considerar o anulador F 0 como um subespaço de X, dado por

F 0 = {u ∈ X; 〈f,u〉X∗,X = 0,∀f ∈ F}.

Pela definição de F como imagem de F, podemos escrever esse anulador na forma

F 0 = {u ∈ X; ((u,v)) = 0, ∀v ∈ X}.
Agora, se u ∈ F 0, então, escolhendo v = u, obtemos

‖u‖2 = ((u,v)) = 〈F(v),u〉 = 0,

ou seja, u = 0, mostrando que F 0 = {0}. Portando dim(F 0) = 0.
Em dimensão finita, segue do Teorema 5.1 que

dim(X∗) = dim(F ) + dim(F 0) = dim(F ).

Como F é um subespaço de X∗ com a mesma dimensão finita de X∗, então necessa-
riamente F = X∗. Isso nos dá uma outra demonstração de que F é sobrejetivo e de
que sempre existe um único v representando um dado funcional linear f.

Como consequência do Teorema 3.1 de Representação Riesz, uma realização do
dual de um espaço com produto interno é obtida com o próprio espaço, através do
produto interno como produto de dualidade.

Corolário 3.1 (Realização do dual de um espaço com produto interno). Seja X
um espaço vetorial real dimensão finita, munido de um produto interno ((·, ·)). Então
uma realização do dual é obtida identificando o dual com o próprio espaço e com o
produto interno como produto de dualidade, ou seja, existe um isomorfismo linear
J : X∗ → X tal que

〈f,u〉 = ((u, J(f))), ∀u ∈ X.

Demonstração. Basta tomar J = F−1, onde F : X → X∗ é o isomorfismo linear
considerado na demonstração do Teorema 3.1. �

Exemplo 3.1. Em X = R2, munido do produto escalar, o funcional linear f(u) =
f(x, y) = 2x+ 3y, para u = (x, y), é representado pelo vetor v = (2, 3), visto que

v · u = (2, 3) · (x, y) = 2x+ 3y = f(u).

Exemplo 3.2. Se consideramos, por outro lado, o produto interno

((u1,u2)) = 2x1y1 + 3x2y2,

para u1 = (x1, y1),u2 = (x2, y2) ∈ R2, então o funcional linear

f(u) = 2x+ 3y, u = (x, y),
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é representado pelo vetor v = (1, 1), visto que

((u,v)) = 2× x× 1 + 3× y × 1 = 2x+ 3y = f(u).

Exemplo 3.3. Para um exemplo em dimensão infinita, considere X = C([a, b]),
com a < b, e considere o funcional linear f ∈ X∗ dado pelo valor integral médio de
uma função nesse espaço, i.e.

〈f, u〉 =
1

b− a

∫ b

a

u(x) dx.

Naturalmente, esse funcional é representado pela função constante

v(x) =
1

b− a
.

Exemplo 3.4. Mas, em dimensão infinita, nem sempre é possível obter um repre-
sente, no espaço, de um funcional linear. Por exemplo, uma variação do Exemplo 3.3
é considerar, no mesmo espaço X = C([a, b]), o funcional linear f ∈ X∗ dado pelo
valor integral médio em um intervalor menor, como

〈f, u〉 =
1

c− a

∫ c

a

u(x) dx,

onde a < c < b. Naturalmente, esse funcional seria representado pela função constante
por partes

v(x) =
1

c− a
χ[a,c](x) =

{
1
c−a , a ≤ x ≤ c,

0, c < x ≤ b.
.

O problema é que essa função v = v(x) não é contínua em [a, b] e, portanto, não
pertence ao espaço X. Uma saída é considerar esse mesmo funcional no espaço maior
Y = L2(a, b), das funções mensuráveis de quadrado integrável, nesse intervalo. A
função v = v(x) pertence a esse espaço. O que faz funcionar, aqui, é o fato desse
espaço Y ser em relação à norma proveniente do produto interno (veja Definição 1.4).

3.2. Realização da transformação adjunta via produto interno. A partir
do momento em que podemos representar funcionais lineares por elementos do próprio
espaço, podemos representar a adjunta T∗ ∈ L(Y ∗, X∗) de transformações lineares
T : X → Y por transformações lineares de Y em X. Em alguns textos, apenas essa
forma, via produto interno, é considerada, principalmente em espaços de dimensão
finita ou quando apenas espaços de Hilbert são considerados. Em outras situações, no
entanto, a forma adjunta nos duais é necessária. De qualquer forma, vejamos, aqui,
o operador adjunto via produto interno.
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Teorema 3.2 (Transformação adjunta em espaços com produto interno). Sejam
X e Y espaços vetoriais reais com produto interno e sejam ((·, ·))X e ((·, ·))Y os res-
pectivos produtos internos. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear de X em
Y . Então existe uma transformação linear T∗ ∈ L(Y,X), dita a adjunta de T (via
produto interno) que satisfaz

((Tu,v))Y = ((u,T∗v))X ,

para todo u ∈ X, v ∈ Y .

Demonstração. Podemos dar uma demonstração usando diretamente o Teo-
rema 3.1 da Representação de Riesz ou usar os isomoformismos entre os espaços e os
seus duais para associar essa adjunta T∗ ∈ L(Y,X) à adjunta usual em L(Y ∗, X∗).
Deixamos essa última para a Observação 3.2. Vamos ver a demonstração direta.

Seja v ∈ Y e considere a função

fv(u) = ((Tu,v)), ∀u ∈ X.
Como T é linear e o produto interno é bilinear, segue que fv é um funcional linear
em X, ou seja fv ∈ X∗. Pelo Teorema 3.1 da Representação de Riesz, existe um único
vetor wv ∈ Y tal que

〈fv,u〉X∗,X = ((u,wv))Y , ∀u ∈ X.
Como para cada v ∈ Y, temos um, e somente um, elemento wv ∈ X com essa
propriedade, isso nos define uma função de Y em X. Essa é uma função linear, pois
se começarmos com v1 + αv2, então

((u,wv))Y = 〈fv1+αv2 ,u〉
= ((Tu,v1 + αv2))

= ((Tu,v1)) + α((Tu,v2))

= 〈fv1 ,u〉+ α〈fv2 ,u〉
= ((u,wv1))Y + α((u,wv2))Y ,

para todo u ∈ X. Ou seja, wv1+αv2 = wv1 + αwv2 .
Denotamos essa transformação linear por T∗ ∈ L(Y,X), ou seja, T∗v = wv, e

que satisfaz, portanto,

((Tu,v)) = 〈fv,u〉X∗,X = ((u,T∗v))Y , ∀u ∈ X.
Isso mostra a existência desse operador T∗ com a propriedade desejada. �

Observação 3.2. Considere os isomorfismos JX : X∗ → X e JY : Y ∗ → Y obtidos
da realização dos duais X∗ e Y ∗, respectivamente, pelos espaços X e Y através dos
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seus produtos internos. Vejamos como a transformação T∗ ∈ L(Y,X) definida no
Teorema 3.2 representa a transformação adjunta dada na Definição 3.1, através desses
isomorfismos. Para efeito de clareza, vamos denotar, temporariamente, a adjunta de
T, como operador de Y ∗ em X∗, por T̃∗ ∈ L(Y ∗, X∗). Temos, por um lado, que

〈T̃∗g,u〉X∗,X = ((u, JXT̃
∗g)).

Por outro lado,

〈T̃∗g,u〉X∗,X = 〈g,Tu〉Y ∗,Y = ((Tu, JY (g)))Y = ((u,T∗JY (g)))X .

Como isso vale para quaisquer g ∈ Y ∗ e u ∈ X, temos JXT̃
∗ = T∗JY , ou T∗ =

JXT̃
∗J−1
Y . Nesse sentido, T∗ é uma representação de T̃∗, ligada às representações JX

e JY dos duais de X e Y .

Observação 3.3. Por conta da Observação 3.2 e para simplificar a notação,
utilizamos T∗ tanto para a adjunta que age de Y ∗ em X∗ quanto para a transformação
de Y em X que representa a adjunta e chamamos ambas de adjunta de T, a menos
que seja necessário fazer distinção.

Definição 3.1 (Transformação adjunta em espaços com produto interno). Se-
jam X e Y espaços vetoriais reais com produto interno e sejam ((·, ·))X e ((·, ·))Y os
respectivos produtos internos. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear de X em
Y . Então chamamos, também, de transformação adjunta de T, e com a mesma
notação, a transformação T∗ : Y → X definida por

((Tu,v))Y = ((u,T∗v))X ,

para todo u ∈ X, v ∈ Y , e que representa a transformação adjunta de Y ∗ em X∗

conforme explicado na Observação 3.2.

Exemplo 3.5. Sejam X = R3 e Y = R2, munidos de seus produtos escalares, e
seja T(x, y, z) = (x+ y, y+ z) a transformação considerada no Exemplo 3.3. Observe
que o produto escalar entre o vetor T(x, y, z) = (x + y, y + z) ∈ R2 e um vetor
(u, v) ∈ R2 é

T(x, y, z) · (u, v) = (x+ y, y + z) · (u, v) = (x+ y)u+ (y + z)v

= xu+ y(u+ v) + zv = (x, y, z) · (u, u+ v, v).

Portanto, a adjunta T∗ ∈ L(Y,X) é dada por
T∗(u, v) = (u, u+ v, v),

de modo que podemos escrever
T(x, y, z) · (u, v) = (x, y, z) · (u, u+ v, v) = (x, y, z) · T∗(u, v).
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Em bases ortonormais, a representação matricial da adjunta é a transposta da
representação matricial da transformação, como o próximo resultado afirma.

Proposição 3.1 (Representação matricial da adjunta). Sejam X e Y espaços
vetoriais reais com produto interno e sejam ((·, ·))X e ((·, ·))Y os respectivos produtos
internos. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear de X em Y . Considere bases
a e b de X e Y . Então a matriz [T∗]ba que representa a adjunta T∗ ∈ L(Y,X) entre
essas bases é a matriz transposta [T]ab

tr da representação [T]ab de T entre essas bases,
i.e.

[T∗]ba = [T]ab
tr

Demonstração. Deixamos a demonstração como Exercício 5.21 �

Corolário 3.2. No caso de uma matriz A = (aij)ij ∈ Rm×n vista como uma
transformação TA : Rn → Rm entre esses espaços munidos do produto escalar, a sua
adjunta T∗A : Rm → Rn está associada à matriz transposta Atr = (aji)ij de A.

Observação 3.4. Assim como funcionais quaisquer, os funcionais de uma base
do dual são representados por vetores que formam uma base do próprio espaço. Nesse
sentido, a representação da base dual a uma base ortonormal é a própria base orto-
normal. Veja Exercício 5.22. Esse fato está implícito no resultado da Proposição 3.1,
quando contrastado com a Teorema 3.1.

4. Aplicações

4.1. Séries de Fourier e aproximações espectrais. Um série de Fourier, em
um intervalo [−L/2, L/2], onde L > 0, tem a forma

s(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos

(
2πnx

L

)
+
∞∑
n=1

bn sen

(
2πnx

L

)
,

onde a0, an, bn ∈ R, n ∈ N. Essa série está bem definida quando (an)n e (bn)n são de
quadrado somável, i.e.

∞∑
n=0

a2
n <∞,

∞∑
n=1

b2
n <∞.

Nesse caso, a função s(x) está em L2(−L/2, L/2) e vale a identidade de Parseval∫ L/2

−L/2
s(x)2 dx =

∞∑
n=0

a2
n +

∞∑
n=1

b2
n.



370 12. ESPAÇOS VETORIAIS REAIS COM PRODUTO INTERNO

Essa identidade tem relação direta com a “fórmula de Pitágoras” e, mais geralmente,
com a identidade (2.1). De fato, as somas parciais da série de Fourier podem ser
vistas como projeções ortogonais em subespaços senoidais.

Considerando o espaço X = L2(−L/2, L/2), que é um espaço com produto interno

((u, v)) =

∫ L/2

−L/2
u(x)v(x) dx

e norma associada dada por

‖u‖2 =

∫ L/2

−L/2
u(x)2 dx,

temos cada cos(2πnx/L) e sen(2πnx/L) em X e gerando subespaços

Sm =

{
m∑
n=0

(an cos(2πnx/L) + bn sen(2πnx/L)) , an, bn ∈ R

}
,

param = 0, 1, . . . , onde incluímos b0 para simplificar a expressão, mas cujo sen(2πjx/L) =
0 não acrescenta nada para j = 0 e pode ser desprezado. As funções cos(2πnx/L)
e sen(2πnx/L) são ortogonais entre si, como pode ser verificado via integração por
partes. Temos, ainda,

‖ cos(2πnx/L)‖2 = ‖1‖2 = L, para n = 0,

e

‖ cos(2πnx/L)‖2 = ‖ sen(2πnx/L)‖2 =
L

2
, para n ∈ N.

Assim,

w0(x) =

√
1

L
, wc,n(x) =

√
2

L
cos

(
2πnx

L

)
,

ws,n(x) =

√
2

L
sen

(
2πnx

L

)
, n = 1, . . . ,m,

formam uma base ortonormal para o subespaço 2m + 1 dimensional Sm. Dada uma
função u ∈ X, a projeção ortogonal de u sobre Sm é a soma parcial

(PSmu) (x) = a0 +
m∑
n=1

an cos

(
2πnx

L

)
+

m∑
n=1

bn sen

(
2πnx

L

)
,
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onde

a0 = ((u,w0))w0(x) =
1

‖1‖2
((u, 1)) =

1

L

∫ L/2

−L/2
u(x) dx,

an = ((u,wc,n))wc,j(x) =
2

L

∫ L/2

−L/2
u(x) cos

(
2πnx

L

)
dx,

bn = ((u,ws,n))ws,n(x) =
2

L

∫ L/2

−L/2
u(x) sen

(
2πnx

L

)
dx.

Conforme válido para qualquer projeção ortogonal, temos

‖u− PSmu‖ ≤ ‖u− v‖, ∀v ∈ Sm.

A série de Fourier pode ser vista como sendo a fórmula obtida pelo limite das projeções
ortogonais,

u = lim
n→∞

PSmu = a0 +
∞∑
n=1

an cos

(
2πnx

L

)
+
∞∑
n=1

bn sen

(
2πnx

L

)
,

com os coeficientes dados em termos de u = u(x), como acima.
No caso de uma função impar, os coeficientes an se anulam e obtemos uma série

de senos, ao passo que no caso de uma função par, os coeficientes bn se anulam e
obtemos uma série de cossenos. Uma outra forma de enxergar isso é considerar o
espaço das funções pares e o subespaço das funções ímpares,

A = {u ∈ L2(−L/2, L/2); u(x) = u(−x)},
B = {u ∈ L2(−L/2, L/2); u(x) = −u(−x)}.

Temos X = A⊕B, com a decomposição

u(x) =
u(x) + u(−x)

2
+
u(x)− u(−x)

2
.

Uma observação fundamental é a de que A e B são invariantes pelas projeções PSm !
Assim, se u ∈ A, a sua projeção está em Sm ∩ A, nos dando

u = lim
n→∞

PSmu = a0 +
∞∑
n=1

an cos

(
2πnx

L

)
, ∀u ∈ A,

enquanto que

u = lim
n→∞

PSmu =
∞∑
n=1

bn sen

(
2πnx

L

)
, ∀u ∈ B.
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Uma aplicação importante de séries de Fourier é no estudo de equações a derivadas
parciais, já que os subespaços senoidais são invariantes por derivação. Mais ainda,
a base ortonormal de senos e cossenos é formada por autovetores do Laplaciano (da
segunda derivada, já que estamos considerando, aqui, apenas o caso de uma dimensão
espacial)

d2

dx2
cos

(
2πnx

L

)
= −4πn2

L2
cos

(
2πnx

L

)
,

d2

dx2
sen

(
2πnx

L

)
= −4πn2

L2
sen

(
2πnx

L

)
.

Ou seja, cada wc,n e ws,n é um autovetor do Laplaciano associado ao autovalor

λn = −4πn2

L2
,

para n ∈ N, sendo w0 autovetor com autovalor λ0 = 0.
Por sua vez, a versão complexa desses subespaços, associados à série de Fourier

complexa, possui uma base formada por autovetores do próprio operador derivada,
de modo que são apropriados para lidar com diversas equações diferenciais parciais.
A restrição maior aparece por conta das condições de contorno.

Mas, apenas para efeito de ilustração, considerando a equação a derivadas parciais

∂u(t, x)

∂t
= ν

∂2u(t, x)

∂x2
,

com condições de contorno periódicas

u(t, x+ L) = u(t, x), ∀t ≥ 0, x ∈ R,

substituindo u(t, ·) por sua série de Fourier

u(t, x) = a0(t) +
∞∑
n=1

an(t) cos

(
2πnx

L

)
+
∞∑
n=1

bn(t) sen

(
2πnx

L

)
,

temos coeficientes dependentes do tempo. Substituindo essa série na expressão para
a equação a derivadas parciais e prosseguindo formalmente trocando a ordem do
somatório com as derivadas, obtemos um sistema enumerável de equações diferenciais
ordinárias para os coeficientes, em termos dos autovalores de cada autovetor,

da0

dt
= 0,

dan
dt

= −4πn2

L2
an,

dbn
dt

= −4πn2

L2
bn,
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para n = 1, . . .. Assim, podemos, formalmente, escrever a solução da equação a
derivadas parciais como

u(t, x) = a0 +
∞∑
n=1

ane
−4πn2t/L2

cos

(
2πnx

L

)
+
∞∑
n=1

bne
−4πn2t/L2

sen

(
2πnx

L

)
,

onde os coeficientes restantes a0 = a(0), an = an(0) e bn = bn(0) são as condições
iniciais dos coeficientes dependentes do tempo na expansão de u(t, ·), ou seja, são os
coeficientes da série de Fourier da condição inicial u(0, ·) = u0(·).

Um aproximação numérica da solução da equação é obtida restringindo o problema
ao subespaço Sm, para algum m ∈ N relativamente grande. Esse é um método da
classe conhecida como métodos espectrais.

Métodos espectrais são muito eficientes quando as soluções a serem aproximadas
são suaves. Para funções suaves, a taxa de convergência de Pmu → u é bastante
rápida, sendo tanto mais rápida quando maior for a diferenciabilidade da função. Já
para funções descontínuas, temos o fenômeno de Gibbs , com altas oscilações da apro-
ximação próximo ao ponto de descontinuidade e uma lenta taxa de convergência (na
norma L2, por exemplo, com convergência pontual apenas nos pontos de continuidade
da função).

Para exemplificar a lenta convergência, em L2, da série de Fourier, considere a
função descontínua

u(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

que é essencialmente a função sinal sgn(u) = u/|u|. Temos, para os coeficientes da
série de Fourier no intervalo [−1, 1] (ou seja, L = 2), que an = 0, para n = 0, 1, . . . ,
visto que a função é impar, e com bn sendo dado por

bn =

∫ 1

0

sen(nπx) dx =
1

nπ
cos(nπx)

∣∣∣∣1
x=0

=
1

nπ
((−1)n − 1) =

{
− 2
nπ
, n impar

0, n par.

Ou seja, os coeficientes bn decaem lentamente, em módulo, para zero, de ordem
O(1/n), necessitando de um número grande frequências para uma boa aproximação
na norma L2. Além disso, próximo ao ponto de descontinuidade, há uma grande
oscilação da função, conforme ilustrado na Figura...
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Por outro lado, caso u seja continuamente diferenciável, podemos usar integração
por partes e obter

bn =
2

L

∫ L/2

−L/2
u(x) sen

(
2πnx

L

)
dx

=
1

nπ
u(x) cos

(
2πnx

L

)∣∣∣∣L/2
x=−L/2

− 1

nπ

∫ L/2

−L/2
u′(x) cos

(
2πnx

L

)
dx

= − a
′
n

nπ
,

onde a′n são os coeficientes da série de Fourier da derivada u′(x) (e onde assumimos
que u é periódica, de modo que u(−L/2) = u(L/2) e o termo de borda da integração
por partes se anula). Ou seja, ganha-se uma potência n, no denominador, acelerando
a taxa de convergência. Mais precisamente, se a′n e b′n decaem linearmente, então an
e bn decaim quadraticamente. Esse processo pode ser repetido, caso u = u(x) tenha
derivadas de ordem mais alta, obtendo taxas de convergência cada vez mais altas.

4.2. Polinômios de Chebyshev e aproximações. Ao olharmos um rio cau-
daloso, com um grande fluxo de água, podemos observar que a correnteza diminui
rapidamente em locais cada vez mais próximos da margem. Essa região é chamada
de camada limite, termo utilizado para caracterizar uma região onde há uma grande
variação de uma determinada quantidade, separando regiões de comportamentos di-
ferentes. Isso acontece tipicamente próximo à fronteira de uma região, onde alguma
condição de contorno é imposta, em contraste com o fenômeno que rege o sistema no
interior da região. No caso de um rio, o potencial gravitacional força o escoamento
das águas ao longo do leito, mas a margem do rio está fixa e a continuidade do movi-
mento implica no fluxo ter que ser reduzido a zero na fronteira e, portanto, ter uma
mudança muitas vezes brusca próximo à margem.

Essa mesma camada limite do movimento do fluido afeta a variação de outras
quantidades. Por exemplo, isso explica o motivo de sentirmos mais frio quando bate
um vento. Não necessariamente o vento trás uma massa de ar mais fria do que o ar
que está em um determinado ambiente. É a camada limite que nos envolve com um
porção de ar que já foi aquecida pelo nosso próprio corpo. Isso causa uma camada
limite também para a temperatura, não apenas para o fluxo de ar. Como o nosso
corpo é, tipicamente, mais quente que o ambiente, o calor irradiado pelo nosso próprio
corpo aquece a pequena camada limite de ar que nos envolve, mantendo essa camada
um pouco mais quente que ar ambiente. Quanto bate um vento, o ar nesse camada
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limite é removido, entrando uma massa de ar relativamente mais fria, nos dando uma
sensação de diminuição na temperatura.

Mas o que isso tem a ver com álgebra linear, especialmente com o tópico de
ortogonalidade e aproximações de funções? Isso se reflete na escolha das melhores
funções em relação às quais devemos aproximar um determinado fenômeno.

Se quiseremos aproximar uma função periódica razoavelmente bem comportada,
como em processamento de áudio, por exemplo, as funcões trigonométricas da série
de Fourier são bastante apropriadas. Mas em problemas com camada limite, será ne-
cessária considerar uma aproximação “muito alta”, ou seja, com muitas frequências,
em espaços senoidais Sm com m ∈ N relativamente muito grande, para poder cap-
turar adequadamente a abrupta mudança de valor na quantidade a ser aproximada.
Isso está diretamente relacionado ao fenômeno de Gibbs, que aconte em pontos de
descontinuidade da função. Nesses casos, pode ser mais eficiente usar outras bases
ortonormais para representar a função, permitindo uma aproximação melhor em um
subespaço de dimensão relativamente mais baixa. Esse é o caso dos polinômios de
Chebyshev.

4.3. O método de mínimos quadrados. No problema de mínimos quadra-
dos , partimos de espaços Rn e Rm, n,m ∈ N, munidos da norma euclidiana, ou,
mais geralmente, de espaços X e Y munidos de produtos internos ((·, ·))X e ((·, ·))Y ,
respectivamente. Queremos encontrar uma “melhor solução” para o problema

Au ≈ b. (4.1)

no sentido de minimizar o “erro quadrático”, ou seja, buscamos minimizar a norma
quadrática do erro residual Au− b em Y :

‖Au− b‖2
Y ,

onde a minimização ocorre em relação à variável u ∈ X. Nesse problema, b ∈ Y
e A ∈ L(X, Y ) são fornecidos. Podemos, também, interpretar isso como a “melhor
aproximação” para o problema Au = b.

Por exemplo, podemos ter vários dados {(xi, yi)}i=1,...,m, m ∈ N, relacionando duas
quantidades (e.g. pressão yi para cada altitude xi.) que aparentemente estão próximas
de ter uma relação linear y ≈ a+ bx (pressão e altitude tem uma relação exponencial,
mas que pode ser bem aproximada por uma relação linear em um pequena faixa
de altitudes, como, por exemplo, perto do nível do mar). Gostaríamos de achar
uma tal melhor aproximação linear, ou seja encontrar a e b tais que os resíduos
(yi − a − bxi)i=1,...,m sejam os menores possíveis, em algum sentido. No caso, no



376 12. ESPAÇOS VETORIAIS REAIS COM PRODUTO INTERNO

sentido de mínimos quadrados, i.e.

‖(yi − a− bxi)i=1,...,m‖2
2 =

m∑
i=1

|yi − a− bxi|2.

Escrevendo u = (a, b) ∈ X = R2, b = (yi)i=1,...,m ∈ Y = Rm e

A =


1 x1

1 x2
...

...
1 xm

 ∈ Rm×2,

esse problema se torna, exatamente, o problema de minimização

min
u∈R2
‖Au− b‖2

Y ,

em relação à norma euclidiana em Y = Rm.
O método de mínimos quadrados passa por observar que, em um ponto de mínimo

u, qualquer perturbação u + sh, com s 6= 0 e h ∈ X = R2, faz com que

‖Au− b‖2
Y ≤ ‖A(u + sh)− b‖2

Y , ∀h ∈ X, ∀s ∈ R.

Escrevendo A(u + sh)−b = Au−b + sAh e expandindo a norma quadrática desse
termo, obtemos

‖Au− b‖2
Y ≤ ‖Au− b‖2

Y − 2s((Au− b,Ah))Y + s2‖Ah‖2
Y .

Simplificando e dividindo por s, obtemos

0 ≤ −2((Au− b,Ah))Y + s‖Ah‖2
Y ,

quando s > 0, e
0 ≥ −2((Au− b,Ah))Y + s‖Ah‖2

Y ,

quando s < 0. Fazendo s→ 0, sobra

((Au− b,Ah))Y = 0.

para todo h ∈ X. Usando a transformação adjunta, que no caso real é a transposta,
vale a identidade

((Atr(Au− b),h))X = ((Au− b,Ah))Y = 0.

Como isso deve valer para todo h ∈ X, em particular vale para h = Atr(Au− b), o
que nos leva a deduzir que o ponto de mínimo u satisfaz a equação

Atr(Au− b) = 0,
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em X. Isso nos leva à equação normal

AtrAu = A∗b (4.2)

Em resumo, provamos que se u é uma solução da equação normal (4.2), então u é um
ponto de mínimo do problema de mínimos quadrados (4.1). O método de mínimos
quadrados consiste, então, em procurar a “melhor aproximação” para (4.1), no sentido
dos mínimos quadrados, através da resolução da equação normal (4.2).

5. Exercícios

Exercícios
5.1. Considerando o espaço vetorial X = R2, mostre que ((·, ·)) : X × X → R

dado a seguir define um produto interno em X.

((u,v)) = 3x1x2 − 2x1y2 − 2x2y1 + 3y1y2, u = (x1, y1),v = (x2, y2) ∈ X.

5.2. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e norma associada
‖ · ‖.
(i) Mostre que vale a identidade do paralelogramo

‖u + v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2, ∀ u,v ∈ X.

(ii) Mostre que vale a identidade de polarização

((u,v)) =
‖u + v‖2 − ‖u− v‖2

4
, ∀ u,v ∈ X.

5.3. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e norma associada ‖ ·
‖. Suponha que X seja de dimensão finita n = dim(X) ∈ N e que b =
{{w1, . . . ,wn}} seja uma base de X. Suponha, finalmente, que

‖x1w1 + · · ·+ xnwn‖2 = x2
1 + · · ·+ x2

n,

para quaisquer x1, . . . , xn ∈ R. Mostre que b é uma base ortonormal.
5.4. Sejam e = {{e1, . . . , en}} e b = {{w1, . . . ,wn}} bases ortonormais de um es-

paço vetorial real X com produto interno e de dimensão finita n = dim(X) ∈
N. Seja A = (aij)

n
i,j=1 a matriz mudança de base de e para b, de modo que

wj =
∑n

i=1 aijei.
(i) Mostre que

∑n
i=1 aijaik = δjk, j, k ∈= 1, . . . , n, ou seja, AtrA = I.

(ii) Deduza que Atr = A−1 e que AAtr = I, ou seja,
∑n

i=1 ajiaki = δjk,
j, k ∈= 1, . . . , n,
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5.5. Seja X um espaço vetorial com produto interno ((·, ·))X . Suponha que X e
Y sejam espaços vetoriais isomorfos e que J ∈ L(X, Y ) seja um isomorfismo
entre esses espaços. Mostre que ((u,w))Y = ((Ju,Jw))X define um produto
interno em Y.

5.6. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Supondo U e V subes-
paços vetoriais de X, mostre que

(U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥, (U ∩ V )⊥ = U⊥ + V ⊥.

5.7. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e S ⊂ X um subespaço
de dimensão finita. Como S é de dimensão finita, podemos deduzir que,
dados vetores arbitrários uj ∈ X, j = 1, . . . ,m, existe um único v0 ∈ S que
minimiza a soma dos quadrados das distâncias entre os vetores uj e um vetor
qualquer v ∈ S, i.e.

m∑
j=1

‖v0 − uj‖2 = min
v∈S

m∑
j=1

‖v − uj‖2,

onde ‖ · ‖ é a norma associada ao produto interno de X. Deduza, a partir
dessa caracterização, uma fórmula para v0 em termos de uj, j = 1, . . . ,m.

5.8. No espaço Rn×n, mostre que ((A,B))F =
∑n

i,j=1 aijbij, para A = (aij)
n
i,j=1 e

B = (bij)
n
i,j=1, define um produto interno em Rn×n, cuja norma associada é

a norma de Frobenius (veja Observação 2.7).
5.9. Mostre que a forma bilinear ((p, q)) =

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx define um produto

interno no espaço X = PR[x] dos polinômios com coeficientes reais.
5.10. Considere uma base ortonormal b = {{e1, . . . , en}} em um espaço vetorial

de dimensão finita n = dim(X) munido de um produto interno com norma

associada ‖ · ‖X . Mostre que ‖T‖HS =
(∑n

j=1 ‖Tej‖2
X

)1/2

, para T ∈ L(X),

define uma norma em L(X), conhecida como norma de Hilbert-Schmidt.
5.11. Usando o resultado do Exercício 5.4, mostre que a norma de Hilbert-Schmidt

definida no Exercício 5.10 é independente da escolha da base ortonormal.
5.12. Considere, novamente, uma base ortonormal b = {{e1, . . . , en}} em um espaço

vetorial de dimensão finita n = dim(X) munido de um produto interno
((·, ·))X . Mostre que ((T, S))HS =

∑n
j=1((Tej, Sej))X , para T, S ∈ L(X), define

um produto interno em L(X).
5.13. Analogamente, usando o resultado do Exercício 5.4, mostre que o produto

interno associado à norma de Hilbert-Schmidt, definido no Exercício 5.12, é
independente da escolha da base ortonormal.
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5.14. Considere, novamente, uma base ortonormal b = {{e1, . . . , en}} em um espaço
vetorial de dimensão finita n = dim(X) munido de um produto interno
com norma associada ‖ · ‖X . Mostre que a norma de Hilbert-Schmidt de
um operador T ∈ L(X) coincide com a norma de Frobenius da matriz [T]b
que representa T na base b.

5.15. Faça o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt (Teorema 2.3) na se-
quência de vetores {{(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}} , no espaço vetorial R3 munido
do produto escalar usual.

5.16. Faça o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt (Teorema 2.3) na se-
quência de matrizes {{[ 1 1

1 0 ], [ 1 1
0 0 ], [ 1 0

0 0 ]}} , no espaço R2×2 munido do produto
escalar associado à norma de Frobenius, visto no Exercício 5.8.

5.17. Ache uma condição em a, b ∈ R para que o processo de Gram-Schmidt na
sequência de vetores {{(1, 1), (a, b)}} , em R2 munido do produto escalar Eu-
clidiano nos dê os vetores

{{
(1, 1)/

√
2, (−1, 1)/

√
2
}}
.

5.18. Considere o espaço de polinômios X = PR[x] munido do produto interno
((p, q)) =

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx (veja Exercício 5.9). Aplique o processo de Gram-

Schmidt aos vetores {1, x, x2} de X. Esse processo nos dará os três primeiros
polinômios de Legendre.

5.19. Ache a projeção ortogonal do vetor (3, 4, 1) no plano x+ 2y + 3z = 0.
5.20. Ache o representante v ∈ R3, via produto interno, i.e. tal que 〈f,u〉 = u · v,

∀u ∈ R3, do funcional linear f(u) = 〈f,u〉 = f(x, y, z) = 3x+2y+6z, definido
para u = (x, y, z) ∈ R3, considerando o espaço X = R3 munido do produto
interno

((u,v)) = xξ + 2yη + 3zζ, u = (x, y, z), v = (ξ, η, ζ).

5.21. Faça a demonstração da Proposição 3.1, sobre a representação matricial da
transformação adjunta, em relação a bases ortonormais.

5.22. Faça a demonstração do resultado mencionado na Observação 3.4 de que se
b = {{w1, . . . ,wn}} é uma base ortonormal de um espaço vetorial real X com
produto interno e de dimensão n = dim(X) ∈ N, então a representação, vai
produto interno, da base dual a b é a própria base b.

5.23. Considere o espaço R2 munido do produto escalar euclidiano e considere a
base b = {{(1, 0), (1, 1)}} . Ache os representantes, via produto interno, da
base dual a b.

5.24. Considere o espaço R3 munido do produto escalar euclidiano e considere a
base b = {{(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}} . Ache os representantes, via produto
interno, da base dual a b.
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5.25. Em relação à Observação 2.2, considere o espaço vetorial X = c00 visto no
Exemplo 2.5 e munido do produto interno de `2, visto no Exemplo 1.3. Con-
sidere, em X, o espaço vetorial dado por 〈f,u〉 =

∑∞
j=1 xj, que é finito e bem

definido, porque a sequência eventualmente se anula. Como esse funcional
linear não é nulo, o seu núcleo S = ker(f) tem co-dimensão 1. Mostre, porém,
que S⊥ = {0} é trivial. Em particular, não existe v que represente f, pois
este, se existisse, estaria em S⊥.

5.26. Considere o espaço vetorial com produto interno X = `2 = `2(R) definido no
Exemplo 1.3 e seja S = c00(R) o subespaço de X das sequências reais que se
anulam eventualmente, introduzido no Exemplo 2.5. Encontre o subespaço
perpendicular S⊥ e mostre que X % S ⊕ S⊥.

5.27. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)). Seja S ⊂ X um
subespaço de X e suponha que Q ∈ L(X) seja o projetor ortogonal sobre
S⊥. Mostre que

(([u], [v]))X/S = ((u + S,v + S))X/S = ((Qu,Qv)), u,v ∈ X,
define um produto interno no espaço quociente X/S, cujos elementos são da
forma [u] = u + S, u ∈ X.



CAPíTULO 13

Teoria Espectral com Produto Interno Real

To find a queen without a king, they say she
plays guitar and cries and sings.

– Going to California (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971

Um produto interno traz uma estrutura para o espaço que pode ser explorada
de diversas formas. Em particular, ela revela propriedades de simetria intrínsecas a
vários fenômenos. Muitas dessas simetrias aparecem como simetrias de um operador
linear, relacionando o operador e o seu adjunto. Veremos, nesse capítulo, a teoria
espectral de operadores com certas simetrias desse tipo, no caso de espaços vetoriais
reais com produto interno. O caso complexo será visto no próximo capítulo.

1. Operadores especiais com simetria em relação à adjunta

No caso de um operador T ∈ L(X) em um espaço vetorial real com produto
interno, o resultado do Teorema 3.2 nos diz que a adjunta T∗ ∈ L(X) de T também
é um operador em X. Como eles vivem no mesmo espaço, podemos classificar alguns
operadores de acordo com certas simetrias em relação às suas adjuntas.

Definição 1.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador em X e considere a sua adjunta T∗ ∈ L(X) relativa a esse produto
interno.

(i) Dizemos que T é autoadjunto quando T∗ = T.
(ii) Dizemos que T é anti-autoadjunto quando T∗ = −T.
(iii) Dizemos que T é ortogonal quando T∗T = TT∗ = I, ou seja, T∗ = T−1.
(iv) Dizemos que T é normal quando TT∗ = T∗T.

Esses operadores aparecem com frequência em aplicações, resultado, em parte,
de simetrias que ocorrem nos diversos fenômenos naturais que modelamos. Essas
simetrias acarretam em propriedades muitas vezes bastante especiais, como iremos

381
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explorar aqui e no próximo capítulo. Em relação a isso, temos a seguinte definição,
seguida de uma observação.

Definição 1.2. Um operador T ∈ L(X) em um espaço vetorial real X com
produto interno é dito simétrico quando

((Tu,v)) = ((u,Tv)),

para u,v ∈ X arbitrários, e é dito anti-simétrico quando

((Tu,v)) = −((u,Tv)),

também para u,v ∈ X arbitrários.

Observação 1.1. As definições de operador simétrico e operador anti-simétrico,
vistas na Definição 1.2, são equivalentes a dizer que o operador é autoadjunto ou
anti-autoadjunto, respectivamente. Em dimensão infinita, onde é comum em aplica-
ções consideramos operadores lineares definidos em um subespaço denso de X, essas
definições não são equivalentes. Mas, aqui, não precisamos nos preocupar com isso.

Exemplo 1.1. Em R2, podemos representar um operador qualquer como uma
matriz operando na base canônica, da forma

A =

[
a b
c d

]
.

Para que A seja simétrica, devemos ter c = b. Para que A seja anti-simétrica, devemos
ter a = d = 0 e c = −b. Para que A seja normal, devemos ter c = b ou c = −b e, nesse
caso, d = a. Para que seja ortogonal, devemos ter a2 + c2 = b2 + d2 = 1 e ac + bd =
0, ou seja, (a, c) e (b, c) ortonormais e, portanto, da forma (a, c) = (cos θ, sen θ) e
(b, c) = (− sen θ, cos(θ)). Em resumo

autoadjunta: A =

[
a b
b d

]
anti-autoadjunta: A =

[
0 b
−b 0

]
ortogonal: A =

[
a −b
b a

]
com a2 + b2 = 1, i.e.

[
cos θ − sen θ
− sen θ cos θ

]
normal: A =

[
a b
b d

]
ou
[
a b
−b a

]
.
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1.1. Caracterização de projeção ortogonal como projeção autoadjunta.
Com essa representação da adjunta, podemos caracterizar as projeções ortogonais
como sendo as projeções autoadjuntas.

Teorema 1.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e seja P ∈
L(X) uma projeção. Então P é projeção ortogonal se, e somente se, P é autoadjunta,
i.e. P∗ = P.

Demonstração. Suponha que P seja autoadjunta. Se u ∈ ker(P) e v ∈ Im(P),
então temos Pu = 0 e v = Pv. Com isso,

((v,u)) = ((Pv,u)) = ((v,P∗u)) = ((v,Pu)) = ((v,0)) = 0

Logo, v ⊥ u. Como u e v são arbitrários nesses subespaços, temos ker(P) ⊥ Im(P),
o que significa que P é projeção ortogonal.

Agora suponha que P seja projeção ortogonal. Sejam u,v ∈ X quaisquer. Então
podemos decompor

u = Pu + Qu, v = Pv + Qv,

onde Q = I− P. Lembrando que ImP e ImQ = kerP são ortogonais, temos

((u,P∗v)) = ((Pu,v)) = ((Pu,Pv + Qv)) = ((Pu,Pv))

= ((Pu + Qu,Pv)) = ((u,Pv)).

Como u,v ∈ X são arbitrários, isso significa que P∗ = P. �

No caso de projeções não ortogonais, podemos dar uma caracterização bem precisa
da projeção adjunta. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.2. Considere a projeção P(x, y) = (x, x), que é a projeção sobre a
reta {y = x} ao longo do eixo y, observe que a adjunta da projeção P é dada por
P∗(x, y) = (x+ y, 0), que é uma projeção sobre o eixo x, ao longo da reta {y = −x}.
Qual a relação entre esses subespaços? Observe que o eixo x, que é a imagem da
projeção adjunta P∗, é o subespaço ortogonal ao eixo y, que é exatamente o núcleo
da projeção P. Por sua vez, o núcleo {y = −x} da projeção adjunta P∗ é ortogonal à
imagem {y = x} de P. Isso não é coincidência. Veja a Observação 1.2 e Exercício 7.1.
Veja, também, o Observação 1.6.

Observação 1.2. Seja P ∈ L(X) uma projeção definida em um espaço vetorial
real X com produto interno. Suponha que P é um projeção sobre um subespaço V , ao
longo de um subespaço W, de modo que X = V ⊕W. Então a adjunta P∗ ∈ L(X) é
uma projeção sobre o espaço perpendicularW⊥, ao longo do subespaço perpendicular
V ⊥. Deixamos a demonstração desse faco como Exercício 7.1. Observe, finalmente,
que se P∗ for projeção ortogonal, então, como era de se esperar, W⊥ = V e V ⊥ = W.
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1.2. Isometria e operadores ortogonais. Se {w1, . . . ,wn} é uma base orto-
normal em Rn, então a matriz M ∈ Rn×n cujas colunas são formadas por esses vetores,
i.e.

M =

 | | · · · |
w1 w2 · · · wn

| | · · · |

 ,
é tal que

MtrM = (wi ·wj)ij = (δij)ij = I,

ou seja, M é uma matriz ortogonal. Além disso,

‖Mu‖2 = ((Mu,Mu)) = ((u,MtrMu)) = ((u,u)).

Ou seja, M preserva a norma dos vetores. Dito de outra forma, M preserva a distância
entre vetores do espaço. Nesse sentido, temos o seguinte conceito.

Definição 1.3. Seja F : X → X uma função (não necessariamente linear) em um
espaço métrico (não necessariamente espaço vetorial), com métrica d(·, ·). Dizemos
que F é uma isometria em X quando

d(F(u),F(v)) = d(u,v), (1.1)

para quaisquer u,v ∈ X.

No caso particular de um espaço vetorial normado e F não necessariamente linear,
a condição (1.1) é equivalente a

‖F(u)− F(v)‖ = ‖u− v‖, (1.2)

para u,v ∈ X. No caso em que a função é uma transformação linear F ∈ L(X), em
um espaço vetorial normado, essa condição é equivalente a

‖F(u)‖ = ‖u‖, (1.3)

para todo u ∈ X.
Vimos acima que um matriz ortogonal é uma isometria. Vamos estender esse re-

sultado para operadores ortogonais quaisquer e incluir uma recíproca desse resultado.
Observe que não assumimos inicialmente que F é linear. Apenas que o espaço X é
um espaço vetorial com produto interno e que F preserva a origem.

Teorema 1.2. Seja X um espaço vetorial com produto interno e seja F : X → X
uma isometria. Então F é um operador linear ortogonal.
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Demonstração. Suponha que F seja linear e ortogonal. Como é linear, temos
F(0) = 0. Como é ortogonal, temos F∗F = I, de modo que

‖Fu‖2 = ((Fu,Fu)) = ((u,F∗Fu)) = ((u,u)) = ‖u‖2,

ou seja ‖Fu‖ = ‖u‖, para todo u, mostrando qeu F é um isometria.
Suponha agora que F : X → X preserve a origem e as distâncias. Primeiramente,

vamos mostrar que F também preserva o produto interno, i.e.
((F(u),F(v))) = ((u,v)),

para u,v ∈ X. De fato, usando a identidade (1.1) (com −v no lugar de v), temos
2((F(u),F(v))) = ‖F(u)‖+ ‖F(v)‖ − ‖F(u)− F(v)‖.

Usando que F preserva a origem, além das distâncias, temos
‖F(u)‖ = ‖F(u)− 0‖ = ‖F(u)− F(0)‖ = ‖u− 0‖ = ‖u‖.

Idem para F(v). E também temos
‖F(u)− F(v)‖ = ‖u− v‖.

Com isso,
2((F(u),F(v))) = ‖u‖+ ‖v‖ − ‖u− v‖.

Usando novamente a identidade (1.1), chegamos a
2((F(u),F(v))) = 2((u,v)),

mostrando que F preserva o produto interno entre vetores quaisquer. �

Observação 1.3 (Isometria preserva ângulos). Observe que, na demostração do
Teorema 1.2, provamos que uma isometria em um espaço com produto interno satisfaz

((F(u),F(v))) = ((u,v)), (1.4)
para u,v quaisquer, ou seja, uma isometria também preserva ângulos. Como ela
também preserva a norma, isso significa que uma isometria preserva os ângulos entre
vetores. Observe, também, que (1.4) inclui a condição de isometria (1.3). Se assu-
mirmos de início que F é linear, então (1.4) é, de fato, equivalente à definição a F ser
uma isometria.

Corolário 1.1. Seja X um espaço vetorial com produto interno e seja F : X →
X uma isometria. Então F é da forma F(u) = u0 + M(u − u0), onde M ∈ L(X) é
um isometria.

Teorema 1.3. Seja M ∈ L(X) um operador ortogonal em um espaço vetorial real
com produto interno. Então o seu determinante tem módulo unitário, i.e. det(M) =
±1.
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Demonstração. Sabemos que o determinante do operador adjunto é igual ao
do operador (Teorema 3.8) e que o determinante de uma composição de operadores é
o produto dos determinantes (Teorema 3.7). Logo, usando ainda que M∗M = I, pela
definição de operador ortogonal, obtemos que

det(M)2 = det(M∗) det(M) = det(M∗M) = det(I) = 1.

Portanto, det(M) = ±1. �

1.3. Operadores normais e relações de comprimento. Operadores normais
são caracterizados pela seguinte propriedade.

Proposição 1.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e norma
associada ‖ · ‖. Então T ∈ L(X) é normal se, e somente se, ‖T∗u‖ = ‖Tu‖, para
todo u ∈ X.

Demonstração. Supondo T normal, temos

‖Tu‖2 = ((Tu,Tu))

= ((u,T∗Tu))

= ((u,TT∗u))

= ((T∗u,T∗u))

= ‖T∗u‖2,

provando que ‖T∗u‖ = ‖Tu‖, para todo u ∈ X.
Suponha, agora, que essas normas sejam iguais. Então, para u,v ∈ X arbitrários,

usando a identidade (1.1), temos

((T∗Tu,v)) = ((Tu,Tv))

=
1

2

(
‖Tu‖2 + ‖Tv‖2 − ‖Tu− Tv‖2

)
=

1

2

(
‖T∗u‖2 + ‖T∗v‖2 − ‖T∗u− T∗v‖2

)
= ((T∗u,T∗v))

= ((TT∗u,v)).

Como isso vale para todo u,v ∈ X, obtemos que T∗T = TT∗, ou seja, que T é
normal. �

Também temos a caracterização em relação à comutatividade das partes simétrica
e anti-simétrica de T.
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Proposição 1.2. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e seja
T ∈ L(X) um operador linear. Sejam

R =
T + T∗

2
, S =

T− T∗

2
as partes simétrica e anti-simétrica de T, respectivamente, visto que

T = R + S, R∗ = R, S∗ = −S.
Então T é normal se, e somente se, R e S comutam entre si.

Demonstração. Observe que

(T + T∗)(T− T∗) = T2 − TT∗ + T∗T + T∗2,

ao passo que
(T− T∗)(T + T∗) = T2 + TT∗ − T∗T + T∗2.

Portanto,

RS− SR =
1

4
(2T∗T− 2TT∗) .

Com isso,
RS = SR ⇔ T∗T = TT∗.

Ou seja, R e S comutam entre si, se, e somente se, T é normal. �

2. Análise espectral de operadores autoadjuntos

Um ponto de partida da análise espectral é a existência de autovalores. Nos com-
plexos, isso está garantido pelo Teorema 3.1. Esse resultado foi fundamental para a
construção da forma de Jordan. Podemos usar a forma de Jordan na análise espectral
de um operador qualquer, inclusive de um operador autoadjunto. Mas nem sempre
os fins justificando os meios. Vamos ver caminhos mais diretos e mais apropriados
para a análise espectral de operadores autoadjuntos. De qualquer forma, a existência
de autovalores é fundamental. Como, aqui, estamos considerando operadores em es-
paços vetoriais reais, precisamos de um resultado de existência de autovalores reias.
Para isso, vamos prosseguir de diferentes maneiras. Uma utilizando o resultado do
Teorema 3.1, via complexificação, e mostrando, na verdade, que o autovalor obtido é
real. Outra mostrando diretamente a existência de um autovalor real, via extremos
do quociente de Rayleigh-Ritz. A partir disso, o resultado se baseia no fato de que
não só os autoespaços são invariantes por um operador autoadjunto, mas também o
ortogonal dos autoespaços, permitindo decompor o espaço em subespaços invarian-
tes ortogonais entre si, nos dando uma base ortonormal de autovalores do operador.
Esses são os ingredientes principais da diagonalização de um operador:
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(i) Existência de autovalor;
(ii) Invariância de um subespaço complementar a um autoespaço (que no caso

autoadjunto é exatamente o ortogonal do autoespaço);
(iii) Indução na dimensão, aplicando a hipótese de indução na restrição do ope-

rador ao complementar invariante.

2.1. Existência de autovalores reais. Primeiro, apresentamos uma demons-
tração via complexificação, a partir do Teorema 3.1.

Teorema 2.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador autoadjunto em relação a esse produto interno. Então T possui
pelo menos um autovalor real.

Demonstração do Teorema 2.1 via complexificação. Seja XC = X +
iX a complexificação do espaço real X e seja TC ∈ L(XC) a complexificação de
T dada por

TC(u + iv) = Tu + iTv,

para todo u,v ∈ X. Como XC é complexo, segue do Teorema 3.1 que TC possui pelo
menos um autovalor ζ ∈ C. Vamos mostrar que esse autovalor é real e é um autovalor
de T.

Escreva
ζ = α + iβ,

com α, β ∈ R. Seja w = u + iv um autovetor associado a ζ, com u,v ∈ X. Por um
lado,

TCw = Tu + iTv.

Por outro,

TCw = ζw = (α + iβ)(u + iv) = (αu− βv) + i(βu + αv).

Logo,
Tu = αu− βv

e
Tv = βu + αv.

Muito bem, mas até agora não usamos o fato de T ser autoadjunto. Vamos lá. Nesse
caso, temos

((Tu,v)) = α((u,v))− β‖v‖2

e
((u,Tv)) = β‖u‖2 + α((v,u)).
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Como T é autoadjunto, as duas expressões são iguais, ou seja

α((u,v))− β‖v‖2 = β‖u‖2 + α((v,u)).

Os produtos internos se cancelam e sobra

β(‖u‖2 + ‖v‖2) = 0.

Como w = u + iw 6= 0, obtemos que

β = 0,

logo ζ = α é real. Junto com isso, obtemos que

Tu = αu, Tv = αv.

Como pelo menos um deles é não nulo, obtemos que ζ = α é um autovalor real, com
uma combinação não nula de u e v como um autovetor. �

Observação 2.1. Uma maneira alternativa de mostrar que o autovalor ζ ∈ C do
operador complexificado TC que aparece na demonstração acima do Teorema 2.1 é
real passa por usar que o próprio TC é hermitiano, mas isso será feito só na Seção 3.4.

Vamos, agora, a uma demontração via extremos do quociente de Rayleigh-Ritz.
Essa demonstração usa conceitos de análise real e é baseada na compacidade da bola
unitária fechada em espaços de dimensão finita.

A ideia é imaginar uma hiperesfera S ⊂ X, por exemplo S = {u ∈ X; ‖u‖ = 1},
sendo deformada em uma elipse E = T(S). O maior semi-eixo é um máximo de
‖Tu‖, restrito à hiperesfera S. O menor semi-eixo é um mínimo de ‖Tu‖ restrito a
S. Como a função quadrática s 7→ s2 é monótona, eles são, respectivamente, pontos
de máximo e de mínimo, em S, de ‖Tu‖2, que é diferenciável, conforme comentado
na Observação 1.3. Assim podemos usar multiplicadores de Lagrange e mostrar que
esses pontos críticos são, de fato, autovetores, associados a autovalores reais. O vetor
normal a ‖u‖2 = 1 é 2u. O vetor normal às curvas de nível de ((Tu,u)) é 2Tu. Pela
teoria de multiplicadores de Lagrange, um ponto crítico ocorre quando um vetor é
um múltiplo do outro, digamos

2Tu = λ2u,

com fator multiplicativo λ. Ou seja,

Tu = λu,

e λ é um autovalor de T.
De outra maneira, como a forma ((Tu,u)) é quadrática, não precisamos, propri-

amente, usar diferenciabilidade e o resultado geral de multiplicadores de Lagrange.
Podemos mostrar isso mais diretamente, das condições de serem máximo ou mínimo,
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usando apenas a continuidade. Podemos, também, “liberar” u de estar restrito à
esfera e considerar o quociente de Rayleigh-Ritz

((Tu,u))

‖u‖2
,

definido para u 6= 0.

Definição 2.1 (Quociente de Rayleigh-Ritz). Seja T ∈ L(X) um operador li-
near em um espaço vetorial com produto interno ((·, ·)) e norma associada ‖ · ‖. O
quociente de Rayleigh-Ritz de T é o funcional (não-linear)

R(u) =
((Tu,u))

‖u‖2
, (2.1)

definido para u 6= 0.

Esse quociente é bem comportado, no seguinte sentido.

Teorema 2.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com
produto interno e seja T ∈ L(X). Suponha que X seja de dimensão finita (ou,
mais geralmente, que T seja limitado pela norma induzida pela norma de X). Então
R = R(u), definido por (2.1), é uma função real contínua e limitada em u 6= 0.

Demonstração. Sabemos, do Teorema 2.12, que T é contínua. Pelo Teorema 2.10,
isso significa dizer que T é limitada, no sentido da Definição 2.6. Portanto, existe uma
constante C ≥ 0 tal que

‖Tu‖ ≤ C‖u‖,
para todo u ∈ X. Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz Equation (1.2),
podemos limitar o quociente de Ritz por

|R(u)| ≤ |((Tu,u))|
‖u‖2

≤ ‖Tu‖‖u‖
‖u‖2

≤ C.

Agora, sabemos que u 7→ T(u) é contínuo, que o produto interno (por ser bilinear)
é contínuo e que a norma é contínua, de forma que o quociente de Rayleigh-Ritz é
contínuo em u 6= 0, completando a demonstração. �

Observação 2.2. Em geral, o quociente de Rayleigh-Ritz R(·) não é contínuo
na origem, a menos que T tenha um único autovalor, nesse caso R(·) é, de fato,
constante, igual a esse autovalor. Veja Exercício 7.3

Vamos, agora, a essa outra demonstração do Teorema 2.1.
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Demonstração do Teorema 2.1 via quociente de Rayleigh-Ritz. Con-
sidere o quociente de Rayleigh-Ritz R(·) definido em (2.1). Pelo Teorema 2.2, esse
quociente é contínuo em {u 6= 0}. Pelo Teorema 2.5, o conjunto fechado e limitado
S = {u ∈ X; ‖u‖ = 1} é compacto. Pelo Teorema 2.6, a função R(·) possui um
máximo e um mínimo em S.

Vamos considerar, por exemplo, um ponto de mínimo w ∈ X, ‖w‖ = 1 de R(·)
em S e mostrar que w é autovetor de T, cujo autovalor é o valor mínimo. Como
u/‖u‖ pertence a S para todo u 6= 0, podemos escrever

λ = R(w) = min
u∈S

R(u) = min
u6=0

((Tu,u))

‖u‖2
.

Observe que usamos que R(·) é uma função homogênea de grau 1, de modo que
minimizar essa função em {u 6= 0} é equivalente a minimizá-la em S.

Seja, então, v ∈ X um vetor não nulo arbitrário e considere u = w+sv ∈ X para
um escalar s satisfazendo

|s| < 1

‖v‖
.

Pela continuidade da norma, temos

‖u‖ = ‖u−w + w‖ ≥
∣∣‖w‖ − ‖u−w‖

∣∣ = ‖w‖ − |s|‖v‖ = 1− |s|‖v‖ > 0,

ou seja, u 6= 0. Logo,

R(w) = λ ≤ ((Tu,u))

‖u‖2
.

Isso nos dá que
λ‖u‖2 ≤ ((Tu,u)).

Substituindo u, obtemos

λ(‖w‖2 + 2s((w,v)) + s2‖v‖2) ≤ ((Tw,w)) + 2s((Tw,v)) + s2‖v‖2.

Como ‖w‖ = 1 e ((Tw,w)) = λ‖w‖2 = λ, o primeiro termo da expressão à esquerda
e o primeiro da expressão à direita se cancelam, sobrando

λ(2s((w,v)) + s2‖v‖2) ≤ 2s((Tw,v)) + s2‖v‖2.

Considerando s > 0 e dividindo por s, obtemos

2λ((w,v)) + sλ‖v‖ ≤ 2((Tw,v)) + s‖v‖.

Fazendo s→ 0, obtemos
λ((w,v)) ≤ 2((Tw,v)).
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Considerando s < 0 e dividindo a mesma expressão acima por s, obtemos a desigual-
dade reversa

2λ((w,v)) + sλ‖v‖ ≥ 2((Tw,v)) + s‖v‖.
Fazendo novamente s→ 0, agora por números negativos, obtemos

λ((w,v)) ≥ 2((Tw,v)).

Com as duas desigualdades, obtemos a igualdade

λ((w,v)) = ((Tw,v)),

que podemos escrever na forma

((Tw − λw,v)) = 0.

Observe que fizemos isso com v arbitrário. Logo, devemos ter

Tw − λw = 0,

ou seja,
Tw = λw,

com w não nulo, mostrando que o valor mínimo λ é autovalor e o ponto de mínimo
w é um autovetor. �

Observação 2.3. A vantagem de usar a diferenciabilidade das funções envolvidas
e multiplicadores de Lagrange é mostrar que qualquer ponto crítico de R(·) restrito à
hiperesfera unitária nos dá um autovetor e um autovalor de T. De fato, por multipli-
cadores de Lagrange, os pontos críticos de ((Tu,u)) restrito a S são os pontos críticos
de

J(u, λ) = ((Tu,u))− λ‖u‖2.

A diferencial de u 7→ ((Tu,u)) é 2Tu, visto que T é autoadjunto, e a diferencial de
u 7→ ‖u‖2 é 2u (Verifique!). Assim, a diferencial de J = J(u, λ) em relação a u é

DuJ(u, λ) = 2Tu− 2λu,

enquanto que
DλJ(u, λ) = ‖u‖2.

Em um ponto crítico (w, λ) ∈ X × R, devemos ter

DuJ(w) = 0, ‖w‖ = 1,

ou seja
Tw = λw,

e w 6= 0, de modo que λ é um autovalor e w, um autovetor.
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2.2. Invariância do ortogonal de um autoespaço. O próximo passo funda-
mental é a invariância do subespaço ortogonal a um autoespaço do operador autoad-
junto, ou, mais geralmente, a um subespaço invariante.

Teorema 2.3. Seja X um espaço vetorial real com produto interno, seja T ∈
L(X) um operador autoadjunto em relação a esse produto interno e seja S ⊂ X
um subespaço invariante por T. Então o subespaço ortogonal S⊥ de S também é
invariante por T.

Demonstração. De fato, se v ∈ S⊥ e u ∈ S, então Tu ∈ S, visto que S é
invariante por T, de modo que

((Tv,u)) = ((v,T∗u)) = ((v,Tu)) = 0.

Isso mostra que Tv ⊥ u, para u ∈ S arbitrário, de modo que S⊥ é invariante por
T. �

2.3. Diagonalização em base ortonormal. Com a existência de autovalor
real garantida e a invariância do subespaço ortogonal a um autoespaço, podemos
usar indução e provar a decomposição do espaço em autoespaços ortogonais entre si.

Teorema 2.4. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador autoadjunto em relação a esse produto interno. Então X possui
uma base ortonormal de autovetores de T.

Demonstração. A demonstração é por indução na dimensão do espaço. Seja
n = dim(X). Se n = 1, então X = span{w} para algum w 6= 0, que podemos assumir
unitário. Todo u ∈ X é um múltiplo de w. Além disso, w é um autovetor de T, com

Tw = ((Tw,w))w.

Ou seja, X possui uma base ortonormal de autovetores de T.
Suponha, agora, n > 1. Graças ao Teorema 2.1, T possui pelo menos um autovalor

real, digamos λ1 ∈ R, com autovetor w1 ∈ X, que podemos assumir unitário. Como
S1 = span{w1} é invariante, segue de Teorema 2.3 que o subespaço perpendicular S⊥1
também é invariante por T.

Considere, então, o operador T1 ∈ L(S⊥1 ) dado pela restrição de T a S⊥1 , que
assume valores em S⊥1 , já que S⊥1 é invariante por T. O operador T1 também é
autoadjunto, agora em S⊥1 , munido do produto interno herdado de X, visto que, para
u,v ∈ S⊥1 ⊂ X,

((T1u,v))S⊥1 = ((Tu,v))X = ((u,Tv))X = ((u,T1v))S⊥1 .
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Como dim(S⊥1 ) = dim(X)− dim(S1) = n− 1, a hipótese de indução nos garante que
existe uma base ortonormal

{w2, . . . ,wn}

de S⊥1 formada por autovetores de T1, que também são autovetores de T. Juntando
com w1 ∈ S1, obtemos uma base ortonormal

{w1, . . . ,wn}

de X, totalmente formada por autovetores de T. Isso completa a demonstração. �

Observação 2.4. De uma maneira mais elegante, podemos considerar, ao invés
da restrição de T a S⊥1 , o operador T1 induzido por T no espaço quociente X/S1,
que leva um elemento [u] = u + S1 ∈ X/S1 no elemento [Tu] = Tu + S1 ∈ X/S1,
sendo um operador linear no espaço (n−1)-dimensional X/S1. Em relação ao produto
interno induzido no espaço quociente pelo produto interno de X (veja Exercício 5.27),
esse operador é autoadjunto, graças ao fato de S⊥1 ser invariante também. Veja
Exercício 7.17.

Dito de outra forma, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador autoadjunto em relação a esse produto interno. Então T possui
autovalores reais λ1, · · · , λk, k ∈ N, tais que

X = V (T, λ1)⊕ · · · ⊕ V (T, λk)

e
T = λ1P1 + · · ·+ λkPk,

onde cada Pj é o projetor ortogonal sobre V (T, λj), j = 1, . . . , k.

3. Decomposição espectral de operadores anti-autoadjuntos

Como visto na Definição 1.1, operadores anti-autoadjuntos são tais que T∗ = −T.
O exemplo clássico de operador anti-autoadjunto nos reais é o produto vetorial em
R3 com um dado vetor, conforme exemplificado abaixo. Em geral, um operador
anti-autoadjunto pode ter um núcleo não trivial e ser composto por uma soma di-
reta de projeções ortogonais bidimensionais com rotações de 90◦ e homotetias em
casa subespaço bidimensional. Uma maneira de obter essa decomposição espectral é
associando-o a um operador autoadjunto de maneira apropriada, como veremos aqui.
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3.1. Exemplos.

Exemplo 3.1 (Produto vetorial como operador linear anti-autoadjunto). Dado
um vetor

ω = (a, b, c) ∈ R3,

definimos o operador T ∈ L(R3) por

Tu = ω × u = (bz − cy, cx− az, ay − bx), u = (x, y, z) ∈ R3.

Observe que, para u = (x, y, z) e v = (ξ, η, ζ),

((Tu,v)) = (ω × u) · v
= (bz − cy)ξ + (cx− az)η + (ay − bx)ζ

= x(cη − bζ) + y(aζ − cξ) + z(bξ − aη)

= −x(bζ − cη)− y(cξ − aζ)− z(aη − bξ)
= u · (ω × y)

= −((u,Tv)).

Ou seja, T é anti-autoadjunto. Na base canônica e, o operador tem a seguinte repre-
sentação:

[T]e =

 0 −c b
c 0 −a
−b a 0

 .
Exemplo 3.2. Em R2, um operador anti-autoadjunto toma a forma (veja Exem-

plo 1.1)

A =

[
0 b
−b 0

]
= b

[
0 1
−1 0

]
com b ∈ R qualquer. É uma rotação de 90◦ com uma homotetia com fator b.

3.2. Existência de subespaço invariante fundamental. Uma estratégia para
a análise espectral de operadores anti-autoadjuntos é complexificar o espaço X e o
operador T e observar que −iTC é autoadjunto em XC, obtendo uma base ortonormal
de autovetores complexos, com autovalores reais β, tais que −iTCw = βw. Isso nos
dá autovalores imaginários iβ para TC. Trabalhando com as partes real e imaginária
de cada autovalor w, obtemos uma representação adequada do operador nos reais,
em blocos exatamente da forma vista no Exemplo 3.2, i.e.[

0 −b
b 0

]
.
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Também podemos mimetizar essa complexificação trabalhando no produto carte-
siano X × X, no corpo dos reais. Vamos usar essa ideia para, primeiro, obter um
subespaço invariante com esse bloco fundamental. Em seguida, completamos a análise
espectral. O caminho via complexos será feito no Capítulo 14.

Teorema 3.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador anti-autoadjunto em relação a esse produto interno. Então existe
β ∈ R tal que pelo menos uma das alternativas abaixo é válida

(i) β = 0 e existe w ∈ X unitário tal que

Tw = 0 = 0w,

(ii) Ou β 6= 0 e existem vetores unitários w1,w2 ∈ X ortogonais entre si tais
que

Tw2 = −bw1, Tw1 = bw2.

Demonstração. Considere o espaço estendido

X̃ = X ×X,
e o operador T̃ ∈ L(X̃) definido por

T̃(ũ) = (−Tu2,Tu1), ũ = (u1,u2) ∈ X̃ = X ×X.

Observe que T̃ é autoadjunto, pois

((T̃(ũ), ṽ))X̃ = ((−Tu2,v1))X + ((Tu1,v2))X

= ((−u2,T
∗v1))X + ((u1,T

∗v2))X

= ((−u2,−Tv1))X + ((u1,−Tv2))X

= ((u2,Tv1))X + ((u1,−Tv2))X

= ((u1,−Tv2))X + ((u2,Tv1))X

= ((ũ, T̃ṽ))X .

Com isso, existe pelo menos um autovalor de T, que denotamos por β ∈ R, com
autovetor w̃ = (w1,w2), de modo que

T̃(w̃) = (−Tw2,Tw1) = β(w1,w2),

ou seja
Tw2 = −βw1, Tw1 = βw2.

Se β = 0, então fazemos w = w1 e observamos que

Tw = Tw1 = βw2 = 0 = 0w,
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provando o caso (i).
Se β 6= 0, então podemos mostrar que w1 e w2 são ortogonais entre si. De fato,

primeiro observe que, para um operador anti-autoadjunto, Tu é sempre perpendicular
a u, visto que

((Tu,u)) = ((u,T∗u)) = −((u,Tu)) = −((Tu,u)),

de modo que
((Tu,u)) = 0.

Agora, como estamos assumindo β 6= 0, podemos escrever

((u1,u2)) =
1

β
((βu1,u2)) =

1

β
((Tu2,u2)) = 0,

mostrando que u1 ⊥ u2. Isso completa a demonstração do caso ((ii)) �

Observação 3.1. Na demonstração do Teorema 3.1, construímos o operador
autoadjunto T̃ no espaço estendido X̃ = X × X. Como T̃ é autoadjunto, existe
uma base ortonormal de X̃ formada por autovetores de T̃. Uma outra opção, em
princípio mais direta, seria extrair a desejada base ortonormal de X a partir dessa
base ortonormal de X̃ da decomposição espectral de T̃. Porém, como a dimensão de
X̃ é n2, onde n é a dimensão de X, há muita redundância nessa base, em relação à
base necessária para X. Além do mais, precisamos da combinação de elementos w1,
w2 que estão no espaço produto X̃. Ou seja, não é imediato ver como extrair essa
base. Deixamos esse caminho para os leitores investigarem. Ao invés de extrairmos
diretamente uma base ortonormal de X a partir de uma base ortonormal de X̃,
vamos apenas usar essa extensão para extrair um subespaço invariante com o bloco
necessário, para então reduzir a dimensão e usar indução para completar a base,
conforme feito em diversas outras decomposições.

3.3. Invariância do ortogonal de um subespaço invariante. O Teorema 3.1
nos dá um subespaço invariante por T, dado por S1 = span{w}, no caso β = 0, e
por S1 = span{w1,w2}, no caso β 6= 0. Vamos ver, agora, que o ortogonal desse
subespaço também é invariante pelo operador anti-autoadjunto. Na verdade, esse
resultado é mais geral, não dependendo da forma do subespaço. Basta que ele seja
invariante.

Teorema 3.2. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador anti-autoadjunto em relação a esse produto interno. Se S ⊂
X é um subespaço invariante por T, então o subespaço perpendicular S⊥ também é
invariante por T.
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Demonstração. De fato, se v ∈ S⊥ e u ∈ S, então Tu ∈ S, visto que S é
invariante por T, de modo que

((Tv,u)) = ((v,T∗u)) = −((v,Tu)) = 0.

Isso mostra que Tv ⊥ u, para u ∈ S arbitrário, de modo que S⊥ é invariante por
T. �

Aplicando o Teorema 3.2 ao subespaço invariante S1 = span{w}, no caso β = 0,
e por S1 = span{w1,w2}, no caso β 6= 0, dados pelo Teorema 3.1, obtemos que S⊥1 ,
em particular, também é invariante por T.

3.4. Decomposição espectral. De posse dos resultados anteriores, podemos se-
guir por indução e completar a decomposição espectral de operadores anti-autoadjuntos.

Teorema 3.3. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador anti-autoadjunto em relação a esse produto interno. Então X
possui uma base ortonormal da forma

b = b1 ∪ b2,

onde
b1 = {w1,w2, . . . ,w2k}, b2 = {w2k+1, . . . ,w},

onde k é um inteiro satisfazendo 0 ≤ 2k ≤ n, tal que

Tw2j = −βjw2j−1, Tw2j−1 = βjw2j,

para j = 1, . . . , k e
Twj = 0,

para j = k + 1, . . . , n. Nessa base, o operador tem a representação

[T]b =



0 −β1

β1 0
. . .

0 −βk
βk 0

0
. . .

0


,

com k blocos 2 × 2, associados a rotações com homotetia, e n − 2k blocos 1 × 1
associados ao núcleo de T.
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Demonstração. Vamos provar o resultado por indução. Primeiramente, se X
for de dimensão um, então X = span{w}, onde w é um vetor não nulo, de modo que

((Tw,w)) = −((w,Tw)),

ou seja,
((Tw,w)) = 0

e
((Tu,v)) = xy((Tw,w)) = 0,

para todo u = xw e v = yw no espaço. Logo, T = 0, k = 0 e temos apenas um bloco
1× 1 nulo. De outra forma, podemos também aplicar o Teorema 3.1.

Suponha, agora, o resultado válido para dimensão até n − 1, com n ≥ 2 inteiro.
Vamos mostrar que o resultado vale para dimensão n.

Do Teorema 3.1, sabemos que T possui pelo menos um autovalor nulo, com subes-
paço invariante S1 = span{w}, onde w é um autovetor do autovalor nulo (no caso em
que β = 0), ou que possui um subespaço invariante S1 = span{w1,w2}, com w1,w2

vetores unitários ortogonais entre si, e um real β1 6= 0 tal que

Tu2 = −β1u1, Tu1 = β1u2.

Se X for de dimensão dois e β 6= 0, então S1 é de dimensão dois, X = S1 e b =
{{w1,w2}} é a base desejada. Caso contrário, dim(S1) < dim(X) e seguimos por
indução, restringindo o operador a S⊥1 , com dim(S⊥1 ) < dim(X) = n.

Graças ao Teorema 3.2, o subespaço ortogonal S⊥1 também é invariante por T.
Com isso, podemos, de fato, considerar T restrito a S⊥1 e obter, pela hipótese de
indução, visto que dim(S⊥1 ) ≤ n−1, que S⊥1 possui uma base ortonormal b′1 conforme
descrito no enunciado do teorema.

Agora voltemos para S1, para completar a base. Se β = 0, completamos a base
b′1 com b1 no final da lista de vetores, obtendo uma base conforme o enunciado.

Se β 6= 0, então b1 = {{u1,u2}} é um base ortonormal de S1. Completando a base
b′1 com b1 no início da lista de vetores, obtemos uma base ortonormal conforme o
enunciado do teorema, completando a demonstração. �

4. Decomposição espectral de operadores normais

Tendo visto a decomposição espectral de operadores autoadjuntos e anti-auto-
adjuntos, um caminho natural é observar que um operador normal é a soma de um
operador autoadjunto com um anti-autoadjunto que comutam entre si, conforme visto
na Proposição 1.2. Graças a essa comutatividade, podemos combinar as decomposi-
ções espectrais de cada operador para obter a decomposição espectral de um operador
normal.
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4.1. Exemplos. Como visto na Exemplo 1.1, em R2, podemos caracterizar com-
pletamente um operador normal, tendo uma das seguintes formas, sendo associado a
uma matriz simétrica ou a uma matriz de rotação com homotetia.

Exemplo 4.1. Toda matriz simétrica é normal, em qualquer dimensão. Em R2,
tem a forma

A =

[
a b
b d

]
.

Exemplo 4.2. O exemplo clássico de operador normal que não é simétrico é a
rotação com homotetia (veja Exemplo 1.1), dada por

A =

[
a b
−b a

]
.

Essa matriz pode ser escrita na forma

M

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
,

onde

M =
√
a2 + b2, cos θ =

a√
a2 + b2

, sen θ =
b√

a2 + b2
,

ou seja, uma rotação de um ângulo θ com uma homotetia de um fator M.

4.2. Decomposição espectral.

Teorema 4.1. Seja X um espaço vetorial real com produto interno. Seja T ∈
L(X) um operador normal em relação a esse produto interno. Então X possui uma
base ortonormal da forma

e = {{e1, e2}} ,
onde

e1 = {{w1,w2, . . . ,w2k}} , e2 = {{w2k+1, . . . ,wn}} ,
onde k é um inteiro satisfazendo 0 ≤ 2k ≤ n, tal que

Tw2j = −βjw2j−1 + αjw2j, Tw2j−1 = αjw2j−1 + βjw2j,

para j = 1, . . . , k e
Twj = λjwj,
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para j = k+1, . . . , n, onde αj, βj, λj ∈ R. Nessa base, o operador tem a representação

[T]b =



α1 −β1

β1 α1

. . .
αk −βk
βk αk

λk+1

. . .
λn


.

Demonstração. Sejam

R =
T + T∗

2
, S =

T− T∗

2
como na Proposição 1.2. Segue desse teorema que R e S comutam. Vamos começar
com a diagonalização de R e, em seguida, usar a forma espectral de S restrita a cada
autoespaço de R.

Sejam λ1, . . . , λk os autovalores de R, de modo que

X = V (R, λ1)⊕ · · · ⊕ V (R, λk).

Cada autoespaço V (R, λj) é invariante por S. De fato, se u ∈ V (R, λj), então

RSu = SRu = S(λju) = λjSu,

ou seja, Su ∈ V (R, λj) também.
Considerando S restrito a V (R, λj), que é invariante também por S, e lembrando

que S é anti-autoadjunto inclusive quando restrito a um subespaço invariante, segue
do Teorema 3.3, que V (R, λj) possui uma base ortonormal

bj = {wj
1, . . . ,w

j
nj
}

com

[S]bj =



0 −βj1
βj1 0

. . .
0 −βjmj

βjmj 0

0
. . .

0


,
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onde βj1, . . . , βjmj ∈ R, 1 ≤ mj ≤ nj. Por sua vez, no subespaço V (R, λj), temos, em
qualquer base e em particular na base bj,

[R]bj = λjI =


λj 0 · · · 0

0 λj
. . . ...

... . . . . . . 0
0 · · · 0 λj

 .
Assim,

[T]bj =



λj −βj1
βj1 λj

. . .
λj −βjmj
βjmj λj

λj
. . .

λj


.

Juntando as bases de cada V (R, λj), obtemos a base

b = {{b1, . . . , bk}} .

Renomeando os índices e coeficientes, chegamos na representação desejada para [T]b.
�

5. Decomposição em valores singulares (SVD)

Os teoremas espectrais vistos neste capítulo explicam claramente a estrutura de
certos operadores com simetrias especiais, como os operadores autoadjuntos, anti-
autoadjuntos e, mais geralmente, normais. Os operadores sem essas simetrias, diago-
nalizáveis ou não, também podem ser bem entendidos via forma canônica de Jordan.
Mas como podemos entender melhor transformações lineares entre espaços diferentes?
E mesmo no caso geral de operadores, a forma canônica de Jordan não é numerica-
mente estável e também seria importante ter outras decomposições iluminando melhor
a estrutura desses operadores. Esse é um dos papéis realizados pela decomposição em
valores singulares (SVD).

Uma ideia da SVD passa por observar que um operador linear leva quádricas em
quádricas. Em particular, por conta da continuidade, operadores invertíveis levam
elipses em elipses (ou elipsóides em elipsóides, em três dimensões, ou os análogos
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hiperelipsóides, em mais dimensões). Com base nisso, a decomposição em valores
singulares se baseia na mudança dos semi-eixos principais da elipse.

Mais explicitamente, isso passa por entender uma transformação linear T através
da estrutura dos conjuntos de nível

‖Tv‖2 = c2,

para c ∈ R. Observe que, pela linearidade, temos

‖T(cv)‖2 = c2‖T(v)‖2

ou seja, no fundo, basta entender o conjunto de nível

‖Tv‖2 = 1.

Considerando o plano R2 e usando a norma `2, essas conjuntos são exatamente
quádricas. Em particular, graças à continuidade do operador linear, elipses são le-
vadas em elipses, a menos que o operador seja singular. Nesse sentido, como dito
acima, podemos buscar entender a transformação através do que acontece com os
eixos principais dessas elipses e do que acontecem com os semi-eixos correspondentes.

No caso de operadores adjuntos no plano, que são diagonalizáveis em bases orto-
normais, podemos identificar os eixos principais pelos autoespaços, enquanto que os
autovalores indicam a deformação nos semi-eixos. E o que acontece com os operadores
não diagonalizáveis e com as transformações mais gerais?

Pensando em uma transformação T ∈ L(X, Y ), observe que

‖Tv‖2
Y = ((Tv,Tv))Y = ((T∗Tv,v))X .

Ou seja, de alguma forma, essa análise passa pelo estudo do operador T∗T ∈ L(X).
Esse operador é autoadjunto e não-negativo (veja a demonstração do Teorema 5.1),
o que é explorado como ponto fundamental no entendimento de T e, em particular,
na decomposição em valores singulares que veremos aqui.

Observação 5.1. Mais precisamente, considerando um operador invertível T ∈
L(R2) no plano, escrevendo v = (x, y) e u = (x̃, ỹ), a transformação inversa v = T−1u
pode ser escrita na forma {

x = ax̃+ bỹ,

y = cx̃+ dỹ,

de modo que uma quádrica

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Eyz + Fxz +Gx+Hy + Iz + J = 0,

no domínio, é levada em outra quádrica,

Ãx̃2 + B̃ỹ2 + C̃z̃2 + D̃x̃ỹ + Ẽỹz̃ + F̃ x̃z̃ + G̃x̃+ H̃ỹ + Ĩ z̃ + J̃ = 0,
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na imagem. Pela continuidade da transformação, se a quádrica inicial for uma elipse,
a imagem deve ser uma elipse, também (curvas suaves fechadas são levadas em curvas
fechadas suaves). Portanto, podemos pensar em entender a transformação através do
que acontece com os semi-eixos principais dessas elipses e com os seus semi-eixos. A
deformação nos semi-eixos é dada exatamente pelos valores principais.

Observação 5.2. A Observação 5.1 se baseia na invertibilidade do operador
T ∈ L(X, Y ) para mostrar que quádricas em X (em particular, elipses) são leva-
das em quádricas em Y (resp. elipses). No caso geral, uma ideia é considerar um
complementar X ′ ao núcleo de T em X e a imagem Y ′ = T(X) = T(X ′) e trabalhar
com a restrição de T como operador invertível de X ′ em Y ′. Em uma forma mais
elegante, podemos aplicar a Observação 5.1 ao operador invertível de X/ ker(T) em
Im(T) induzido por T.

5.1. Definição e exemplos. Vejamos a definição de SVD.

Definição 5.1 (Decomposição em Valores Singulares). Sejam X e Y espaços
vetoriais reais munidos de produto interno e seja T ∈ L(X, Y ). Suponha que X e Y
sejam de dimensão finita, com n = dim(X),m = dim(Y ) ∈ N. Uma decomposição
em valores singulares de T é composta por bases ortonormais a = {{v1, . . . ,vn}}
de X e b = {{u1, . . . ,um}} de Y e escalares reais não negativos σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0,
denominados de valores singulares, tais que

Tvj = σjuj, j = 1, . . . ,min{n,m}, (5.1)
com

vj ∈ ker(T), j = m+ 1, . . . , n, (5.2)
caso n > m, e

uj ⊥ Im(T), j = n+ 1, . . . ,m, (5.3)
caso m > n.

Na versão matricial, a decomposição em valores singulares toma a seguinte forma.

Definição 5.2 (Decomposição em Valores Singulares na forma matricial). Sejam
n,m ∈ N e seja A ∈ Rm×n. Uma decomposição em valores singulares de A
consiste de matrizes ortogonais U ∈ Rn×n e V ∈ Rm×m e uma matriz diagonal
Σ ∈ Rm×n, com todos os elementos sendo reais não negativos, tais que

A = UΣVtr.

Observação 5.3. Na Definição 5.2, uma matriz A gera uma transformação linear
TA ∈ L(X, Y ) entre os espaços reais X = Rn e Y = Rm munidos do produto escalar
canônico. Nesse contexto, uma decomposição em valores singulares de TA consiste de
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bases ortonormais a = {{u1, . . . ,un}} de Rn e b = {{v1, . . . ,vm}} de Rm, junto com
valores singulares σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0 satisfazendo (5.1).

Considerando a matriz V ∈ Rn×n cujas colunas são os vetores v1, . . . ,vn, a matriz
U ∈ Rm×m cujas colunas são os vetores u1, . . . ,um e a matriz diagonal Σ = (sij)ij ∈
Rm×n com sjj = σj, j = 1, . . . ,min{n,m} e sij = 0, i 6= j, a identidade (5.1) significa
exatamente que

AV = UΣ.

Como as bases a e b são ortonormais, as matrizes V e U são ortogonais. Com isso,
V−1 = Vtr. Logo, obtemos

A = UΣVtr.

Reciprocamente, dada uma decomposição em valores singulares de A, encontramos
uma decomposição em valores singulares de TA.

Observação 5.4. Veja, em Exercício 7.20, Exercício 7.21 e Exercício 7.22, que,
nos casos de operadores autoadjuntos, anti-autoadjuntos e, mais geralmente, normais,
que há uma relação direta entre os valores singulares e os autovalores do operador e
também entre as bases ortonormais da decomposição SVD e da decomposição espec-
tral.

Exemplo 5.1. A matriz diagonal

A =

[
2 0
0 −3

]
tem valores singulares σ1 = 3 e σ2 = 2. Uma decomposição em valores singulares é
obtida escolhendo v1 = e2, v2 = e1, u1 = −e2 e u2 = e1, de modo que

Av1 = Ae2 = −3e2 = 3u1, Av2 = Ae1 = 2e1 = 2u2.

Em termos matriciais,

V =

[
0 1
1 0

]
, U =

[
0 1
−1 0

]
, Σ =

[
3 0
0 2

]
.

Exemplo 5.2. A matriz de rotação com homotetia

A =

[
0 −2
2 0

]
= 2

[
0 −1
1 0

]
tem autovalores ±2i. Seus valores singulares são σ1 = σ2 = 2. Uma decomposição
em valores singulares é obtida escolhendo v1 = e1, v2 = e2, u1 = e2 e u2 = −e1, de
modo que

Av1 = Ae1 = 2e2 = 2u1, Av2 = Ae2 = −e1 = 2u2.
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Em termos matriciais,

V =

[
1 0
0 1

]
, U =

[
0 −1
1 0

]
, Σ =

[
2 0
0 2

]
.

Exemplo 5.3. A matriz

A =

[
6 −2
7 6

]
tem autovalores complexos

λ± =
−12±

√
56i

2
= −6±

√
14.

Esta não é uma matriz normal. De qualquer maneira, a sua forma canônica real de
Jordan é

J =

[
6 −

√
14√

14 6

]
.

Por outro lado, a sua decomposição em valores singulares é dada pelas matrizes

V =
1√
5

[
2 −1
1 2

]
, U =

1√
5

[
1 −2
2 1

]
, Σ =

[
10 0
0 5

]
Observe, ainda, que |λ±| =

√
50 ≈ 7.07, bem entre os valores singulares σ1 = 10 e

σ2 = 5.

Exemplo 5.4. Considere a matriz

A =

3 0
0 2
0 0

 .
Observe que

Ae2
1 = 3e3

1, Ae2
2 = 2e3

2, e3
3 ⊥ Im(A).

A decomposição em valores singulares de A é dada por

a = e2 = {e2
1, e

2
2}, b = e3 = {e3

1, e
3
2, e

3
3}, σ1 = 3, σ2 = 2.

Em forma matricial, a decomposição em valores singulares de A é dada pelas matrizes

V =

[
1 0
0 1

]
, U =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Σ =

[
3 0
0 2

]
.



5. DECOMPOSIÇÃO EM VALORES SINGULARES (SVD) 407

Exemplo 5.5. Considere a matriz

A =

[
3 0 0
0 2 0

]
.

Observe que
Ae3

1 = 3e2
1, Ae3

2 = 2e2
2, e3

3 ∈ ker(A),

onde en = {{en1 , . . . , enn}} é a base canônica de Rn, n ∈ N. A decomposição em valores
singulares de A é dada por

a = e3 = {e3
1, e

3
2, e

3
3}, b = e2 = {e2

1, e
2
2}, σ1 = 3, σ2 = 2.

Em forma matricial, a decomposição em valores singulares de A é dada pelas matrizes

V =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , U =

[
1 0
0 1

]
, Σ =

3 0 0
0 2 0
0 0 0

 .
Observação 5.5. Através da decomposição SVD de uma transformação, pode-

mos obter a decomposição SVD da adjunta e entender melhor a relação entre uma
transformação e a sua adjunta. Veja Exercício 7.23.

5.2. Demonstração de existência de decomposição SVD. Após vermos
alguns exemplos ilustrativos, vamos à demonstração do teorema de existência de
decomposição em valores singulares.

Teorema 5.1 (Decomposição em Valores Singulares). Sejam X e Y espaços ve-
toriais reais munidos de produto interno e seja T ∈ L(X, Y ). Suponha que X e Y
sejam espaços não triviais de dimensão finita. Então existe uma decomposição em
valores singulares de T, no sentido da Definição 5.1.

Demonstração do Teorema 5.1 via operador de Gram. O operador de
Gram T∗T ∈ L(X) é autoadjunto e não-negativo, visto que

(T∗T)∗ = T∗T∗∗ = T∗T

e
((T∗Tu,u)) = ‖Tu‖2 ≥ 0.

Desse modo, T∗T possui um base ortonormal de autovetores, que denotamos por

a = {{v1, . . . ,vn}} .

Como os autovalores são não-negativos, escrevemos os autovalores na forma σ2
j , j =

1, . . . , n, ou seja, definimos σj como sendo a raiz quadrada de cada autovalor do
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operador de Gram T∗T. Assumimos que os autovetores estão ordenados de acordo
com os seus autovalores, do maior para o menor. Ou seja, assumimos que

T∗Tvj = σ2
jvj, j = 1, . . . , n,

com
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

Seja k ∈ N o posto de T, de modo que

σ1 ≥ · · ·σk > 0 = σk+1 = · · · = σn.

Dessa forma, os vetores Tvj, j = 1, . . . , k, são não nulos, com

‖Tvj‖2 = ((Tvj,Tvj)) = ((T∗Tvj,vj)) = σ2
j ((vj,vj)) = σj‖vj‖2 = σ2

j > 0,

onde usamos que cada vj está normalizado para ter norma unitária. Além disso, os
vetores {Tv1, . . . ,Tvk} formam um conjunto de vetores ortogonais entre si. De fato,
temos

((Tvj,Tvi)) = ((T∗Tvj,vi)) = σ2
j ((vj,vi)) = 0,

para i 6= j, visto que {v1, . . . ,vn} é uma base ortonormal. Definindo

uj =
1

σj
Tvj, j = 1, . . . , k,

temos

‖uj‖2 =
1

σ2
j

((Tvj,Tvj)) =
1

σ2
j

((T∗Tvj,vj)) = ((vj,vj)) = ‖vj‖2 = 1.

Portanto, obtemos uma base ortonormal {{u1, . . . ,uk}} da imagem ImT da transfor-
mação T. Se necessário, i.e. se k < m, completamos esse conjunto até uma base
ortonormal

b = {{u1, . . . ,um}}
de Y . Dessa forma, obtemos as desejadas bases ortonormais a e b. Pela própria
normalização dos vetores uj, obtemos que

Tvj = σjuj, j = 1, . . . , k.

Observe que k ≤ min{n,m}, pois o posto de T∗T não pode ser maior do que
o posto de cada operador, que é limitado pela dimensão dos espaços X e Y . Caso
k < n, temos σj = 0, para j = k + 1, . . . , n. Em particular, se k < min{n,m} ≤ n,
então σj = 0 e

Tvj = σjvj = 0 = σjuj, j = k + 1, . . . ,min{n,m}.
Portanto a identidade (5.1) vale para todo j = 1, . . . ,min{n,m}, independentemente
do posto de T. Falta ver o que acontece com os vetores restantes das bases.
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Caso n < m, os vetores {un+1, . . . ,un} fazem parte dos vetores que completaram
a base {{u1, . . . ,uk}} de Im(T) e estão, portanto, no subespaço perpendicular a essa
imagem, i.e.

uj ⊥ Im(T), j = k + 1, . . . , n+ 1, . . . ,m,

em particular para j = n+ 1, . . . ,m.
Caso m < n, então necessariamente k ≤ m e σj = 0, para j = k+ 1 ≤ m+ 1 ≤ n.

Nesse caso
‖Tvj‖2 = σ2

j = 0,

ou seja Tvj = 0, o que significa que

vj ∈ ker(T), j = k + 1, . . . ,m+ 1, . . . , n,

em particular para j = m+ 1, . . . , n. Isso completa a demonstração. �

Observação 5.6. Observe que a demonstração acima do Teorema 5.1 não diz
que os vetores vj para j = k + 1, . . . ,min{n,m}, estão no núcleo de T, apesar de
σj = 0, para esses índices. Isso pode não ser verdade. Veja Observação 5.9.

Observação 5.7. A demonstração acima do Teorema 5.1 se baseia na análise
espectral do operador de Gram T∗T e obtém os valores singulares como autovalores
do operador de Gram e a base a = {{v1, . . . ,vn}} como autovetores correspondentes.
Em princípio, poderíamos ter decomposições em valores singulares diferentes dessa.
No entanto, essa é a única decomposição possível. A única variação que podemos ter
é na escolha dos autovetores, dentro de cada autoespaço. Mais precisamente, a única
variação possível é na escolha da base ortornormal de cada autoespaço do operador de
Gram. Em relação à base b = {{u1, . . . ,um}}, temos uj determinados pela escolha de
vj, nos índices em que σj 6= 0, tendo liberdade de escolha apenas na base ortonormal
do subespaço perpendicular Im(T)⊥. Veja Exercício 7.19.

Observação 5.8. Uma outra demonstração do Teorema 5.1 pode ser feita atra-
vés do operador TT∗ ∈ L(Y ). Os valores singulares também estão associados aos
autovalores desse operador. Veja Exercício 7.24.

Exemplo 5.6. Voltemos ao Exemplo 5.3, cuja matriz é

A =

[
6 −2
7 6

]
.

Para calcularmos a SVD dessa matriz, olhamos para a sua matriz de Gram

AtrA =

[
6 7
−2 6

] [
6 −2
7 6

]
=

[
85 30
30 40

]
.
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O polinômio característico dessa matriz de Gram é p(λ) = λ2 − 125λ + 2500, cujas
raízes e, portanto, autovalores da matriz são σ2

1 = 1000 e σ2
2 = 25. Com isso, vemos

que os valores singulares de A são σ1 = 10 e σ2 = 5. Buscando autovetores unitários
da matrix de Gram, encontramos

v1 =
1√
5

(2, 1), v2 =
1√
5

(−1, 2),

que formam uma base ortonormal a = {{v1,v2}} para R2. Com isso, encontramos a
base ortonormal correspondente b = {{u1,u2}} via

u1 =
Av1

σ1

=
1√
5

(1, 2), u2 =
Av2

σ2

=
1√
5

(−2, 1).

Isso completa a decomposição em valores singulares de A, cuja versão matricial A =
UΣVH tem as matrizes exibidas no Exemplo 5.3.

Por último, vamos ver a SVD de uma projeção não ortogonal.

Exemplo 5.7. Considere a projeção P(x, y) = (x, x) vista no Exemplo 1.2, que
é a projeção sobre a reta {y = x} ao longo do eixo y, dado por {x = 0}. Em forma
matricial, na base canônica,

P =

[
1 0
1 0

]
A matrix de Gram correspondente é

PtrP =

[
1 1
0 0

] [
1 0
1 0

]
=

[
2 0
0 0

]
.

Portanto, a matrix de Gram tem autovalores σ2
1 = 2 e σ2

1 = 1 e base ortonormal de
autovetores dada, por exemplo, por a = {{e1, e2}} = {{(1, 0), (0, 1)}} . Isso nos dá os
valores singulares σ1 =

√
2 e σ2 = 1. Como σ2 = 0, só obtemos o vetor u1 a partir da

base a e de P, que é dado por

u1 =
Pe1

σ1

=
1√
2

(1, 1).

Em seguida, completamos até uma base ortonormal b = {{u1,u2}} simplesmente
escolhendo

u2 =
Pe1

σ1

=
1√
2

(−1, 1).
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Isso completa a decomposição em valores singulares de P, com forma matricial P =
UΣVH dada pelas matrizes

V =

[
1 0
0 1

]
, U =

1√
2

[
1 −1
1 1

]
, Σ =

[√
2 0
0 1

]
Observe, mais uma vez, que os autovalores de P, que são λ1 = 0 e λ2 = 1, são
diferentes dos valores singulares de P.

Observação 5.9. Uma observação importante sobre a projeção do Exemplo 5.7,
em relação à Definição 5.2 de decomposição em valores singulares é que, caso o posto
k = dim(Im(T)) seja estritamente menor do que as dimensões dos espaços X e Y, i.e.
k < min{n,m}, então não necessariamente os vetores vj para j = k+1, . . . ,min{n,m}
pertencem ao núcleo de T. Apenas podemos garantir que os vetores vj para j =
min{n,m} + 1, . . . , n (que só é relevante no caso m > n) estão em tal núcleo. De
fato, o exemplo Exemplo 5.7 ilustra isso, em que n = m = 2 e k = 1, com σ2 = 0 e
v2 = e2, mas Tv2 = (1, 1) 6= 0.

5.3. Caracterização minimax. Vimos, no caso de operadores autoadjuntos,
que os autovalores podem ser obtidos via minimização ou maximização dos quoci-
entes de Rayleigh ((Tu,u))/‖u‖2. No caso da decomposição em valores singulares,
trabalhamos com os autovalores do operador de Gram T∗T. Isso nos leva ao quoci-
ente de Rayleigh

((T∗Tu,u))X
‖u‖2

X

,

que pode ser escrito como
‖Tu‖2

Y

‖u‖2
X

.

Assim, o maior valor singular pode ser obtido via

σ1 = max
u6=0

‖Tu‖2
Y

‖u‖2
X

,

enquanto que o menor valor singular pode ser obtido via

σn = min
u6=0

‖Tu‖2
Y

‖u‖2
X

.

Valores singulares intermediários podem ser obtidos via fórmulas minimax,

σj = min
dim(S)=j

max
u∈S\{0}

‖Tu‖2
Y

‖u‖2
X

,

onde S são subespaços de X.
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Amaximização para obter o maior valor singular pode ser vista como um problema
de multiplicadores de Lagrange, sendo equivalente a minimizar

f(u) = ‖Tu‖2
Y − σ2‖u‖2

X ,

sobre todo o espaço X. O máximo é obtido exatamente pela equação

T∗Tu = σ2u,

nos dando um autovalor do operador de Gram T∗T e um autovetor unitário corres-
pondente.

6. Aplicações

6.1. Cadeias de Markov.

6.2. Algoritmo de PageRank.

6.3. Compressão de dados via SVD.

6.4. Decomposição ortogonal própria ou análise de componentes prin-
cipais.

6.5. Rigidez em equações diferenciais. Em uma equação diferencial escalar
de evolução da forma

dx

dt
= λx,

onde t representa uma variável temporal e x alguma quantidade de interesse, a solução
é da forma

x(t) = x0e
λt, ∀t ∈ R.

Note que o coeficiente λ tem dimensão de frequência, ou seja, de inversa multiplicativa
da dimensão temporal. Em um problema desse tipo, uma escala de tempo típica é
da ordem O(1/|λ|). Para uma boa resolução numérica da solução, especialmente via
métodos explícitos, devemos ter um passo de tempo ∆t da ordem de

∆t� 1

|λ|
.

Por outro lado, tipicamente estamos interessados em resolver o problema em uma
escala de alguns ciclos típicos da equação, ou seja, buscamos resolver a equação em
um intervalo temporal [0, T ] com

T ∼ O(1/|λ|).
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Numericamente, isso significa que T = n∆t, em n passos de tempo, com

n =
T

∆t
� 1.

Ou seja, perfeitamente razoável, aproximar a equação em n passos de tempo, bastando
n� 1. Mesmo que queiramos resolver isso a longo prazo, com

T � 1

λ
,

precisaríamos de um número de passos n satisfazendo

√
n =

√
T

∆t
� 1.

O problema acontece em sistemas de equações diferenciais, contendo quantidades
diversas e escalas de tempo diferentes. Mais precisamente, considere um sistema de
equações diferenciais lineares da forma

du

dt
= Au,

o papel do coeficiente λ acima é feito pelos autovalores de A, no caso de A ser diago-
nalizável, ou, mais geralmente, pelos valores singulares de A. Eles são responsáveis
por ditar as maiores e menores escalas de tempo do sistema.

Considerando o maior valor singular σ1 e o menor valor singular σn, o maior valor
singular determina a escala de tempo mais rápida a ser resolvida e, assim, dita a
resolução da malha temporal,

∆t� 1

σ1

,

enquanto que o menor valor singular dita as escalas mais lentas e, com isso, as grandes
escalas de tempo, de interesse,

T ∼ 1

σn
.

O custo computacional fica da ordem de
T

∆t
� σ1

σn
= κ(A).

Ou seja, o número de condicionamento dita o custo computacional. Um número alto
de condicionamente significa um grande custo computacional.

A ideia acima pode ser estendida a sistemas de equações não lineares,
du

dt
= f(t,u),
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onde as escalas de tempo são ditadas pelos valores singulares da diferencial Df(t,u)
do termo não linear.

Um exemplo clássico de equação diferencial rígida é o da reação química de Ro-
bertson, envolvendo três elementos químicos com constantes de reação bem distintas,
a saber

X
0.04−−→Y,

Y + Y
3·107−−−→Z + Y,

Y + Z
1·104−−−→X + Z,

gerando o sistema de equações diferenciais
ẋ = −0.04x+ 104yz,

ẏ = 0.04x− 104yz − 3× 107y2,

ż = 3× 107y2.

Observe a grande disparidade na ordem de grandeza dos coeficientes, levando a núme-
ros de condicionamento exorbitantes. Métodos numéricos explícitos são impraticáveis.
Métodos implícitos são essenciais na resolução desses sistemas, por serem capazes de
dar passos de tempo muito maiores. Sistemas assim aparecem comumente em siste-
mas complexos de reações químicas e em diversos outro modelos heterogêneos.

Observação 6.1. Uma leitura um pouco mais precisa das relações a� b e c ∼ b
é a de que temos dada uma constante adimensional δ > 0, representando alguma
ordem de grandeza de interesse, digamos δ = 1/10k, para algum k fixo ao longo das
relações (e.g. δ = 1/100), de forma que

a

b
< δ,

∣∣∣1− c

b

∣∣∣ < δ.

Há uma “folga” que nos permite manter essas relações a� bmesmo quando a/b < Cδ,
para uma constante adimensional C próxima de 1. Com isso, obtemos

c

a
=
c

b

b

a
≥ 1− δ

δ
≈ 1

δ
,

ou seja c� a. No caso em que c� b, então
c

a
=
c

b

b

a
>

1

δ2
,

por isso escrevemos √
c

a
� 1.
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Mais explicitamente, se, por exemplo,
a

b
<

1

100
,

c

b
> 100,

então
c

a
>

1

10000
,

ou seja, √
c

a
>

1

100
.

7. Exercícios

Exercícios
7.1. Prove o resultado descrito na Observação 1.2, sobre as relações Im(P∗) =

ker(P)⊥ e ker(P∗) = Im(P)⊥, entre uma projeção P ∈ L(X) e a sua adjunta
P∗ ∈ L(X).

7.2. Verifique cada caracterização, no Exemplo 1.1, da matriz A ∈ R2×2, para
que seja autoadjunta, anti-autoadjunta, ortogonal e normal.

7.3. Prove a afirmação da Observação 2.2, no caso do espaço ser de dimensão
finita.

7.4. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e seja T ∈ L(X) um
operador linear com posto um.
(a) Mostre que existem vetores v e w em X tais que Tu = ((u,v))w, ∀u ∈

X.
(b) Mostre que T é autoadjunto se, e somente se v é um múltiplo de w.

7.5. Considere o operador T(x, y) = (x+ 2y, αx+ 3y) em R2, munido do produto
escalar usual. Encontre o operador adjunto T∗(x, y) e mostre que T é normal
se, e somente se, T é simétrico.

7.6. Considere o operador T(x, y) = (3x + 2y,−2x + αy) em R2, munido do
produto escalar usual. Encontre o operador adjunto T∗(x, y) e mostre que T
é normal se, e somente se, T é anti-simétrico.

7.7. De forma mais geral, podemos considerar uma reflexão em um espaço vetorial
real X com produto interno como sendo um operador linear involutivo e
isométrico, ou seja, um operador R ∈ L(X) tal que R2 = I e ‖Ru‖ = ‖u‖,
para todo u ∈ X, onde ‖ · ‖ é a norma associada ao produto interno de
X. (Uma definição mais estrita exige que os pontos fixos Fix(R) = {u ∈
X; Ru = u} da reflexão formem um hiperplano, mas não fazemos essa
exigência aqui.) Mostre que R ∈ L(X) é uma reflexão se, e somente se,
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R = 2P− I, onde P ∈ L(X) é uma projeção ortogonal. (No caso da definição
estrita, basta acrescentar que a imagem de P é um hiperplano.)

7.8. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e de dimensão finita.
Sejam T, S ∈ L(X) operadores autoadjuntos. Suponha que ((Tu,u)) =
((Su,u)), para todo u ∈ X. Mostre que T = S.

7.9. Seja T ∈ L(R3) um operador anti-autoadjunto, i.e. T∗ = −T, em relação ao
produto escalar euclidiano de R3.
(a) Mostre que Tu é ortogonal a u, para todo u ∈ R3.
(b) Mostre que T tem pelo menos um autovalor nulo.
(c) Mostre que se ‖Tu‖ = ‖u‖ para algum u não nulo, então existe uma

base ortonormal b = {{w1,w2,w3}} tal que

[T]b =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .
7.10. Encontre uma base ortonormal de autovetores da matriz

A =

1 1 1
1 3 1
1 1 1


e a matriz diagonal correspondente, nessa base.

7.11. Dê um exemplo de matrizes normais A,B ∈ R2 tais que A + B e AB não
são normais.

7.12. Dê exemplos de matrizes A,B ∈ R2 tais que A seja simétrica, B seja anti-
simétrica e que A + B não seja normal.

7.13. Seja X um espaço vetorial real de dimensão finita e munido de um produto
interno ((·, ·)) e suponha que T ∈ L(X) seja um operador autoadjunto em X.
Suponha que u ∈ X seja tal que Tu 6= 0 e ((Tu,u)) = 0. Mostre que existem
v,w ∈ X tais que ((Tv,v)) < 0 e ((Tw,w)) > 0.

7.14. Seja X um espaço vetorial real de dimensão finita com produto interno ((·, ·))
e seja T ∈ L(X). Mostre que ((u,v))T = ((Tu,v)) define um produto interno
em X se, e somente se, T é autoadjunto e com autovalores positivos.

7.15. Seja T ∈ L(X) um operador anti-autoadjunto em um espaço vetorial X
com produto interno e de dimensão finita. Mostre que existem subespaços
vetoriais U, V,W ∈ X tais que X = U ⊕ V ⊕W e TU = V, TV = U,TW =
{0}.
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7.16. Considere a matriz real

A =

0 −1 0
1 0 −1
0 1 0

 .
Encontre subespaços vetoriais U, V,W ∈ X = R3 tais que X = U ⊕ V ⊕W
e AU = V, AV = U,AW = {0}.

7.17. Verifique que o operador T1 definido na Observação 2.4, no espaço quociente
X/S1, é um operador autoadjunto.

7.18. Encontre a decomposição em valores singulares da matriz

A =

[
9 −4

12 3

]
.

7.19. Sejam X e Y espaços vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T ∈ L(X, Y ). Suponha que X e Y sejam de dimensão finita, com n =
dim(X),m = dim(Y ) ∈ N. Considere uma decomposição em valores singu-
lares de T, dada por bases a = {{v1, . . . ,vn}} de X e b = {{u1, . . . ,um}} de
Y e valores singulares σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0. Mostre que
(a) ((Tvj,Tvi)) = σ2

j δij, para i, j = 1, . . . ,min{n,m}.
(b) Tvj ⊥ span{vi, i 6= j}, para j = 1, . . . , n.
(c) T∗Tvj = σ2

jvj, j = 1, . . . ,min{n,m}.
(d) σ2

j é autovalor de T∗T com autovetor associado vj.
7.20. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e com dimensão n =

dim(X) ∈ N. Seja T ∈ L(X) um operador autoadjunto em X. Consi-
dere uma decomposição em valores singulares de T, dada por bases a =
{{v1, . . . ,vn}} de X e b = {{u1, . . . ,um}} de Y e valores singulares σ1 ≥
· · · ≥ σn ≥ 0. Mostre que cada vj é um autovetor de T, associado a um
autovalor λj com σj = |λj|. Além disso, uj = sgn(λj)vj.

7.21. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e dimensão finita. Seja
T ∈ L(X) um operador anti-autoadjunto em X. Associe as bases e os valores
singulares de uma decomposição em valores singulares de T à decomposição
espectral dada pelo Teorema 3.3.

7.22. Seja X um espaço vetorial real com produto interno e dimensão finita. Seja
T ∈ L(X) um operador normal emX. Associe as bases e os valores singulares
de uma decomposição em valores singulares de T à decomposição espectral
dada pelo Teorema 4.1.

7.23. Sejam X e Y espaços vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T ∈ L(X, Y ). Suponha que X e Y sejam de dimensão finita, com n =
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dim(X),m = dim(Y ) ∈ N. Considere uma decomposição em valores singu-
lares de T, dada por bases a = {{v1, . . . ,vn}} de X e b = {{u1, . . . ,um}} de
Y e valores singulares σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0. Mostre que
(a) ((T∗uj,vi)) = σjδij, para i, j = 1, . . . ,min{n,m}.
(b) uj ∈ ker(T∗), para j = n+ 1, . . . ,m, caso n < m.
(c) vj ⊥ Im(T∗), para j = m+ 1, . . . , n, caso m < n.
(d) Conclua que a decomposição em valores singulares de T∗ tem os mes-

mos valores singulares de T e com as bases apenas “trocando de papel”
domínio/contra-domínio.

7.24. Sejam X e Y espaços vetoriais reais munidos de produto internos e seja
T ∈ L(X, Y ). Suponha que X e Y sejam de dimensão finita, com n =
dim(X),m = dim(Y ) ∈ N. Considere uma decomposição em valores singula-
res de T, dada por bases a = {{v1, . . . ,vn}} de X e b = {{u1, . . . ,um}} de Y e
valores singulares σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0. Mostre que, para j = 1, . . . ,min{n,m},
os valores singulares σj são autovalores, também, de TT∗ ∈ L(Y ), com au-
tovetores associados uj.



CAPíTULO 14

Teoria Espectral com Produto Interno Complexo

Been dazed and confused for so long, it’s not true
...
... Lots of people talkin’, few of them know.

– Dazed and Confused (Led Zeppelin I)
Led Zeppelin, 1969

Variáveis complexas são fundamentais não apenas em aplicações, como em me-
cânica quântica e eletrônica, para citar algumas, mas também como ferramenta fun-
damental em análise e álgebra linear. Veremos, no que se segue, como ela facilita a
análise espectral. Ela também é fundamental na análise de perturbação do espectro
de um operador, conforme comentado na Observação 3.1 e visto em mais detalhes na
Seção 4.1.

1. Produto interno em espaços vetoriais complexos

1.1. Definição e exemplos. Enquanto que nos reais, o valor absoluto |r| de um
número real pode ser obtido via raiz quadrada do quadrado do número, i.e. |r| =

√
r2,

o valor absoluto de um número complexo z = a + ib é obtido tomando-se a raiz
quadrada do produto entre o número e o seu conjugado,

|z| =
√
zz̄ =

√
(a+ ib)(a− ib) =

√
a2 + b2.

Essa diferença nos obriga a modificar a Definição 1.1 de produto escalar, de forma a
ter um produto escalar positivo definido entre os complexos e recuperar uma norma
através da raiz quadrada do produto escalar (veja Exemplo 1.1). Isso nos leva à
seguinte definição mais geral de produto interno.

Definição 1.1 (Produto interno). Um produto interno em um espaço vetorial
complexo X é uma forma sesquilinear ((·, ·)) : X × X → C conjugada-simétrica e
positiva definida, i.e.

419
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(i) ((u + ζv,w)) = ((u,w)) + ζ((v,w)) e ((u,v + ζw)) = ((u,v)) + ζ̄((u,w)), para
todo u,v,w ∈ X e todo ζ ∈ C;

(ii) ((u,v)) = ((v,u)), para todo u,v ∈ X; e
(iii) ((u,u)) ≥ 0 real, para todo u ∈ X, com ((u,u)) = 0 se, e somente se, u = 0.

Observação 1.1. Considerando a parte real de vetores complexos, podemos iden-
tificar o Rn como um subespaço de Cn e podemos considerar o produto escalar com-
plexo restrito a esse subespaço de vetores reais. Nesse sentido, observe que a restrição
do produto escalar dado na Definição 1.1 não está em contradição com o dado na De-
finição 1.1, visto que o conjugado de um número real é o próprio número real. Então,
de fato, o produto interno dado na Definição 1.1 é uma extensão do produto interno
real, dado na Definição 1.1.

Exemplo 1.1 (Produto escalar hermitiano em Cn). Em Cn, o produto escalar
complexo, também chamado produto escalar hermitiano, toma a forma

u · v = z1w̄1 + · · ·+ znw̄n =
n∑
j=1

zjw̄j,

para todo u = (z1, . . . , zn),v = (w1, . . . , wn) ∈ Cn. A norma associada ao produto
escalar complexo é a norma `2 vista no Exemplo 2.1,

‖u‖ =
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2.

Exemplo 1.2 (Produto interno em `2(C)). No caso de sequências de números
complexos, consideramos

`2(C) = {z = (zn)n∈N ∈ CN;
∑
n∈N

|zn|2 <∞},

e o produto interno tem a forma

((z, w)) =
∑
n∈N

znw̄n,

para z = (zn)n∈N ∈ `2(C) e w = (wn)n∈N ∈ `2(C).

Observação 1.2. A versão complexa `2
ϕ(C) de `2 com peso, a função peso ϕ

continua sendo uma sequência de números reais positivos.

Curiosidade 1.1. O prefixo sesqui é de origem latina e significa um e meio, assim
como em sesquicentenário, significando 150 anos. No caso de uma forma sesquilinear,
vemos que ela é linear no primeiro elemento e “meio” linear no segundo, satisfazendo
a aditividade, mas com a homogeneidade envolvendo uma conjugação, ou seja, ela
satisfaz metade das condições para ser linear no segundo elemento.
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1.2. Norma proveniente do produto interno complexo. A principal razão
da definição de produto interno usando o conjugado de um número complexo é para
recupermos a norma `2,

‖u‖ =
√

((u,v)).

Mas observe que, enquanto ((u,u)) é sempre real, para qualquer vetor complexo u,
visto que, trocando a ordem dos vetores, obtemos que esse produto interno é igual ao
seu conjugado, ((u,u)) = ((u,u)), no caso de dois vetores diferentes, o produto interno
((u,v)) pode ser complexo. Associado a isso, a identidade (1.1) fica ligeiramente
modificada.

Teorema 1.1. Dado um espaço vetorial complexo X munido de um produto in-
terno ((·, ·)) e norma associada ‖ · ‖, vale a identidade

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2 Re((u,v)) + ‖v‖2. (1.1)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.2) e a desigualdade triangular (1.3) perma-
necem idênticas.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos complexos). Dado um es-
paço vetorial complexo X munido de um produto interno ((·, ·)), com norma associada
‖ · ‖, vale a desigualdade

|((u,v))| ≤ ‖u‖‖v‖, ∀u,v ∈ X. (1.2)

Teorema 1.3 (Desigualdade triangular nos complexos). Dado um espaço vetorial
complexo X munido de um produto interno ((·, ·)), a norma ‖ · ‖ associada ao produto
interno satisfaz a desigualdade triangular

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, ∀u,v ∈ X. (1.3)

Com isso, vemos que
‖u‖ =

√
((u,u))

também define uma norma em um espaço vetorial complexo com produto interno,
assim como visto na Observação 1.1 no caso real.

Observação 1.3 (Não existência de produto interno bilinear nos complexos). A
definição de produto interno nos complexos via forma conjugada-simétrica não é uma
mera modificação para termos propriedades melhores. Ela é essencial. É claro que
existem formas bilineares simétricas nos complexos, mas pode-se mostrar que não
existe forma bilinear simétrica que seja positiva definida (veja Exercício 5.1).
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1.3. Ortogonalidade. A definição de ortogonalidade nos complexos é a mesma
que nos reais.

Definição 1.2 (Ortogonalidade nos complexos). Seja X um espaço vetorial com-
plexo com produto interno ((·, ·)). Dois vetores u,v em um espaço vetorial real X mu-
nido de um produto interno ((·, ·)) são ditos ortogonais em relação a esse produto
interno, quando

((u,v)) = 0.

Nesse caso, escrevemos u ⊥ v. Um vetor u é dito ortogonal a um subconjunto A ⊂ X
quando u ⊥ v para todo v ∈ A. Nesse caso, escrevemos u ⊥ S. Mais geralmente, dois
subconjuntos A e B de X são ditos ortogonais entre si quando u ⊥ v para quaisquer
u ∈ A e v ∈ B. Nesse caso, escrevemos A ⊥ B. Dado um subconjunto A ∈ X,
denotamos o seu perpendicular por

A⊥ = {u ∈ X; u ⊥ A}.

Observação 1.4. A analogia entre os números complexos C e o plano R2 é útil
em vários aspectos. Por exemplo, multiplicar o número complexo z = a + ib por i é
como uma rotação no plano de 90◦, iz = −b + ia. Mas essa analogia não deve ser
extrapolada. No plano R2, os vetores (a, b) e (−b, a) são, de fato, ortogonais, mas,
nos complexos, os escalares z = a+ ib e iz = −b+ ia não são ortogonais. O produto
interno entre eles é

((z, iz)) = ziz = −izz̄ = −i|z|2 = −i(a2 + b2) 6= 0,

para z = a + ib 6= 0. Em C, os elementos z e iz são meros escalares, não vetores, e
um é um múltiplo escalar do outro. Ou seja, estão no mesmo espaço unidimensional
C = C1. Nenhum vetor não-nulo vai ser ortogonal a outro não-nulo.

Observação 1.5. Complementando a Observação 1.4, precisamos de pelo menos
duas dimensões para termos vetores ortogonais. Por exemplo, os vetores u = (1, i) e
v = (1,−i) são, de fato, ortogonais, visto que

u · v = (1, i) · (1,−i) = 1× 1̄ + i×−i = 1 + i× i = 1 + i2 = 1− 1 = 0.

Assim como no caso real, o perpendicular A⊥ de um conjunto qualquer A é sempre
um subespaço linear. Caso A também seja subespaço, então os dois formam uma soma
direta que é igual ao espaço X.

Proposição 1.1. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno ((·, ·)).
Dado um subconjunto A ∈ X, o seu perpendicular A⊥ é um subespaço vetorial de X.
Se S é um subespaço vetorial de X, então S e S⊥ são linearmente independentes.
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Com o conceito de ortogonalidade, podemos falar de projeção ortogonal nos com-
plexos, também.

Definição 1.3 (Projeção ortogonal nos complexos). Seja X um espaço vetorial
complexo com produto interno ((·, ·)). Uma projeção P : X → X sobre um subespaço
S é dita uma projeção ortogonal quando kerP = S⊥, ou seja, quando P é uma
projeção sobre S ao longo do subespaço perpendicular S⊥.

A projeção ortogonal na direção de um vetor é obtida da mesma forma que nos
reais. A demonstração é idêntica, observando que usamos a linearidade apenas no
primeiro argumento do produto interno.

Teorema 1.4 (Projeção ortogonal na direção de um vetor). Seja X um espaço
vetorial complexo com produto interno ((·, ·)) e norma associada ‖ · ‖. Seja v ∈ X um
vetor não nulo. Então

Pvu =
((u,v))

‖v‖2
v (1.4)

define um operador de projeção Pv ∈ L(X) sobre o subespaço S = span{v} gerado
por v, ao longo do subespaço ortogonal S⊥.

Observação 1.6. É importante ressaltar que, agora, a ordem dos vetores que
aparece no operador projeção (1.4) é importante. Ou seja, ao projetarmos um vetor
u na direção de um vetor v, é importante definirmos a projeção usando o fator
multiplicativo ((u,v))/‖v‖2, ao passo que, nos reais, a ordem ((u,v)) ou ((v,u)) não
faz diferença.

Como a projeção ortogonal nos complexos é igual a nos reais, o processo de Gram-
Schmidt também é o mesmo.

Teorema 1.5 (Processo de ortogonalização de Gram-Schmidt nos complexos).
Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno ((·, ·)) e norma associada
‖ · ‖. Dada uma sequência {v1, . . . ,vm} de vetores linearmente independentes, a
sequência {w1, . . . ,wm} dada por

wj =
w′j
‖w′j‖

, w′j = vj − Pw1vj − · · · − Pwj−1
vj,

para j = 1, . . . ,m, define vetores ortogonais entre si, com norma unitária e gerando
os mesmos subespaços, i.e.

‖wj‖ = 1, ((wi,wj)) = 0, span{w1, . . . ,wj} = span{v1, . . . ,vj},
para todo i, j = 1, . . . ,m, com i 6= j.
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Assim como nos reais, podemos usar o processo de Gram-Schmidt para construir
a projeção ortogonal sobre subespaços vetoriais de dimensão finita.

Teorema 1.6. Seja X um espaço vetorial real com produto interno ((·, ·)) e seja
S ⊂ X um subespaço vetorial de X de dimensão finita. Então existe uma projeção
ortogonal PS ∈ L(X) sobre S e vale

X = S ⊕ S⊥.

Com projeções ortogonais, temos uma generalização do Teorema de Pitágoras.

Teorema 1.7. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno ((·, ·))
e suponha que PS seja uma projeção ortogonal sobre um subespaço S. Então PS⊥ =
I− PS é a projeção ortogonal sobre S⊥ e vale a identidade

‖u‖2 = ‖PSu‖2 + ‖PS⊥u‖2, ∀ u ∈ X. (1.5)

Temos, da mesma forma, a seguinte caracterização.

Teorema 1.8. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno ((·, ·)) e
suponha que P seja uma projeção em X. Então P é projeção ortogonal se, e somente
se,

((Pu,Qu)) = 0,

para todo u ∈ X, onde Q = I− P.

A projeção ortogonal complexa também tem a propriedade de minimizar a dis-
tância até um subespaço vetorial.

Teorema 1.9. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno ((·, ·)) e
norma associada ‖ · ‖. Seja S ⊂ X e suponha que PS seja a projeção ortogonal sobre
S. Então

‖u− PSu‖ ≤ ‖u− v‖, ∀v ∈ S.

Também podemos falar de base ortonormal nos complexos.

Definição 1.4. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno ((·, ·))
e norma associada ‖ · ‖ e dimensão finita n = dim(X) <∞. Uma base ortonormal
de X é uma base b = {{w1, . . . ,wn}} tal que cada vetor tem norma unitária e os
vetores são ortogonais entre si, ou seja,

‖wj‖ = 1, ((wi,wj)) = 0, i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

O processo de ortogonalização de Gram-Schmidt nos garante a existência de uma
base ortonormal de qualquer subespaço de dimensão finita, também nos complexos.
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Teorema 1.10. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno e seja
S ⊂ X um subespaço de X não trivial de dimensão finita. Então S possui uma base
ortonormal.

1.4. Realização do dual e da adjunta nos complexos. Assim como no caso
real, funcionais lineares em espaços vetoriais complexos com produto interno também
podem ser representados por vetores no próprio espaço.

Teorema 1.11 (Teorema da Representação de Riesz em dimensão finita no caso
complexo). Seja f ∈ X∗ um funcional linear em um espaço vetorial complexo X de
dimensão finita, munido de um produto interno ((·, ·)). Então existe um único v ∈ X
tal que

〈f,u〉 = ((u,v)), (1.6)
para todo u ∈ X.

Demonstração. A demonstração é essencialmente a mesma, com pequenas mo-
dificações que deixamos a cargo do leitor. �

Observação 1.7. Na representação (1.6), é fundamental que o representante v
apareça do lado direito, como o segundo termo no produto interno, para ser compatível
com a linearidade do funcional:

〈f,u + ζw〉 = ((u + ζw,v)) = ((u,v)) + ζ((w,v)) = 〈f,u〉+ ζ〈f,w〉.
Se fosse no primeiro termo, teríamos o conjugado ζ̄ do escalar ζ.

Observação 1.8. Com a forma sesquilinear do produto interno complexo, o mor-
fismo J : X → X∗ definido por

〈J(v),u〉X∗,X = ((u,v)),

para u,v ∈ X, que é uma bijeção, graças ao Teorema 1.11, não é, no entanto,
uma transformação linear. Ela é uma transformação conjugado-linear, ou anti-linear,
satisfazendo

J(v + ζw) = J(v) + ζ̄J(w),

para todo v,w ∈ X, ζ ∈ C. De fato, isso segue da própria definição de J, da
propriedade sesquilinear da forma e da álgebra (adição e multiplicação por escalar)
definida em X∗:

〈J(v + ζw),u〉X∗,X = ((u,v + ζw))

= ((u,v)) + ζ̄((u,w))

= 〈J(v),u〉X∗,X + ζ̄〈J(w),u〉X∗,X
= 〈J(v) + ζ̄J(w),u〉X∗,X .
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Apesar de não ser linear, J ainda assim é uma bijeção. Em duais de espaços complexos,
este tipo de morfismo via bijeções anti-lineares é uma forma natural de isomorfismo.

Uma vez tendo realizações dos duais, podemos interpretar a transformação ad-
junta T∗ ∈ L(Y ∗, X∗), discutida na Seção 3, como uma transformação em L(Y,X),
também nos complexos.

Definição 1.5 (Transformação adjunta em espaços com produto interno comple-
xos). Sejam X e Y espaços vetoriais complexos com produto interno e sejam ((·, ·))X e
((·, ·))Y os respectivos produtos internos. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear
de X em Y . Então a transformação adjunta T∗ : Y → X de T, é definida por

((Tu,v))Y = ((u,T∗v))X ,

para todo u ∈ X, v ∈ Y , e é uma representação, via produto interno, da transforma-
ção adjunta de Y ∗ em X∗ vista na Seção 3 (veja Observação 1.9).

Observação 1.9. A transformação adjunta T∗ ∈ L(Y,X) vista na Definição 1.5
é uma representação da adjunta vista na Seção 3. De fato, definindo temporariamente
a adjunta em L(Y ∗, X∗) por T̃∗, temos

〈T̃∗g,u〉X∗,X = 〈g,Tu〉Y ∗,Y = ((Tu, J−1
Y (g)))Y = ((u,T∗J−1

Y (g)))X ,

onde JY : Y → Y ∗ é a bijeção conjugado-linear de Y em Y ∗, conforme discutido na
Observação 1.8. Por outro lado,

〈T̃∗g,u〉X∗,X = ((u, J−1
X (T̃∗g))),

onde JX : X → X∗ é a bijeção conjugado-linear de X em X∗. Com isso, vemos que
T∗J−1

Y (g) = J−1
X (T̃∗g), ou seja, T∗ = J◦T̃∗◦J−1

Y . Assim, vemos que T∗ é a representação
de T̃∗ ∈ L(Y ∗, X∗) em L(Y,X), via essas bijeções conjugado-lineares.

Observação 1.10. Dada uma base ortonormal b = {{w1, . . . ,wn}} de um espaço
vetorial complexo com produto interno, com n = dim(X) ∈ N, a representação da
base dual b∗ é a própria base b. Verifique.

Com essa representação via produto interno complexo, que é uma forma sesquili-
near, as propriedades elencadas na Proposição 3.2 sofrem uma pequena modificação,
nos dando a relação

(ζT)∗ = ζ̄T∗,

com o conjugado ζ̄ do escalar ζ, ao invés do próprio escalar.
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Proposição 1.2. Dados espaços vetoriais X, Y e Z complexos, ζ ∈ C e trans-
formações lineares T, L ∈ L(X, Y ), S ∈ L(Y, Z), então

(T + L)∗ = T∗ + L∗, (ζT)∗ = ζ̄T∗, (S ◦ T)∗ = T∗ ◦ S∗.
Além disso, caso T seja invertível, então

(T−1)∗ = (T∗)−1.

A representação matricial da adjunto também tem uma pequena modificação.

Teorema 1.12. Sejam X e Y espaços vetoriais complexos de dimensão finita
n = dim(X) ∈ N e m = dim(Y ) ∈ N. Seja T ∈ L(X, Y ) uma transformação linear
de X em Y . Dadas bases a, de X, e b, de Y, a representação matricial [T∗]ba da
transformação adjunta é a transposta conjugada da representação matricial [T]ab , i.e.
se

[T]ab = (aij)
i=m,j=n
i,j=1 ,

então
[T∗]ba = (aji)

i=n,j=m
i,j=1 .

Exemplo 1.3. Considerando a matriz A ∈ C2×3 dada por

A =

[
1 + i 2 −i

3i 4 2− i

]
a sua conjugada AH ∈ C3×2 toma a forma

AH =

1− i −3i
2 4
i 2 + i

 .
Observação 1.11. A representação vista no Teorema 3.1, onde a adjunta é me-

ramente a transposta, sem o conjugado, é válida também nos espaços complexos. Não
restringimos aquele resultado a espaços vetoriais reais. No entanto, aquela realização
do dual é feita naquele contexto de formas bilineares. Ao representarmos essas trans-
formações adjuntas via produto interno complexo, no entanto, essas representações
se comportam de maneiras diferentes, como visto no Exemplo 1.3.

1.5. Operadores especiais. Da mesma forma, alguns operadores tem proprie-
dades especiais em relação a simetrias com a adjunta.

Definição 1.6. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno. Seja
T ∈ L(X) um operador em X e considere a sua adjunta T∗ ∈ L(X) relativa a esse
produto interno.
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(i) Dizemos que T é hermitiano quando T∗ = T.
(ii) Dizemos que T é anti-hermitiano quando T∗ = −T.
(iii) Dizemos que T é unitário quando T∗T = TT∗ = I, ou seja, T∗ = T−1.
(iv) Dizemos que T é normal quando TT∗ = T∗T.

Mesmo nos complexos, as projeções ortogonais são caracterizadas como sendo as
projeções hermitianas.

Teorema 1.13. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno e seja
P ∈ L(X) uma projeção. Então P é projeção ortogonal se, e somente se, P é hermi-
tiana, i.e. P∗ = P.

Também temos a caracterização de um operador unitário como sendo um operador
que preserva a norma, como no caso dos operadores ortogonais, visto no Teorema 1.2,
e como um operador que preserva o produto interno entre vetores, analogamente ao
visto na Observação 1.3.

Por sua vez, um operador normal também é caracterizado como na Proposição 1.1
e na Proposição 1.2, conforme veremos na Seção 3.6.

2. Decomposição de Schur e a triangularização ortogonal

Vimos, no Capítulo 8, a importância da forma triangular, de um operador, no
estudo dos seus autovalores, autoespaços, autoespaços generalizadas e na forma canô-
nica de Jordan. Uma versão daquele resultado usando bases ortogonais é um resultado
fundamental conhecido como decomposição de Schur .

2.1. Decomposição de Schur em subespaços invariantes ortogonais en-
caixantes. Seja T ∈ L(X) em um espaço vetorial complexo X de dimensão finita
n = dim(X) ∈ N. Então existe uma base b satisfazendo as condições do Teorema 3.2
e, portanto, T possui a forma triangular superior nessa base.

Teorema 2.1 (Decomposição de Schur). Seja T ∈ L(X) um operador linear
em um espaço vetorial complexo X com produto interno e de dimensão finita n =
dim(X) ∈ N. Então existe uma base ortonormal b = {{w1, . . . ,wn}} de X tal que

T(span{w1, · · · ,wj}) ⊂ span{w1, · · · ,wj},
para todo j = 1, . . . , n.

Demonstração. Podemos provar por indução. Em uma dimensão, não há nada
o que demonstrar. Qualquer base formada por um vetor unitário basta. Suponha,
então, o resultado válido até dimensão n−1. Vamos provar para dimensão n ∈ N, n ≥
2. Seja, então, X um espaço vetorial complexo com produto interno e de dimensão
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n ∈ N. Seja T ∈ L(X). Graças ao Teorema 3.1, T possui pelo menos um autovalor
λ1 ∈ C. Seja w1 ∈ X um autovetor associado a esse autovalor. Podemos dividir pela
sua norma, se necessário, e assumir que w1 é unitário, i.e.

‖w1‖ = 1.

Seja
P1u = ((u,w1))w1

a projeção ortogonal sobre
S1 = span{w1}.

Seja S⊥1 o subepaço vetorial perpendicular de S1, de modo que

X = S1 ⊕ S⊥1 .
Considere o operador a restrição de T ao subespaço perpendicular S⊥1 composto com
a projeção sobre o próprio S⊥1 , i.e.

T1 = Q1T

∣∣∣∣∣
S⊥1

,

onde
Q1 = I− P1.

Esse operador pode ser visto como um operador em L(S⊥1 ), que é um subespaço de
dimensão n− 1. Pela hipótese de indução, existe uma base ortonormal

{w2, . . . ,wn}
de S⊥1 tal que

T1 span{w2, . . . ,wj} ⊂ span{w2, . . . ,wj},
para todo j = 2, . . . , n− 1.

Como {w2, . . . ,w2} é uma base ortonormal no espaço ortogonal a w1, então

b = {{w1,w2, . . . ,wn}}
é uma base ortonormal do espaço n-dimensional X. Além disso, dado

u = x1w1 + · · ·+ xjwj ∈ span{w1, . . . ,wj},
temos

Tu = TP1u + TQ1u = T(x1w1) + T1(x2w2 + · · ·+ xjwj)

= x1λ1w1 + T1(x2w2 + · · ·+ xjwj).

Como
x1λ1w1 ∈ span{w1}
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e
T1(x2w2 + · · ·+ xjwj) ∈ span{w2, . . . ,wj},

deduzimos que
Tu ∈ span{w1, . . . ,wj},

para todo
u ∈ span{w1, . . . ,wj},

para todo j = 2, . . . , n, concluindo a demonstração.
�

Temos, também, a versão matricial

Teorema 2.2 (Decomposição de Schur matricial). Seja A ∈ Cn×n uma matrix
complexa n × n, n ∈ N. Então existe uma matriz unitária U ∈ Cn×n e uma matriz
triangular superior R ∈ Cn×n tal que

R = UHAU.

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 2.1 e formar a matriz U com as colu-
nas dadas pelas coordenadas dos vetores w1, . . . ,wn. �

2.2. Propriedades e exemplos. A decomposição de Schur é vantajosa, em
comparação à forma de Jordan ou à triangularização via subespaços não necessa-
riamente ortogonais, vista no Teorema 3.2 e no Teorema 3.3, por ser mais estável
numericamente. Isso é justificado pelo seguinte fato.

Observação 2.1. Uma propriedade importante da decomposição de Schur

R = UHAU

vista no Teorema 2.2vem do fato de U ser unitária. Com isso, os números de condi-
cionamento de A e R coincidem, i.e.

κ(R) = κ(A).

Por ser unitária, o número de condicionamento de U é

κ(U) = 1.

Deixamos a verificação desses fatos como Exercício 5.3.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 2.1. Considere a matriz

A =

[
−499 500
−500 501

]
.

O único autovalor é λ = 1, com autoespaço

V (A, 1) = {(x, y); y = x}.
Um autovetor unitário é

w1 =

√
2

2
(1, 1).

Para completar até uma base ortonormal, tomamos

w2 =

√
2

2
(−1, 1).

Temos

Aw2 =

√
2

2

[
−499 500
−500 501

](
−1

1

)
=

√
2

2

(
999

1001

)
= 1000w1 + w2.

O operador unitário associado a essa base, que é matriz mudança de base, da base
canônica e para a base b = {{w1,w2}} , é

U =

√
2

2

[
1 −1
1 1

]
A forma triangular na decomposição de Schur é

R = UHAU =
1

2

[
1 1
−1 1

] [
−499 500
−500 501

] [
1 −1
1 1

]
=

[
1 1000
0 1

]
A forma triangular também pode ser obtida diretamente de

Aw1 = w1, Aw2 = 1000w1 + w2.

Observação 2.2. Em comparação, fazendo a forma normal de Jordan da matriz
do Exemplo 2.1, a saber

A =

[
−499 500
−500 501

]
.

A sua forma normal é
J =

[
1 1
0 1

]
Para chegar na forma normal, podemos começar com qualquer vetor que não seja
autovetor, ou seja, que não seja múltiplo de (1, 1). Por exemplo,

w2 = (0, 1).
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Em seguida, tomamos

w1 = Aw2 = (500, 501)

A matriz mudança de base é

M =

[
500 0
501 1

]
Nesse caso, a inversa de M é

M−1 =

[
0.002 0
−1.002 1

]
e temos J = M−1AM, i.e.[

1 1
0 1

]
=

[
0.002 0
−1.002 1

] [
−499 500
−500 501

] [
500 0
501 1

]
.

Podemos estimar ‖M‖op(Rn2 ) ≈
√

2501 e ‖M−1‖op(Rn2 ) ≈
√

2, de maneira que o número
de condicionamento de M (assim como o de sua inversa) é

κ(M) ≈ 1002.

Com isso, verifique que

κ(M)κ(J)κ(M−1) ∼ 5× 106.

enquanto que

κ(R) = κ(A) ∼ 106.

3. Diagonalização de operadores normais

Vimos, na Definição 1.6, os operadores normais T ∈ L(X), em um espaço vetorial
complexo X com produto interno, que são aqueles que comutam com a sua adjunta,
i.e.

T∗T = TT∗.

Veremos, aqui, que essa propriedade caracteriza os operadores diagonalizáveis em
bases ortonormais. Ou seja, T possui uma base ortornormal de autovetores se, e
somente se, T é normal.
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3.1. Operadores diagonalizáveis em alguma base ortonormal são nor-
mais. Vejamos a ida.

Teorema 3.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que X tenha uma base ortonormal de auto-
vetores de T. Então T é normal.

Demonstração. Seja b = {{w1, . . . ,wn}} uma base ortonormal de X composta
de autovetores de T. Então, para cada j = 1, . . . , n, existe um complexo λj ∈ C tal
que

Twj = λjwj.

Nesse particular de base ortonormal, segue que wj também é autovetor da adjunta
T∗, com autovalor λ̄j (isso não é verdade em geral, veja Observação 3.1). De fato,
temos

((T∗wj,wi)) = ((wi,T∗wj)) = ((Twi,wj)) = ((λiwi,wj))

= ((wj, λiwi)) = λ̄i((wj,wi)).

Caso i 6= 0, obtemos que
((T∗wj,wi)) = 0.

Isso significa que T∗wj ⊥ wi, para todo i 6= j, de modo que T∗wj ∈ span{wj}.
Isso significa que T∗wj é um múltiplo de wj, ou seja, wj é um autovetor de T∗ e
T∗wj = µjwj, para algum autovalor µj. Para descobrirmos qual é esse autovalor,
escolhemos i = j acima, de modo que

µj = µj‖wj‖2 = ((µjwj,wj)) = ((T∗wj,wj)) = λ̄j((wj,wj)) = λ̄j‖wj‖2 = λ̄j.

Portanto,
T∗wj = λ̄jwj,

para todo j = 1, . . . , n. Nesse caso, expandindo um vetor u ∈ X qualquer nessa base,
i.e. escrevendo

u =
n∑
j=1

zjwj,

onde zj ∈ C, temos

T∗Tu =
n∑
j=1

zjT
∗Twj =

n∑
j=1

zjλ̄jλjwj =
n∑
j=1

zjλjλ̄jwj =
n∑
j=1

zjTT
∗wj = TT∗u,

provando que T∗T = TT∗, ou seja, que T é normal. �
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Exemplo 3.1. Em forma matricial, suponha que A ∈ Cn×n seja uma matriz
complexa com

UAUH = D,

onde U é unitária (ou seja, suas colunas formam uma base ortonormal de Cn) e D
seja diagonal, com diagonal λ1, . . . , λn ∈ C. Então

A = UHDU

de modo que

AH =
(
UHDU

)H
= UHDHU.

Como D e DH são diagonais, então DHD = DDH (toda matriz diagonal é normal).
Assim, usando que UUH = I,

AHA = UHDHUUHDU = UHDHDU = UHDDHU = UHDUUHDHU = AAH.

Ou seja, A é normal.

Exemplo 3.2. Considere a matriz complexa A ∈ C2×2 dada por[
2 + 3i −1

1 2 + 3i

]
Pode-se verificar que essa matriz é normal, i.e. AHA = AAH. Os autovalores são
λ1 = 2 + 4i e λ2 = 2 + 2i. Uma base de autovetores é b = {{w1,w2}}, onde

w1 =

√
2

2
(1,−i), w2 =

√
2

2
(1, i).

Temos
Aw1 = λ1w1, Aw2 = λ2w2.

Essa também é uma base de autovetores de AH, com

Aw1 = λ̄1w1, Aw2 = λ̄2w2.

Observação 3.1. Conforme mencionado na demonstração do Teorema 3.1, nem
sempre um autovetor de T é autovetor de T∗. Isso acontece quando T é normal, mas
pode não acontecer se ele não for normal. E não é nada de patológico em relação a
espaços complexos. Por exemplo, considere o operador associado à matriz real

A =

[
1 1
0 1

]
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cujo único autovalor é λ = 1. O autoespaço associado é o eixo x. Em particular,
u = (1, 0) é autovetor. No entanto, a adjunta é a transposta

A∗ = Atr =

[
1 0
1 1

]
e para a qual u = (1, 0) não é autovetor. O autoespaço da matriz adjunta é o eixo y.

3.2. Todo operador normal é diagonalizável em alguma base ortonor-
mal. Apresentamos, aqui, duas demonstrações desse importante resultado. A pri-
meira demonstração começa como na demonstração da decomposição de Schur e ex-
plora o fato de que o subespaço ortogonal a um autoespaço é invariante pelo operador.
A segunda demonstração usa a própria decomposição de Schur. Uma outra demons-
tração será feita quando fizermos a decomposição espectral de operadores hermitianos,
pois é baseada no fato das partes real e imaginária de um operador normal comutarem
entre si e, portanto, possuírem uma base comum que as diagonaliza, nos dando uma
diagonalização do próprio operador.

Teorema 3.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que T seja normal e que X seja de dimensão
finita. Então X possui uma base ortonormal de autovetores de T.

Demonstração do Teorema 3.2 via indução na dimensão. Como o espa-
ço vetorial X é complexo, sabemos do Teorema 3.1 que T possui pelo menos um
autovalor, que denotamos por λ1. Seja V (T, λ1) o autoespaço associado a esse au-
tovalor. Naturalmente, V (T, λ1) é invariante por T. Vamos mostrar que subespaço
perpendicular V (T, λ1)⊥ também é invariante por T.

Para isso, vamos provar primeiro que V (T, λ1) é invariante pelo operador adjunto
T∗. Seja u ∈ V (T, λ1). Usando que T∗ é normal, temos

TT∗u = T∗Tu = λ1T
∗u,

mostrando que T∗u é autovetor associado ao autovalor λ1, ou seja T∗u ∈ V (T, λ1),
de forma que V (T, λ1) é invariante por T∗.

Seja, agora, v ∈ V (T, λ1)⊥. Precisamos mostrar que Tv ⊥ u para todo u ∈
V (T, λ1). Para tal u, já sabemos que T∗u ∈ V (T, λ1). Com isso, pela ortogonalidade
entre v e V (T, λ1), obtemos

((Tv,u)) = ((v,T∗u)) = 0,

mostrando que Tv também é ortogonal a V (T, λ1).
Com isso, podemos restringir o operador T ao subespaço perpendicular V (T, λ1)⊥,

reduzindo a dimensão e usando a hipótese de indução. De fato, seja S1 = V (T, λ1) e
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seja T1 ∈ L(S⊥1 ) a restrição de T ao subespaço S⊥1 . Como S1 é não trivial, a dimensão
de S⊥1 é estritamente menor do que a de X. Além disso, T1 é normal. De fato, para
v,w ∈ S⊥1 , temos, por definição de adjunta,

((T1w,v)) = ((w,T∗1v)).

Por outro lado, como T1 é a restrição de T a S⊥1 ,

((T1w,v)) = ((Tw,v)) = ((w,T∗v)).

Logo,
((w,T∗1v − T∗v)) = 0.

É importante ressaltar que S⊥1 é invariante por T∗, também. De fato, se v ∈ S⊥1 e
u ∈ S1, então

((u,T∗v)) = ((Tu,v)) = 0,

visto que Tu ∈ S1 e v ∈ S⊥1 . Assim, escolhendo w = T∗1v−T∗v ∈ S⊥1 acima, obtemos

‖T∗1v − T∗v‖2 = ((T∗1v − T∗v,T∗1v − T∗v)) = 0.

Logo, T∗1 = T∗
∣∣∣
S⊥1

. Com isso,

T∗1T1 = T∗
∣∣∣
S⊥1

T
∣∣∣
S⊥1

.

Como S⊥1 é invariante por ambos os operadores, temos

T∗1T1 = T∗T
∣∣∣
S⊥1

.

Usando a normalidade de T, temos

T∗1T1 = T∗T
∣∣∣
S⊥1

= TT∗
∣∣∣
S⊥1

.

Usando novamente a invariância,

T∗1T1 = T
∣∣∣
S⊥1

T∗
∣∣∣
S⊥1

= T1T
∗
1,

provando que T1 é normal. Pela hipótese de indução, S⊥1 possui uma base ortonormal

{wn1+1, . . . ,wn},

de autovetores de T1, i.e.
T1wj = λjwj,
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para j = n1+1, . . . , n, onde n1 = dim(S1), de modo que n−n1 = dim(S⊥1 ). Escolhendo
uma base ortonormal qualquer

{w1, . . . ,wn1}
de S1, obtemos, visto que S1 e S⊥1 são ortogonais, uma base ortonormal

b = {{w1, . . . ,wn}}
de X. Nesse base, temos

Twj = λ1wj,

para j = 1, . . . , n1 e, visto que T1 é a restrição de T a S⊥1 ,

Twj = T1wj = λjwj,

para j = n1 + 1, . . . , n. Isso completa a demonstração de existência de uma base
ortornormal de autovetores de T. �

Observação 3.2. A demonstração via redução na dimensão através da invariância
do ortogonal de um autoespaço está feita acima de forma bastante detalhada. Mas a
ideia é simples. Passa por usar que (i) todo operador em um espaço vetorial complexo
possui pelo menos um autovalor; (ii) o ortogonal de um autoespaço é invariante pelo
operador; (iii) a restrição de um operador normal a um subespaço invariante é também
normal.

Uma outra demonstração pode ser feita através da decomposição de Schur.

Demonstração do Teorema 3.2 via decomposição de Schur matricial.
Seja A ∈ Cn×n uma matriz normal (representando T em uma base qualquer). Pelo
Teorema 2.2 da decomposição de Schur em forma matricial, existe uma matriz unitá-
ria U e uma matriz triangular superior R tais que

R = UHAU.

Observe que R também é normal, visto que

RRH = UHAUUHAHU = UHAAHU = UHAHAU = UHAHUUHAU = RHR.

Como R é triangular superior, podemos escrever

R =

[
a11 a1,2:n

0 A2:n,2:n

]
onde a1,2:n =

(
a12 · · · a1n

)
e A2:n,2:n = (aij)

n
i,j=2. Observe que

RH =

[
a11 0∗

a∗1,2:n A∗2:n,2:n

]
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onde os asteriscos indicam as conjugadas transpostas dos vetores e matrizes em ques-
tão. Com isso, olhando apenas o primeiro elemento dos produtos das matrizes, temos

RRH =

[
|a11|2 + ‖a1,2:n‖2 ?

? ?

]
,

enquanto que

RHR =

[
|a11|2 ?
? ?

]
.

Como R é normal, essas duas matrizes devem ser iguais, de modo que

‖a1,2:n‖2 = 0,

ou seja a1,2:n = 0 e R tem a forma diagonal em blocos

R =

[
a11 0
0 A2:n,2:n

]
Prosseguindo por indução, chegamos a R na forma diagonal

R = D =


a11 0 · · · 0

0 a22
. . . ...

· · · . . . . . . 0
0 · · · 0 ann

 .
Ou seja, A = UDUH, mostrando que A, e portanto T, é diagonalizável, com base
ortonormal de autovetores. �

3.3. Equivalência entre operador normal e diagonalizável com base or-
tonormal. Juntando os dois resultados anteriores, do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2,
obtemos a equivalência.

Corolário 3.1. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno e de
dimensão finita. Seja T ∈ L(X) um operador linear em X. Então T é normal se, e
somente se, X possui uma base ortonormal de autovetores de T.

Também temos a versão matricial.

Corolário 3.2. Seja A ∈ Cn×n uma matriz complexa, com n ∈ N. Então A
é normal se, e somente se, existe uma matriz unitária U e uma matriz diagonal D,
também em Cn×n, tais que

A = UDUH.
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3.4. Diagonalização de operadores hermitianos. Como todo operador her-
mitiano é normal, a existência de uma base ortonormal para operadores hermitianos é
um corolário do resultado análogo para operadores normais. O fato de ser hermitiano
nos dá que todos os autovalores são reais. Em relação a isso, temos

Proposição 3.1. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X com produto interno. Supondo T hermitiano, temos que todos os autovalores
de T são reais.

Demonstração. Se λ é autovalor de T, tomando um autovetor unitário w as-
sociado a λ, temos

λ = λ‖w‖2 = ((λw,w)) = ((Tw,w)) = ((w,T∗w))

= ((w,Tw)) = ((w, λw)) = λ̄((w,w)) = λ̄‖w‖2 = λ̄.

Logo, λ é real, concluindo a demonstração. �

Com base nisso, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que T seja hermitiano e que X seja de di-
mensão finita. Então X possui uma base ortonormal de autovetores de T, com todos
os autovalores reais.

Demonstração. O resultado segue como colorário do Teorema 3.2 e da Propo-
sição 3.1. �

Uma demonstração alternativa, que não depende do Teorema 3.2, pode ser feita
de maneira análoga à demonstração no caso real, feita na Seção 2.

Demonstração alternativa do Teorema 3.3. Vou apenas fazer um esboço
da demonstração. A demonstração segue os mesmos três passos descritos na Seção 2.
A existência de autovalor segue diretamente do Teorema 3.1, sem a necessidade de
complexificar o espaço, visto que ele já é complexo. Ou então minimizando a parte
real do quociente de Rayleigh-Ritz, ou seja, olhando para

λ = min
u6=0

Re((Tu,u))

‖u‖2
.

Esse ponto de mínimo é um autovalor (real) do operador hermitiano T. A invariância
dos subespaços ortogonais a autoespaços segue da mesma forma. Com isso, a indução
segue sem problemas. Deixamos os detalhes como Exercício 5.5. �
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3.5. Diagonalização de operadores anti-hermitianos. Como todo operador
anti-hermitiano é normal, a existência de uma base ortonormal para operadores anti-
hermitianos é um corolário do resultado análogo para operadores normais. O fato
de ser anti-hermitiano nos dá que todos os autovalores são imaginários puros. Em
relação a isso, temos

Proposição 3.2. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial
complexo X com produto interno. Supondo T anti-hermitiano, temos que todos os
autovalores de T são imaginários.

Demonstração. Se λ é autovalor de T, tomando um autovetor unitário w as-
sociado a λ, temos

λ = λ‖w‖2 = ((λw,w)) = ((Tw,w)) = ((w,T∗w))

= ((w,Tw)) = −((w,−λw)) = −λ̄((w,w)) = λ̄‖w‖2 = −λ̄.

Logo, λ é imaginário, concluindo a demonstração. �

Com base nisso, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Seja T ∈ L(X) um operador linear em um espaço vetorial com-
plexo X com produto interno. Suponha que T seja anti-hermitiano e que X seja de
dimensão finita. Então X possui uma base ortonormal de autovetores de T, com todos
os autovalores imaginários.

Demonstração. O resultado segue como colorário do Teorema 3.2 e da Propo-
sição 3.2. �

Uma demonstração alternativa pode ser obtida escrevendo um operador anti-
hermitiano como um múltiplo imaginário de um operador hermitiano.

Demonstração alternativa do Teorema 3.4. Seja R = iT. Observe que
R∗ = īT∗ = −iT∗ = iT = R, mostrando que R é hermitiano. Pelo Teorema 3.3,
existe uma base ortonormal {{w1, . . . ,wn}} de X formada por autovetores reais de R,
onde n = dim(X). Cada autovalor real βj ∈ R de R, com autovetor associado wj,
j = 1, . . . , n, corresponde a um autovalor imaginário λi = iβi de T, visto que

Twj = iRwj = iβiwj.

Isso nos dá o resultado desejado. �
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3.6. Demonstração alternativa da diagonalização de operadores nor-
mais via decomposição em partes hermitiana e anti-hermitiana. Conforme
feito na Seção 1.3, no caso de operadores normais em espaços vetoriais reais, também
temos podemos caracterizar um operador normal através da relação entre normas e
da comutatividade entre as suas partes hermitiana e anti-hermitiana.

Proposição 3.3. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno e
norma associada ‖ · ‖. Então T ∈ L(X) é normal se, e somente se, ‖T∗u‖ = ‖Tu‖,
para todo u ∈ X.

Proposição 3.4. Seja X um espaço vetorial complexo com produto interno e seja
T ∈ L(X) um operador linear. Sejam

R =
T + T∗

2
, S =

T− T∗

2

as partes hermitiana e anti-hermitiana de T, respectivamente, denominadas assim
visto que

T = R + S, R∗ = R, S∗ = −S.
Então T é normal se, e somente se, R e S comutam entre si.

As demonstrações são idênticas às da Proposição 1.1 e da Proposição 1.2.

Observação 3.3. No caso de um operador normal T ∈ L(X) em um espaço
vetorial complexo, também podemos escrever T = R+ iS̃, onde R e S̃ são hermitianos
comutando entre si. Basta tomar S̃ = −iS, com R e S conforme a decomposição na
Proposição 3.4.

Agora estamos prontos para fazer a demonstração alternativa da diagonalização
de operadores normais.

Demonstração alternativa do Teorema 3.2. Com a decomposição T =
R + S da Proposição 3.4, podemos decompor R em autoespaços associados a au-
tovalores reais α1, . . . , αk, de tal forma que

X = V (T, α1)⊕ · · · ⊕ V (T, αk),

com os autoespaços ortogonais entre si. Como S e R comutam, segue que cada
V (T, αj) é invariante por S. A restrição de S a V (T, αj) é diagonalizável, com uma
base ortonormal {wj1 , . . . ,wjnj

}, associada a autovalores imaginários puros iβj,i,
i = 1, . . . , nj, podendo ser nulos ou não.

Com isso,
b =

{{
w11 , . . . ,w1n1

, . . . ,wjk , . . . ,wknk

}}
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é uma base ortonormal de T = R + S com autovalores correspondentes
λj + iβji , j = 1, . . . , k, i = 1, . . . , nj.

Isso completa a demonstração. �

Observação 3.4. É claro que para que a demonstração acima do Teorema 3.2 seja
uma alternativa à demonstração dada inicialmente, não podemos usar esse próprio
teorema para fazer a diagonalização da parte auto-adjunta do operador. Para isso,
usamos a demonstração alternativa deste resultado, dada na Seção 3.4.

4. Aplicações

4.1. Fórmula de Cauchy, resíduos e outras ferramentas de análise com-
plexa em teoria espectral.

4.2. Séries de Fourier nos complexos.

4.3. Modelos em mecânica quântica. Ver [12, Chapter 10].

5. Exercícios

Exercícios
5.1. Seja X um espaço vetorial complexo e suponha que b : X × X → C seja

uma forma bilinear e simétrica em X. Mostre que b não pode ser positiva
definida.

5.2. Suponha que U ∈ Cn×n, n ∈ N, satisfaça UHU = −UUH. Mostre que
U = UH = 0.

5.3. Em relação à Observação 2.1, relacionado à decomposição de Schur vista no
Teorema 2.2, mostre que uma matriz unitária U ∈ Cn×n, n ∈ N, tem número
de condicionamento κ(U) = 1 e que se A ∈ Cn×n é invertível e R = UAUH,
então κ(R) = κ(A).

5.4. SejaX um espaço vetorial complexo com produto interno e de dimensão finita
e seja T ∈ L(X). Suponha que exista uma base ortonormal de autovetores
de T. Mostre que se todos os autovalores de T são imaginários puros, então
T é anti-hermitiano.

5.5. Em relação à demonstração alternativa do Teorema 3.3, seja X um espaço
vetorial complexo com produto interno e seja T ∈ L(X) um operador her-
mitiano em X. Considere a versão complexa do quociente de Rayleigh-Ritz,
dada por

R(u) =
Re((Tu,u))

‖u‖2
, u 6= 0.
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(a) Mostre que R(·) é uma função real contínua de X \ {0} em R.
(a) Mostre que um valor mínimo λ = R(w) de R(·) na esfera unitária

S = {u ∈ X; ‖u‖ = 1}, com ponto de mínimo w ∈ S é um autovalor de
T com autovetor associado w.

(a) Conclua, usando esses resultados, que se X é de dimensão finita, então
T possui pelo menos um autovalor real.

5.6. Dê um exemplo de uma matrix complexa A ∈ C3×3 tal que 1 seja o único
autovalor de A e de AH, mas que a interseção dos autoespaços associados
tenha dimensão apenas 1, i.e. dim(V (A, 1) ∩ V (AH, 1)) = 1.

5.7. Seja X um espaço vetorial complexo de dimensão finita com produto interno
((·, ·)) e seja T ∈ L(X). Mostre que ((u,v))T = ((Tu,v)) define um produto
interno em X se, e somente se, T é hermitiano e com autovalores positivos.

5.8. Seja X um espaço vetorial complexo de dimensão finita com produto interno
((·, ·)) e seja T ∈ L(X). Mostre que se ((Tu,u)) = 0, para todo u ∈ X, então
((Tv,w)) = 0 para quaisquer v,w ∈ X e, com isso, T = 0. (Dica: considere
combinações complexas u = v + ζw, para escolhas apropriadas de ζ ∈ C.)
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Símbolos e Abreviações

[[·]]: Classe de equivalência. 36
{{·}}: Símbolo para conjuntos ordenados e bases, e.g. b = {{u1, . . . ,un}}. 52
a, b, c: Símbolos para representar conjuntos ordenados de vetores e bases. 52
e: Símbolo para representar base canônica. 52
δij: Delta de Kronecker, definido por δij = 0, se i 6= j, e δij = δii = 1, quando i = j.

23
U, V,W, S, . . .: Símbolos para subespaços vetoriais. 29
X/S: Espaço quociente, módulo subespaço S. 37
X, Y, Z, . . .: Símbolos para espaços vetoriais. 15

G(T, λ): Autoespaço generalizado de T associado a um autovalor λ. 278

V (T, λ): Autoespaço de T associado a um autovalor λ. 254

447
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Standing on a hill in my mountain of dreams
Telling myself it’s not as hard, hard, hard as it
seems.

– Going to California (Led Zeppelin IV)
Led Zeppelin, 1971
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